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Reversible calculations. I.
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Abstract. In the �rst part of the paper the main provisions of reversibility as a new

paradigm for the development of computer technology are considered. The fundamentals of

reversible logic and models of reversible calculations, reversible programming languages are

stated.
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1. Ââåäåíèå â ïðîáëåìàòèêó. Ïðèíöèï Íåéìàíà-Ëàíäàóýðà

Èíòåðåñ ê îáðàòèìûì âû÷èñëåíèÿì è ðåàëèçóþùèì èõ ñõåìàì èç îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ âîçíèê â íà÷àëå 1960-õ ã., êîãäà áûë ñôîðìóëèðîâàí êàçàâøèéñÿ ñíà÷à-
ëà ïàðàäîêñàëüíûì ïðèíöèï Íåéìàíà-Ëàíäàóýðà: â ëþáîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå,
íåçàâèñèìî îò å¼ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, ïðè ïîòåðå îäíîãî áèòà èíôîðìàöèè âû-
äåëÿåòñÿ òåïëîòà â êîëè÷åñòâå íå ìåíåå ε0 = kT ln 2 Äæ (k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà,
T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà) [1].

Ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ äàííûé ïðèíöèï îñòàâàëñÿ âñåãî ëèøü ÷èñòîé òåîðè-
åé, íå ïîäêðåïë¼ííîé ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî áûëî ñâÿçàíî ñ òðóäíîñòÿìè
èçìåðåíèÿ êðàéíå ìàëûõ êîëè÷åñòâ âûäåëÿåìîé ýíåðãèè. Îäíàêî â 2012 ã. â ýêñïåðè-
ìåíòå ñ êîëëîèäíîé ÷àñòèöåé ýôôåêò Ëàíäàóýðà óäàëîñü îáíàðóæèòü íà ïðàêòèêå
[2]. Â 2014 ã. áûë ïðîâåäåí åù¼ îäèí ýêñïåðèìåíò, ïîêàçàâøèé, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè
âîçìîæíûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â äâà ðàçà âûäåëÿåòñÿ ìèíèìóì
ε0 òåïëà [3].

Ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå ε0 ≈ 3 · 10−21 Äæ = 0,017 ýÂ � êðàéíå ìàëîå êîëè-
÷åñòâî. Íî â ïåðåñ÷åòå íà ïðîöåññîð ñóììàðíàÿ ðàññåèâàåìàÿ ìîùíîñòü âûðàñòàåò
óæå äî âåëè÷èí ïîðÿäêà 1 Âò1.

Ïðîâåä¼ííûé â ðàìêàõ ïðîåêòà International Technology Roadmap for
Semiconductors ITRS-20012 àíàëèç ðàçâèòèÿ òðàíçèñòîðíûõ òåõíîëîãèé íà ïå-
ðèîä ïîñëå 2001 ã. ïîêàçàë, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè 22-íì òåõíîëîãèè èíòåãðàëüíûõ
ìèêðîñõåì (ÈÌÑ), âûäåëåíèå òåïëà ñîñòàâèò 5�10 ÌÂò íà êâ. ñì ïîâåðõíîñòè
ïðîöåññîðà; äëÿ ñðàâíåíèÿ: Ñîëíöå âûäåëÿåò íå áîëåå 6,5 êÂò/ñì2. Î÷åâèäíî, ÷òî
îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìîå îõëàæäåíèå ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå òðóäíûì. Ïîýòîìó ïðîáëå-
ìà îòâîäà òåïëà óæå â ñëåäóþùåì äåñÿòèëåòèè ñòàíåò ãîðàçäî áîëåå ñóùåñòâåííîé
è èãíîðèðîâàòü ýôôåêò Ëàíäàóýðà, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé,
óæå íåëüçÿ. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàòåëè ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî, áåç ó÷¼òà òåïëîâûõ
øóìîâ è òðåáîâàíèé íàä¼æíîñòè, ôèçè÷åñêèé ïðåäåë òðàäèöèîííûõ òåõíîëîãèé
âû÷èñëèòåëÿ ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé � 1022 îïåðàöèé â ñåêóíäó [4]. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ
âûãëÿäèò êàê êîíåö ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùèõ
òåõíîëîãèé èç-çà ¾òåïëîâîãî ïðîêëÿòèÿ¿.

Âûõîä âèäÿò â ïåðåõîäå ê âû÷èñëèòåëüíûì óñòðîéñòâàì, ðåàëèçóþùèì îáðàòè-

ìûå âû÷èñëåíèÿ3, ïîçâîëÿþùèå îáîéòè îãðàíè÷åíèå, óñòàíàâëèâàåìîå ïðèíöèïîì
Ëàíäàóýðà. Ïðè îáðàòèìûõ âû÷èñëåíèÿõ èíôîðìàöèÿ íå òåðÿåòñÿ, îòêóäà ñëåäóþò
(òåîðåòè÷åñêè) íóëåâûå ïîòåðè ýíåðãèè íà å¼ îáðàáîòêó.

1 http://old.computerra.ru/2004/538/204845/
2 http://www.itrs2.net
3 àíãë. reversible; ðàíåå óïîòðåáëÿëèñü òàêæå òåðìèíû êîíñåðâàòèâíûå, ðåâåðñèâíûå âû÷èñëåíèÿ
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Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáðàòèìîñòü íåîáõîäèìî ïîääåðæèâàòü íà âñåõ óðîâíÿõ
âû÷èñëåíèé: ôèçè÷åñêîé ìîäåëè, àðõèòåêòóðû âû÷èñëèòåëÿ, ÿçûêîâ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ è ðåàëèçóåìûõ àëãîðèòìîâ: ×. Áåííåòò óêàçàë, ÷òî íåîáðà-
òèìîñòü õîòÿ áû íà îäíîì óðîâíå ïîëíîñòüþ ðàçðóøàåò ïîëîæèòåëüíûå ýôôåêòû
îñòàëüíûõ [5]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñîçäàíèÿ ïàðàäèãìû îáðàòèìûõ âû÷èñëåíèé
òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü ñëåäóþùèå íîâûå íàïðàâëåíèÿ:

• òåîðèþ (àëãåáðó è ëîãèêó) îáðàòèìûõ âû÷èñëåíèé;

• ÿçûêè è ïàðàäèãìû îáðàòèìîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

• ìåòîäû ðåàëèçàöèè ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì è àëãîðèòìû îáðàòèìîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ;

• îáðàòèìóþ ñõåìîòåõíèêó;

• ôèçè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.

Â ñòàòüå äàí êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ îáðàòèìîñòüþ, ðàñ-
ñìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, â òîì
÷èñëå ñáîåóñòîé÷èâûõ è ïðåäëîæåíû îñíîâíûå òàêèå ýëåìåíòû. Óêàçàíû íàïðàâëå-
íèÿ è ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ñõåì èç îáðàòèìûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â êðèïòî-
ãðàôèè.

2. Îñíîâû îáðàòèìîé ñõåìîòåõíèêè

2.1. Ïîíÿòèå îáðàòèìîñòè. Ìóñîðíûå áèòû. Ãîâîðÿò, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ëîãè÷å-

ñêè îáðàòèìû, åñëè ïî âûõîäíûì âåëè÷èíàì ìîæíî âîññòàíîâèòü âõîäíûå. Òàêèå
âû÷èñëåíèÿ ðåàëèçóþò íà îáðàòèìûõ ýëåìåíòàõ.

Ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò íàçîâ¼ì ïîëóîáðàòèìûì, åñëè îí îñóùåñòâëÿåò èíúåêòèâ-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîãî áóëåâîãî âåêòîðà â âûõîäíîé. Îáû÷íî äîïîëíèòåëüíî
òðåáóþò, ÷òîáû ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë, íàïðàâëåííûé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, îò âû-
õîäà ýëåìåíòà ê åãî âõîäó, îäíîçíà÷íî è áåçîøèáî÷íî âîññòàíîâèë èñõîäíûé âõîäíîé
âåêòîð. Íàçîâ¼ì ýëåìåíò ñ n âõîäàìè îáðàòèìûì, åñëè è òîëüêî åñëè îí îñóùåñòâëÿ-
åò íåêîòîðóþ áèåêöèþ íà ìíîæåñòâå âñåõ 2n âîçìîæíûõ âõîäîâ èëè èõ ïåðåñòàíîâêó.
Êàê ñëåäñòâèå, òàêîé ýëåìåíò äîëæåí èìåòü n âûõîäîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåíòû ñ
n âõîäàìè è m âûõîäàìè áóäåì íàçûâàòü n×m-ýëåìåíòàìè.

Ïðè ðåàëèçàöèè êîìáèíàöèîííîé ëîãèêè ñõåìàìè èç îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, íà
âûõîäå êðîìå èíôîðìàöèîííûõ áèòîâ � çíà÷åíèé âû÷èñëÿåìîé ôóíêöèè � êàê ïðà-
âèëî, ôîðìèðóþòñÿ åù¼ è äîïîëíèòåëüíûå áèòû, íàçûâàåìûå (íåóäà÷íî) ìóñîðíûìè
èëè ñòîêàìè (àíãë. garbage è sink ñîîòâåòñòâåííî). Ìóñîðíûå áèòû â äåéñòâèòåëü-
íîñòè èãðàþò î÷åíü âàæíóþ ðîëü: îíè äàþò âîçìîæíîñòü ïî âûõîäíîìó âåêòîðó
îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü âõîäíîé, ò. å. îáðàòèòü âû÷èñëåíèÿ. Åñëè èõ íå ñîõðàíèòü,
ïðîèçîéä¼ò ðàññåÿíèå ýíåðãèè, à èìåííî ýòîãî òðåáóåòñÿ èçáåæàòü.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, 201?' ?
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2.2. Îáðàòèìûå êîìáèíàöèîííûå ýëåìåíòû. ×òîáû îòëè÷àòü îáû÷íûå êîìáè-
íàöèîííûå ýëåìåíòû îò îáðàòèìûõ, áóäåì íàçûâàòü ïåðâûå âåíòèëÿìè, à âòîðûå
ãåéòàìè, îñòàâèâ òåðìèí ýëåìåíò äëÿ îáîèõ. Âõîäû ýëåìåíòîâ áóäåì, êàê ïðàâèëî,
îáîçíà÷àòü ëèòåðàìè ñ íà÷àëà àëôàâèòà: A, B, . . ., à âûõîäû � ñ ñåðåäèíû àëôàâè-
òà: P , Q, . . .. Èíîãäà óäîáíåå îáîçíà÷åíèÿ A1, A2, . . . è P1, P2, . . . ñîîòâåòñòâåííî. Íà
ñõåìàõ ÷àñòî âõîäû è âûõîäû îáîçíà÷àþò ëèòåðàìè x, y, . . ., à èõ ïîðÿäîê óêàçûâà-
þò ïîëîæåíèåì íà ýëåìåíòå ñâåðõó âíèç. Â ôîðìóëàõ ⊕ îçíà÷àåò ñóììó ïî mod 2,
øòðèõîì ′ îáîçíà÷àþò èíâåðòèðîâàíèå, çíàê êîíúþíêöèè · èíîãäà îïóñêàåì.

Ïðîñòåéøèìè îáðàòèìûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ NOT è SWAP.

Èíâåðòîð (NOT) � èìååò îäèí âõîä A, îäèí âûõîä P è îñóùåñòâëÿåò áåçóñëîâíîå
èíâåðòèðîâàíèå âõîäíîãî ñèãíàëà:

P = A ′.

Îáìåí (SWAP) � èìåÿ äâà âõîäà A, B, ìåíÿåò èõ ìåñòàìè íà âûõîäàõ P, Q:

P = B, Q = A.

Âõîäû áîëüøèíñòâà äðóãèõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ðàçäåëÿþòñÿ íà óïðàâëÿþùèå,
èëè àäðåñíûå è óïðàâëÿåìûå, èëè öåëåâûå. Çíà÷åíèÿ âòîðûõ íà âûõîäå ìîãóò áûòü
èçìåíåíû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïåðâûõ, êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ íà âûõîä áåç èç-
ìåíåíèé (èõ èíîãäà íàçûâàþò ñêâîçíûìè äîðîæêàìè). Ïðåîáðàçîâàííûå âûõîäû
òàêæå íàçûâàþò ñèãíàëüíûìè.

Êîíòðîëèðóåìûé èíâåðòîð (CNOT, Controlled NOT, ýëåìåíò Ôåéìàíà, FG) �
2×2-îáðàòèìûé ãåéò, ðåàëèçóþùèé óñëîâíîå èíâåðòèðîâàíèå. Èìååò äâà âõîäà A,B
è äâà âûõîäà P,Q. Ïåðâûé âõîä A� óïðàâëÿþùèé, à âòîðîé âõîä áóäåò èíâåðòèðîâàí
íà âûõîäå, åñëè è òîëüêî åñëè A = 1:

P = A, Q = A⊕B.

Ðàññìîòðåííûå âûøå ýëåìåíòû âû÷èñëèòåëüíî íå óíèâåðñàëüíû: èñïîëüçóÿ
òîëüêî èõ, íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ëîãè÷åñêóþ ôóíêöèþ. ßñíî, ÷òî
óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò äîëæåí îáåñïå÷èòü ðåàëèçàöèþ (â çàâèñèìîñòü îò çíà÷åíèé
óïðàâëÿþùèõ âõîäîâ) ïîëíóþ ñèñòåìó áóëåâûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð, ïàð ôóíêöèé
AND2 è NOT èëè OR2 è NOT. Êðîìå òîãî, òàêèå ýëåìåíòû äîëæíû îáåñïå÷èâàòü âîç-
ìîæíîñòü êàñêàäèðîâàíèÿ � îðãàíèçàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ.
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûå îáðàòèìûå ýëåìåíòû. Â íàèáîëüøèì ÷èñëå
ðàáîò â êà÷åñòâå òàêîâûõ èñïîëüçóþò ýëåìåíòû Òîôôîëè èëè Ôðåäêèíà.

Âåíòèëü Òîôôîëè (CCNOT, Controlled Controlled NOT, TG) � 3 × 3-
óíèâåðñàëüíûé êîíòðîëèðóåìûé îáðàòèìûé ãåéò, èìååò òðè âõîäà A,B,C è òðè âû-
õîäà P,Q,R. Ïåðâûå äâà âõîäà A,B � óïðàâëÿþùèå: òðåòèé âõîä áóäåò èíâåðòèðîâàí
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íà âûõîäå, åñëè è òîëüêî åñëè A = B = 1. Ôîðìóëû âûõîäîâ:

P = A, Q = B, R = C ⊕ A ·B.

Î÷åâèäíî, ýëåìåíò Òîôôîëè äåéñòâèòåëüíî âû÷èñëèòåëüíî óíèâåðñàëåí: ïðè
A = B = 1 îí ðåàëèçóåò èíâåðòîð NOT, à ïðè C = 0 � AND2. Íà ýëåìåíòàõ Òîôôîëè
ìîæíî îñóùåñòâèòü îïåðàöèþ âåòâëåíèÿ è ïåðåäà÷ó ñèãíàëîâ, îáåñïå÷èâàÿ êàñêàäè-
ðîâàíèå: ïðè âõîäíîì âåêòîðå (A, 1, 0) íà åãî âûõîäå áóäåò âåêòîð (A, 1, A).

Âåíòèëü Ôðåäêèíà (CSWAP, Controlled SWAP, óïðàâëÿåìûé îáìåí, ñèììåòðè-
÷åñêèé ïåðåêëþ÷àòåëü, FRG) � 3 × 3-óíèâåðñàëüíûé êîíòðîëèðóåìûé îáðàòèìûé
ãåéò, îí, êàê è TG, èìååò òðè âõîäà A,B,C è òðè âûõîäà P,Q,R. Ïåðâûé âõîä A �
óïðàâëÿþùèé: åñëè îí ðàâåí 1, òî îñòàëüíûå äâà âõîäà B,C íà âûõîäå ïîìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè, â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå îíè ïîäàþòñÿ íà âûõîä íåèçìåííûìè:

P = A, Q = A ′ ·B ∨ A · C, R = A ·B ∨ A ′ · C.

Èíîãäà FRG èçîáðàæàþò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Âàðèàíò èçîáðàæåíèÿ ýëåìåíòà Ôðåäêèíà

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíò Ôðåäêèíà òàêæå âû÷èñëèòåëüíî óíèâåðñàëåí: âî-
ïåðâûõ, ïðè âõîäå (A, 0, 1) íà åãî âûõîäå áóäåò (A,A,A ′), ÷òî îçíà÷àåò ðåàëèçàöèþ
ôóíêöèé NOT è äóáëèðîâàíèÿ ñèãíàëà è, âî-âòîðûõ, ïðè âõîäàõ (A,B, 1) è (A,B, 0)

íà åãî âûõîäå áóäóò âåêòîðû (A,A⊕B,B ImA) è (A, A ′ ·B, A ·B), ò. å. ðåàëèçóþò-
ñÿ ïàðû ôóíêöèé (OR2, îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ) è (îáðàòíàÿ êîèìïëèêàöèÿ, AND2)
ñîîòâåòñòâåííî. Òàê, ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè XOR2 íà äâóõ ãåéòàõ Ôðåäêèíà ïîêàçàíà
íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè XOR2 íà ãåéòàõ Ôðåäêèíà
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Ñàì ôàêò òîãî, ÷òî óïðàâëÿåìî ïåðåìåøèâàÿ ïðîâîäêè â êàáåëå ìåæäó âõîäîì
è âûõîäîì è íå èñïîëüçóÿ íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü íà âûõîäå
çíà÷åíèå ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè îò âõîäà, äàëåêî íå î÷åâèäåí [6].

Ðàññìîòðåííûå ýëåìåíòû NOT, CNOT, Òîôôîëè è Ôðåäêèíà îêàçûâàþòñÿ îá-
ðàòíûìè ñàìèì ñåáå: åñëè ñèãíàëû ïðîéäóò ÷åðåç äâà ýêçåìïëÿðà îäíîãî ýëåìåíòà,
îíè îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. ßñíî, ÷òî ýëåìåíò ñàìîîáðàòèì, åñëè è òîëüêî åñëè ðå-
àëèçóåìîå èì áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè òðàíñ-
ïîçèöèé (ïåðåñòàíîâîê âíóòðè íåêîòîðûõ ïàð) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà âñåõ äâîè÷íûõ
âåêòîðîâ.

Îáû÷íî ñõåìàòè÷åñêè ðàññìîòðåííûå ãåéòû èçîáðàæàþòñÿ êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Îáû÷íîå ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ãåéòîâ NOT, CNOT, TG,
SWAP, FRG

Îòìåòèì åù¼ îáîáù¼ííûé ãåéò Òîôôîëè (Cn−1NOT, MCT, Multiple-Control
To�oli Gate, generalized n-bit To�oli) � n × n-ãåéò. Èç n âõîäîâ A1, . . . , An ïåðâûå
n− 1 � óïðàâëÿþùèå, ôóíêöèè n âûõîäîâ P1, . . . , Pn, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

Pi = Ai, i = 1, n− 1, Pn = A1 · . . . · An−1 ⊕ An.

ßñíî, ÷òî ïðè n = 2 ýëåìåíò C1NOT åñòü FG, à ïðè n = 3 ýëåìåíò C2NOT åñòü TG.

Ðàñøèðåííûé ãåéò Òîôôîëè (ETG) èìååò n+ 1 âõîäîâ A1, . . . , An, An+1, ïåðâûå
n − 1 èç êîòîðûõ � óïðàâëÿþùèå è n + 1 âûõîäîâ P1, . . . , Pn, Pn+1, èç êîòîðûõ ïî-
ñëåäíèå äâà (à íå îäèí, êàê ó Cn−1NOT) ñèãíàëüíûå, èíâåðòèðóþùèå óïðàâëÿåìûå
ñèãíàëû An è An+1 ñîîòâåòñòâåííî ïðè 1 íà âñåõ óïðàâëÿþùèõ âõîäàõ:

Pi = Ai, i = 1, n− 1, Pn = A1 · . . . · An−1 ⊕ An Pn+1 = A1 · . . . · An−1 ⊕ An+1.

Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà ETG äàíî íà ðèñ. 4 (îáðàòèòå âíèìàíèå íà
èñïîëüçîâàíèå çíàêà ×).

Îáîáù¼ííûé (ìíîæåñòâåííî óïðàâëÿåìûé) ãåéò Ôðåäêèíà (îáîáù¼ííûé CSWAP,
CnSWAP , MCF, Multiple-Control Fredkin Gate) èìååò n âõîäîâ A1, . . . , An èç êîòî-
ðûõ ïåðâûå n−2 óïðàâëÿþùèå, è n âûõîäîâ P1, . . . , Pn, ïîñëåäíèå äâà èç êîòîðûõ �
ñèãíàëüíûå, ïîâòîðÿþùèå An è An−1, åñëè âñå óïðàâëÿþùèå âõîäû � åäèíè÷íûå, èëè
íå äåëàÿ ýòîãî, èíà÷å.
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Ðèñ. 4. Ýëåìåíò ETG

Âåíòèëü Ïåðåñà (PG) � îáðàòèìûé 3×3-ãåéò, èìåþùèé òðè âõîäà A, B, C è òðè
âûõîäà P, Q, R:

P = A, Q = A⊕B, R = A ·B ⊕ C.

Âåíòèëü Ïåðåñà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ãåéòàõ TG è CNOT, ñîåäèí¼ííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.

Ðèñ. 5. Âåíòèëü Ïåðåñà, ðåàëèçîâàííûé íà TG è CNOT

Ýòîò ýëåìåíò èíòåðåñåí òåì, ÷òî íà åãî îñíîâå îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ìîæåò áûòü
ñèíòåçèðîâàí ïîëíûé îäíîáèòíûé ñóììàòîð4 � ñì. ðèñ. 6.

Ðèñ. 6. Îáðàòèìûé îäíîáèòíûé ñóììàòîð íà PG: A,B � ñóììèðóåìûå
ðàçðÿäû, Cin � ïåðåíîñ èç ïðåäûäóùåãî ðàçðÿäà, S � ñóììà, Cout �
ïåðåíîñ â ñëåäóþùèé ðàçðÿä

4Ïîëíûé îäíîáèòíûé ñóììàòîð âû÷èñëÿåò 1) ñóììó ïî mod 2 òð¼õ áèòîâ � äâóõ äàííûõ ðàç-

ðÿäîâ ÷èñåë è ïåðåíîñà èç ìëàäøåãî ðàçðÿäà è 2) áèò ïåðåíîñà â ñòàðøèé ðàçðÿä.
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Ñëåäóþùèå äâà ãåéòà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ èíúåêòèâíîãî, íî íå áèåêòèâíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäà â âûõîä. Êàê ñëåäñòâèå, ó íèõ ÷èñëî âûõîäîâ áîëüøå ÷èñëà
âõîäîâ.

Ïåðåêëþ÷àòåëü Ïðàéñà óíèâåðñàëüíûé ïîëóîáðàòèìûé ãåéò; èìååò äâà âõîäà �
A,B è òðè âûõîäà � P, Q, R. Ëîãèêà åãî ðàáîòû ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëàìè:

P = A, Q = A ·B, R = A ′ ·B.

Âåíòèëü ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ (Interaction Gate, IG) � óíèâåðñàëüíûé ïîëó-
îáðàòèìûé ãåéò, èìååò äâà âõîäà A, B è ÷åòûðå âûõîäà P, Q, R, S, ðåàëèçóþùèõ
÷åòûðå ôóíêöèè, ýêâèâàëåíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ïîâàðîâà-Øåííîíà
êîíúþíêöèé âõîäîâ:

P = A ·B, Q = A ′ ·B, R = A ·B ′, S = A ′ ·B ′.

Êðîìå ðàññìîòðåííûõ, èçâåñòíû òàêæå ãåéòû Êåðíòîïôà, Ìàðãîëóñà, íåñêîëüêî
ãåéòîâ Äå Âîñà è ìíîæåñòâî äðóãèõ; ññûëêè ìîæíî íàéòè â [7, 8].

3. Ìîäåëè îáðàòèìûõ âû÷èñëåíèé

3.1. Ìîäåëü áèëüÿðäíûõ øàðîâ. Òàê íàçûâàþò ðåàëèçóþùóþ îáðàòèìóþ ëîãèêó
àáñòðàêòíóþ ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü (Billiard Ball Model, BBM), ïðåäëîæåííóþ Ý. Ôðåä-
êèíûì è Ò. Òîôôîëè [6]; èç ýòîé ðàáîòû âçÿòû ðèñóíêè 7 è 8 äàííîãî ïîäðàçäåëà.
Äàííàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèé ïî îáðàòèìîñòè âû÷èñëåíèé è
âû÷èñëåíèÿ â íåé íàçûâàþò áàëëèñòè÷åñêèìè.

Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü, ¾ñòîë¿, ïî êîòîðîé áåç òðåíèÿ (òî÷íåå, áåç
ïîòåðè ýíåðãèè) â ñòðîãî çàäàííûõ íàïðàâëåíèÿõ ïåðåìåùàþòñÿ áèëüÿðäíûå øàðû.
Âñëåäñòâèå îáðàòèìîñòè âðåìåíè â êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ, òðàåêòîðèÿ äâèæå-
íèÿ øàðà ïîëíîñòüþ îáðàòèìà.

Ñîâåðøåíèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ìîäåëèðóþòñÿ èçìåíåíèÿìè òðàåêòîðèè äâè-
æåíèÿ øàðîâ ïðè èõ ñîóäàðåíèè ìåæäó ñîáîé. Ñêîðîñòè, äîïóñòèìûå íàïðàâëåíèÿ
è ðàçìåðû øàðîâ ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè,
ñîîòâåòñòâóþùèå òàêòàì, øàðû ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â íåáîëüøîì íàáîðå òî÷åê,
îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíóþ, ïîâåðíóòóþ íà 45◦ ñåòêó, ñì. ðèñ. 7. Åñëè øàðû ïîïà-
äàþò â ñîñåäíèå òî÷êè, ìåæäó íèìè ïðîèñõîäèò àáñîëþòíî óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå.

Ëîãè÷åñêîé åäèíèöåé ñ÷èòàåòñÿ íàëè÷èå øàðà â äàííîé òî÷êå è â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè, à íóëåì � åãî îòñóòñòâèå. Íà ïëîñêîñòè ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû íåïîäâèæ-
íûå ñòåíêè, èëè çåðêàëà äëÿ îòðàæåíèÿ, ñäâèãà, çàäåðæêè è îáåñïå÷åíèÿ ïåðåñå÷å-
íèÿ òðàåêòîðèé øàðîâ, ñì. ðèñ. 8. Ýëåìåíò (d) íà ðèñ. 9 íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì
êðîññîâåðîì è ïîçâîëÿåò øàðàì ¾êàê áû ïðîõîäèòü äðóã ÷åðåç äðóãà¿.

Âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè îáðàòèìûõ ãåéòîâ ïîêàçàíà íà
ðèñ. 9.

�Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics�, 201?, ?



ÎÁÐÀÒÈÌÛÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß. I 9

Ðèñ. 7. (a) Øàðû ðàäèóñà 1/
√

2, ïåðåìåùàþùèåñÿ ïî óçëàì ñåòêè; (b)
Öåíòðàëüíîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ øàðîâ.

Ðèñ. 8. Çåðêàëà äëÿ ïîâîðîòà (à), ñäâèãà (b), çàäåðæêè (c) è áåçîïàñ-
íîãî ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé (d) øàðîâ.

Ðèñ. 9. Áèëüÿðäíàÿ ðåàëèçàöèÿ à) ýëåìåíòà IG è á) ïåðåêëþ÷àòåëÿ
Ïðàéñà [9]. x1, x2, c, x � áèòîâûå ñèãíàëû.

Èç íåòðèâèàëüíîãî êðîññîâåðà, ïåðåêëþ÷àòåëåé Ïðàéñà è IG ìîæíî ñêîíñòðóè-
ðîâàòü ñõåìó, ýêâèâàëåíòíóþ ãåéòó Ôðåäêèíà.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî ïîñòðîåíèå áèëüÿðäíîé ìîäåëè êîìïüþòåðà. Åñëè ïî-
ñëå òîãî êàê êîìïüþòåð çàâåðøèë ¾âû÷èñëåíèÿ¿ çàïóñòèòü áèëüÿðäíûå øàðû â îá-
ðàòíîì íàïðàâëåíèè, ìîäåëü âåðí¼òñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå îá àáñîëþòíî óïðóãîì è áåç ïîòåðè ýíåðãèè âçàè-
ìîäåéñòâèè øàðîâ äðóã ñ äðóãîì è ñ îòðàæàþùèìè ñòåíêàìè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü æ¼ñò-
êèì îãðàíè÷åíèåì. Îíî íå âëèÿåò íà òåîðåòè÷åñêèå ðàññìîòðåíèÿ, íî ñóùåñòâåííî
äëÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Òàêæå ÿñíî, ÷òî ¾áèëüÿðäíûé êîìïüþòåð¿ ÷ðåçâû÷àéíî
÷óâñòâèòåëåí ê ìàëåéøèì íåòî÷íîñòÿì ðåàëèçàöèè: ñëó÷àéíûì îòêëîíåíèÿì øàðà
îò ïðàâèëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ïîãðåøíîñòÿì â óñòàíîâêå çåðêàë è ò. ä., â ðåçóëüòàòå
êîòîðûõ îøèáêè ¾âû÷èñëåíèé¿ áóäóò íàêàïëèâàòüñÿ. Äàííûå òðóäíîñòè ñóùåñòâåí-
íî óìåíüøàþòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå áèëüÿðäíûõ øàðîâ èñïîëüçóåòñÿ ñóáìèêðîñêîïè-
÷åñêèå ÷àñòèöû, íàïðèìåð, ýëåêòðîíû. Çàêîíû êâàíòîâîé ìåõàíèêè íàêëàäûâàþò
îïðåäåë¼ííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñîñòîÿíèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿ
âîçìîæíûì êóïèðîâàòü ìàëûå îòêëîíåíèÿ â èõ äâèæåíèè.

Ð. Ìåðêëü ïðåäëîæèë ïðàêòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ BBM [10]. Ðîëü áèëüÿðäíûõ
øàðîâ ïðè ýòîì èãðàþò ýëåêòðîíû, ïó÷êè êîòîðûõ ïåðåìåùàþòñÿ ïî èíäóêòèâíûì
êîíòóðàì ìåæäó êîíäåíñàòîðàìè, à ñòîë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëìàçíûé êîíòåéíåð,
îáðàáîòàííûé îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì. Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ïðîõîäèëè ïðè òåìïå-
ðàòóðå 1◦K.

3.2. Ìàøèíû Òüþðèíãà è îáðàòèìîñòü.

3.2.1. Êëàññè÷åñêàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà (ÌÒ). Íàïîìíèì, ÷òî ìàøèíà Òüþðèí-
ãà � àáñòðàêòíûé êîìïüþòåð, óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî êîòîðîãî (ãîëîâêà
çàïèñè-÷òåíèÿ) ñïîñîáíî íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà Q ñîñòîÿíèé. Ãîëîâêà ÷èòàåò/ïèøåò/óäàëÿåò ñèìâîëû êîíå÷íîãî àëôàâèòà
A = { a0, a1, . . . , an } ñ íåîãðàíè÷åííîé â îáå ñòîðîíû ðàçäåë¼ííîé íà ÿ÷åéêè ëåí-
òû, è ïåðåäâèãàåòñÿ âäîëü íå¼ íà îäèí øàã âïðàâî/âëåâî çà òàêò ðàáîòû. Âûäåëÿåòñÿ
îñîáûé ïóñòîé ñèìâîë, çàïîëíÿþùèé âñå ÿ÷åéêè ëåíòû, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òåõ,
íà êîòîðûõ çàïèñàíû âõîäíûå äàííûå.

Óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ðàáîòàåò ñîãëàñíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåìûì êî-
ìàíäàì, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò àëãîðèòì, ðåàëèçóåìûé äàííîé ÌÒ. Êîìàíäà ÌÒ

〈 q, a, q′, a′, d 〉

îçíà÷àåò: íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q è ñ÷èòûâàÿ ñèìâîë a, ÌÒ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q ′,
çàìåíÿåò ñèìâîë â ÿ÷åéêå íà a′ è ëèáî ñäâèãàåòñÿ íà ÿ÷åéêó âïðàâî/âëåâî (d = ±1),
ëèáî îñòà¼òñÿ íà ìåñòå (d = 0). Íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû êàê
òåðìèíàëüíûå, è ïåðåõîä â ëþáîå èç íèõ îçíà÷àåò êîíåö ðàáîòû àëãîðèòìà. Ìàøè-
íà Òüþðèíãà íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, åñëè êàæäîé êîìáèíàöèè ñîñòîÿíèÿ è
ëåíòî÷íîãî ñèìâîëà â òàáëèöå ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîé êîìàíäû.

3.2.2. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòèìûõ ÌÒ. È. Ëåñ¼ðô è ×. Áåííåòò â ñâîèõ ðàáîòàõ íåçà-
âèñèìî äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå îáðàòèìûõ ìàøèí Òüþðèíãà [5, 11]. Òî÷íåå, ëþáóþ
ìàøèíó Òüþðèíãà ìîæíî ðåàëèçîâàòü îáðàòèìî, ò. å. ëþáîå âû÷èñëåíèå, êîòîðîå
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ìîæíî ñäåëàòü íà îáû÷íîì íåîáðàòèìîì âû÷èñëèòåëüíîì óñòðîéñòâå (êîìïüþòåðå),
ìîæíî âûïîëíèòü òàê, ÷òî îíî áóäåò îáðàòèìî.

Ñòèðàíèÿ ñèìâîëîâ ñ ëåíòû äåëàþò îáû÷íóþ ìàøèíó Òüþðèíãà íåîáðàòèìîé,
ïîýòîìó Áåííåòò ïðåäëîæèë äîáàâèòü ê íåé âòîðóþ ëåíòó, íàçâàííóþ ëåíòîé èñ-

òîðèè, íà êîòîðîé ñîõðàíÿþòñÿ ñâåäåíèÿ îá óäàëåííûõ èëè èçìåí¼ííûõ äàííûõ.
Â êîíöå âû÷èñëåíèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü çàïèñàí íà åù¼ îäíó ëåíòó
äëÿ ñîõðàííîñòè. Çàòåì ìàøèíà Òüþðèíãà íà÷èíàåò ðàáîòàòü â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ñ
ïîìîùüþ ëåíòû èñòîðèè îíà îáðàùàåò îäíó çà îäíîé âñå îïåðàöèè, ïîêà íå âåðíåòñÿ
ê èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ.

3.2.3. Ðåâåðñèâíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà (ÐÌÒ). Ðàññìîòðèì äðóãóþ êîíñòðóêöèþ,
îáåñïå÷èâàþùåå îáðàòèìîñòü âû÷èñëåíèé � ðåâåðñèâíóþ ìàøèíó Òüþðèíãà (ÐÌÒ)
[12].

Ãëàâíîå îòëè÷èå å¼ îò ÌÒ � íåâîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî ñ÷èòûâàíèÿ ñèìâîëà
ñ ëåíòû è ïåðåìåùåíèÿ ãîëîâêè. Êîìàíäû ÐÌÒ

1) 〈 q, a, q′, a′ 〉, 2) 〈 q, ∗, q′, d 〉

îçíà÷àþò:

1) íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q è ñ÷èòûâàÿ ñèìâîë a, ÐÌÒ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q′ è
çàìåíÿåò ñèìâîë íà a′;

2) íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q ÐÌÒ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q′ è ñäâèãàåòñÿ íà ÿ÷åéêó
âïðàâî/âëåâî d = +1/− 1.

Åñëè ÐÌÒ ïåðåøëà èç ñîñòîÿíèé q1 è q2 â îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå q′, òî q1 è q2
îáà ïðèíàäëåæàò çàïèñûâàþùåìó òèïó è îíè äîëæíû çàïèñàòü íà ëåíòó ðàçíûå
ñèìâîëû. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïðîõîäà ïî ïóòè âû÷èñëåíèé.

Ïðè ðåàëèçàöèè íà ÐÌÒ êëàññè÷åñêèõ (íà ÌÒ) âû÷èñëåíèé, ïðîõîäÿùèõ çà âðå-
ìÿ T è òðåáóþùèå ïàìÿòè S, ïîòðåáóþòñÿ óæå âðåìÿ TR è îáú¼ì ïàìÿòè SR, îöåíè-
âàåìûå êàê

TR = 3 · 2O(T/2k), SR = S · (1 +O(k)) , ãäå k ∈ (1, log2 T ).

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ÐÌÒ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ êàê ÷èñëî îïåðàöèé,
òàê è òðåáóåìàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàìÿòü.

Í. Í. Íåïåéâîäà óêàçàë ñïîñîá âîçìîæíîãî ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíîãî ñîêðàùåíèÿ
äëÿ ëþáîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, â ò. ÷. è äëÿ ÐÌÒ, îñíîâàííûé
íà èäåå ïåòåðáóðãñêîãî ëîãèêà Â. Ï. Îðåâêîâà [13, 14]. Ïîÿñíèì å¼ íà ïðèìåðå. Åñ-
ëè â ðàñïîðÿæåíèè âû÷èñëèòåëÿ èìååòñÿ ëèøü îïåðàöèÿ ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû, òî
âû÷èñëåíèå ýêñïîíåíòû òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ. Çàïèøåì íåÿâíîå
îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

ϕ(x, 0) = x+ 1, ϕ(x, y + 1) = ϕ(ϕ(x, y), y),

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, 201?' ?
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òîãäà ýêñïîíåíòà âû÷èñëÿåòñÿ çà ëèíåéíîå ÷èñëî øàãîâ. Àíàëîãè÷íî çà ëèíåéíîå
÷èñëî øàãîâ ìîæíî îáåñïå÷èòü âû÷èñëåíèå ñóïåðýêñïîíåíòû è ò. ä.

3.3. Îáðàòèìûå êëåòî÷íûå àâòîìàòû. Í. Ìàðãîëóñ îáîáùàÿ ìîäåëü áèëüÿðä-
íûõ âû÷èñëåíèé, ïðèøåë ê èäåå îáðàòèìûõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ [15].

3.3.1. Êëàññè÷åñêèå êëåòî÷íûå àâòîìàòû (ÊëÀ). Êëåòî÷íûå àâòîìàòû � îäíà èç
ñòàðåéøèõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèé, íàñ÷èòûâàþùàÿ óæå áîëåå 70 ëåò [15].

Êëàññè÷åñêèé ÊëÀ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÿ÷ååê ïàìÿòè, îáðà-
çóþùèõ ðåãóëÿðíóþ n-ìåðíóþ ðåøåòêó. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ïàìÿòè êëåòî÷íîãî àâòîìàòà
ìîæåò õðàíèòü îäíî çíà÷åíèå èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà (êàê ïðàâèëî � 1
áèò). Âðåìÿ äëÿ êëåòî÷íîãî àâòîìàòà äèñêðåòíî è èçìåðÿåòñÿ òàêòàìè èëè øàãàìè.
Ðàáîòó ÊëÀ îïðåäåëÿþò ïðàâèëà ïåðåïèñûâàíèÿ, ïî êîòîðîìó êëåòêè íà êàæäîì
øàãå èçìåíÿþò ñîäåðæàíèå õðàíèìîé â íèõ èíôîðìàöèè.

Îáû÷íî ýòè ïðàâèëà îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ÿ÷ååê. Ñìåíà ñîñòîÿíèé âñåõ ÿ÷ååê
ðåøåòêè ïðîèñõîäèò ñèíõðîííî è îäíîâðåìåííî íà êàæäîì òàêòå, ïðè ýòîì íîâîå
çíà÷åíèå êàæäîé ÿ÷åéêè ïàìÿòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò òåêóùèõ çíà÷åíèé ÿ÷ååê,
îáðàçóþùèõ å¼ îêðåñòíîñòü.

3.3.2. Èññëåäîâàíèå îáðàòèìîñòè. ÊëÀ íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè êàæäîå åãî
âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå èìååò åäèíñòâåííûé ïðîîáðàç. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ðåçóëü-
òàòû, ñâÿçàííûå ñ âîïðîñàìè îáðàòèìîñòè, ïîëó÷åíû äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÊëÀ, çàäàí-
íûõ íà áåñêîíå÷íûõ ðåøåòêàõ. Åñëè àâòîìàò ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî òàêæå ñ ïîìîùüþ ÊëÀ (âîçìîæíî ñ äðóãîé, â òîì
÷èñëå è ñ á�îëüøåé îêðåñòíîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì àâòîìàòîì) [16]. Òàêæå
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îäíîìåðíûõ ÊëÀ çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàòèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé [17]. Â òîé æå ðàáîòå áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ, èìåþùèé ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü.

Ïîçæå áûëè ïîñòðîåíû àëãîðèòìû äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàòèìîñòè îäíîìåðíûõ
ÊëÀ, èìåþùèå ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü [18�21]. Îäíàêî äëÿ êëåòî÷íûõ àâòîìà-
òîâ íà ðåøåòêàõ ðàçìåðíîñòè 2 è áîëåå èçìåðåíèé òàêèõ àëãîðèòìîâ íåò. Áûëî óñòà-
íîâëåíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé â
òîì ñìûñëå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà âñåãäà çà-
êàí÷èâàë áû ñâîþ ðàáîòó â êîíå÷íîå âðåìÿ è äàâàë áû ïðàâèëüíûé îòâåò [22, 23].
Â ðàáîòàõ [24, 25] èññëåäîâàëèñü ãðàíèöû ìåæäó êëàññàìè êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, äëÿ
êîòîðûõ ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûì, è òåìè, äëÿ
êîòîðûõ îíî àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìî è ïîëó÷åí êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ñâîé-
ñòâà îáðàòèìîñòè äëÿ êëàññîâ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè è
ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ÿ÷åéêè.
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Ïîñòðîåíèå îáðàòèìûõ ÊëÀ â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòåé, áîëüøèõ 1, íàòàëêèâàåòñÿ
íà çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. Èçâåñòíî ëèøü íåñêîëüêî òèïîâ îáðàòèìûõ äâóìåð-
íûõ ÊëÀ, îñíîâíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ áëî÷íûå êëåòî÷íûå àâòîìàòû [15, 26]
è êëåòî÷íûå àâòîìàòû âòîðîãî ïîðÿäêà [27�29]. Àâòîìàòû ýòèõ òèïîâ îòëè÷àþòñÿ îò
êëàññè÷åñêèõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, îäíàêî äîêàçàíî, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ýìóëèðî-
âàíû êëàññè÷åñêèìè ÊëÀ (âîçìîæíî, ñ çíà÷èòåëüíî á�îëüøèì ðàçìåðîì îêðåñòíîñòè
è ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ÿ÷åéêè).

3.3.3. Ïðèìåð îáðàòèìîãî äâóìåðíîãî áëî÷íîãî ÊëÀ. Àâòîìàò ðàáîòàåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì [15]. Ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòû ðàçìåðîì 2 × 2 íåïðåðûâíûìè è
ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, ïðè÷¼ì ðàçáèâêà ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ñäâèíóòà îòíîñè-
òåëüíî ðàçáèâêè íåïðåðûâíûìè ëèíèÿìè íà îäèí êâàäðàò ïî äèàãîíàëè. Â öèòè-
ðóåìîé ðàáîòå â ñòàðòîâîé êîíôèãóðàöèè áåðåòñÿ êâàäðàò ðàçìåðîì 512 × 512 êëå-
òîê, ðàñêðàøåííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà. Çàòåì â êàæäûé
íå÷¼òíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðàâèëî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðåêðàñêè êëåòîê ðàçáèåíèÿ,
çàäàííîãî íåïðåðûâíûìè ëèíèÿìè, à â êàæäûé ÷¼òíûé ìîìåíò âðåìåíè òî æå ñàìîå
ïðàâèëî ïðèìåíÿåòñÿ ê êëåòêàì ðàçáèåíèÿ, çàäàííîãî ïóíêòèðîì.

3.3.4. Êëåòî÷íûå àâòîìàòû êîíå÷íîãî ðàçìåðà. Â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé ðåøåò-
êà ÊëÀ èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû. Ýòî ïîðîæäàåò ò. í. ¾ïðîáëåìó êðàåâûõ êëåòîê¿:
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, êàê çàäàâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äëÿ ÿ÷ååê, ó êîòîðûõ îò-
ñóòñòâóåò ÷àñòü ñîñåäåé. ×àùå âñåãî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòè äëÿ
ðàçðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðîòèâîïîëîæíûå êðàÿ ðåøåòêè êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ
îòîæäåñòâëÿþòñÿ, îáðàçóÿ ìíîãîìåðíûé òîð (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå � êîëüöî). Èç-
âåñòíû è äðóãèå âàðèàíòû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êðàåâûõ êëåòîê, íàïðèìåð, ââåäåíèå
¾íóëåâîé ãðàíèöû¿ (null-boundary), êîãäà çíà÷åíèÿ äëÿ îòñóòñòâóþùèõ ñîñåäåé ïî-
ëàãàþòñÿ ðàâíûìè 0.

Âàæíîé ðàçíîâèäíîñòüþ ÊëÀ êîíå÷íîãî ðàçìåðà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå êëåòî÷-
íûå àâòîìàòû (ÎÊëÀ). Òàêèå àâòîìàòû âïåðâûå îïèñàíû â ðàáîòàõ Ñ. Êàóôôìàíà
ïîä èìåíåì ¾áóëåâîé ñåòè¿ (Boolean network) è ïðåäíàçíà÷àëèñü äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ãåíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â áèîëîãèè [30]. Çàòåì ÎÊëÀ áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå
[31], ãäå áûë íàçâàí ¾íåîäíîðîäíûì êëåòî÷íûì àâòîìàòîì¿5. ÎÊëÀ ìàòåìàòè÷åñêè
ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E), ãäå V = {v1, . . . , vN} � ìíîæå-
ñòâî âåðøèí ãðàôà, E � ìíîæåñòâî äóã, à δi � ïîëóñòåïåíü çàõîäà äëÿ âåðøèíû
vi è ïðè ýòîì âõîäÿùèå â äàííóþ âåðøèíó äóãè ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, . . . , δi.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ êàæäîé âåðøèíîé vi ñâÿçàíà ÿ÷åéêà ïàìÿòè, ñîäåðæàùàÿ áóëå-
âó ïåðåìåííóþ mi, è áóëåâà ôóíêöèÿ fi(x1, . . . , xδi) � ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçè i-é
âåðøèíû.

5 â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ ýòîò òåðìèí èñïîëüçîâàëñÿ â äðóãîì ñìûñëå
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Îáîáùåííûé êëåòî÷íûé àâòîìàò ýòî àâòîíîìíûé àâòîìàò, åãî âíóòðåí-
íèì ñîñòîÿíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèå ìàññèâà ÿ÷ååê
(m1(t),m2(t), . . . ,mN(t)). Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ çàäà¼ò îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿ-
íèé â ñåáÿ è îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà. Ïðè ýòîì çàïîëíåíèå ÿ÷ååê
ïàìÿòè îáîáùåííîãî ÊëÀ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

mi(t) = fi
(
mn(i,1)(t− 1),mn(i,2)(t− 1), . . . ,mn(i,δi)(t− 1)

)
,

ãäå mi(t) � ñîñòîÿíèå i-é ÿ÷åéêè ïàìÿòè â ìîìåíò âðåìåíè t, à n(i, j) � íîìåð âåð-
øèíû, èç êîòîðîé èñõîäèò äóãà, âõîäÿùàÿ â âåðøèíó i è èìåþùàÿ íîìåð j.

Îäíîðîäíûé îáîáùåííûé êëåòî÷íûé àâòîìàò � ýòî ÎÊëÀ, ãðàô êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïî âõîäó (ò. å. ÷èñëî äóã, çàõîäÿùèõ â âåðøèíó îäèíàêîâî äëÿ
âñåõ âåðøèí) è ïðè ýòîì ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçè äëÿ âñåõ ÿ÷ååê îäèíàêîâà. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå îáîáùåííûé êëåòî÷íûé àâòîìàò áóäåò íàçûâàòüñÿ íåîäíîðîäíûì.

Âîïðîñû îáðàòèìîñòè äëÿ ÊëÀ êîíå÷íîãî ðàçìåðà â ïðèíöèïå � âñåãäà ðàçðåøè-
ìû, è îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðèåìëåìûõ êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè
îáðàòèìîñòè, àëãîðèòìîâ äëÿ ðåàëèçàöèè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è îöåíêè ñëîæ-
íîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè âîïðîñû âåñüìà ìàëî èññëåäîâàíû,
ðåçóëüòàòîâ î÷åíü íåìíîãî, à òå êàêèå åñòü � íå âíóøàþò áîëüøîãî îïòèìèçìà íà
áûñòðîå ïðîäâèæåíèå è ñêîðûå óñïåõè â ýòîì íàïðàâëåíèè. Òàê â ðàáîòå [32] ïðî-
âîäèëèñü ïîïûòêè èññëåäîâàòü ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè äâóìåðíûõ ÊëÀ íà ìíîæåñòâå
êîíôèãóðàöèé, ïîìåùàþùèõñÿ â íåêîòîðûé êâàäðàò. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà-
÷à ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàòèìîñòè â ýòîé ïîñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ co−NP -ïîëíîé. Â ñâîþ
î÷åðåäü, äëÿ ÎÊëÀ, êàê ïîêàçàíî â [33], çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿ-
íèÿ (à çíà÷èò è íà÷àëüíîãî çàïîëíåíèÿ) îáîáùåííîãî êëåòî÷íîãî àâòîìàòà ÿâëÿåòñÿ
NP -òðóäíîé, à â ñëó÷àå ÊëÀ ñ ëîêàëüíîé ôóíêöèåé ñâÿçè îò 2 ïåðåìåííûõ, çàäà÷à
î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó P .

3.4. Äðóãèå ìîäåëè îáðàòèìûõ âû÷èñëåíèé. Èçâåñòíû è äðóãèå ìîäåëè îáðà-
òèìûõ âû÷èñëåíèé, óêàæåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Áðîóíîâñêàÿ ìàøèíà (×. Áåííåòò). Èäåÿ � ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, êîððåêòèðó-
åìûå ñ ïîìîùüþ íåçíà÷èòåëüíûõ êîëè÷åñòâ óïðàâëÿþùåé ýíåðãèè [34].

Àäèàáàòè÷åñêîå ïåðåêëþ÷åíèå (Ð. Ìåðêëü). Àäèàáàòè÷åñêèì íàçûâàþò ïðîöåññ,
ïðîòåêàþùèé áåç ïîäâîäà è îòâîäà òåïëîòû. Èäåÿ � âñå ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ãåéòàõ
äåëàþòñÿ ïðè îäèíàêîâîì íàïðÿæåíèè è ïðè ýòîì ýíåðãèÿ íå òðàòèòñÿ. Ïðè èçìå-
íåíèè íàïðÿæåíèÿ ìåæäó ïåðåêëþ÷åíèÿìè ýíåðãèè òðàòèòñÿ òåì ìåíüøå, ÷åì áîëåå
ïëàâíî ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå. Â èäåàëå áóäóò ïî÷òè íóëåâûå âûáðîñû òåïëà; ñì. [12].
Ìèíóñîì ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ ñêîðîñòü ðàáîòû.
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Ìîäåëü ñòåðæíåé è ïàçîâ (×. Áåííåòò è Ð. Ëàíäàóýð). Ýëåìåíò óïðàâëåíèÿ �
ñòåðæåíü ñ âûñòóïîì, èìåþùèé îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Âçàèìîäåéñòâèå ìîäåëèðóåò-
ñÿ áëîêèðîâêîé ñòåðæíÿ ïðè ïîïàäàíèè âûñòóïîâ â îäíó îáëàñòü. Ñòåðæíè ðàçìå-
ùåíû âíóòðè ìàòðèöû ñ ôèêñèðîâàííûìè êàíàëàìè è ñíàáæåíû ýëàñòè÷íûìè ôèê-
ñàòîðàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè äâèæåíèå ïî îñè è îáåñïå÷èâàþùèìè äîïîëíèòåëüíîå
ñäåðæèâàíèå ñòåðæíÿ, êîòîðûé ïðåòåðïåë ñòîëêíîâåíèå. Ñòåðæíè íå äâèãàþòñÿ, ïî-
êà èõ íå òîëêíóò, è òîëüêî ñ òîë÷êîì ìîæíî âûÿñíèòü, çàáëîêèðîâàí ëè ñòåðæåíü.
Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñòåðæåíü ìîæíî òîëêíóòü, îñâîáîäèòü èëè îñòàâèòü êàê
åñòü [35].

4. Ìàòåìàòèêà îáðàòèìîé ëîãèêè

4.1. Ìîäåëè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Ñõåìà èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ êëàññè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê îðèåíòèðîâàííûé ãðàô
áåç öèêëîâ ñ ïîìå÷åííûìè ð¼áðàìè è âåðøèíàìè. Ïðàâèëüíî ñôîðìèðîâàííàÿ îáðà-
òèìàÿ ñõåìà � àöèêëè÷åñêàÿ êîìáèíàöèîííàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà, â êîòîðîé âñå ýëå-
ìåíòû îáðàòèìû è ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì ïîñëåäîâàòåëüíî áåç âåòâëåíèé. Â ñàìîé
ïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáðàòèìûõ ñõåì âñå ýëåìåíòû èìåþò îäèíàêîâîå
êîëè÷åñòâî âõîäîâ è âûõîäîâ n. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå, îïèñûâàþùåì òàêóþ îá-
ðàòèìóþ ñõåìó, âñå âåðøèíû íóìåðóþòñÿ îò 1 äî l è èìåþò ðîâíî n çàíóìåðîâàííûõ
âõîäîâ è âûõîäîâ. Ïðè ýòîì i-é âûõîä m-é âåðøèíû, m < l, ñîåäèíÿåòñÿ òîëüêî ñ
i-ì âõîäîì (m + 1)-é âåðøèíû. Âõîäàìè îáðàòèìîé ñõåìû ÿâëÿþòñÿ âõîäû ïåðâîé
âåðøèíû, à âûõîäàìè � âûõîäû l-é âåðøèíû. Âåëè÷èíà l íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ

ñõåìû.
Äëÿ îïèñàíèÿ ìîäåëè ñõåì èç îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ íå n âõîäîâ, à

ìåíüøå, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íåñóùåñòâåííûõ âõîäîâ íàðàâíå ñ àäðåñíûìè è öåëåâûìè.
Çíà÷åíèÿ íà íåñóùåñòâåííûõ âõîäàõ, êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ, íå âëèÿþò íà çíà-
÷åíèå íà öåëåâîì âûõîäå è ïåðåäàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäû áåç èçìåíåíèé.
Äëÿ ïåðåõîäà îò ýòîé ìîäåëè ê ïðåäûäóùåé ïîòðåáóåòñÿ â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàòü âñå âîçìîæíûå ñõåìû ñëîæíîñòè 1, ïîñòðîåííûå íà n
ïðîâîäíèêàõ.

Ìîäåëü îáðàòèìûõ ñõåì ìîæíî ñâåñòè ê ìîäåëè ôóíêöèîíàëüíûõ ñõåì ñ îãðàíè-
÷åííîé ïàìÿòüþ. Â ñëó÷àå îáðàòèìîé ñõåìû ñ n âõîäàìè êàæäîé ëèíèè ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå îäèí èç n ðåãèñòðîâ ïàìÿòè (ÿ÷ååê ïàìÿòè), õðàíÿùèõ ðåçóëüòàò âû÷èñ-
ëåíèé íà êàæäîì øàãå ðàáîòû ñõåìû. Âõîäû è âûõîäû ýëåìåíòîâ, ïîäêëþ÷åííûå ê
ëèíèÿì ñõåìû, ñ÷èòûâàþò è çàïèñûâàþò çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíèè ðåãèñòð
ïàìÿòè.

Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû â ðåãèñòðû ïàìÿòè çàïèñûâàþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, â
êîíöå ðàáîòû èç íèõ ñ÷èòûâàåòñÿ ðåçóëüòàò. Äëÿ ðåàëèçàöèè áèåêòèâíîãî îòîáðàæå-
íèÿ íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n íåîáõîäèìî êàê ìèíèìóì n ðåãèñòðîâ
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ïàìÿòè. Åñëè òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè çàäàííî-
ãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ íà n ðåãèñòðàõ ïàìÿòè, íî ìîæíî ðåàëèçîâàòü
íà (n + q) ðåãèñòðàõ ïàìÿòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñõåìà ðåàëèçóåò îòîáðàæåíèå ñ q äî-
ïîëíèòåëüíûìè âõîäàìè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû â ðåãèñòðû
ïàìÿòè, ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûì âõîäàì, çàïèñûâàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ,
îäíàêî ìîãóò áûòü çàïèñàíû è åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Îáðàòèìûé ýëåìåíò ïî îïðåäåëåíèþ çàäà¼ò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæå-
ñòâå Zn2 � ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n. Ëþáîå òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæ-
íî îïèñàòü ïîäñòàíîâêîé íà äàííîì ìíîæåñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîå
ñîåäèíåíèå îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó, ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïîäñòàíîâîê. Îòñþäà ñëåäóåò î÷åâèäíàÿ ñâÿçü ìåæäó îáðàòèìûìè ñõå-
ìàìè ñ n âõîäàìè è ïîäñòàíîâêàìè èç ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S2n . Òàê åñëè âçÿòü
ýëåìåíòû, îáðàòíûå ýëåìåíòàì îáðàòèìîé ñõåìû Σ, è ñîåäèíèòü èõ â îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå, òî ìû ïîëó÷èì ñõåìó Σr, êîòîðàÿ çàäàåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê
îòîáðàæåíèþ, çàäàâàåìîìó ñõåìîé Σ. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ñõåìó çåðêàëüíîé. Åñëè
îáðàòèìàÿ ñõåìà ñîñòîèò òîëüêî èç ñàìîîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, òî îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå ðåàëèçóåò ñõåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òåõ æå ñàìûõ ýëåìåíòîâ, íî ñîåäèíåííûõ â
îáðàòíîì ïîðÿäêå.

4.2. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîëíîòà ñåìåéñòâ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Ñåìåéñòâî
ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñòðîèòüñÿ ñõåìà, íàçûâàþò áèáëèîòåêîé. Åñëè
â íåé ïðèñóòñòâóþò ýëåìåíòû ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì âõîäîâ, âûõîäîâ, èçìåíÿåìûõ
ñâîéñòâ, òî òàêàÿ áèáëèîòåêà íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé. Ïðè ýòîì êîíêðåòíûé
ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà. Ïðèìåíåíèå
ïàðàìåòðè÷åñêèõ áèáëèîòåê çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ïðîöåññ ñîçäàíèå ëîãè÷åñêîé ñõå-
ìû. Ñõåìó, ïîñòðîåííóþ èç ýëåìåíòîâ áèáëèîòåêè B, íàçûâàþò B-ñõåìîé. Ïîäñòàíîâ-
êà íàçûâàåòñÿ B-êîíñòðóèðóåìîé åñëè îíà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà B-ñõåìîé.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê, ðåàëèçóåìûõ B-ñõåìàìè ñ n âõîäàìè è n âûõîäàìè,
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, îáîçíà÷àåìîé 〈B〉n. Ýòà ãðóïïà, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S2n (ìîæåò áûòü ñîâïàäàþùåé ñî âñåé S2n). Ïîäñòàíîâ-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì áèáëèîòåêè B, ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ýëåìåíòàìè
ãðóïïû 〈B〉n. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñõåì èç îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëè-
çóþùèõ ýëåìåíòû ãðóïïû ïîäñòàíîâîê, è ïîëó÷åíèÿ îöåíîê äëÿ èõ ñëîæíîñòè ñâî-
äÿòñÿ ê çàäà÷àì íàõîæäåíèÿ äëèí ýëåìåíòîâ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê â çàäàííîé ñèñòåìå
îáðàçóþùèõ, äëèíû ñàìîé ãðóïïû è ìîùíîñòåé å¼ ñëîåâ. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî âîç-
íèêàåò âîïðîñ ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû çàäàííîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ:
êàêèå áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ (êàêîé êëàññ îòîáðàæåíèé) ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû
è ïðè êàêîì êîëè÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ âõîäîâ.
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Áèáëèîòåêà, îáðàçîâàííóþ ýëåìåíòàìè NOT, CNOT, TG íàçûâàþò NCT-
áèáëèîòåêîé [36]. Áóäåì íàçûâàòü N-êîíñòðóèðóåìîé (C-êîíñòðóèðóåìîé, T-

êîíñòðóèðóåìîé) ïîäñòàíîâêó, ïîñòðîåííóþ èñêëþ÷èòåëüíî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ
NOT (ñîîòâåòñòâåííî CNOT, TG). Â ðàáîòå [37] óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòà-
òû.

• Ãðóïïà S2n ñîäåðæèò 2n N-êîíñòðóèðóåìûõ ïîäñòàíîâîê,
n−1∏
i=0

(
2n − 2i

)
C-êîí-

ñòðóèðóåìûõ ïîäñòàíîâîê,
1

2
(2n − n− 1)! T-êîíñòðóèðóåìûõ ïîäñòàíîâîê. Âñå

òðè óêàçàííûõ ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè â S2n .

• Â ñõåìå ñ n > 3 âõîäàìè êàæäûé èç ýëåìåíòîâ NCT-áèáëèîòåêè çàäà¼ò ÷¼òíóþ
ïîäñòàíîâêó, êàê ñëåäñòâèå è ñàìà îáðàòèìàÿ ñõåìà òàêæå ðåàëèçóåò ÷¼òíóþ
ïîäñòàíîâêó.

• Äëÿ ëþáîé çàäàííîé ïîäñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû
n 6 3 ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ å¼ NCT-ñõåìà ñ n âõîäàìè.

• Äëÿ ëþáîé çàäàííîé ÷¼òíîé ïîäñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ
äëèíû n > 4 ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ å¼ NCT-ñõåìà ñ n âõîäàìè.

• Äëÿ ëþáîé çàäàííîé íå÷¼òíîé ïîäñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ
äëèíû n > 4 íå ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùåé å¼ NCT-ñõåìû ñ n âõîäàìè, îäíàêî
ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åå NCT-ñõåìà ñ (n + 1) âõîäàìè (îäèí äîïîëíèòåëü-
íûé).

Çàôèêñèðóåì íàáîð áèáëèîòåê B1, . . . ,Bk è ïîñòðîèì (B1| . . . |Bk)-ñõåìó, ïðèñî-
åäèíÿÿ ê âûõîäó Bi-ñõåìû âõîäû Bi+1-ñõåìû, i = 1, . . . , k − 1. Âõîäîì ïîñòðîåííîé
(B1| . . . |Bk)-ñõåìû åñòü âõîä B1-ñõåìû, à âûõîäîì � âûõîä Bk-ñõåìû.

Êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà èç S2n ïðè n = 1, 2, 3 è êàæäàÿ ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà ïðè
n > 4 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íåêîòîðîé (T|C|T|N)-ñõåìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿ-
åòñÿ NCT-êîíñòðóèðóåìîé [37].

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äðóãèõ ñåìåéñòâ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî óñòàíîâèòü èõ
ôóíêöèîíàëüíóþ ïîëíîòó. Ïóñòü B � áèáëèîòåêà èç îáðàòèìûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ. Òîãäà B óíèâåðñàëüíà, åñëè äëÿ ëþáîãî n è ëþáîé ïîäñòàíîâêè π ∈ S2n ñóùåñòâó-
åò òàêîå q, ÷òî íåêîòîðàÿ B-ñõåìà âû÷èñëÿåò π, èñïîëüçóÿ q ëèíèé äîïîëíèòåëüíîé
(âñïîìîãàòåëüíîé) ïàìÿòè. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé óíèâåðñàëüíîé áèáëèîòåêè B
è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ïîäñòàíîâêè èç çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû A2n ÿâëÿþòñÿ B-
êîíñòðóèðóåìûìè, à ïîäñòàíîâêè èç S2n ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ íå áîëåå, ÷åì îäíîé
äîïîëíèòåëüíîé ëèíèè (âñïîìîãàòåëüíîé ïàìÿòè) [37].

Ïðèâåäåì ïðèìåðû óíèâåðñàëüíûõ áèáëèîòåê, èìåþùèõ ïðèêëàäíîå çíà÷å-
íèå äëÿ êðèïòîãðàôèè. Áèáëèîòåêà Òîôôîëè�ïîäîáíûõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
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σ : Zn2 → Zn2 äëÿ êîòîðûõ êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè σi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, çà-
äàþòñÿ ñèñòåìîé

yi = xi ⊕ f (xi1 , . . . , xik),

yj = xj ïðè j 6= i,

ãäå ⊕ � îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî mod 2, à ôóíêöèÿ f : Zk2 → Z2. Â ðàáîòå [38] äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ïðè n > 1, k = n− 1 ìíîæåñòâî óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ ïîðîæäàåò ãðóïïó
S2n , à ïðè n > 4 è ôèêñèðîâàííîì 2 6 k 6 n− 2 � ãðóïïó A2n .

Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ áèáëèîòåêà ñîñòîèò èç ïîäñòàíîâîê σ : Z2m
2 → Z2m

2 âèäà
σ(a, b) = (b, f(a, b)), ãäå a, b ∈ Zm2 , f : Zm2 × Zm2 → Zm2 . Äëÿ ñëó÷àÿ f(a, b) = a⊕ ϕ(b),
ϕ � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå Zm2 → Zm2 , ⊕ � îïåðàöèÿ ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ
ïî mod 2. Äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî óêàçàííûõ ïîäñòàíîâîê ïîðîæäàåò ãðóïïó A22m

[39].

4.3. Ñõåìû ñ äîïîëíèòåëüíûìè âõîäàìè. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà èç îáðàòèìûõ
ýëåìåíòîâ ñ n çíà÷èìûìè è q äîïîëíèòåëüíûìè âõîäàìè ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f : Zn2 → Zm2 , åñëè ïîäàâàÿ íà çíà÷èìûå âõîäû çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè x, ïîäà-
âàÿ 0 íà äîïîëíèòåëüíûå âõîäû, íà m çíà÷èìûõ âûõîäàõ ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèå y

(çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà íåçíà÷èìûõ âûõîäàõ, èãíîðèðóþòñÿ). Åñëè â êîíöå ðàáîòû
ñõåìû çíà÷åíèå íà íåçíà÷èìîì âûõîäå íå ðàâíî âõîäíîé êîíñòàíòå, ëèíèÿ íàçûâàåò-
ñÿ ìóñîðíîé, à ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå � âû÷èñëèòåëüíûì ìóñîðîì. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî
ìóñîðíûìè ñ÷èòàþòñÿ âñå íåçíà÷èìûå âûõîäû. Â îáùåì, ÷èñëî îñíîâíûõ (çíà÷èìûõ)
âõîäîâ ïëþñ ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ âõîäîâ äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó îñíîâíûõ (çíà-
÷èìûõ) âûõîäîâ ïëþñ ÷èñëî íåçíà÷èìûõ âûõîäîâ, âêëþ÷àÿ ìóñîðíûå, ñì. ðèñ. 10.

Ðèñ. 10. Âõîäû è âûõîäû îáðàòèìîé ñõåìû

×òîáû ðåàëèçîâàòü íåîáðàòèìîå îòîáðàæåíèå ñ ïîìîùüþ îáðàòèìûõ ëîãè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî ñäåëàòü åãî îáðàòèìûì, äîáàâèâ äîïîëíèòåëüíûå âõîäû íà êî-
òîðûå ïîäàþòñÿ êîíñòàíòû 0. Äëÿ ðåàëèçàöèè íåîáðàòèìîé ôóíêöèè, â êîòîðîé ñîâ-
ïàäàþùèå âûõîäíûå íàáîðû âñòðå÷àþòñÿ äîM ðàç, òðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì dlog2Me
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äîïîëíèòåëüíûõ ëèíèé [40]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî îòîáðàæåíèÿ íà ìíî-
æåñòâå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ å¼ îáðàòèìàÿ ñõåìà,
ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ äàííîãî ñåìåéñòâà è èìåþùàÿ íå áîëåå 2n âõîäîâ (n äîïîë-
íèòåëüíûõ).

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà ñ n + q âõîäàìè, ïîñòðîåííàÿ èç îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòîâ ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû
n + q, ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñõåìîé ôóíêöèè f : Zn2 → Zm2 ìîæåò áûòü ìàòåìàòè÷åñêè
îïèñàíà ïðè ïîìîùè ðàñøèðÿþùåãî îòîáðàæåíèÿ ϕn,n+q : Zn2 → Zn+q2 âèäà

ϕn,n+q (〈x1, . . . , xn〉) = 〈x1, . . . , xn, 0, . . . , 0〉

è ðåäóöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ ψπn+q,n : Zn+q2 → Zn2 âèäà

ψπn+q,m (〈x1, . . . , xn+q〉) = 〈xπ(1), . . . , xπ(m)〉,

ãäå π � íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Zn+q.
Òîãäà îáðàòèìàÿ ñõåìà ñ (n + q) > m âõîäàìè, çàäàþùàÿ ïîäñòàíîâêó

g : Zn+q2 → Zn+q2 , ðåàëèçóåò îòîáðàæåíèå f : Zn2 → Zm2 c èñïîëüçîâàíèåì q > 0 äî-
ïîëíèòåëüíûõ âõîäîâ (äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà
π ∈ Zn+q, ÷òî

ψπn+q,m (g (ϕn,n+q(x))) = f(x),

ãäå x ∈ Zn2 , f(x) ∈ Zm2 .
Â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå ×. Áåííåòòà áûëà ïðåäëîæåíà îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ

äëÿ îáðàòèìîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé (îáðàòèìîé èëè íåîáðàòèìîé) ôóíêöèè
[5]. Êîíñòðóêöèÿ Áåííåòòà ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 11. Çäåñü f � ñõåìà

Ðèñ. 11. Êîíñòðóêöèÿ Áåííåòòà

èç îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f : Zn2 → Zm2 , x ∈ Zn2 � âõîä
ôóíêöèè, y ∈ Zm2 � åå âûõîä, g � âû÷èñëèòåëüíûé ìóñîð, fr � çåðêàëüíàÿ ñõåìà.
Â êîíñòðóêöèè èñïîëüçóåòñÿ ïîäñõåìà êîïèðîâàíèÿ C, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
èç ýëåìåíòîâ CNOT (ðèñ. 12).

Â ðàçâèòèå ýòîé èäåè Ò. Òîôôîëè [36] áûëà ïðåäëîæåíà îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ NCT-
ñõåìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé (îáðàòèìîé èëè íåîáðàòèìîé) ôóíêöèè (ñì.
íèæå ï. 5.1).

Ñ ïîìîùüþ ëþáîé áèáëèîòåêè, ñîäåðæàùåé óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò, ìîæíî ðå-
àëèçîâàòü îáðàòèìîé ñõåìîé ëþáîå çàäàííîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâå äâîè÷íûõ
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Ðèñ. 12. Ñõåìà êîïèðîâàíèÿ

âåêòîðîâ äëèíû n, îäíàêî êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíûõ âõî-
äîâ ñõåìû ìîæåò êàðäèíàëüíî îòëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ áèáëèîòåê: îíî ìîæåò áûòü
ëèáî êîíñòàíòíûì, ëèáî çàâèñÿùèì îò êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â ñõåìå. Îò êîëè÷åñòâà
äîïîëíèòåëüíûõ âõîäîâ îáðàòèìîé ñõåìû çàâèñèò è êëàññ îòîáðàæåíèé íà ìíîæåñòâå
äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, ðåàëèçóåìûõ ïðè ïîìîùè çàäàííîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòîâ, äàæå åñëè îíî ñîäåðæèò óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò. Ê ïðèìåðó, ãåéò Ôðåäêèíà
ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, îäíàêî ïðè ïîìîùè îáðàòèìîé ñõåìû áåç äîïîëíèòåëü-
íûõ âõîäîâ, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç ýëåìåíòîâ äàííîãî òèïà, íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü
îòîáðàæåíèå, èçìåíÿþùåå âåñ Õýììèíãà äâîè÷íîãî âåêòîðà (êîëè÷åñòâî åäèíè÷íûõ
êîîðäèíàò â íåì). Ïîìèìî ýòîãî îò êîëè÷åñòâà äîïîëíèòåëüíûõ âõîäîâ îáðàòèìîé
ñõåìû ñóùåñòâåííî çàâèñèò è å¼ ñëîæíîñòü (áóäåò ðàññìîòðåíî â ÷àñòè II ñòàòüè).

5. Îáðàòèìûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ

5.1. Îáðàòèìûå íàäñòðîéêè íàä ôóíêöèÿìè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îáðàòèìîñòè
ïðè âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçóþò ôóíêöèè, èíúåêòèâíûå ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, êîòî-
ðûå ïîëó÷àþò èç îáû÷íûõ ôóíêöèé, ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó îáðàòèìîé íàäñòðîéêè.

Îïðåäåëåíèå. Áèíàðíóþ ôóíêöèþ A×B �−→ C íàçûâàþò èíúåêòèâíîé ïî ïåðâîìó
àðãóìåíòó, åñëè

a1 � b = a2 � b ⇒ a1 = a2.

Ïðèìåð: n+ 3 = m+ 3 ⇒ n = m; àíòèïðèìåð: n× 0 = m× 0 6⇒ n = m.

Òåîðåìà. Ïóñòü � � áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ, èíúåêòèâíàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ C ×B �−→ A òàêàÿ, ÷òî

(a� b)� b = a.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàöèÿ � ¾îáðàòíà¿ ê îïåðàöèè �. Ïðèìåðû ïàð
(�,�): äëÿ ÷èñåë � (+,−), ïðè ðàáîòå ñ íåíóëåâûìè ÷èñëàìè � (×,÷), äëÿ áóëåâûõ
âåêòîðîâ � (⊕,⊕).
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Îáðàòèìàÿ íàäñòðîéêà íàä óíàðíîé ôóíêöèåé f(y) åñòü áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ
g(x, y) = (x� f(y), y ), òàêàÿ, ÷òî îïåðàöèÿ � îáðàòèìà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.

x −→ x� f(y) (x� f(y))� f(y) = x ←− x� f(y)

y −→ y y ←− y

Ðèñ. 13. Ñõåìà îáðàòèìîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f(y)

Ïðèìåð: åñëè g(x, y) = (x + f(y), y), òî g−1(x, y) = (x − f(y), y). Ïóñòü
f(y) = sin y, x � ïðîèçâîëüíîå, òîãäà

g(x, y) = (x+ sin y, y)

g−1(x, y) = (x− sin y, y)

g−1(x+ sin y, y) = (x+ sin y − sin y, y) = (x, y)

Îáðàòèìûå íàäñòðîéêè ñóùåñòâóþò ó âñåõ ôóíêöèé. Îáðàòíàÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íîñòü ïðîãðàììû ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû â îáðàòíîì ïîðÿäêå
(¾èíâåðñíîñòü¿).

Äâóíàïðàâëåííûå ïðîãðàììû íàçûâàþò ëèíçàìè (lens) [41].

5.2. ßçûê Janus. ßçûê Janus � ïåðâûé îáðàòèìûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èí-
òåðïðåòàòîð áûë ïîñòðîåí Ò. Éîêîÿìîé è Ð. Ãëþêîì [42]. Ïðåîáðàçîâàòåëü è èíòåð-
ïðåòàòîð Janus ñâîáîäíî äîñòóïíû6. Janus òàêæå ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Prolog.

Â ÿçûêå Janus âñå ôóíêöèè çàìåíåíû îáðàòèìûìè íàäñòðîéêàìè, â öèêëàõ è
óñëîâèÿõ âîçâðàùàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïðîéäåííîì ïóòè (¾èñòîðèÿ¿ ×. Áåííåòòà),
ïàðàìåòðû ïðîöåäóð ïåðåäàþòñÿ òîëüêî ïî ññûëêå, ãëîáàëüíûõ ïåðåìåííûõ íåò, ïðè
èíèöèàëèçàöèè ïðîöåäóð âñå ïåðåìåííûå è ýëåìåíòû ìàññèâà îáíóëÿþòñÿ, à ñòåêè
îïóñòîøàþòñÿ.

Janus � èìïåðàòèâíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ: èñïîëíåíèå ïðîãðàììû ñîñòîèò
â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè êîìàíä. Ïðîãðàììà prog íà ÿçûêå Janus ñîñòîèò èç
îñíîâíîé ïðîöåäóðû pmain, çà êîòîðîé ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d_proc∗ îïðåäå-
ëåíèé ïðîöåäóð p:

prog ::= pmain d_proc
∗

Îñíîâíàÿ ïðîöåäóðà pmain íå èìååò ïàðàìåòðîâ è ñîñòîèò èç óêàçàíèÿ òèïîâ ïå-
ðåìåííûõ è îïåðàòîðà. Îïðåäåëåíèå ïðîöåäóðû èìååò âèä

procedure <èìÿ>((<òèï ñêàëÿð/ìàññèâ><èìÿ>)∗)<òåëî ïðîöåäóðû>.

Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ïåðåìåííûõ äàííûõ: ñêàëÿð (32-ðàçðÿäíîå íåîòðèöà-
òåëüíîå öåëîå), îäíîìåðíûé ìàññèâ öåëûõ x[c] è ñòåê öåëûõ. Ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
ñóòü 'öåëîå íåíóëåâîå' = true, 'öåëîå íóëåâîå' = false. Ìàññèâû èíäåêñèðóþòñÿ öåëû-
ìè ÷èñëàìè, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ.

6 http://topps.diku.dk/pirc/janus-playground/
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Óïðàâëÿþùèå ñòðóêòóðû ÿçûêà Janus òðàäèöèîííû. Ýòî îïåðàòîðû (statement)
ïðèñâàèâàíèÿ (+=, -=, ^), îáìåíà äâóõ çíà÷åíèé (<=>), óñëîâíûé (if e1 then s1 else s2
� e2) è öèêëà (from e1 do s1 until e2).

Ëîãèêà èõ ðàáîòû ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 14 è 15 [41].

à) á)

Ðèñ. 14. Ïðÿìîå à) è îáðàòíîå á) âû÷èñëåíèå óñëîâèÿ.

à)
á)

Ðèñ. 15. Ïðÿìîå à) è îáðàòíîå á) âû÷èñëåíèå öèêëà.

Â Janus'å òàêæå èìåþòñÿ îïåðàòîðû ðàáîòû ñî ñòåêîì � ïîìåñòèòü äàííîå çíà-
÷åíèå â ñòåê èçâëå÷ü åãî èç ñòåêà (push, pop), ïðÿìîãî (call) è îáðàòíîãî (uncall)
âûçîâîâ ïðîöåäóðû.
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Ïðèìåð: ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è [43]. Âû÷èñëåíèå n-ãî ÷èñëà
Ôèáîíà÷÷è â Janus ïðîãðàììèðóåòñÿ ñ çàïîìèíàíèåì n-ãî è (n − 1)-ãî ÷èñåë, ÷òî
äåëàåò íåèíúåêòèâíóþ ôóíêöèþ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë èíúåêòèâíîé. Ïðîãðàììà fib

ñîñòîèò òîëüêî èç îáðàòèìûõ îïåðàöèé (+=, -=) è îáðàòèìîãî óñëîâíîãî îïåðàòîðà ñ
êðèòåðèÿìè âõîäà è âûõîäà.

procedure fib(int x1, int x2, int n)

if n=0 then x1 += 1

x2 += 1

else n -= 1

call fib(x1,x2,n)

x1 += x2

x1 <=> x2 // swap

fi x1=x2

Ïðè ïðÿìîì âûçîâå ïðîöåäóðû, ïîëîæèâ n = 4, ïîëó÷èì x1 = 5, x2 = 8, ò. å. 5-å
è 6-å ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è è n = 0:
procedure fib_fwd(int x1,int x2,int n)

n += 4

call fib(x1,x2,n) // forward execution

Ïðè îáðàòíîì âûçîâå ïðîöåäóðû, ïîëîæèâ x1 = 5, x2 = 8, ïîëó÷èì x1 = x2 = 0

è n = 4 � èñõîäíûå çíà÷åíèÿ ïàðìåòðîâ:
procedure fib_bwd(int x1,int x2,int n)

x1 += 5

x2 += 8

uncall fib(x1,x2,n) // backward execution

Èçâåñòíû è äðóãèå îáðàòèìûå ÿçûêè: ëîãè÷åñêèé ÿçûê CRL, PsiLisp (Ψ-LISP,
Baker (1992)), R (Frank (1999)), Inv (Mu, Hu, and Takeichi (2004)); âñå ññûëêè ìîæíî
íàéòè â [12, 44].

Ïðè ôóíêöèîíàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè êàæäàÿ ïðîöåäóðà äîëæíà ïðîåêòèðî-
âàòüñÿ îäíîâðåìåííî ñ ïðîöåäóðîé îòêàòà.

Îáðàòèìîå ïðîãðàììèðîâàíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ àëãåáðàè÷åñêèì (ôóíêöèîíàëü-
íûì). Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî àëãåáðàì ïðîãðàìì â ñâÿçè ñ îáðàòèìûìè âû÷èñëå-
íèÿìè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ Í. Í. Íåïåéâîäû [14].
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