
 

 

3. ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ СИСТЕМ  
В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ 

3.1. Термины 

Пространство состояний ― конечномерное пространство, ко-
торому принадлежит вектор состояния обыкновенного дифферен-
циального уравнения в форме Коши. 

Линеаризация ― выделение из векторного дифференциального 
уравнения в форме Коши линейной части с помощью матриц Якоби 
(производных Фреше) при малых отклонениях относительно вы-
бранной (номинальной, рабочей) траектории «вход — состояние». 

Переходная матрица состояния ― фундаментальная матрица 
решений векторного линейного однородного дифференциального 
уравнения с переменными коэффициентами, которая позволяет 
перейти из начального состояния в любое другое в пространстве 
состояний. 

Матричная экспонента ― переходная матрица состояния ви-
да Ate  для линейного однородного дифференциального уравнения 
с постоянными коэффициентами , nx Ax x= ∈� \ . 

Формула Коши ― частное решение векторного линейного не-
однородного дифференциального уравнения с переменными  
коэффициентами в виде интеграла от произведения переходной 
матрицы состояния и функции в правой части уравнения. 

Преобразование подобия ― переход к другому базису в про-
странстве состояний линейного векторного дифференциального 
уравнения посредством невырожденной замены координат, при 
которой передаточная функция системы остается неизменной. 

Масштабирование ― приведение входных и выходных сиг-
налов модели системы к безразмерному виду, когда модуль каждо-
го масштабированного скалярного сигнала не превышает единицы. 
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3.2. Уравнения модели «вход — состояние — выход» 

В этой главе основным объектом исследования являются ли-
нейные стационарные системы, которые описываются линейными 
дифференциальными уравнениями в переменных состояния: 

 0 0, ( ) ,
.

x Ax Bu x t x
y Cx Du
= + =

= +

�
 (3.1) 

Здесь nx∈\  называется вектором состояния (или состоянием), 
0( )x t  — начальным состоянием системы, mu∈\  — входом систе-

мы, py∈\  — выходом системы. Матрицы A, B, C и D имеют  
соответствующую размерность и являются матрицами с постоян-
ными коэффициентами. Модели вида (3.1) также называются  
моделями «вход — состояние — выход», или внутренними моде-
лями. 

Рассматриваемые многомерные динамические линейные моде-
ли в пространстве состояний получаются во многих случаях ли-
неаризацией исходных дифференциальных уравнений, описываю-
щих процессы в многомерных нелинейных управляемых объектах. 
В начале данной главы покажем, как уравнения вида (3.1) могут 
быть получены процедурой линеаризации нелинейной системы 
дифференциальных уравнений, записанных в форме Коши. Затем 
для того, чтобы достаточно глубоко понимать свойства решения 
(3.1), приведем некоторые сведения из теории линейных диффе-
ренциальных уравнений и рассмотрим ряд свойств линейных мо-
делей в пространстве состояний. 

3.3. Линеаризация модели в пространстве состояний 

Линейные модели могут быть получены на основании физиче-
ских законов, на основании анализа входных и выходных данных 
объекта, а также с использованием комбинации этих двух подхо-
дов. Получение линеаризованной модели из полной физической 
модели объекта обычно сводится к следующим этапам. 

1. Формализация нелинейной физической модели в простран-
стве состояний. 
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2. Задание траектории или стационарной рабочей точки, отно-
сительно которой должна проводиться линеаризация. 

3. Введение переменных отклонения и линеаризация нелиней-
ной модели.  

Линеаризация сводится к следующей процедуре: 
а) разложению правых частей уравнения в ряд Тейлора, в ко-

тором пренебрегаются члены второго порядка и выше, 
б) введению переменных отклонения, 
в) вычитанию номинального решения, относительно которого 

проводилась линеаризация, для того, чтобы ликвидировать члены 
номинального режима. 

Рассмотрим общий случай, когда нелинейная стационарная 
модель объекта описывается уравнениями 

 
( ) [ ( ), ( )],
( ) [ ( ), ( )],

x t f x t u t
y t g x t u t

=
=

�
 (3.2) 

где , nx f ∈\ , mu∈\ , , py g∈\ . Здесь первое уравнение «вход — 
состояние» записано в форме Коши: в левой части стоит произ-
водная вектора состояния x, а в правой части — дифференцируе-
мая вектор-функция f от вектора состояния x и вектора входного 
воздействия u. Второе уравнение — это уравнение «вход — со-
стояние — выход», в левой части которого находится выходной 
сигнал модели объекта y, а в правой части — дифференцируемая 
вектор-функция g от x и u.  

Пусть 0 0( ), ( )x t u t  есть рабочая (номинальная) точка нелиней-
ной системы n-го порядка, относительно которой проводится ли-
неаризация. Следует отметить важное обстоятельство, что рабочая 
точка 0 0( ), ( )x t u t  нестационарна, так как она зависит от времени t 
и описывает некоторую траекторию в координатах [ ( ), ( )]x t u t , где 
время t является параметром. В данном случае траектория задается 
параметрически. При этом линеаризация проводится в каждый 
момент времени t, а необязательно в точках равновесия управляе-
мой системы, в которых производная вектора состояния равна ну-
лю: ( ) 0x t =� . 

Предположим, что в результате некоторого возмущения вход-
ное воздействие ( )u t , состояние ( )x t  и выходной сигнал ( )y t  по-
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лучают отклонения ( ), ( ), ( )u t x t y tδ δ δ от номинальных значений 
0 0 0( ), ( ), ( )u t x t y t  в какой-то момент времени t, тогда 

 

0

0

0

( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ).

u t u t u t
x t x t x t
y t y t y t

= + δ

= + δ

= + δ

 

Введем обозначения, связанные с дифференцированием со-
стояния номинального режима и отклонением относительно него: 

 
0

0 0( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )d dx t d x tx t x t x t x t
dt dt dt

δ⎡ ⎤+ δ = + = + δ⎣ ⎦ � � . 

Пользуясь понятием производной Фреше, которая в данном 

случае будет представлять собой матрицы Якоби ,f f
x u
∂ ∂
∂ ∂

  

(см. подразд. 1.6), т. е. производные вектор-функции  f по векторам 
x и u, выделим линейную часть в уравнении состояния (3.2): 

 

N

( ) ( )0 0 0 0

0

Номинальный
режим

0 0
, ,

Номинальный режим

( ) ( )

( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) .
x u x u

x t x t

f ff x t u t x t u t o x t u t
x u

+ δ =

∂ ∂
= + δ + δ + δ δ

∂ ∂

� �

���	��


 
(3.3)

 

Принимая во внимание исходное уравнение (3.2), имеем диф-
ференциальное соотношение в рабочей точке (номинальном ре-
жиме), где проводится линеаризация, 

 0 0 0( ) ( ), ( )x t f x t u t⎡ ⎤= ⎣ ⎦� . 

Это соотношение позволяет выполнить сокращения в обеих частях 
уравнения (3.3) и записать линейную часть данного уравнения в 
отклонениях: 

 ( )0 0 0 0( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )x t A x t u t x t B x t u t u t⎡ ⎤ ⎡ ⎤δ = δ + δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦� . 

Здесь матрицы Якоби A, B зависят от текущих координат рабочей 
точки 0 0( ), ( )x t u t , в которой проводится линеаризация: 
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 0 0 0 0
0 0 0 0

, ,
( ), ( ) , ( ), ( )

x u x u

f fA x t u t B x t u t
x u
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂

. 

В покомпонентной записи матрицы Якоби имеют вид 

 0 0

0 0

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2,

1 2 ,

n

nx u

n n n

n x u

f f f
x x x
f f f

f x x xA
x

f f f
x x x

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

∂ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂= = ⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

"

"

# # # #

"

,   

 0 0

0 0

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2,

1 2 ,

m

mx u

n n n

m x u

f f f
u u u
f f f

f u u uB
u

f f f
u u du

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

∂ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂= = ⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

"

"

# # % #

"

. 

Матрицы Якоби A, B вычисляются для системы функций и в 
общем случае представляют собой прямоугольные матрицы. Число 
строк этих матриц равно числу функций в системе, а число столб-
цов — числу компонент векторных аргументов x и u. Если матрица 
Якоби квадратная, то ее определитель называется якобианом. 

Аналогично можно с помощью дифференциала Фреше выде-
лить линейную часть во втором уравнении (3.2), которое связывает 
вектор выходных сигналов y с векторами состояний x и входных 
воздействий u, и записать это уравнение в виде 

 

N

0 0 0 0

0 0 0

Номинальный
режим

0 0
, ,

Номинальный
режим

( , )

( , ) ( , ).
x u x u

y y g x x u u

g gg x u x u o x u
x u

+ δ = + δ + δ =

∂ ∂
= + δ + δ + δ δ

∂ ∂��	�
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Это приводит к линеаризованному уравнению «вход — состояние — 
выход» 
 ,y C x D uδ = δ + δ  

где ,C D  — матрицы Якоби: 

 0 0 0 0, ,
, .

x u x u

g gC D
x u
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

В итоге можно сказать, что если нелинейные функции в пра-
вых частях уравнений (3.2) модели объекта дифференцируемы в 
окрестности точки 0 0( , )x u , то с помощью матриц Якоби в диффе-
ренциалах Фреше проводится линеаризация дифференциальных 
уравнений. Последние служат линейной аппроксимацией исход-
ных нелинейных уравнений в окрестности рабочей точки 0 0( , )x u . 
При этом обычно для удобства вместо записи δx используют x, а 
вместо δu — u. Тогда линеаризованные уравнения состояния запи-
сываются так: 

 
( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),

x t Ax t Bu t
y t Cx t Du t

= +
= +

�
 

где под ( ), ( )x t y t  понимаются отклонения переменных состояния 
и выходных сигналов от их номинальных значений, а вектор ( )u t  
представляет собой отклонения (вариации) входных воздействий. 

Пример 3.1 [28]. Рассмотрим нелинейное дифференциальное 
уравнение 
 .x x xx u+ + =�� � �  

Сначала составим модель этой системы в переменных состоя-
ния. Переменные состояния 1x  и 2x  определим как 

 1

2 1

,
,

x x
x x x
=
= =� �

 

тогда исходное нелинейное уравнение записывается в виде 

 1 2 1

2 1 2 2 2

( , ),
( , ).

x x f x u
x x x x u f x u
= =
= − − + =

�
�
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Получим матрицы Якоби линеаризованной системы уравнений: 

 
0 0

0 0

1 1

1 2

2 12 2 ,

1 2 ,

0 1
,

1
x u

x u

f f
x x

A
x xf f

x x

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ − − −∂ ∂ ⎣ ⎦
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

0 0

1

2

,

0
.

1
x u

f
uB
f
u

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤∂= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 

Если рабочая точка задана в виде 
0

0 01
0
2

,
x

x u
x
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, то линеари-

зованные уравнения состояния в отклонениях таковы: 

 1 1
0 0

2 2 1 2

0 1 0
1 1

x x
u

x x x x
δ δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥δ − − − δ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
�

, 

где u0 отсутствует из-за вычитания номинального режима, или 

 1 2
0 0

2 2 1 1 2

,

( ) ( 1) .

x x

x x x x x u

δ = δ

δ = − δ + − − δ + δ

�
�

 

Предположим, что рабочая точка задана в виде 
0 01

, 0
0

x u
⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

. Тогда линеаризованные уравнения запишутся 

следующим образом: 

 1 2

2 2

,
2 .

x x
x x u
δ = δ
δ = − δ + δ

�
�

  

Линейные члены, входящие в нелинейные уравнения, появля-
ются в линеаризованных уравнениях без всяких изменений. Это 
достаточно очевидно, так как если применять описанный метод 
для линеаризации системы линейных уравнений, то следует ожи-
дать получение тех же самых линейных уравнений. ■ 

Упражнение 3.1. Решить пример 3.1 линеаризации с помощью 
команд MATLAB  
 [x,u,y] = trim('NonLinearModel');  

 linsys = linmod('NonLinearModel') 

и схемы SIMULINK, приведенной на рис. 3.1.  
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Рис. 3.1. SIMULINK-схема «NonLinearModel» для нахождения  

точек равновесия и линеаризации системы уравнений: 
1 2 2 1 2 2,x x x x x x u= = − − +� �  

3.4. Линейные дифференциальные уравнения  
с переменными коэффициентами 

Будем рассматривать системы вида 

 
1

( ) ( ), 1, , , ( ), ( ) ( )
n

i
ik k i ik i

k

dx a t x f t i n a t f t C J
dt =

= + = ∈∑ … , 

где [ ]0 1,J t t=  — интервал оси t .  
Запишем эту систему в векторно-матричном виде: 

 ( ) ( )dx A t x f t
dt

= + , (3.4) 

где ( )A t  — матрица с элементами 1{ ( )}, ( ) { ( )}n
ik ia t f t f t= . 

Теорема [20 – 22]. Решение начальной задачи 

 ( ) ( )dx A t x f t
dt

= + , 0 0, ( ) , ( ), ( ) ( )t J x t x A t f t C J∈ = ∈  

существует, единственно и продолжаемо на весь интервал J. 
Для линейных однородных систем ( ) 0f t = , а начальная задача 

записывается в виде 
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 0 0( ) , ( )dx A t x x t x
dt

= = . (3.5) 

По теореме, приведенной выше, решение этой начальной зада-
чи существует, единственно и продолжаемо на весь интервал J. 
Отсюда следует, в частности, что если решение системы (3.5) рав-
но нулю в некоторой точке *t J∈ , то оно тождественно равно ну-
лю на всем интервале J, так как вектор-функция ( ) 0y t ≡  удовле-
творяет (3.5). 

Теорема [20 – 22]. Множество всех решений системы (3.5) на 
интервале J образует n-мерное векторное пространство. 

Определение. Всякая система ( )X t  из n линейно независимых 
решений системы (3.5), т. е. всякий базис пространства решений 
системы (3.5), называется фундаментальной системой реше-
ний, или фундаментальной матрицей. 

Фундаментальная система решений ( )X t  уравнения (3.5) состо-
ит из линейно независимых столбцов 1( ), , ( )nx t x t…  — решений 
(3.5), которые при объединении в таблицу приводят ( )X t  к виду 

 [ ]
11 1

1

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

n

n

n nn

x t x t
X t x x

x t x t

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
… # # #

"
. 

Напомним, что 1( ), , ( )nx t x t…  называются линейно зависимыми 
на интервале J, т. е. в каждый момент времени этого интервала, если 

существуют числа 2
1

1
, , 0

n

n i
i=

β β β >∑… , такие, что 
1

( ) 0
n

i i
i

x t
=

β ≡∑ .  

В противном случае они линейно независимы. 
Фундаментальная матрица решений представляет собой невы-

рожденное решение матричного уравнения 

 0 0 0( ) , ( ) , det 0X A t X X t X X= = ≠� , 

в котором каждый столбец xi в ( )X t  является решением соответст-
вующего векторно-матричного уравнения 

 ( )i ix A t x=� . 
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Решение ( )X t  является невырожденным, поскольку столбцы 
( )X t  линейно независимы.  
Общим решением линейного однородного уравнения, т. е. лю-

бым вектором из пространства решений системы (3.5), будет ли-
нейная комбинация столбцов фундаментальной матрицы ( )X t : 

 1 1( ) ( ) ( ) ( )n nx t c x t c x t X t c= + + =… , 

где т
1[ ]nc c c= …  — произвольный постоянный вектор, nc∈\ .  

Линейная независимость столбцов в ( )X t  нужна, чтобы систе-
ма линейных алгебраических уравнений для любого начального 
условия 0x  
 1 1 0(0) (0)n nc x c x x+ + =… , 
или 
 0(0)X c x= , 

имела решение. При этом det ( ) 0X t ≠  для любого t J∈ , в частно-
сти, det (0) 0X ≠ .  

Определитель любой фундаментальной матрицы называется 
определителем Вронского, который не обращается в нуль ни в од-
ной точке интервала J. Таким образом, столбцы матрицы ( )X t  в 
нулевой момент времени линейно независимы и эта линейная не-
зависимость сохраняется на всем интервале J. 

В общем случае 0 0( ) ( )x t X t c= , тогда 1
0 0( ) ( )c X t x t−= , посколь-

ку определитель ( )X t  не обращается в нуль на интервале J.  
Поэтому решение начальной задачи 0 0( )x t x=  имеет вид 

 1
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( , )x t X t c X t X t x t t x−= = = Φ . 

Определение. Матрица 

 1
0 0( , ) ( ) ( )t t X t X t−Φ =  

называется переходной матрицей состояния (переходной мат-
рицей, матрицей перехода), или матрицей Коши, которая позво-
ляет перейти от состояния 0( )x t  к состоянию ( )x t  в уравнении 
(3.5) для всех 0 1[ , ]t t t∈ . 
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Непосредственно из определения вытекают следующие свой-
ства переходной матрицы состояния [33]: 

1) 0 0( , )t t IΦ = ; 
◄ 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( )t t X t X t I−Φ = = ; ► 
2) 0( , ) 0t tΦ ≠  0 1[ , ]t t t∀ ∈ ; 1 0;t t>  
3) 1

0 0( , ) ( , )t t t t−Φ =Φ ; 

◄ 
11 1

0 0( , ) ( ) ( )t t X t X t
−− −⎡ ⎤Φ = =⎣ ⎦  

[ ]1 11 1
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( , )X t X t X t X t t t

− −− −⎡ ⎤= = =Φ⎣ ⎦ ; ► 

4) 0 1 1 0( , ) ( , ) ( , )t t t t t tΦ =Φ Φ  — правило композиции для пере-
ходной матрицы состояния; 

◄ 1 1 1
0 0 1 1 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t X t X t X t X t X t X t− − −Φ = = =  

1 1 0( , ) ( , )t t t t=Φ Φ . ► 
Правило композиции свидетельствует о том, что из состояния 

0x  можно перейти в состояние x  либо с помощью линейного пре-
образования 0( , )t tΦ , либо последовательно применяя два линей-
ных преобразования: сначала 1 0( , )t tΦ , переводящее 0x  в некото-
рое промежуточное состояние 1x , а далее преобразование 1( , )t tΦ , 
переводящее 1x  в требуемое состояние x. 

Следует отметить, что переходная матрица состояния — это 
такая фундаментальная матрица, которая удовлетворяет началь-
ному условию 0( )t IΦ = . Поэтому переходную матрицу состояния 
можно определить как решение матричного дифференциального 
уравнения с единичными начальными условиями: 

 0 0 0 0( , ) ( ) ( , ), ( , )t t A t t t t t IΦ = Φ Φ =� . 

Пример 3.2. Рассмотрим нестационарную систему 

 ( ) ( ) ( )x t A t x t=� , 

2

1 0
( )

2 2
tA t

t t

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Одна из фундаментальных матриц этой системы имеет вид 
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 2

0
( )

1
t

X t
t

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

а ее производная 
1 0

( )
0 2

X t
t

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

� .  

Проверим, что ( )X t  удовлетворяет исходному уравнению: 

 2

2

1 1 00 0 1 0
( ) ( ) ( )2 22 2 1 0 22

ttA t X t X t
t tt

t tt t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− +⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦− ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

� . 

Вычислим переходную матрицу состояния: 

 
1 2

001 0
0 2 3

0 0 0
3 2
0 0

1 0
0 01( )

1 1 11
tt t

X t
t t t

t t

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

 001
0 0 2 2 2

3 2 3 2
0 0 0 0 0

1 00
0

( , ) ( ) ( )
1 1 1 1

t
ttt

t t X t X t
t t t

t t t t t

−

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥Φ = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ − −⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Итак, решение исходного уравнения через переходную матри-
цу состояния 0 0( ) ( , )x t t t x=Φ  имеет вид 

 0 1 01
2 2

2 02
3 2

0 0 0

0
( )( )
( )( ) 1

t
t x tx t

x tx t t t
t t t

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦−⎢ ⎥
⎣ ⎦

. ■ 

Рассмотрим линейную неоднородную систему (3.4): 

 ( ) ( ), , , ( ) ,n n n dx A t x f t x f A t x x
dt

×= + ∈ ∈ =� �\ \ . 
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Здесь полезно провести аналогию с решением линейных алгебраи-
ческих уравнений Ax b= . Общее решение такого уравнения со-
стоит из частного решения этого уравнения и элемента x, принад-
лежащего ядру матрицы A: Kerx A∈ , т. е. x удовлетворяет 
однородному уравнению 0Ax = . Решение Ax b=  является суммой 
частного решения 1x  и решения x однородного уравнения. Анало-
гия видна, если переписать (3.4) в виде 

 ( )( ) ( ) ( ), dpI A t x t f t p
dt

− = = . 

Теорема. Общее решение неоднородного линейного дифферен-
циального уравнения (3.4) задается формулой 

 *( ) ( ) ( )x t X t c x t= + , 

где ( )X t  — фундаментальная матрица соответствующей одно-
родной системы 
 ( ) ( ) ( )x t A t x t=� ; 

*( )x t  — произвольное частное решение системы (3.4); nc∈\  — 
произвольный постоянный вектор. 

◄ Проверим, что сумма общего решения однородного уравне-
ния и частного решения неоднородного уравнения является реше-
нием исходного неоднородного уравнения. Для любого nc∈\  

 

( )
*

* *

( )( )

*

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
x tX t

x t

x t X t c x t A t X t c A t x t f t

A t X t c x t f t A t x t f t

= + = + + =

⎡ ⎤= + + = +
⎢ ⎥⎣ ⎦

� �

�� � ���	��
��	�


���	��

 

Таким образом, убедились, что предложенное общее решение 
неоднородного уравнения действительно ему удовлетворяет. ► 

Теорема. (Формула Коши) [20 – 22, 27]. Если ( )X t  — фунда-
ментальная матрица однородной системы ( ) ( ) ( )x t A t x t=� , то 
вектор-функция 

 
0 0

* 1
0( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( , )

t t

t t

x t t f d X t X f d t t J−= Φ τ τ τ = τ τ τ ∈∫ ∫  
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является частным решением неоднородной системы 
( ) ( )x A t x f t= +�  с начальным условием 0( ) 0x t = . 

◄ Вначале проверим, что *( )x t  удовлетворяет неоднородному 
уравнению 

 
( )

0

0

*

* 1 1

1 *

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

t

t I
t

t

x t

x t X t X f d X t X t f t

A t X t X f d f t A t x t f t

− −

−

= τ τ τ + =

= τ τ τ + = +

∫

∫

�� ��	�


����	���


 

Будем искать решение системы (3.4) в том же виде, что и общее 
решение однородной системы (3.4), только считая c  функцией t: 

 1( ), ( ) ( ) ( ), ( , )nc c t x t X t c t c C J= = ∈ \ . 

Такой подход называется методом вариации произвольных по-
стоянных. Тогда при подстановке ( ) ( ) ( )x t X t c t=  в (3.4) получим 

[ ]
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                                                                        ( ) ( ) ( ) (

A t x t

X t

A t x t

x t

dx t X t c t X t c t X t c t A t X t c t X t c t
dt

A t X t c t f t

= = + = + ≡

≡ +

�

������
�� � ���	�


������
��	�
 ).

 

При сокращении в обеих частях последнего тождества выра-
жения ( ) ( )A t x t  в результате имеем 

 
0

1 1
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

t

t

X t c t f t c t X t f t c t X f d c t− −= ⇒ = = τ τ τ +∫� � , 

 0

0

1
0

1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                                                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

t

t

t

x t X t c t X t X f d c t

X t c t X t X f d

−

−

⎡ ⎤
= = τ τ τ + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

= + τ τ τ =

∫

∫
 



3. Линейные модели систем в пространстве состояний 

 

164

0 0

1 1
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .

t t

t t

X t X t x t X t X f d t t x t t f d− −= + τ τ τ =Φ + Φ τ τ τ∫ ∫  

Итак, общее решение неоднородного уравнения (3.4) состоит  
из суммы общего решения однородного уравнения 

0( ) ( , )y t t t=Φ 0( )x t  и частного решения *( )x t  — формула Коши. ► 

3.5. Матричная экспонента в линейных моделях систем 

Вернемся к стационарному уравнению (3.1) и будем вначале 
рассматривать случай однородного уравнения 

 0( ) ( ), (0)x t Ax t x x= =� . (3.6) 

Это векторно-матричное дифференциальное уравнение, реше-
ние которого определяется переходной функцией состояния 

0( , )t tΦ  в виде матричной экспоненты 0( )
0( , ) A t tt t e −Φ = : 

 0( )
0 0 0( ) ( , ) ( ) ( )A t tx t t t x t e x t−= Φ = . 

Здесь решение уравнения ( ) ( )x t Ax t=�  получено формально по ана-
логии со скалярным случаем однородного дифференциального 
уравнения 
 0 0( ) ( ), , , ( )x t ax t a x x t x= ∈ =� \ , 

когда переменные можно разделить и сразу получить решение: 

◄ , , ln ,dx dxax adt cx at
dt x

= = =   

0
0 0( )

0 0
0

, ,
at at

at a t tat e ecx e cx e c x e x
x c

−= = = ⇒ = = . ► 

В матричном случае (3.6) решение получается более сложным 
методом [22], который позволяет представить матричную экспо-
ненту не в виде ряда, а в виде произведения диагональной матри-
цы со скалярными экспонентами на диагонали и матриц невырож-
денного преобразования координат. 
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◄ Заменим переменные с помощью некоторой невырожденной 
матрицы T: , det 0x Ty T= ≠ . Тогда исходная задача примет вид 

 0( ) ( ), (0)Ty t ATy t Ty x= =�  

или после умножения слева обеих частей этого уравнения на 1T −  
будет выглядеть так: 

 1 1
0( ) ( ), (0)y t T ATy t y T x− −= =� . 

Если собственные значения iλ  матрицы A попарно различны, 
то столбцы матрицы T могут являться собственными векторами 
матрицы A, что позволяет привести A к диагональному виду Λ: 

 
1

1

0
,

0 n

AT T T AT−

λ⎡ ⎤
⎢ ⎥= Λ Λ = = ⎢ ⎥
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

…
# % #
…

. 

Тогда система 1( ) ( ) ( )y t T ATy t y t−= = Λ�  будет представлять со-
бой совокупность независимых друг от друга скалярных диффе-
ренциальных уравнений k k ky y= λ� , 1, ...,k n= . Если проинтегриро-
вать эту «развязанную» систему уравнений, то получится набор 
решений  
 0( ) (0), 0k t

k ky t e y tλ= = , 

который можно записать в векторно-матричном виде: 

 

1 0
( ) (0)

0 n

t

t

e
y t y

e

λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
# % #

…
. 

Применяя обратное преобразование координат 1y T x−= , 
1(0) (0)y T x−= , можно вернуться в исходное пространство со-

стояний: 

 

1

1

0
( ) (0)

0 n

t

t

e
x t T T x

e

λ

−

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
# % #

…
. 
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Из последнего уравнения видно определение матричной экс-
поненты, если считать, что 

 ( ) ( ) (0) (0)Atx t t x e x=Φ = , 

где ( , 0) ( ) Att t eΦ =Φ =  — переходная матрица состояния, позво-
ляющая перейти из состояния (0)x  в состояние ( )x t .  

Таким образом, получено понятное матричное соотношение 
для матричной экспоненты в случае различных собственных зна-
чений матрицы A: 

 

1

1

0

0 n

t

At

t

e
e T T

e

λ

−

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
# % #

…
. ► 

По этому соотношению может быть численно найдена матрич-
ная экспонента Ate . Для этого нужно вычислить набор собствен-
ных пар ( , ), 1, ,i ix i nλ = … , состоящих из собственных векторов и 
собственных значений, и воспользоваться данным соотношением. 

Решение уравнения (3.6) можно получить и для общего случая 
в виде матричной экспоненты, когда среди собственных значений 
матрицы A встречаются кратные, двумя методами. Первый метод 
основан на решении дифференциальных уравнений посредством 
поиска решения в виде ряда с неизвестными коэффициентами [28]. 
Этот ряд подставляют в дифференциальное уравнение, получают 
систему алгебраических уравнений и из них определяют неизвест-
ные коэффициенты. 

◄ Пусть решение (3.6) имеет вид 

 0( )x t x= Φ . 

Представим это решение ( )x t  в виде ряда: 

 ( )2 3
0 1 2 3 0 0 0

0
( ) ( ) ,i

i
i

x t K K t K t K t x K t x t x
∞

=

= + + + + = = Φ∑…  (3.7) 

где все квадратные (n×n)-матрицы iK  считаются неизвестными, а t 
— скалярная переменная (время).  

Продифференцировав выражение (3.7), найдем 
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 ( )2
1 2 3 0( ) 2 3x t K K t K t x= + + +� … . (3.8) 

Подставив (3.7) и (3.8) в (3.6), получим 

     ( ) ( )2 2 3
1 2 3 0 0 1 2 3 02 3K K t K t x A K K t K t K t x+ + + = + + + +… … . (3.9) 

Выполним последовательность операций. Вычислим (3.9) при 
0t = , затем последовательно продифференцируем (3.9) с подста-

новкой в результат 0t =  и т. д. В итоге получим систему уравне-
ний в виде 

( ) ( )2 2 3
1 2 3 0 0 1 2 3 02 3K K t K t x A K K t K t K t x+ + + = + + + +… … , 1 0K AK= , 

( ) ( )2 3 0 1 2 02 6 2K K t x A K K t x+ + = + +… … , 2 12K AK= ,   (3.10) 

( ) ( )3 0 2 06 2K x A K x+ = +… … , 3 23K AK=  
……………………………………………………………….. 
 

Вычисление (3.7) при 0t =  дает результат 0 0(0)x K x= , т. е. 

0K I= .  
Тогда остальные матрицы 1 2, ,K K …  определятся из (3.10) сле-

дующим образом: 

 

1
2

2 1

3

3 2

,

,
2 2!

.
3 3!

..........................

K A
A AK K

A AK K

=

= =

= =

 

Отсюда следует, что переходная матрица состояния ( )tΦ , ко-
торая представлена в (3.7) в виде ряда, с учетом вычисленных  
коэффициентов может быть записана так: 

 
2 3

2 3 2 3
0 1 2 3( )

2! 3!
t tt K K t K t K t I At A AΦ = + + + + = + + + +… …  

Если сравнить это выражение с разложением в ряд Тейлора ска-
лярной экспоненты 
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2 3

2 31
2! 3!

at t te at a a= + + + +… , 

то по аналогии переходную матрицу состояния 0( )tΦ  можно пред-
ставить как экспоненциальную функцию матрицы A: 

 ( ) Att eΦ = . ► 

Второй метод нахождения матричной экспоненты связан с пе-
реходом к дискретному времени, получением решения разностно-
го уравнения и предельным переходом к решению для возвраще-
ния к непрерывному времени исходного уравнения [34].  

◄ Итак, рассмотрим систему (3.6) в дискретные моменты вре-
мени , 0,1, 2,t kh k= = … , где h — интервал дискретизации. Ап-
проксимируем производную ( )x t  по формуле Эйлера: 

 ( ) ( )( ) x t h x tx t
h

+ −
≈� . 

Поэтому уравнение (3.6) может быть аппроксимировано так: 

 ( ) ( ) ( )x t h x t Ax t
h

+ −
= , 

 ( ) ( ) ( )x t h x t Ahx t+ − = , 

 0( ) ( ) ( ), (0)x t h I Ah x t x x+ = + = . 

Последнее уравнение — линейное разностное уравнение, решение 
которого можно найти последовательными подстановками в раз-
ностное уравнение получаемых дискретных величин ( )x t h+  с 
опережающим аргументом ( )t h+ в качестве ( )x t : 

 

0
2

0

0

( ) ( ) ,

(2 ) ( ) ( ) ( ) ,
..........................................................

( ) ( ) , 1, 2, .k

x h I Ah x

x h I Ah x h I Ah x

x kh I Ah x k

= +

= + = +

= + = …

 

Пусть , 0, , /k h t kh h t k→∞ → = = , тогда 
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 0( ) lim
k

k

tx t I A x
k→∞

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

— замечательный предел по аналогии с замечательным пределом 

для основания натурального логарифма lim 1
k

x

k

xe
k→∞

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

: 

 0lim ( )
k

At At

k

AtI e x t e x
k→∞

⎛ ⎞+ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. ► 

Для матричной экспоненты справедливы свойства, аналогич-
ные скалярной экспоненте [33 – 35]: 

1) 
2 2 3 3

0

lim
! 2! 3!

j jk
At

k j

A t A t A te I At
j→∞

=

= = + + +∑ …  

◄ Данное свойство представления матричной экспоненты в виде 
ряда либо принимается за ее определение, либо выводится, как это 
было показано выше, как решение уравнения (3.6): 

0( ) ( ), (0)x t Ax t x x= =� ; ► 
2) 0e I= , где 0 — матричный нуль; 

◄ 0

1

1 0
!

k

k
e I I

k

∞

=

= + =∑  по определению матричной экспоненты; ► 

3) если 1diag( , , )nA a a= … , то 1diag( , , )naaAe e e= … . В частно-
сти, если A I= α , то A Ie e e Iα α= = ; 

4) 1 2 1 2( ) .A t t At Ate e e+ =  
◄ Для матриц в общем случае A B A Be e e+ ≠ . Для выполнения ра-
венства A B A Be e e+ =  необходимо и достаточно, чтобы матрицы A  
и B  коммутировали, т. е. AB BA= . Непосредственным умноже-
нием рядов можно убедиться в том, что если AB BA= , то 

A B A Be e e+ = , поскольку каждый из матричных рядов строится как 
бесконечная сумма степеней матрицы A  с числовыми сомножите-
лями. При этом под степенью матрицы понимается результат ее 
умножения саму на себя по величине целой степени k: 

раз

k

k

A A A A= ⋅ "��	�
 ; ► 

5) 1( ) , det 0At At Ate e e− −= ≠ . 
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◄ Если A B A Be e e+ = , то, взяв B A= − , получим 0A A A Ae e I e e− −= = = , 
0A A A Ae e I e e− + −= = = , т. е. существует обратная матрица 

1( )A Ae e− −=  для любой (вырожденной или нет) матрицы A; ► 
6) At AtAe e A= . 

◄ Доказательство следует из определения матричной экспоненты 

как ряда 
0

,
!

k
At k

k

te A
k

∞

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  которое допускает как левое, так и пра-

вое умножение; ► 

7) At Atd e Ae
dt

= . 

◄ Продифференцируем матричный ряд и придем к доказываемо-
му равенству: 

 

2 2 3 3

0

2 3 2 2 2

( ) lim
! 2! 3!

2 3 ;
2! 3! 1! 2!

j jk
At

k j

At

d d A t d A t A te I At
dt dt j dt

A t A t At A tA A I Ae

→∞
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

= + + + = + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ …

… … ►
 

8) неопределенный интеграл от матричной экспоненты 
1At Ate dt A e C−= +∫ , если A — обратима, а C — некоторая постоян-

ная матрица, а определенный интеграл с пределами 0 и t 

 1

0

( )
t

A Ate d A e Iτ −τ = −∫ . 

В частности, при t = +∞  для устойчивых матриц 1

0

Ae d A
∞

τ −τ = −∫ . 

◄ Проинтегрируем ряд, представляющий матричную экспоненту: 

 

2 2 3 3

00 0 0

3 4 3 4
2 3 1 2 3

0

1

! 2! 3!

3! 4! 3! 4!

( ).

t t tk k
A

k

t

At

A A Ae d d I A d
k

t tI A A A A It A A

A e I

∞
τ

=

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ τ τ
τ = τ = + τ + + + τ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ τ
= τ + + + = + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= −

∑∫ ∫ ∫ …

… …  
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Проверим справедливость полученного интеграла дифферен-
цированием: 

 ( )1 1 1( )At At At Atd dA e I A e A Ae e
dt dt

− − −− = = = , 

что приводит к матричной подынтегральной функции Ate . ► 

Пример 3.3. Вычислим Ze , где 
0 1
0 0

Z
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

По определению 21
2!

Ze I Z Z= + + +… , тогда 

 2 0 1 0 1 0 0
0, 2

0 0 0 0 0 0
kZ Z k

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = ⇒ = ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Поэтому 

 
0 1
0 0 1 0 0 1 1 1

0 1 0 0 0 1
Ze e I Z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = + = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. ■ 

Применим к (3.6) преобразование Лапласа, тогда 

 ( ) (0) ( )sx s x Ax s− = , 
или 
 0( ) ( )sI A x s x− = . 

Здесь в левой части алгебраического уравнения стоит характери-
стическая матрица матрицы A, которая является неособенной при 
всех is ≠ λ , где iλ  — характеристические числа (собственные зна-
чения) матрицы A. Значит, зависимость вектора состояния ( )x s  от 
его начального значения 0x  

 1
0 0( ) ( ) ( )x s sI A x s x−= − = Φ , 1( ) ( )s sI A −Φ = −  

имеет смысл при всех is ≠ λ , где ( )sΦ  — резольвентный оператор 
(см. подразд. 1.5), который дает представление решения (3.6) в об-
ласти изображений по Лапласу. 

Поставим задачу увидеть, как обратное преобразование Лапла-
са от ( )x s  
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 [ ] 11 1
0[ ( )] ( )L x s x t L sI A x−− −= = − , [ ]1( ) ( )t L s−Φ = Φ  

может быть представлено во временной области через переходную 
матрицу состояния, которой является матричная экспонента [34]: 

 1 1[ ] AtL sI A e− −− = . 

◄ Выполним вспомогательные преобразования для переда-
точной матрицы по начальным условиям 1( )sI A −− , представив ее 
в виде ряда: 

 
( )1 1 1 1 2 2 3 3

1 2 2 3 3 4 1 0

0

1 1( ) ( )

, .k k

k

sI A I As I As A s A s
s s

Is As A s A s A s A I

− − − − − −

∞
− − − − − −

=

− = − = + + + + =

= + + + + = =∑

…

…
 

Здесь мы воспользовались аналогией представления рядом про-
стейшей дроби, 

 2 31 1
1

x x x
x
= + + + +

−
… , 

которое получается по правилу деления одного многочлена на 
другой. 

Чтобы применить обратное преобразование Лапласа к полу-

ченному ряду 1 1

0

k k

k

L A s
∞

− − +

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ , найдем формулу преобразования 

Лапласа для степенной функции kt . Для этого обратимся к рас-
смотрению оригиналов и изображений, зависящих от параметра.  

Пусть функция ( , )f t x  при каждом фиксированном значении x 
является оригиналом и ей соответствует изображение 

 
0

( , ) ( , ) stF s x f t x e dt
∞

−= ∫ . (3.11) 

Будем предполагать, что выполнены все условия, при соблю-
дении которых интеграл (3.11), рассматриваемый как функция па-
раметра x, можно дифференцировать по этому параметру под зна-
ком интеграла [12], тогда 
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0

( , ) ( , ) stF s x f t x
e dt

x x

∞
−∂ ∂

=
∂ ∂∫ . 

Данное правило дифференцирования интеграла по параметру по-
зволяет сформулировать следующую теорему операционного ис-
числения. 

Теорема (о дифференцировании оригинала по параметру) [25]. 
Если при любом значении x  оригиналу ( , )f t x  соответствует 
изображение ( , )F s x , то 

 ( , ) ( , )f t x F s xL
x x

∂ ∂⎡ ⎤ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
. 

Применим эту теорему для получения изображений степеней 
kt . В подразд. 2.7 было найдено преобразование Лапласа для ска-
лярной экспоненты в виде 

 1atL e
s a

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ −
. 

Здесь параметром является a.  
Продифференцировав левую и правую части этого уравнения 

по параметру а, получим новую формулу: 

 2

1
( )

atL te
s a

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ −
. 

Продолжение дифференцирования приводит к соответствиям: 

 2 3
3 4

2 3!,
( ) ( )

at atL t e L t e
s a s a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦− −
, 

и в общем случае 

 1

!
( )

k at
k

kL t e
s a +

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ −
. 

Положив 0a = , получим 

 2 3
2 3 4 1

1 2 3! ![ ] , , , , k
k

kL t L t L t L t
s s s s +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦… . 
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Для нашего случая последнее соответствие можно переписать как 

 1

1
!

k

k

tL
k s +

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

или после обратного преобразования Лапласа так: 

 1 1 1
1

1
!

k
k

k

t L L s
k s

− − − −
+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Тогда в силу свойства линейности преобразования Лапласа полу-
чим искомое соотношение для Ф(t): 

1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 4

0

( ) k k

k

L sI A L A s L Is As A s A s
∞

− − − − − − − − − −

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = = + + + + =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ …  

2 3
2 3 ( ).

2! 3!
Att tI At A A e t= + + + = = Φ…  ► 

Проще решается прямая задача, т. е. задача непосредственного 
нахождения преобразования Лапласа от матричной экспоненты с 
учетом формулы для интегрирования матричной экспоненты: 

◄ ( ) 1 ( ) 1
0

0 0

( ) ( )At At st A sI t A sI tL e e e dt e dt A sI e sI A
∞ ∞

− − − − ∞ −⎡ ⎤ = = = − = −⎣ ⎦ ∫ ∫ . ► 

Пример 3.4.  Пусть уравнения состояния модели системы 
имеют вид 

 
0 1 0 1

,
0 0 0 0

x x A
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� . 

Найдем переходную матрицу состояния. Из примера 3.3 из-
вестно, что 0, 2kA k= ≥ . Тогда  

 
1 0 0 1 1

( )
0 1 0 0 0 1

At t
t e I At t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
Φ = = + = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. ■ 

В примере 3.4 довольно легко удалось найти переходную мат-
рицу состояния, так как разложение ее в ряд имеет конечное число 
членов. В общем случае найти сумму членов бесконечного ряда 
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достаточно трудно. Рассмотрим несколько более сложный пример 
и для определения переходной матрицы состояния применим об-
ратное преобразование Лапласа к передаточной функции по на-
чальным условиям. 

Пример 3.5. Пусть система описывается уравнением 

 
3 1 3 1

,
2 0 2 0

x x A
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� . 

Для определения переходной матрицы сначала найдем матрицу 
sI A− : 

 
1 0 3 1 3 1
0 1 2 0 2

s
sI A s

s
− + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

Чтобы найти обратную матрицу, сформируем присоединенную 
матрицу в виде 

 
1

Adj( )
2 3
s

sI A
s

⎡ ⎤
− = ⎢ ⎥− +⎣ ⎦

 

и вычислим определитель: 

 2det( ) 3 2 ( 1)( 2)sI A s s s s− = + + = + + . 

Тогда обратная матрица будет получена путем деления присоеди-
ненной матрицы на определитель det( )sI A− : 

 

1 Adj( )
( )

det( )
1 1 2 1 1

( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 2 1 2 .
2 3 2 2 2 1

( 1)( 2) ( 1)( 2) 1 2 1 2

sI A
sI A

sI A
s

s s s s s s s s
s

s s s s s s s s

− −
− = =

−

⎡ ⎤ − −⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + + + + +⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
− + − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + + + + +⎣ ⎦⎣ ⎦

 

Переходную матрицу найдем, применяя обратное преобразование 
Лапласа: 

 
2 2

2 2

2
( )

2 2 2

t t t t

t t t t

e e e e
t

e e e e

− − − −

− − − −

⎡ ⎤− + −
Φ = ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦

. ■ 
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Итак, тремя различными методами было получено решение 
уравнения 0 0( ) ( ), ( ) , [0, )x t Ax t x t x t= = ∈ ∞� . Эти методы дали одно 
и то же решение  

 0( )
0 0 0( ) ( , ) A t tx t t t x e x−= Φ = ,  

в котором участвует переходная функция Ф от состояния 0( )x t  в 
момент времени 0t  к состоянию ( )x t . Поскольку рассматривается 
линейная система, то можно положить 0 0t = , что дает ( ) Att eΦ = . 

Теперь интересно убедиться непосредственной подстановкой 
решения начальной задачи 0( )

0( ) A t tx t e x−=  в исходное уравнение 
(3.6), что оно ему действительно удовлетворяет. Для этого вначале 
введем понятие сходимости последовательности матриц. 

Определение. Говорят, что последовательность матриц 
{ }kA  сходится к матрице A при k →∞ , если для любого 0ε >  су-
ществует такое ( )N N= ε , что при k N> норма kA A− < ε . 

Нормой матрицы A будем называть 
, 1

n

ik
i k

A a
=
∑�  или эквива-

лентную ей норму 
,

max iki k
A a� , где ika  — элементы матрицы A. 

Так как ( )

,

n
k

k il il
i l

A A a a− = −∑ , то последовательность { }kA  схо-

дится тогда и только тогда, когда сходится каждая из последова-

тельностей { } { }( )k
il ilk

a a
→+∞
→ , , 1, 2, ...,i l n= . Ряд 

1

n

k
k

A
=
∑  называется 

сходящимся, если сходится последовательность его частичных 
сумм. Суммой ряда называется предельная матрица частичных 

сумм. Ряд 
1 !

kn
A

k

Ae I
k=

= +∑  сходится для любой матрицы A, посколь-

ку последовательность его частичных сумм является последова-
тельностью Коши (см. подразд. 1.4), т. е. ( ),N∃ ε  такое, что 

 , , ( )
! !

kkn n

n m
k m k m

AAS S m n N
k k= =

− = ≤ < ε > ε∑ ∑ ,  
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где 
!

kn

k m

A
k=

∑  — отрезок сходящегося числового ряда 
0 !

k
A

k

A
e

k

∞

=

=∑ . 

◄ Подставим полученное ранее решение 0( )
0( ) A t tx t e x−=  в (3.6): 

 
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0

( ) lim lim
A t t t A t t A t t A t tA t

t t

e x e x e e x e xdx t
dt t t

+Δ − − − −Δ

Δ → Δ →

− −
= = =

Δ Δ
 

 0 0( ) ( )
0 00 0

lim lim
A t A t

A t t A t t

t t

e I e Ie x e x
t t

Δ Δ
− −

Δ → Δ →

− −
= = =

Δ Δ
 

 
0

0

( ) 1
00

2 2 3 3

( )
00

( )
!lim

( ) ( )
2! 3!lim

k k

A t t k

t

A t t

t

A tI I
ke x
t

A t A tA t
e x

t

∞

− =

Δ →

−

Δ →

Δ
+ −

= =
Δ

Δ ΔΔ + + +
= =

Δ

∑

…
  

 0 0( ) ( )
0 0

( )

( ),A t t A t t

x t

e Ax Ae x Ax t− −= = =��	�
  

т. е. ( )x t  — решение рассматриваемой начальной задачи. В силу 
теоремы единственности других решений быть не может. В по-
следней строке матрицы 0( )A t te −  и A коммутативны в силу пред-
ставления матричной экспоненты в виде матричного ряда, для ко-
торого умножение на матрицу A как справа, так и слева приводит к 
одному и тому же результату. ► 

Подведем некоторые итоги. Решение начальной задачи для 
дифференциального уравнения с переменными параметрами 

 ( ) ( )x A t x f t= +� , 0 0, ( ) , ( ), ( ) ( )t J x t x A t f t C J∈ ∈ = ∈\  

определяется формулой Коши 

 
0

0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
t

t

x t t t x t t f d=Φ + Φ τ τ τ∫ , 

где 1
0 0( , ) ( ) ( )t t X t X t−Φ =  — переходная матрица состояния, в ко-

торой ( )X t  — фундаментальная матрица решений однородного 
дифференциального уравнения ( )x A t x=� . 
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В стационарном случае системы ( )A t A=  ее уравнения имеют 
традиционный вид (3.1): 

 0 0, ( ) ,
.

x Ax Bu x t x
y Cx Du
= + =
= +

�
 

где функция времени ( ) ( )f t Bu t= .  
Переходная матрица состояния 0( , )t tΦ  принимает форму мат-

ричной экспоненты: 
 0( )

0( , ) A t tt t e −Φ = . 

Решение для уравнения «вход — состояние» запишется как 

 0

0

( ) ( )
0( ) ( )

t
A t t A t

t

x t e x e Bu d− −τ= + τ τ∫ , 

а для уравнения «вход — состояние — выход» так: 

 0

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( )

t
A t t A t

t

y t Ce x Ce Bu d Du t− −τ= + τ τ +∫ . 

Если положить 0 0t = , то решения принимают более простой 
вид, в котором 0( , ) ( , 0) ( ) :Att t t t eΦ =Φ =Φ =  

 

N
( )

0
0Состояние при

нулевом входе Состояние при нулевых
начальных условиях

( )
0

0Выход при
нулевом входе Выход при нулевых начальных условиях

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

t
At A t

t
At A t

x t e x e Bu d

y t Ce x Ce Bu d Du t

−τ

−τ

= + τ τ

= + τ τ +

∫

∫

���	��


�	

�����	����


 (3.12) 

Решение (3.12) состоит из двух слагаемых. Первое из них пред-
ставляет собой свободное движение системы, возникающее толь-
ко за счет начальных условий (при отсутствии входного сигнала). 
Второе слагаемое соответствует вынужденному движению систе-
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мы, обусловленному входным воздействием (при этом начальные 
условия полагаются нулевыми). 

Для диагональной реализации, когда матрица 1 ,T AT−Λ =  
det 0T ≠  является диагональной, имеем [30] 

 

1

2
( )

0 0
0 0diag

0

i

n

t

t
A tt

t

e
ee e

e

λ

λ
λΛ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # #
" "

, 

где ( )i Aλ  является i-м собственным значением матрицы A.  
В этом случае i-я компонента вектора состояния x имеет вид 

 0

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( )i i

t
t t t

i i i
t

x t e x t e B u dλ − λ −τ= + τ τ∫ , 

где Bi — i-я строка матрицы B.  
Таким образом, компонента xi развивается независимо от дру-

гих компонент вектора состояний, но под воздействием всех эле-
ментов входного вектора u(t), которые воздействуют на компонен-
ту xi как линейная комбинация с коэффициентами строки Bi. 
Говорят, что составляющая xi(t) соответствует моде системы с соб-
ственным значением λi (от англ. mode — форма колебаний). 

Если обозначить i-й столбец матрицы C через Ci, то выход  
приобретет вид 
 1 1( ) ( ) ( ) ( )n ny t C x t C x t Du t= + + +… . 

Полученное выражение показывает, что выход системы является 
взвешенной суммой ее мод. 

В общем случае если матрица A диагонализируема, то можно 
рассматривать преобразование величин в пространстве состояний 
в виде Txξ = : 

 
1

1

,
,

TAT TBu
y CT Du

−

−

ξ = ξ +

= ξ +

�
 

где матрица 1TAT −  диагональная.  
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Модами системы будут являться компоненты i iT xξ =  (где iT  — 
это i-я строка матрицы T), которые точно являются линейными 
комбинациями компонент оригинального вектора состояний x. 
Модам соответствуют собственные значения матрицы A. Обычно 
мода называется по имени ее собственного значения — мода iλ . 
Матричная весовая функция для (3.12) имеет вид 

 
0, 0,

( )
( ), 0,At

t
g t

Ce B D t t
<⎧

= ⎨ + δ ≥⎩
 

где ( )tδ  — дельта-функция.  
Каждый элемент ( )ijg t  матричной весовой функции ( )g t  пред-

ставляет собой реакцию ( )iy t  соответствующей компоненты вы-
ходного сигнала y  на импульсное воздействие со стороны входа 

( ) ( )ju t t= δ  при нулевых начальных условиях. 
При нулевом начальном состоянии (0) 0x =  выходной сигнал 

от произвольного входного воздействия u(t), которое равно нулю 
при 0t < , может быть представлен в виде интеграла свертки: 

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

y t g t u t g t u d g u t d= ∗ = − τ τ τ = τ − τ τ∫ ∫ . 

Представление системы посредством передаточной функции 
является однозначным представлением и очень полезно для пони-
мания свойств системы в переменных «вход — выход». Матрич-
ная передаточная функция G может быть определена как преобра-
зование Лапласа от матричной весовой функции: 

 
0

( ) ( ) stG s g t e dt
∞

−= ∫ . 

Здесь, так же как и при рассмотрении многомерных систем в 
переменных «вход — выход» в подразд. 2.12, каждый элемент 

( )ijG s  комплексной матричной передаточной функции ( )G s  пред-
ставляет собой отношение изображений Лапласа ( )iy s  и ( )ju s  со-
ответственно выходной и входной переменных ( )iy t  и ( )ju t : 
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 [ ]

0

( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

st
i

ii o
ij

stj j
j

y t e dt
L y ty s

G s
u s L u t u t e dt

∞
−

∞
−

= = =
⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

∫
. 

В области изображений (после применения преобразования Ла-
пласа) уравнения (3.12) принимают вид 

 

1 1
0

1 1
0

( )

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),
G s

x s sI A x sI A Bu s

y s C sI A x C sI A B D u s

− −

− −

= − + −

⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦����	���

 (3.13) 

а матричная передаточная функция системы G устанавливает 
связь между изображениями по Лапласу векторных входного ( )u s  
и выходного ( )y s  сигналов, т. е. 

 ( ) ( ) ( )y s G s u s= , 

при 0 0:x =  

    1 Adj( ) det( )( ) ( )
det( )

C sI A B D sI AG s C sI A B D
sI A

− − + −
= − + =

−
. (3.14) 

Из (3.12) и (3.13) видны полезные соотношения: 

 ( ) 1

0

( ) ( ) ( ) ( )
t

A t AtL Ce Bu d L Ce B u t C sI A Bu s−τ −⎡ ⎤
⎡ ⎤τ τ = ∗ = −⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
∫ . 

Из (3.14) следует, что lim ( )
s

G s D
→∞

=  в силу того, что каждая по-

линомиальная компонента присоединенной матрицы Adj( )sI A−  
имеет, по крайней мере, на единицу меньший порядок, чем поря-
док полинома det( )sI A− . Если матрица 0D ≠ , то передаточная 
функция ( )G s  называется правильной, если 0D =  — строго пра-
вильной. Полином 

 
1

det( ) ( )
n

i
i

sI A s p
−

− = −∏  
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от переменной s называется характеристическим полиномом сис-
темы. Нули характеристического полинома системы ip  называ-
ются полюсами матричной передаточной функции G(s) и совпада-
ют с собственными числами матрицы A, т. е. ( )i ip A= λ . Система 
асимптотически устойчива, если собственные числа матрицы A 
(полюса системы) расположены в левой части комплексной плос-
кости корней. 

Пример 3.6. Пусть задана система с уравнениями состояния 

 

[ ] 2

3 1 0
( ) ( ) ( ), ,

2 0 1

( ) 1 0 ( ), , .

x t x t u t u

y t x t y x

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= ∈ ∈

� \

\ \
 

В примере 3.5 была найдена матрица 1( )sI A −−  в виде 

 1

1
( 1)( 2) ( 1)( 2)

( )
2 3

( 1)( 2) ( 1)( 2)

s
s s s s

sI A
s

s s s s

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + + +⎢ ⎥− =

− +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

, 

что дает возможность определить искомую скалярную передаточ-
ную функцию: 

1( ) ( )G s C sI A B−= − =  

[ ] [ ]

1 1
0( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)

1 0 1 0
2 3 1 3

( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)

s
s s s s s s

s s
s s s s s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥− + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

2

1 1
( 1)( 2) 3 2s s s s

= =
+ + + +

. ■ 

Частотная матричная передаточная функция. Рассмотрим 
понятие частотной матричной передаточной функции приме-
нительно к линейным системам вида [35] 
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,

.
x Ax Bu
y Cx
= +
=

�
 

◄ Пусть на вход системы подается комплексный гармониче-
ский сигнал 
 ( ) j tu t e ω= α , 

где α — некоторый постоянный вектор, а ω — частота колебаний.  
Формулы (3.12) с учетом свойств матричной экспоненты дают 

решение системы в следующем виде: 

 
0 0

( ) (0) ( ) (0)
t t

At At A At At A jx t e x e e Bu d e x e e B e d− τ − τ ωτ= + τ τ = + α τ =∫ ∫  

 
0 0

(0) (0)
t t

At At A j At At A j Ie x e e Ie B d e x e e e B d− τ ωτ − τ ωτ= + α τ = + α τ =∫ ∫  

 
( )

( )( )
0

1 ( )

(0)

(0) ( )

t
j I AAt At

At At j I A t

e x e e B d

e x e j I A e I B

ω − τ

− ω −

= + α τ =

⎡ ⎤= + ω − − α =⎣ ⎦

∫
 

 1 1(0) ( ) ( )At At At j t Ate x e j I A e B e e j I A B− − ω −= + ω − α − ω − α =  

 
0 *

1 1

( )( ) ( )

(0) ( ) ( )At At j t

x tx t x t

e x j I A e B j I A B e− − ω= − ω − α + ω − α =
�

�	
����	���
 ����	���
  

 0 *( ) ( ) ( ).x t x t x t= + + �  (3.15) 

Полученное решение состоит из трех компонент: 

– переходной составляющей от начального условия 

 0 ( ) (0)Atx t e x= ; 

– переходной составляющей от входного воздействия 

 * 1( ) ( ) Atx t j I A e B−= − ω − α ; 

– установившаейся составляющей 

 1( ) ( ) j tx t j I A B e− ω= ω − α� . 
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Итак, установившийся гармонический процесс вектора состоя-
ния имеет вид 
 1( ) ( ) ( )x t j I A Bu t−= ω −� . (3.16) 

Предположим, что матрица A — устойчива. Это означает, что 
собственные значения iλ  матрицы A лежат в левой полуплоскости 
комплексной плоскости: Re 0iλ < , 1, ,i n= … . В [35] показано, что 
для устойчивых матриц 0Ate →  при t →∞ . Тогда из (3.15) и (3.16) 
следует, что ( ) ( ) 0x t x t− →�  при t →∞ . В результате для устано-
вившегося гармонического выходного процесса имеем 

 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) 0
t

y t Cx t C j I A Bu t y t y t−

→∞
= = ω − − →� � � . 

Таким образом, при действии на вход системы комплексного 
гармонического сигнала ( ) j tu t e ω= α  получили связь в частотной 
области выходного установившегося сигнала ( )y t�  и входного сиг-
нала ( )u t  в виде 
 ( ) ( ) ( )y t G j u t= ω� , (3.17) 

где матричная коплекснозначная функция  

 1( ) ( )G j C j I A B−ω = ω −   

действительного переменного ω называется частотной матрич-
ной передаточной функцией. ► 

Физический смысл выражения (3.17) состоит в следующем.  
Пусть все компоненты входного вектора ( )u t  равны нулю, 

кроме i-й, которую представим в виде комплексного гармониче-
ского сигнала 

 ( ) cos sin , ,j t
iu t ae a t ja t aω += = ω + ω ω∈\ . 

Тогда k-я компонента установившего гармонического выход-
ного сигнала равна 

 ( ) ( ) cos( ) ( ) sin( )k ki kiy t g j a t j g j a t= ω ω + ϕ + ω ω + ϕ� , 

где ( )kig jω  — ( , )k i -й элемент матрицы ( )G jω ; arg ( )kig jϕ = ω . 
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В силу линейности G отклик системы на сумму вещественной 
и мнимой составляющих комплексного сигнала ( )u t  равен сумме 
откликов на каждую из них. Поэтому если в качестве ( )iu t  взять 
вещественную гармонику cosa tω , то установившийся сигнал на 
k-м выходе будет 

 ( ) ( ) cos( )k kiy t g t a t= ω +ϕ� . 

Таким образом, если на i -й вход системы с устойчивой матри-
цей A  подать гармонический сигнал с частотой ω, то на k -м вы-
ходе в пределе получается также гармонический сигнал с той же 
частотой. Его амплитуда в ( )ikg jω  раз отличается от амплитуды 
входного сигнала, т. е. ( )ikg jω  имеет смысл коэффициента уси-
ления входного гармонического сигнала, а фаза изменяется на ве-
личину arg ( )kig jω . 

3.6. Преобразования подобия 

Если в уравнениях линейной модели 

 ,x Ax Bu y Cx Du= + = +�  

перейти к новому вектору состояния x , сделав подстановку 
, det 0x Tx T= ≠ , то получим 

 ,T x AT x Bu y CT x Du= + = +� , 

или 
 1 1 ,x T AT x T Bu y CT x Du− −= + = +� . (3.18) 

Здесь матрица T называется преобразующей матрицей (матрицей 
преобразования). Одновременно она является матрицей перехода 
от старого базиса в пространстве состояний e к новому базису e , 
что выражается формулой 

 .e eT=  
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В матрице T i-й столбец есть координатный столбец нового ба-
зисного вектора ie  по старому базису 1 2[ , , ..., ]ne e e , что можно 
представить в матричных обозначениях: 

 1 2 1 2[ , , ..., ] [ , , ..., ]n ne e e e e e T= , 

где ie  и ie  можно считать как некоторые абстрактные базисные 
векторы или как векторы-столбцы, коэффициенты которых явля-
ются координатами этих векторов в некотором другом базисе.  

Таким образом, любая невырожденная квадратная матрица яв-
ляется матрицей перехода от одного базиса к другому и одновре-
менно является преобразующей матрицей для системы координат.  

Действительно, пусть векторы-столбцы α и β — координаты 
одного и того же вектора x  соответственно в старом и новом ба-
зисах. Тогда 
 ( ) ( )x e e eT e T= α = β = β = β , 

откуда следует связь координат вектора x  в старом и новом базисах: 

 Tα = β . 

Обозначив 

 1 1, , ,A T AT B T B C CT D D− −= = = = , 

получим дифференциальное уравнение в новом базисе: 

 ,x Ax Bu y Cx Du= + = +� . 

Матрицы A и A  в соотношении 1A T AT−=  называются подоб-
ными. Это разные матрицы, но они описывают один и тот же ли-
нейный оператор в разных системах координат. 

Пример 3.7. Рассмотрим систему 

 

[ ]

3 1 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

2 0 1

( ) ( ) 1 0 ( )

x t Ax t Bu t x t u t

y t Cx t x t

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= =

�
 

с матрицей преобразования координат 
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 12 1 1 1
,

1 1 1 2
T T −−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

На основании (3.18) матрицы системы в новом базисе имеют вид 

1 1 1 3 1 2 1 5 1 2 1 11 6
,

1 2 2 0 1 1 7 1 1 1 15 8
A T AT− − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 1 1 1 0 1
1 2 1 2

B T B− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, [ ] [ ]2 1

1 0 2 1
1 1

C CT
−⎡ ⎤

= = = −⎢ ⎥−⎣ ⎦
. 

Уравнения состояния преобразованной системы будут выгля-
деть так: 

 
11 6 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
15 8 2

x t Ax t Bu t x t u t
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
�   

 [ ]( ) ( ) 2 1 ( ).y t Cx t x t= = −  ■ 

Определение. Преобразование x T x=  изменяет внутреннюю 
структуру модели системы, но не затрагивает соотношение 
между входом и выходом, т. е. передаточную функцию. Такое 
преобразование называется преобразованием подобия.  

Для преобразования подобия существуют инварианты, т. е. ха-
рактеристики, которые не изменяются для преобразуемой системы 
при применении к ней преобразования подобия. Для преобразова-
ния подобия 1A T AT−=  справедливы следующие четыре инвари-
анта. 

1. Собственные значения 1 , , nλ λ…  матрицы A равны собст-
венным значениям A , т. е. характеристические многочлены А и A  
совпадают: 

 1 2det( ) det( ) ( )( ) ( )nsI A sI A s s s− = − = − λ − λ − λ… , 

◄ 1 1 1det( ) det( ) det det( )detsI A sT IT T AT T sI A T− − −− = − = − =  
det( )sI A= − , поскольку 1 11 det det( ) det detI T T T T− −= = = . ► 

2. Определитель матрицы A равен определителю матрицы A : 
◄ 1 1

1 2det det( ) det det det det nA T AT T A T A− −= = = = λ λ λ… . ► 
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3. След матрицы A (сумма ее диагональных элементов) равен 
следу матрицы A . 

◄ След матрицы равен сумме ее собственных значений: 
1 2tr tr nA A= = λ + λ + + λ… . ► 

4. Матричные передаточные функции в различных базисах 
равны друг другу: 
 1 1( ) ( )C sI A B C sI A B− −− = − . 

◄ Матричная передаточная функция для уравнений в новом 
базисе будет иметь вид 

 1 1 1 1( ) ( ) ( )W s C sI A B D CT sI T AT T B D− − − −= − + = − + =  

 ( ) 11 1 1 1 1 1( ) ( )CT T sIT T AT T B D CT T sI A T T B D
−− − − − − −= − + = − + =  

 1 1 1 1( ) ( ) ( ).CTT sI A TT B D C sI A B D W s− − − −= − + = − + = ► 

Матрицы A и A  подобны, и, значит, их характеристические 
многочлены совпадают (см. инвариант 1). Поэтому преобразова-
ние подобия называют эквивалентным. 

Таким образом, видно, что переход от уравнений в перемен-
ных «входы — выходы» к уравнениям в переменных состояния 
неоднозначен: выполняя различные преобразования, для одной и 
той же системы можно получать различные значения матриц A, B, 
C, соответствующие различным базисам векторного пространства 
состояний. Реализация любой передаточной матрицы не единст-
венна относительно любого невырожденного преобразования. 

Свойства преобразования подобия проиллюстрируем примером. 
Пример 3.8. Воспользуемся преобразованием подобия из при-

мера 3.7, где матрицы A  и A  имеют вид 

 
3 1

,
2 0

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

11 6
15 8

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
. 

Инварианты для матриц A  и A  следующие: 

1) 23 1
det( ) 3 2 ( 1)( 2)

2 3
s

sI A s s s s
+ −⎡ ⎤

− = = + + = + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
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2

2

11 6
det( ) 11 8 88 90

15 8

                                                             3 2 ( 1)( 2).

s
sI A s s s

s

s s s s

+ −⎡ ⎤
− = = + − − + =⎢ ⎥−⎣ ⎦

= + + = + +

 

Два определителя характеристических матриц равны, следова-
тельно, равны и собственные значения 1 21, 2λ = − λ = − ; 

2) 
3 1 11 6

det det 2, det det 88 90 2
2 0 15 8

A A
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = = = − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

т. е. 1 2det det ( 1)( 2) 2A A= = λ λ = − − = , поскольку собственные зна-
чения матриц A  и A  равны между собой; 

3) 1 2tr tr 3A A= = λ + λ = − ; при этом tr ( 3) 0 3, trA A= − + = − =  
11 8 3;= − + = −  
4) пусть даны две системы в исходном и новом базисах в виде 

 

[ ]

3 1 0
,

2 0 1

( ) 1 0 ,

x Ax Bu x u

y t Cx x

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= =

�
   

[ ]

11 6 1
,

15 8 2

2 1

x Ax Bu x u

y Cx x

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= = −

�
 

с матрицей преобразования 
2 1
1 1

T
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
.  

Для первой системы в примере 3.6 была получена передаточ-

ная функция 2

1( )
3 2

W s
s s

=
+ +

.  

Найдем передаточную функцию для преобразованной системы 
с помощью матричного выражения 

 1( ) ( )W s C sI A B−= − . 

Имеем 

 
0 11 6 11 6

0 15 8 15 8
s s

sI A
s s

− + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

и, следовательно, 

 2 2det( ) 3 88 90 3 2sI A s s s s− = + − + = + + . 
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Найдем присоединенную матрицу в виде 

 
8 6

Adj( )
15 11

s
sI A

s
−⎡ ⎤

− = ⎢ ⎥− +⎣ ⎦
 

и с ее помощью получим обратную матрицу: 

 
2 2

1

2 2

8 6
Adj( ) 3 2 3 2( )

15 11det( )
3 2 3 2

s
sI A s s s ssI A

ssI A
s s s s

−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− + + + +− = = ⎢ ⎥

− +− ⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

. 

Тогда передаточная функция преобразованной системы запишется 
следующим образом: 

 [ ]
2 2

1

2 2

8 6
13 2 3 2( ) ( ) 2 1

15 11 2
3 2 3 2

s
s s s sW s C sI A B

s
s s s s

−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤+ + + += − = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

 

 2 2 2

12 1 1 1
23 2 3 2 3 2

s s
s s s s s s

⎡ ⎤− − +⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎢ ⎥+ + + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

В результате получим ту же самую скалярную передаточную 
функцию  системы, т. е. 
 ( ) ( )W s W s= . ■ 

3.7. Структурные схемы и их преобразования 

Вначале рассмотрим структурные схемы простейших элемен-
тарных звеньев: инерционного звена и дифференцирующего звена 
с замедлением. 

Инерционное звено. Перепишем дифференциальное уравне-
ние апериодического звена (см. подразд. 2.11.4) в форме Коши: 

 1 ky y u
T T

= − +� . 

Из этого уравнения видно, что производная выходного сигнала y� , 
которая может являться входом интегрирующего звена, состоит из
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линейной комбинации выходного сигнала ( )y t  и входного воздей-
ствия ( )u t , как показано на рис. 3.2, а.  
 

 
а б 

Рис. 3.2. Структурные схемы инерционного звена (а) и общей системы  

с обратной связью, в которой 1

1 21
Wy u
WW

=
+

(б) 

 
На рисунке приняты передаточные функции в операторном ви-

де с оператором дифференцирования p, чтобы подчеркнуть преоб-
разование сигналов в реальном времени. Отсюда видно, что инер-
ционное звено может быть получено охватыванием интегратора 
1/p жесткой отрицательной обратной связью с коэффициентом 
пропорциональности 1/T. Этот факт можно проверить, если вос-
пользоваться формулой для передаточной функции W соединения 
двух динамических звеньев с передаточными функциями 1W  и 2W , 
когда звено 2W  включено в отрицательную обратную связь звена 

1W  (рис. 3.2, б). Формулу можно получить, пройдя от выхода y 
против направления прохождения сигналов с учетом преобразова-
ния сигналов динамическими звеньями, т. е. 

 1 1 2 1 1 2( )y W e W u W y W u WW y= = − = − , 

где e — сигнал ошибки, u — вход инерционного звена, откуда 

 1

1 21
Wy u Wu
W W

= =
+

, 

т. е. 

 1

1 21
WW
W W

=
+

. (3.19) 
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Правило. Передаточная функция скалярной системы с отри-
цательной обратной связью равна дроби, в числителе которой 
стоит передаточная функция прямого канала 1W , а знаменатель 
представляет собой сумму единицы и произведения передаточных 
функций прямого 1W  и обратного 2W  каналов управления.  

В случае положительной обратной связи формула (3.19) при-
нимает вид 

 1

1 21
WW
WW

=
−

. 

На практике обычно встречаются системы с отрицательной об-
ратной связью, для которых передаточная функция определяется 
по формуле (3.19). 

Согласно рис. 3.2, а для инерционного звена  

 1
1W
p

= ,     2
1W
T

= ,     

1

1 1 11

k kpW
T Tp

p T

= =
++

.  

В итоге действительно данное соединение с обратной связью 
представляет собой передаточную функцию инерционного звена. 

Дифференцирующее звено. Уравнение инерционного диффе-
ренцирующего звена (см. подразд. 2.11.8) 
 Ty y ku+ =� �  
при его интегрировании представляется в виде 

 N
N0

t

z
z

T y ydt ku+ =∫
�

. 

Введя в этом уравнении замену переменных 
0

,
t

z ydt z y= =∫ � , при-

дем к уравнению инерционного звена 

 1 kz z u
T T

= − +� , 

структурная схема которого приведена на рис. 3.3, а. Здесь вход 
интегрирующего звена /dz dt  является выходной величиной y  
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исходного инерционного дифференцирующего звена. Поэтому 
можно представить структурную схему рис. 3.3, а в таком виде, 
когда пропорциональное звено с единичным коэффициентом уси-
ления охвачено интегрирующей отрицательной обратной связью с 
коэффициентом 1/T  (рис. 3.3, б).  
 

  
а б 

Рис. 3.3. Структурные схемы инерционного  
дифференцирующего звена 

 
Проверка полученной структурной схемы (см. рис. 3.3, б) осу-

ществляется применением передаточной функции звена с обрат-
ной связью (3.19) и показывает, что передаточная функция этого 
звена совпадает с исходной передаточной функцией инерционного 
дифференцирующего звена: 

 1( ) 1 11 1

k kpW p
T Tp

Tp

= =
++ ⋅

. 

Преобразования структурных схем. Линейные невырож-
денные преобразования координат в пространстве состояний ли-
нейной системы по существу соответствуют обычным методам 
преобразования структурных схем в теории регулирования. 
Именно каждому разрешенному (не изменяющему передаточную 
функцию) структурному преобразованию в теории регулирова-
ния соответствует некоторое невырожденное преобразование  
координат в пространстве состояний системы. Верно и обратное 
утверждение. 

Пример 3.9 [33]. Пусть дана система уравнений двух интегри-
рующих звеньев, соединенных последовательно (рис. 3.4): 
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1 2

2

1

,
,

x x
x u
y x

=
=
=

�
�  

с матрицами (A, B, C)-реализации 

 [ ]0 1 0
, , 1 0

0 0 1
A B C

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Рассмотрим невырожденное преобразование координат 
x T x= , заданное матрицей 

 
т

10 1 1 1 1 11,
1 1 1 0 1 01

T T − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Преобразованные матрицы системы имеют вид 

 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1
,

1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1
A T AT− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 1 1 1 0 1
,

1 0 1 0
B T B− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 [ ] [ ]0 1
1 0 0 1

1 1
C CT

⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥−⎣ ⎦

, 

а сама система приобретает следующую форму в другом базисе 
пространства состояний: 

 
1 1 2

2 1 2

2

,
,

.

x x x u
x x x
y x

= − +

= −
=

�
�

■
 

 

Рис. 3.4. Структурная схема двух интеграторов,  
соединенных последовательно 
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Структурная схема преобразованной системы уравнений пред-
ставлена на рис. 3.5, а. Эта схема методами структурных преобразо-
ваний может быть сведена к первоначальному виду (см. рис. 3.4), 
для чего, например, можно использовать передаточную функцию 
звена, замкнутого отрицательной обратной связью. Схему на рис. 
3.5, а можно представить как последовательное соединение двух 
интегрирующих звеньев, каждое из которых охвачено соответст-
венно положительной и отрицательной локальной обратной связью, 
а все последовательное соединение имеет главную отрицательную 
обратную связь. Пользуясь структурным преобразованием, можно 
последовательно перейти от исходной схемы рис. 3.5, а к двум ин-
тегрирующим звеньям (см. рис. 3.4) через схемы рис. 3.5, б–г. 
 

 
а 

1/(p – 1) 1/(p + 1)u y

–
 

б 

 
в 

 

г 

Рис. 3.5. Структурные схемы преобразованных систем 
 

Передаточная функция и переменные состояния. Рассмот-
рим способ, как по передаточной функции можно получить урав-
нения в переменных состояния. Пусть дано скалярное уравнение в 
форме 

 ( ) ( )1 1 2
1 1 2

n n n n
n np a p a y b p b p b u− − −+ + + = + + +… … . 

1x�             1x        2x�              2x   y = 2x�
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Разделим левую и правую части данного уравнения на произ-
ведение многочленов и введем новую переменную x. Тогда опера-
торные выражения представляются в виде 

 1 2 1
1 2 1

n n n n
n n

y u x
b p b p b p a p a− − −= =

+ + + + + +… …
, 

что позволяет перейти к следующим двум уравнениям: 

 ( ) ( )1 1 2
1 1 2, .n n n n

n nu p a p a x y b p b p b x− − −= + + + = + + +… …  

Введем обозначения  

 1 1, , 1, 2, , 1.i ix x x x i n+= = = −� …  

Тогда полученные два дифференциальных уравнения относитель-
но переменных x, y, u можно записать в виде системы уравнений в 
форме Коши  

 

1 2

2 3

1

1 2 1 1

1 1 2 1

,
,

.............
,

,
,

n n

n n n n

n n n

x x
x x

x x
x a x a x a x u
y b x b x b x

−

−

−

=
=

=

= − − − − +
= + + +

�
�

�
� …

…

 

или более компактно: 

 
1

1 1

1 1 2 1

, 1, 2, , 1,
,

.

i i

n n n

n n n

x x i n
x u a x a x
y b x b x b x

+

−

= = −

= − − −
= + + +

� …
� …

…
 

Матрицы этой системы имеют вид 

 1 1

1 2 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

, , [ , , ..., ]
0 0 0 1 0

1

n n

n n n

A B C b b b

a a a a

−

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − ⎣ ⎦⎣ ⎦

"
"

# # # # #
"
"

. 



3.7. Структурные схемы и их преобразования 

 

197 

Полученная матрица A  называется сопровождающей матри-
цей многочлена. Она обладает замечательным свойством. Ее ха-
рактеристический многочлен совпадает с нормированным (с ко-
эффициентом 1 при старшем члене) многочленом n-го порядка, 
коэффициенты которого расположены в нижней строке этой мат-
рицы с обратными знаками, а именно: 

 1
1 1 0

0
( ) det( ) , 1

n
n n n i

n n i
i

a a a I A a a− −
−

=

ϕ λ = λ + λ + + λ + = λ − = λ =∑… . 

По заданному нормированному многочлену сопровождающая 
матрица строится очень просто. В ее нижней строке располагаются 
n коэффициентов характеристического многочлена с обратным 
знаком, элементы, расположенные справа от диагональных, равны 
единице, а остальные — нули. 

 
Рис. 3.6. Общая схема моделирования n-мерной  

управляемой системы с одним входом и одним выходом 
 

На рис. 3.6 показана общая схема моделирования полученной 
n-мерной управляемой системы с одним входом и одним выходом.  

Следует заметить, что любая модель линейной системы может 
быть представлена в виде структурной схемы всего лишь с помо-
щью трех линейных звеньев: усилительного звена с коэффициен-
том усиления k, интегрирующего звена 1/ p  и сумматора, соеди-
ненных соответствующим образом. Иллюстрацией этого 
положения и является схема на рис. 3.6. 
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Уравнения состояния при соединении моделей систем [36]. 
Иногда возникает необходимость в получении уравнения состоя-
ния для общего соединения моделей, описываемых в пространстве 
состояний.  

Рассмотрим три возможности такого соединения: 1) независи-
мые подсистемы; 2) последовательное соединение; 3) соединение с 
обратной связью.  

1. Независимые подсистемы. 
В этом случае (рис. 3.7) входом объединенной системы S явля-

ется вектор u, составленный из входных векторов u1 и u2 подсис-
тем 1S  и 2S , т. е. [ ] 1 2

т
1 2

m mu u u += ∈\ , а выходом — объединен-

ный вектор выходов подсистем [ ] 1 2
т

1 2
l ly y y += ∈\ .  

 

Рис. 3.7. Независимые подсистемы 
 

Пусть подсистемы 1S  и 2S  описываются уравнениями состояния 

 
N N N

N N N

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

, ,

, .
n n n m l n

n n n m l n

x A x B u y C x

x A x B u y C x
× × ×

× × ×

= + =

= + =

�

�
 

Вектор состояния объединенной системы состоит из векторов 1x  и 

2x : [ ]т1 2x x x= .  
Уравнения состояния объединенной системы имеют вид (3.1), 

где D = 0: 

 ,x Ax Bu y Cx= + =� , 

здесь матрицы A, B, C имеют блочную структуру, т. е. 
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2. Последовательное соединение. 
Для последовательного соединения подсистем S1 и S2 (рис. 3.8) 

имеем следующие соответствия: 1 2 2 1 1 2, , ,u u y y u y l m= = = = . 
С учетом данных связей уравнения подсистем записываются так: 

 
N N N

N N N N

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 2 2

, ,

, ,
n n n m l n

n n n m l n l n

x А x B u y C x

x А x B C x y C x
× × ×

× × × ×

= + =

= + =

�

�
 

что позволяет записать матрицы объединенной системы при x =  
т

1 2[ , ]x x=  в блочном виде, т. е. 

 
N N

N N N

N

N
N N

1 21 1 1 1

2 1 2 2
2 12 2 1 1 2 2

1 1

2
2 1 2

0

, , 0 .
0

n nn n n m

l n l n
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А B

А B C C
B C А

×× ×

× ×
×× × ×
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= = = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

  
Рис. 3.8. Последовательное соединение 

 
3. Соединение с обратной связью. 
Пусть теперь подсистемы соединены по принципу обратной 

связи, т. е. выход подсистемы S2 вычитается из входа всей системы 
S и поступает на вход подсистемы S1 (рис. 3.9). В качестве выхода 
общей системы S используется выход подсистемы S1. Считается, 
что 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 2, , , , , ,u u y u y m l m l m m l l n n n= − = = = = = = + . 
Исходя из связей S1 и S2, их уравнения принимают вид 
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N N N N N

N N N

1 1 1 1 2 2 1 1 1 1

2 2 2 2 1 1
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n n n m l n n m l n

n n n m l n
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а матрицы в (3.1) определяются выражениями 
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Рис. 3.9. Соединение с обратной связью 

3.8. Масштабирование модели объекта 

Масштабирование очень важно в практических применениях, 
поскольку упрощает анализ моделей и проектирование регулято-
ров (особенно при выборе весовых функций). Масштабирование 
предполагает, что инженер в начале процесса проектирования сис-
темы сделает предположение о требуемом качестве управления. 
Для этого необходимо определить предполагаемые амплитуды 
возмущающих и задающих воздействий, допустимую амплитуду 
каждого входного сигнала, а также допустимую вариацию каждого 
выхода модели объекта. 

Пусть первоначальная, немасштабированная модель объекта 
в отклонениях задана в виде 

 ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,dy Gu G d e y r= + = − ,
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где обозначение «^» используется для того, чтобы показать не-
масштабированные величины модели; передаточные функции Ĝ  и 
ˆ

dG  — передаточные функции модели объекта и внешнего возму-
щения; û  — входной сигнал; d̂  — возмущение; ê  — ошибка ре-
гулирования; ŷ  — выход; r̂  — задающее воздействие.  

Суть масштабирования состоит в том, чтобы сделать требуе-
мые величины меньше единицы. Это осуществляется посредст-
вом деления каждой переменной на ее предполагаемое максималь-
ное значение или максимальное допустимое изменение. Для 
возмущений и управляемых входов используются следующие 
масштабированные величины: 

 
maxmax

ˆ ˆ
, ,ˆ ˆ

d ud u
ud

= =  

где maxd̂  — наибольшее предполагаемое изменение в возмущении; 

maxû  — максимально допустимое изменение входа.  
Максимальное отклонение от номинальной величины должно 

быть выбрано с учетом предположения о максимально возможном 
или допустимом отклонении как функции времени. 

Величины ˆ ˆ ˆ, ,y e r  имеют одно и ту же размерность, поэтому к 
ним должен быть применен один и тот же масштабирующий ко-
эффициент. Имеются два масштабирующих коэффициента: 

maxê  — наибольшее допустимое значение ошибки управления; 

maxr̂  — наибольшее предполагаемое изменение задающего воз-
действия. 

Так как главной задачей управления является минимизация 
ошибки управления ê , то целесообразно масштабировать величи-
ны ˆ ˆ ˆ, ,y e r  относительно максимального значения ê : 

 
max max max

ˆ ˆ ˆ
, , .

ˆ ˆ ˆ
y r ey r e

e e e
= = =  

Формализуем процесс масштабирования, введя масштабирую-
щие множители: 

 max max max max
ˆˆ ˆ ˆ, , , .e u d rD e D u D d D r= = = =  
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Для многомерных систем класса MIMO переменные в вектор-
ных величинах ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,d r u e  могут иметь различные максимальные 
значения. Поэтому масштабирующие коэффициенты становятся 
диагональными масштабирующими матрицами , , ,e u d rD D D D . 
Это обеспечивает то, что все ошибки (выходы) имеют примерно 
эквивалентную значимость с точки зрения их амплитуд. Таким 
образом, соответствующие используемые масштабированные ве-
личины для целей управления в общем случае имеют вид 

 
1 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , .d u e e ed D d u D u y D y e D e r D r− − − − −= = = = =  

Подставив эти величины в уравнения модели объекта и возму-
щения, получим 

 ˆ ˆ , ,e u d d e e eD y GD u G D d D e D y D r= + = −  

или, перемножив их на 1
eD−  слева,  

 
1 1ˆ ˆ .

d

e u e d d

G G

y D GD u D G D d− −= +��	�
 ��	�
  

Обозначив масштабированные матричные передаточные функции 

 
1 1ˆ ˆ, ,e u d e d dG D GD G D G D− −= =  

получим модель в безразмерных масштабированных величинах 

 , ,dy Gu G d e y r= + = −  

структурная схема которой показана на рис. 3.10. 
 

 
Рис. 3.10. Масштабированные модели объекта и возмущения
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Выводы 

• Процедура линеаризации системы дифференциальных урав-
нений, заданных в форме Коши  

 ( , ), ( ) ( , )x f x u y t g x u= =� ,  

при использовании матриц Якóби / , / , / ,A f x B f u C g x= ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂  
/D g u= ∂ ∂ приводит к линейной системе 

 ,x Ax Bu y Cx Du= + = +� . 

• Решение линейного дифференциального уравнения с пере-
менными коэффициентами 

 0 0( ) ( ) ( ), ( )x t A t x t x t x= =�  
имеет вид 
 0 0( ) ( , )x t t t x= Φ . 

Здесь применяется переходная матрица состояния  

 1
0 0( , ) ( ) ( )t t X t X t−Φ = ,  

где ( )X t  — фундаментальная матрица решений, столбцы которой 
состоят из линейно независимых решений однородного диффе-
ренциального уравнения. 

• Метод вариации произвольной постоянной позволяет вывес-
ти формулу Коши для решения неоднородного дифференциально-
го уравнения ( ) ( )x A t x f t= +� : 

 
0

0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
t

t

x t t t x t t f d=Φ + Φ τ τ τ∫ . 

• Для стационарной системы  

 ,x Ax Bu y Cx Du= + = +�   

формула Коши принимает вид 

 0

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( )

t
A t t A t

t

y t Ce x Ce Bu d Du t− −τ= + τ τ +∫ , 
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где ключевую роль играет матричная экспонента Ate . 
• Матричная экспонента Ate  может быть получена тремя мето-

дами. Первый метод: приведение решения x Ax=�  к виду 

 

1

1

0

0 n

t

At

t

e
e T T

e

λ

−

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
# % #

…
 

посредством невырожденного преобразования Т для случая раз-
личных собственных значений матрицы А. Второй метод: оты-
скание решения x Ax=�  в виде ряда 

 0
0

( ) .i
i

i
x t K t x

∞

=

=∑  

Третий метод: предельный переход 0lim
k

At

k

AtI x e
k→∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 путем 

приближения исходного уравнения в непрерывном времени разно-
стным уравнением в дискретном времени, т. е. 

 0( ) ( ) ( ), (0)x t h I Ah x t x x+ = + = . 

• Матричная экспонента Ate  имеет ряд полезных свойств в ре-
шении линейных дифференциальных уравнений: 

 
0

lim
!

j jk
At

k j

A te
j→∞

=

= ∑ ,  0e I= ,  Ie e Iα α= ,  1 2 1 2( )A t t At Ate e e+ = , 

 1( )At Ate e− −= ,  At AtAe e A= ,  At Atd e Ae
dt

= ,  

 

1

0

( ), det 0
t

A Ate d A e I Aτ −τ = − ≠∫
 

• Применение преобразования Лапласа к системе  

 ,x Ax Bu y Cx Du= + = +�  
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приводит к получению матричной комплексной передаточной 
функции  

 1 Adj( ) det( )( ) ( )
det( )

C sI A B D sI AG s C sI A B D
sI A

− − + −
= − + =

−
.  

• Использование формулы Коши для стационарного случая 
при комплексном входном воздействии ( ) j tu t e ω= α  дает решение 
уравнений ,x Ax Bu y Cx Du= + = +�  в виде 

 1 1( ) (0) ( ) ( )At j t Aty t Ce x C j I A B e C j I A e B− ω −= + ω − α − ω − α , 

в котором имеется установившаяся составляющая 
1( ) ( ) ( ) ( )y t Cx t C j I A Bu t−= = ω −� � , поскольку при устойчивой матри-

це А норма разности ( ) ( ) 0
t

y t y t
→∞

− →� . Это приводит к матрич-
ной частотной передаточной функции 

 1( ) ( )G j C j I A B−ω = ω − , 

каждая компонента которой ( )kig jω  устанавливает связь между 
гармонической компонентой cosiu a t= ω  входного воздействия и 
компонентой установившегося выходного сигнала 

( ) ( ) cos( )k kiy t g j a t= ω ω + ϕ� , где arg ( )kig jϕ = ω . 
• Преобразованием подобия , det 0x T x T= ≠  матрицы A, B, 

C, D системы ,x Ax Bu y Cx Du= + = +�  преобразуются к виду: 

 1 1, , ,A T AT B T B C CT D D− −= = = = . 

Имеется четыре инварианта преобразования подобия: 1) собст-
венные значения; 2) детерминант; 3) след матрицы А; 4) переда-
точная функция 

 1 1( ) ( )С sI A B D C sI A B D− −− + = − + . 

Преобразования подобия соответствуют преобразованиям 
структурных схем. 

• Можно перейти от передаточной функции скалярных систем 
к системе дифференциальных уравнений в пространстве состоя-
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ний, содержащей в качестве матрицы A сопровождающую матри-
цу характеристического многочлена 

 

1 2 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

n n n

A

a a a a− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

"
"

# # # % #
"
"

. 

Характеристический многочлен ( )ϕ λ  сопровождающей матрицы А 
совпадает с нормированным многочленом n-го порядка, коэффи-
циенты которого расположены в нижней строке этой матрицы с 
обратными знаками: 

 1
1 1 0

0
( ) det( ) , 1

n
n n n i

n n i
i

a a a I A a a− −
−

=

ϕ λ = λ + λ + + λ + = λ − = λ =∑… . 

• Простейшие элементарные звенья — инерционное и инерци-
онное дифференцирующее — могут быть представлены в виде 
структурных схем, принцип построения которых ведет к получе-
нию структурной схемы n-мерной управляемой системы с одним 
входом и одним выходом. В общем случае любая линейная систе-
ма может быть представлена структурной схемой, содержащей 
только усилительные, интегрирующие и суммирующие звенья. 

• Выводятся дифференциальные уравнения независимого со-
единения, последовательного соединения и соединения с обратной 
связью динамических звеньев s1 и s2 в пространстве состояний. 

• Сигналы ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,y u d e r  исходной модели управляемого про-
цесса 

 ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,dy Gu G d e y r= + = −  

могут быть приведены к безразмерному виду y, u, d, e, r масшта-
бированием на единицу по каждой компоненте сигналов с учетом 
матричных масштабирующих множителей Dd, Du, De 

 1 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , .d u e e ed D d u D u y D y e D e r D r− − − − −= = = = =  
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Это приводит к безразмерной модели 

 ,dy Gu G d e y r= + = − . 

Здесь масштабированные матрицы G, Gd получаются из исход-
ных передаточных матриц ˆ ˆ, dG G  следующим образом: 

 1 1ˆ ˆ, .e u d e d dG D GD G D G D− −= =  

Масштабирование особо эффективно при проектировании систем 
управления сложными динамическими объектами класса 
MIMO.  

 
 
 



 
  
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В учебном пособии представлены элементы функционального 
анализа и рассмотрены линейные модели динамических систем в 
переменных «входы — выходы» и в пространстве состояний. Мо-
дели рассмотрены в непрерывном времени. 

Изложенный материал является базовым для изучения линей-
ных систем автоматического управления, поскольку знакомит чи-
тателя с математическим аппаратом линейных систем и их моде-
лями. 

Практическое применение теоретических положений, рассмот-
ренных в пособии, а также численное решение приведенных при-
меров можно осуществить с помощью использования пакета при-
кладных программ MATLAB .  

Для исследования динамических систем, в частности, предна-
значен комплект инструментальных средств Toolbox по системам 
управления [37, 38] в среде MATLAB. Эффективным графическим 
средством для разработки и моделирования систем является 
SIMULINK [39, 40]. Для получения навыков разработки систем 
управления полезно решить цикл примеров, приведенных в посо-
биях [41 – 43] и задачниках [29, 44]. Краткое изложение положений 
теории автоматического управления можно найти в [29, 41, 45]. 

Все замечания, связанные с неточностями, опечатками, ошиб-
ками, а также предложения по содержанию учебного пособия ав-
тор примет с благодарностью и просит направлять по электронно-
му адресу yvm@mail.ru. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Теоремы операционного исчисления 

В таблице приведены теоремы операционного исчисления, ко-
торые были доказаны и использованы в гл. 2 для анализа линей-
ных динамических систем. 

 
Формула Название теоремы 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )L f t g t F s G sα +β = α +β  Линейность 

[ ]( ) ( ) (0)L f t sF s f′ = −  Дифференцирование оригинала 

( 1)

1
( ) ( ) (0)

n
n n n i i

i
L p f t s f s s f− −

=

⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ∑  n-е дифференцирование  
оригинала 

0

( )( )
t F sL f t dt

s
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫  Интегрирование оригинала 

[ ] [ ] ( ) ( )L f g L g f F s G s∗ = ∗ =  Умножение изображений  
(интеграл свертки) 

( ) ( )atL e f t F s a⎡ ⎤ = −⎣ ⎦  Затухание (произведение  
оригинала на экспоненту) 

[ ]( ) ( )sL f t e F s− τ− τ =  Запаздывание 

( , ) ( , )f t x F s xL
x x

∂ ∂⎡ ⎤ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 Дифференцирование оригинала 

по параметру 

[ ( )] ( )L w t W s=  Связь весовой  
и передаточной функций 

( )[ ( )] W sL h t
s

=  Связь переходной  
и передаточной функций 
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Формулы соответствия 

В таблице приведена сводка соответствий между оригиналами и 
изображениями по Лапласу, полученными в гл. 2 и примененными 
для решения дифференциальных уравнений динамических звеньев. 

 
Оригинал Изображение 

( )tδ  1 

1( )t  1
s

 

t 
2

1
s

 

nt  1

!
n

n
s +

 

ate  
1

s a−
 

atte  2

1
( )s a−

 

1 ate−  ( )
a

s s a
−

−
 

1 (1 ) atat e− −  
2

2( )
a

s s a−
 

at bte e−  ( )( )
a b

s a s b
−

− −
 

sin tω  2 2s
ω
+ω

 

cos tω  
2 2

s
s + ω

 

sinate tω  2 2( )s a
ω

− + ω
 

cosate tω  2 2( )
s a

s a
−

− + ω
 

1 cos sinat ae t t⎛ ⎞− ω − ω⎜ ⎟ω⎝ ⎠
 

2 2

2 2( )
a

s s a
+ ω

⎡ ⎤− + ω⎣ ⎦
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Краткая историческая справка 

Банах Стефан 1892–1945 Польский математик  
(пространство Банаха) 

Боде Хенрик 1905–1982 Американский специалист  
по автоматическому управлению 
(диаграмма Боде) 

Виет Франсуа 1540–1603 Французский математик  
(теорема Виета) 

Ганкель Герман 1839–1873 Немецкий математик  
(ганкелевы сингулярные числа) 

Гильберт Давид 1862–1943 Немецкий математик  
(пространство Гильберта) 

Грам Жорген  
Педерсен 

1850–1916 Датский математик (грамианы 
управляемости и наблюдаемости) 

Дарбу  
Жан Гастон 

1842–1917 Французский математик  
(суммы Дарбу) 

Дирак Поль  
Адриен Морис 

1902–1984 Английский физик  
(функция Дирака) 

Евклид III в. до н.э. Древнегреческий математик  
(евклидово пространство) 

Жордан Мари  
Энмон Камиль 

1838–1922 Французский математик  
(лемма Жордана) 

Коши Огюстен  
Луи 

1789–1857 Французский математик  
(формула Коши, последователь-
ность Коши, форма Коши  
системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений) 

Кантор Георг 1845–1918 Немецкий математик  
(теорема Кантора) 

Крамер Габриэль 1704–1752 Швейцарский математик  
(формулы Крамера) 

Кронекер  
Леопольд 

1823–1891 Немецкий математик  
(теорема Кронекера — Капелли) 
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Окончание приложения 2 

Лаплас  
Пьер Симон 

1749–1827 Французский астроном, математик, 
физик (преобразование Лапласа) 

Липшиц Рудольф 1832–1903 Немецкий математик  
(условия Липшица) 

Лоран Пьер  
Альфонс 

1813–1854 Французский математик  
(ряд Лорана) 

Ляпунов  
Александр  
Михайлович 

1857–1918 Русский математик и механик  
(теоремы Ляпунова об устойчиво-
сти, устойчивость по Ляпунову) 

Лейбниц Готфрид  
Вильгельм 

1646–1716 Немецкий философ, математик, 
физик, языковед  
(формула Ньютона — Лейбница) 

Найквист Гарри 1889–1976 Американский специалист по авто-
матическому управлению  
(диаграмма Найквиста, критерий  
устойчивости Найквиста) 

Ньютон Исаак 1643–1727 Английский математик,  
механик, астроном, физик  
(формула Ньютона — Лейбница) 

Паде Анри Эжен 1863–1953 Французский математик  
(аппроксимация Паде) 

Риман Георг 
Фридрих  
Бернхард 

1826–1866 Немецкий математик  
(интеграл Римана) 

Тейлор Брук 1685–1731 Английский математик  
(ряды Тейлора) 

Фреше  
Морис Рене 

1878–1973 Французский математик  
(производная Фреше) 

Харди  
Годфри Харольд 

1877–1947 Английский математик  
(пространства Харди) 

Хевисайд Оливер 1850–1925 Английский физик  
(единичная функция Хевисайда) 

Эйлер Леонард 1707–1783 Швейцарский математик  
(формула Эйлера) 

Якоби Карл  
Густав Якоб 

1804–1851 Немецкий математик  
(матрица Якоби) 
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