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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Работа посвящена математическому анализу движений глаз, которые

являются необходимым условием работы зрения — одиного из важнейших ка-

налов получения человеком информации об окружающем мире. Зрительное

восприятие обеспечивается согласованной работой целого комплекса отдель-

ных органов и структур нервной системы человека. Постоянные движения

глаз позволяют рассматривать отдельные объекты, анализировать наполне-

ние окружающего пространства. Движения глаз обеспечиваются управляю-

щими сигналами, формирующимися на разных уровнях нервной системы. В

процессе стабилизации взора важнейшую роль играет связь глазодвигатель-

ного центра с вестибулярным аппаратом. Данная связь считается одной из

кратчайших в нервной системе человека.

В ответ на различные вестибулярные стимулы наблюдается отклик в

виде движения глаз. Одним из основных типов отклика на вестибулярный

стимул является нистагм — циклическое движение глаза, заключающееся в

относительно плавном отклонении глаза в какую-либо сторону и прерыва-

ющем его быстром возвратном движении. Классификация и моделирование

различных ответных движений глаз на вестибулярные стимулы приведены в

работах [28, 30].

При наличии только канального или только отолитового стимула воз-

никают соответствующие типы нистагма. Например, при наличии пассивных

и активных поворотах головы, наблюдаются нистагменные движения двух

глаз в одном направлении (односторонний). При наличии только линейных

ускорений, которые воспринимаются преимущественно отолитовыми органа-

ми вестибулярного аппарата, может наблюдаться как односторонний, так и

вергентный нистагм [1].

Наличие нистагмических движений глаз не зависит от визуального

стимула. Например, при вращении человека в темноте или с закрытыми гла-

зами нистагм будет присутствовать. Таким образом, можно предположить,

что по характерным движениям глаз можно судить о присутствующих сти-

мулах для вестибулярного аппарата.

Составной частью нистагма является характерное движение глаза —

саккада. Саккада — быстрое согласованное движение обоих глаз. Саккады,
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происходящие у человека с высокой степенью регулярности, являются необ-

ходимой составляющей для четкого видения [29]. Глаз человека совершает

более 100 тысяч саккад за сутки. По параметрам саккадического движения

судят о состоянии центральной нервной системы человека и его вестибулярно-

го аппарата. Подробное описание и моделирование саккадического движения

глаза — это важная биомеханическая проблема, решение которой востребо-

вано для ряда практических задач, например [2, 8, 12, 13, 15, 17]:

• контроля утомления водителей и летчиков,

• создания медицинских протезов органов зрения,

• диагностики заболеваний центральной нервной системы (ЦНС),

• диагностики заболеваний глазодвигательных мышц,

• биометрической идентификации,

• разработке современных пространственных интерфейсов,

• оценка влияния лекарственных средств на нервную систему по измени-

ению параметров саккады.

Несмотря на стереотипность движения, саккады различны не только

по амплитуде и по продолжительности, но и по форме. О причинах различия

саккад по форме существует ряд гипотез. В частности, авторы [18,26] полага-

ют, что различие в формах саккад может порождаться изменением в стерео-

типных паттернах нервных управляющих сигналов, которые выработаны в

результате эволюции или обучения. В работах [5–7,9–11,14,16,19] высказана

гипотеза, что саккадическое движение глаза наискорейшим образом перево-

дит взор в новую точку фиксации. Этот процесс может быть формализован

задачей быстродействия.

Некоторые задачи построения оптимального управления на саккаде

были рассмотрены в работах [5–7, 9–11, 14, 16, 19, 30].

Цель работы

Целью данной работы является математическое описание возможных

вариантов форм траекторий одиночной саккады, исследование возможностей
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моделирования саккадического движения глаза таким образом, чтобы мо-

дель траектории решений модели качественно соответствовали наблюдаемым

в экспериментах формам одиночной саккады.

Научная новизна

Данная работа является продолжением работ [27, 28, 30] и описыва-

ет движения глаз при решении задачи о наискорейшем переводе взора. Для

оценки саккадического движения необходимо создание критериев и автома-

тизируемых алгоритмов анализа быстрых движений.

В первой главе работы представлена гипотеза о схожести причин раз-

вития «тренажерной болезни» при движении на динамических стендах: ка-

челях Хилова и центрифуге в режиме имитации невесомости.

Во второй главе на основании экспериментальных данных показано,

что саккадическое движение глаза имеет сложную форму. Показано, что до-

ля саккад, имеющих пресаккадический, постсаккадический элемент или со-

держащие оба эти элемента, значима.

Проведенное математическое моделирование, представленное в по-

следней главе диссертационной работы, отличается от опубликованных ре-

шений задач оптимального управления на саккаде, например, в работах

[5–7,9–11,14,16,19] сравнением нескольких подходов. В качестве управляющей

величины рассмотрены управляющая составляющая момента, прилагаемого

к глазному яблоку со стороны глазодвигательных мышц, и величина произ-

водной означенной составляющей. Показано, что пре- и постсаккадические

элементы могут моделироваться введением возмущений в условия задачи.

Получено решение задачи быстродействия при наличии фазовых ограниче-

ний.

Достоверность результатов

Все теоретические результаты получены путем строгих математиче-

ских рассуждений. Экспериментальные данные получены в результате кор-

ректно поставленных экспериментов. Полученные результаты не противоре-

чат работам [5–7, 9–11, 14, 16, 19, 30].
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Теоретическая и практическая значимость

Работа имеет теоретическое и прикладное значение. Ее результаты

могут найти применение в решении задач в области психологии и физиоло-

гии нервной деятельности, при разработке мультимедийных проектов, систем

отслеживания взора и обработке окулографических данных. Прогноз точ-

ки фиксации в трехмерном пространстве важен, например, для фовеального

рендеринга в системах реального времени. Фовеальный рендеринг [foveated

rendering] — это создание изображение с высоким разрешением в области по-

падающей в поле центрального зрения человека.

Методы исследования

Задача математического описания саккадического движения глаза ре-

шена с использованием следующих методов:

1. Методом высокочастотной окулографии было проведено исследование

форм саккад;

2. Полученные экспериментальные данные были обработаны с использова-

нием методов аппроксимации, таких как метод наименьших квадратов;

3. Задача о переводе взора с помощью саккады поставлена как задача быст-

родействия и решена с использованием принципа максимума Понтряги-

на;

4. При наличии фазовых ограничений в математической задаче быстродей-

ствия использована теория Гамкрелизде.

Основные положения, выносимые на защиту

1. Cаккадическое движение глаза достоверно моделируется решением за-

дачи быстродействия, в предположении, что финитное управление есть

скорость изменения момента, прикладываемого к глазному яблоку со

стороны глазодвигательного аппарата.

2. Модель саккадического движения, построенная без учета физиологиче-

ских ограничений на максимальное значение момента силы, описывает

различные формы быстрого движения. Естественное предположение о
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возмущениях в начальных условиях дает разнообразие форм саккад, на-

блюдаемых у здоровых людей.

3. В задаче быстродействия с ограничением на момент силы существует

решение, удовлетворяющее условиям принципа максимума Понтрягина

в форме Гамкрелидзе.

Апробация

Основные результаты работы докладывались на следующих конфе-

ренциях и семинарах:

1. XIII Всероссийская конференция с международным участием

БИОМЕХАНИКА-2018 (с. Дивноморское, 2018);

2. XII Всероссийская конференция с международным участием

Биомеханика-2016 (Пермь, 2016);

3. Experimental and computational biomedicine (Екатеринбург, 2016);

4. Семинар по прикладной механике и управлению им. А.Ю.Ишлинского

под руководством В.В. Александрова (с 2012 по 2019 гг.).

5. Семинар имени В.В. Румянцева по аналитической механике и теории

устойчивости под руководством профессора А.В. Карапетяна и доцен-

та А.А. Зобовой (2019 г.).

Публикации автора по теме диссертации

Основные результаты по теме диссертации изложены в 11 печат-

ных работах, из них 5 статьей автора по теме диссертации, опубликован-

ные в рецензируемых журналах, реферируемых в международных базах

WebOfScience, Scopus и RSCI. Список работ приведен в конце авторефера-

та.

Личный вклад

Научные руководители предложили постановки задач и методы их ис-

следования. В работе [21] соавторами использована предложенная соискате-
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лем обработка данных. Все представленные в диссертации результаты полу-

чены лично соискателем.

Объем и структура работы

Диссертация состоит из введения, трех глав и заключения. Полный

объем диссертации составляет 152 страниц, 6 таблиц, 47 рисунков. Список

литературы содержит 108 наименований.

Содержание работы

Во введении диссертации дано описание глаза и глазодвигательной

системы, а также некоторых типов наблюдаемых движений глаз. Отличи-

тельная особенность выбранного автором подхода — это использование экс-

периментально определенных параметров из ранее опубликованных работ.

Рис. 1: Строение глаза [4]
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Для описания движения глазного яблока в рамках данной работы не учиты-

ваются его вязкоупругие свойства, т. е. используется модель твердого тела.

Центр вращения располагается в геометрическом центре твердого шара, мо-

делирующего глазное яблоко. Данное допущение согласуется с данными о

том, что реальный центр вращения сдвинут на несколько миллиметров отно-

сительно геометрического центра глазного яблока.

Особо оговариваются и параметры, связанные с глазодвигательными

мышцами. В диссертации представлен обзор работ, в которых представлены

исследования характеристик глазодвигательных мышц. Эти мышцы имеют

уникальное среди других скелетных мышц человека строение. Также их ис-

следования in vivo любыми известными методами трудоемко. Параметры и

ограничения величин развиваемого момента сил были выбраны в соответ-

ствии с результатами изученных исследований.

Саккады — быстрые согласованные движения глаз, характерное время

которых составляет 0,08− 0,1 с. Угловая скорость глаза на саккаде достига-

ет 500◦/c [3].

Особый интерес представляет форма быстрых движений глаз. В кли-

нических исследованиях встречается характерные изменения формы сакка-

дического движения. Также известно, что изменение в глазодвигательном

поведении происходит в условиях сенсорного конфликта.

Рассматривается классификация типов саккадического движения гла-

за и составляется перечень типов саккад.

Далее представлен обзор подходов к математическому моделированию

целенаправленных движений человека, одним из которых является саккади-

ческое движение глаза. Приводится обзор моделей движений глаза и под-

ходов к моделированию саккадического движения глаза. В рамках обзора

имеющихся моделей прослеживается особенность: изменение и многообразие

форм саккад ни одна из моделей не описывает.

Моделирование целенаправленного движения человека, на примере

движения рукой в цель, с использованием задачи оптимального управления

является распространенным подходом. Задача быстродействия выделяется

исследователями как описывающая рассматриваемый процесс наилучшим об-

разом.

Посредством саккады происходит перевод взора с одной точки на дру-

гую. У человека достаточно небольшая область, в которой реализуется четкое
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видение. Известно, что четкое видение рассматриваемого объекта возможно,

если изображение этого объекта проецируется на fovea (центральная область

сетчатки глаза, обладающая наибольшей плотностью фоторецепторов или

центральная ямка желтого пятна), находясь в конусе с углом раствора не бо-

лее 2◦, при этом скорость движения изображения рассматриваемого объекта

относительно сетчатки глаза (ретинальное скольжение) не должна превы-

шать 4◦/с [31, 32]. Изображение объекта, проекция которого находится вне

зоны fovea, оказывается полноценным с точки зрения геометрической опти-

ки, однако плотность фоторецепторов в этой зоне не столь высока, поэтому

объекты не могут быть рассмотрены отчетливо.

Саккады — стереотипные движения, происходящие практически оди-

наково у всех представителей одного вида млекопитающих (разных видов

обезьян, кроликов, человека). Считается, что программирование саккады в

нервной системе происходит до начала реализации саккадического движения,

и во время реализации саккады возможно только программирование после-

дующей корректирующей саккады.

Проведенный анализ позволил формализовать задачу саккадичекого

перевода взора.

Первая глава посвящена нистагменным движениям глаз при разных

ситуациях. Нистагмом называется движение, состоящее из плавного слеже-

ния, обеспечивающего малую скорость движения по сетчатке изображения

рассматриваемого объекта (при этом выполняются условия четкого видения),

и быстрого возврата (саккады) к нейтральному или к другому более выгод-

ному в текущей ситуации положению. Возврат начинается после того как

поворот глаза достигнет критического угла (при разных заданиях/ситуациях

величина угла поворота глаза, после которого начинается быстрое возвратное

движение варьируется от нескольких единиц до величин порядка 30◦).

В главе рассмотрены ситуации движения на простых динамических

стендах, в которых возникает нистагменное движение глаз. Стенды: гори-

зонтально движущаяся платформа, обычные качели и качели Хилова, кото-

рые представляют собой платформу подвешенную на четырех параллельных

штангах. Движение платформы — плоскопараллельное. Для этих трех ситу-

аций проведено моделирование нистагменных биений с использованием моде-

ли из работы [28] и проанализированы возникающие при движении стендов

линейные и угловые ускорения. В качестве стимула для отолитовых органов
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рассмотрен вектор перегрузки

~n =
~a− ~g

|~g|
,

где ~a — ускорение рассматриваемого объекта, а ~g — ускорение свободного

падения. Предполагается, что следящие движения глаз, что полностью ком-

пенсируют смещение изображения на сетчатке, а саккадические движения

моделируются прямой.

На выбранных примерах отчетливо видно различие полей возникаю-

щих ускорений, действующих на человека. В отличии от обычных качелей и

горизонтальных колебаний движение качелей Хилова создает ситуацию сен-

сорного конфликта, родственную возникающей во время орбитального поле-

та. При этом характерный нистагм, который должен возникнуть при движе-

нии на качелях Хилова при моделировании отличается от глазодвигательного

отклика на двух других стендах, в силу отсутствия стимула для полукруж-

ных каналов.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 t, c

-4

0

4ϕ, ◦

R

L

Рис. 2: Нистагм: движение глаза горизонтальной плоскости при движении на качелях

Хилова. R — угол поворота правого глазного яблока, L — левого

Во время работы над материалом, изложенным в диссертации, было

проведено несколько экспериментальных исследований. Их описания, резуль-

таты и анализ изложены во второй главе работы. В каждом из экспери-

ментов у испытателей инициировались вызванные саккады. Для обработки

данных были опробованы несколько способов аппроксимации записей сакка-

дических движений глазного яблока. В результате автором предложен способ

аппроксимации окулографических данных.

Целью первого эксперимента являлась идентификация параметров мо-

дели, описывающей глаз и мышцы, приводящие его в движение. Данное опи-

сание использовалось для математического моделирования в дальнейшем.
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Целью второго эксперимента ставилось изучение форм саккад. Этот

эксперимент проводился автором при регистрации движений глаз видеооку-

лографическим методом с высокой точностью записи. По данным, получен-

ным в ходе второго эксперимента, сделан вывод о наблюдаемых формах сак-

кад. На основании данных второго эксперимента предложены три новых па-

раметра, описывающих саккаду. Данные параметры описывают пре- и пост-

элементы саккадического движения глаза, степень асимметричности сакка-

ды.

На основании полученных результатов при обработке данных экспе-

римента делаются выводы о качественных характеристиках и соотношениях

параметров системы, описывающей глазное яблоко и его движение.

Третья глава посвящена рассмотрению двух подходов к математиче-

скому моделированию саккады решением задачи оптимального управления.

Целью моделирования ставится поиск задачи оптимального управле-

ния, описывающей саккадическое движение глаза, использующей физиоло-

гически обоснованные параметры и описывающей пре- и постсаккады, так

как объяснение их появления и их учет при моделировании в литературе

неудовлетворительны.

Управляющее воздействие к глазу прикладывается со стороны па-

ры глазодвигательных мышц, которые называют агонистом и антагонистом.

Величина момента, прикладываемого к глазному яблоку складывается из

нескольких компонент: силы возникающей при сокращении мышечного во-

локна, а также сил вязкости и упругости мышечного волокна, сил взаимо-

действия глазного яблока с окружающей тканью и влияния зрительного нер-

ва. При моделировании мышц учитывается влияние вязкости и упругости,

помимо управляющей компоненты, которая зависит от длинны каждой из

мышц.

Используемая модель динамики глаза задается уравнением

Iϕ̈+ 2νRϕ̇+ 2kRϕ = k(λ1 − λ2), (1)

где I — момент инерции глазного яблока относительно вертикальной оси, про-

ходящей через его центр, ϕ — угол поворота глаза, ν — коэффициент вязкого

трения глаза, об окружающую его среду, k — коэффициент упругости мыш-

цы, R — средний радиус глаза, λ1 и λ2 — длины мышц пары, λ0 — расстояние

от точки закрепления мышцы до точки крепления мышцы к глазному ябло-
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Рис. 3: Модель глаза

ку при направлении взора прямо перед собой (длина мышцы в спокойном

состоянии). В рамках модели считается, что на глаз в горизонтальной плос-

кости действует одна пара мышц антагонистов, коэффициенты упругости и

вязкости у обеих мышц одинакова, а свободные длины λ различны.

Управляющее воздействие — величина Λ

Λ =
λ1 − λ2
2R

. (2)

При этом полный момент сил, приложенных к глазному яблоку, оче-

видным образом будет выражаться M = Λ−2νRϕ̇−2kRϕ. Для описания (??)

решены три варианта задачи:

1. задача быстродействия, в которой управляющее воздействие Λ ограни-

ченно некоторой постоянной по модулю;

2. задача быстродействия со штрафом на расход энергии и на величину

управляющего воздействия Λ;

3. задача быстродействия, где в качестве управления рассматривается ско-

рость изменения управляющей компоненты момента силы Λ̇, ограничен-

ная по модулю.

Показано, что наилучшим приближением к наблюдаемым формам, об-

ладает решение последней задачи. Влияние штрафа за расход энергии, также

значительно улучшает соответствие модели экспериментальным данным при
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описании саккад. Данные ограничения являются аналогами ограничения на

скорость сокращения мышцы, они позволяют понизить порядок модели и

получать модельные без дополнительных предположений о характере коэф-

фициентов системы. Третья задача требует для полуаналитического решения

дополнительного предположения о кратности собственных корней системы.

Фактически, найденное решение задачи является начальным приближением

для случая не кратных собственных чисел, имеющих соотношение близкое к

трехкратному.

Если вязкую и упругую составляющие момента в модели считать ад-

дитивными компонентами управляющего момента, то уравнение движения

примет вид

Iϕ̈ = M1 −M2, (3)

здесь Mi, i = 1, 2 — суммарные моменты всех сил, развиваемых мышцами

агонистом и антагонистом. Величина Mi ограничена

0 ≤ Mi ≤ Mmax, i = 1, 2, (4)

где Mmax — максимальное значение зарегистрированного момента.

Учет невозможности мгновенного изменения момента силы глазодви-

гательных мышц формализуется следующим способом:

Ṁi = ui, i = 1, 2. (5)

Физический смысл величины ui — скорость сокращения мышцы. Дан-

ную величина оценивается исходя данных о характерных временах сокраще-

ния глазодвигательной мышцы:

|u| ≤ umax. (6)

В работе решается задача антагонистического управления с ограничением на

момент силы, развиваемой каждой из мышц пары.

В частности решена задача с фазовыми ограничениями, которая

решается с помощью принципа максимума Понтрягина (ПМП) в форме

Гамкрелидзе [20]. Для постановки задачи с фазовыми ограничениями, реше-

ние которой ищется в соответсвии с указанной теоремой введена несколько

измененная формализация задачи. В условии ПМП в форме Гамкрелидзе тре-

буется гладкость границ множеств допустимых фазовых координат, а также
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допустимых управлений. Для этого условия фазовые ограничения (4), опи-

сывающие квадратную область, заменяются на кривую, удовлетворяющую

условию гладкости, наличия ненулевого градиента и ненулевых частных про-

изводных второго порядка. Граница приближается с помощью кривой Ламе

порядка 2n, n > 0:

g(x) = (M1 −m)2n + (M2 −m)2n −m2n ≤ 0, (7)

где m = M
max

2
. Выбор n ∈ N производится в процессе последующего числен-

ного решения задачи и равна 5.

M1

M2

O

Рис. 4: Ограничения на момент силы, аппроксимированные кривой Ламе

Аналогичным образом задаются ограничения на управления

u2n
′

1 + u2n
′

2 ≤ u2n
′

max. (8)

Показано, что решение задачи внутри ограничений совпадает с ре-

шением задачи без фазовых ограничений. Обозначим время саккадического

движения глаза через P = 3

√

A

2u∗

. Аналитическое решение задачи для управ-

лений имеет вид

u1 = u∗, u2 = −u∗ при t ∈

[

0;
P

4

]

∪

[

3P

4
, P

]

,

u1 = −u∗, u2 = u∗ при t ∈

[

P

4
;
3P

4

] (9)
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и для угла поворота глаза ϕ(t)

ϕ =



































t3

6I
u∗ при t ∈

[

0;
P

4

]

,

−
1

48I

(

8t3 − 12Pt2 −
P 3

4

)

u∗ при t ∈

[

P

4
;
3P

4

]

,

1

6I
(t− P )3u∗ +

P 3

32I
u∗ при t ∈

[

3P

4
;P

]

.

(10)

При достижении величинами M1 и M2 граничных условий, в соот-

ветствии с ПМП в форме Гамкрелидзе, происходит движение по границе:

значения M1 и M2 неизменны, скорость и угол поворота глаза изменяются.

На фазовой плоскости M1M2 решение изображено на рис. 5б.

O

M0

TeTb T t

Mmax

−Mmax

а)

M0

M0

x4

x3O

Mmax

Mmax

б)

Рис. 5: Структура оптимального управления

Данный вид задач позволяет описать другие аспекты имеющихся огра-

ничений. Ценно то, что и для модели и с учетом вязкой и упругой составля-

ющей момента, и со включением данных слагаемых в управляющую компо-

ненту момента задача быстродействия описывает достаточно точно экспери-

ментальные данные и позволяет получить различные формы саккадических

движений.

На рис. 6 представлены данные об амплитуде и продолжительности

для модельных и экспериментальных реализаций саккад. Фактически, все

результаты моделирования качественно соответствуют данным описаным в

литературе. Имеющееся расхождения и между различными литературными

данным, и полученными в данной работе обусловленны различными выбор-

ками, разными критериями определения начала и окончания саккады. Пред-

ложенные методы аппроксимации позволяют достаточно точно определять
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Рис. 6: Сравнение полученных соотношений между амплитудой и продолжительностью

саккады с эмпирическими зависимостями [16] и экспериментальными данными. Серые

точки соответствуют записанным реализациям саккад

начало и конец саккады, полученные результаты согласуются с имеющимися

данными.

В заключении приведены основные научные результаты работы, ко-

торые состоят в следующем:

1. Дано объяснение причин возникновения сенсорного конфликта у чело-

века при движении на качелях Хилова. Выявленная ситуация внутри-

сенсорного конфликта аналогична возникающей при движении на цен-

трифуге ЦФ-18 при режиме имитации невесомости, при направлении

перегрузки по оси грудь-спина.

2. На основании экспериментальных данных статистически показано раз-

нообразие форм саккад. Предложена параметрическая модель и набор

коэффициентов для идентификации типа саккады. Подсчитана встреча-

емость саккад разных типов.

3. Проведен анализ математических моделей саккады как решения зада-

чи быстродействия на основе идентифицированной модели для глазо-
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двигательной системы, основанной на модели мышц Фельдмана. Пока-

зано, сравнением с экспериментальными данными, что решение задачи

быстродействия описывает достоверно одиночное саккадическое движе-

ние глаза.

4. Предложена модель парного управления мышцами глазом на саккаде,

учитывающая физиологические ограничения на возрастание момента си-

лы, приложенного к глазу со стороны глазодвигательных мышц, и на

максимальное значение момента силы. Для получения решения постав-

лена и решена задача оптимального управления с фазовыми ограниче-

ния с помощью принципа максимума Понтрягина в форме Гамкрелид-

зе. Данная модель объясняет возникновение пре- и постсаккадических

элементов движения, как результата рассогласования в парной работе

мышц.

5. Анализ возможности описания пре- и постсаккадических элементов дви-

жений путем рассмотрением ряда задач быстродействия и сравнение раз-

личных решений задач по критерию зависимостей длительности саккады

от амплитуды саккады показал, что сложные формы саккад могу быть

описаны решением задачи быстродействия.

В дальнейшем перспективным представляется рассмотрение саккады

как содружественного движения пары глаз, с учетом начального и конечного

сведения, включение полученных моделей в математические описания более

сложных движений, таких как перевод взора при свободно движущейся го-

лове. Данные модели предполагается использовать при разработке и эксплу-

атации симуляторов и тренажеров, в том числе с динамической имитацией

для создания вестибулярных стимулов.
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