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Èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà âçàèìíîãî âëèÿíèÿ òðåõìåðíûõ äèñêîîáðàçíûõ òðåùèí, ðàñ-

ïîëîæåííûõ â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ óïðóãîé ñðåäû. Ñðåäà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâè-

åì ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòÿì òðåùèí.

Òðåùèíû ìîäåëèðóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ðàçðåçàìè ñïëîøíîé ñðåäû ñ âîçìîæíîñòüþ

ñèëüíîãî ðàçðûâà ïîëÿ ïåðåìåùåíèé íà áåðåãàõ ðàçðåçà. �åøåíèå ñòðîèòñÿ ÷èñëåííî ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, óïðóãàÿ ñðåäà, òðåùèíà, êîý��èöèåíò

èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé.
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1. Ââåäåíèå. Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè òðåùèí â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò õîðîøî ðàçâèòûå ý��åêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äâóìåð-

íûõ çàäà÷ î òðåùèíàõ. Ê íèì îòíîñèòñÿ ìåòîä ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé [1℄, åãî ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîë-

íÿþòñÿ íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê ãðàíèöû, êîòîðîå ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ïëîòíûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè òâåðäîãî äå�îðìèðóåìîãî òåëà ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ

ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íî èõ ïðèìåíåíèå äëÿ àíàëèçà òðåùèí â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ñòàëêèâàåòñÿ ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé

â îêðåñòíîñòè òðåùèí òðåáóåò ñîçäàíèÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîé, àäàïòèðîâàííîé ê ãåîìåòðèè òðåùèí

ñåòêè èç êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè íàëè÷èè ñèñòåìû òðåùèí ñëîæíîé ãåîìåòðèè çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ

�àêòè÷åñêè íåâûïîëíèìîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-

òîâ, â ÷àñòíîñòè ìåòîä ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî

ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû ðàçáèâàåòñÿ òîëüêî ïîâåðõíîñòü òðåùèí, ìîäåëè-

ðóþùàÿ ðàçðûâ óïðóãîé ñðåäû, ÷òî ïîíèæàåò ðàçìåðíîñòü çàäà÷è íà ñòàäèè åå ðåøåíèÿ. Ñ òî÷êè

çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðåàëèçàöèé ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ

ðåøåíèÿ ïî �íåîðòîãîíàëüíûì� �óíêöèÿì [2℄. Ïîñëå ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëî-

æåíèÿ ìû èìååì �àêòè÷åñêè àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå êîíå÷íîãî ðÿäà âíóòðè

îáëàñòè. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî õðàíèòü òîëüêî íàéäåííûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå

çàòåì íàéòè ëþáûå òðåáóåìûå õàðàêòåðèñòèêè â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè ðåøåíèÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî ñ

òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòîòû ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ ëþáîãî

êîëè÷åñòâà ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ òðåùèí. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê

îñíîâíóþ çàäà÷ó ñèñòåìó äâóõ òðåùèí, ðàñïîëîæåííûõ â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 1). Â íà÷àëüíîì íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè òðåùèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

áåñêîíå÷íî òîíêèå, êðóãëûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàçðåçû ñïëîøíîé ñðåäû. Ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþ-

ùåãî íàïðÿæåíèÿ, íàïðàâëåííîãî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòÿì ðàçðåçîâ, óïðóãàÿ ñðåäà äå�îðìèðó-

åòñÿ, äå�îðìèðóþòñÿ è áåðåãà òðåùèí. �àçíîñòü ïåðåìåùåíèé, îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòè òðåùèí,

ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíåìó è íèæíåìó áåðåãó, íàçûâàåòñÿ åå ðàñêðûòèåì. Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü
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ïîëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèå â óïðóãîé ñðåäå. Âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå òðåùèí

èãðàåò âåëè÷èíà êîý��èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍ) [3℄ íà êðàþ òðåùèíû. ×àñòî

â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ íà÷àëà ðîñòà òðåùèíû â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè ïðèíèìàåòñÿ äîñòèæå-

íèå êîý��èöèåíòîì èíòåíñèâíîñòè (èëè êîìáèíàöèåé êîý��èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé)

íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðíîãî äëÿ äàííîãî êîíêðåòíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ïî-

ýòîìó îäíîé èç ñîñòàâëÿþùèõ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ìåòîäà íà âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÊÈÍ

è ñðàâíåíèå åãî ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ñ èìåþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

�èñ. 1. Èññëåäóåìûå òèïû ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ òðåùèí â ïðîñòðàíñòâå: à � öåíòðû îñíîâíîé è äîïîëíè-

òåëüíîé (ìàëîé) òðåùèí ëåæàò íà îäíîé îñè; á � ìàëàÿ òðåùèíà ðàñïîëîæåíà íàä îñíîâíîé òðåùèíîé;

â � ìàëàÿ òðåùèíà íå çàòåíÿåò îñíîâíóþ òðåùèíó

Åñëè ñîâìåñòèòü ïëîñêîñòü îñíîâíîé òðåùèíû ñ ïëîñêîñòüþ xoy, òî íà áåðåãàõ òðåùèí äîëæíû
áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé: σzx = 0, σzy = 0, σzz = 0,
à íà áåñêîíå÷íîñòè çàäàåòñÿ îäíî íåíóëåâîå ðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå: σzz = P > 0.

3. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû �óíêöèé ðàçëîæåíèÿ. Îñíîâîé ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî

íåîðòîãîíàëüíûì �óíêöèÿì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé çàäà÷è [4℄. Â ñòàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè � ýòî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ââåäåì

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: (x1, x2, x3) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ áà-

çèñîì e1, e2, e3; ui(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3, � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé; λ, µ � óïðóãèå ìîäóëè

Ëàìå; εi,j , σi,j , i, j = 1, 2, 3, � ìàòðèöû êîìïîíåíò òåíçîðà äå�îðìàöèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé; äëÿ

óïðîùåíèÿ çàïèñè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì îáîçíà÷åíèåì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé:

∂f
∂xk

= f,k; ïîâòî-

ðÿþùèéñÿ èíäåêñ â ëþáîì âûðàæåíèè áóäåò îçíà÷àòü îïåðàöèþ ñâåðòêè; ∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà

�óíêöèè; ∇2
� îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îòñóòñòâèÿ ìàññîâûõ ñèë. �àâíîâåñèå óïðóãîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâ-

íåíèÿìè Ëàìå:

(λ+ µ)uk,ki + µui,jj = 0, i = 1, 2, 3. (1)

Íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îáîáùåííûì çàêîíîì �óêà

σji = λδjiεkk + 2µεji, ε =
1

2
(uj,i + ui,j) . (2)

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè äå�îðìàöèé â çàêîí �óêà (2) ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå íàïðÿæåíèé ñ

ïîìîùüþ ïåðåìåùåíèé:

σji = λδjiuk,k + µ (uj,i + ui,j) .

Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (1) ïî ïåðåìåííîé xi ñ ïîñëåäóþùåé ñâåðòêîé ïî èíäåêñó i.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî äèëàòàöèÿ e = ui,i ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé:∇2e = 0. Ó÷èòûâàÿ
ýòî è ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ (1) îïåðàòîð Ëàïëàñà, ïðèõîäèì ê èçâåñòíîìó �àêòó, ÷òî

êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ÿâëÿþòñÿ áèãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè:

∇2∇2ui = 0, i = 1, 2, 3.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Àëüìàíñè [3℄ î ïðåäñòàâëåíèè áèãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè â �îðìå

∇2∇2ui = 0, u = ϕ+ x3ψ, ∇2ϕ = 0, ∇2ψ = 0.
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�àññìîòðèì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â âèäå

u1 = x3
∂ψ

∂x1
, u2 = x3

∂ψ

∂x2
, u3 = ϕ3 + x3

∂ψ

∂x3
, ∇2ϕ3 = 0, ∇2ψ = 0. (3)

Ïîäñòàâèâ (3) â óðàâíåíèÿ Ëàìå (1), áóäåì èìåòü

i = 1, (λ+ µ) (x3ψ,11 + x3ψ,22 + ϕ3,3 + (x3ψ,3),3),1 + µ∇2(x3ψ,1) = 0;

i = 2, (λ+ µ) (x3ψ,11 + x3ψ,22 + ϕ3,3 + (x3ψ,3),3),2 + µ∇2(x3ψ,2) = 0;

i = 3, (λ+ µ) (x3ψ,11 + x3ψ,22 + ϕ3,3 + (x3ψ,3),3),3 + µ∇2(x3ψ,3) = 0.

Ñ ó÷åòîì ãàðìîíè÷íîñòè �óíêöèé ϕ3, ψ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

[(λ+ µ)ϕ3,3 + (λ+ 3µ)ψ,3],k = 0, k = 1, 2, 3.

Îíè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, åñëè èñêîìûå �óíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ψ = − λ+ µ

λ+ 3µ
ϕ3.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ òåîðèè óïðóãîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåå ïîëå ïåðå-

ìåùåíèé:

u1 = − λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ3

∂x1
, u2 = − λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ3

∂x2
, u3 = ϕ3 −

λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ3

∂x3
, (4)

åñëè ∇2ϕ3 = 0.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè ϕ3 ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ñ èñêîìîé �óíêöèåé

ïëîòíîñòè µ(ξ)

ϕ3(x) =

∫

S

∫
µ(ξ)

∂

∂nξ

1

|x− ξ|dSξ, ∇2ϕ3 = 0, (5)

â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè S, ãäå S : x3 = 0, |x1| 6 h1, |x2| 6 h2, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ϕ+
3 (ξ0) −

ϕ−
3 (ξ0) = 4πµ(ξ0), åñëè ξ0 ∈ S, ïðè÷åì ϕ3 ∼ 1

x2 íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîëó÷åííîå ïîëå ïåðåìåùåíèé

u1 = −Λx3
∂ϕ3

∂x1
, u2 = −Λx3

∂ϕ3

∂x2
, u3 = ϕ3 − Λx3

∂ϕ3

∂x3
, (6)

ãäå Λ = λ+µ
λ+3µ , óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ñðåäû (1). Äëÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé (6)

ìîæíî îïðåäåëèòü äå�îðìàöèè

ε11 = −Λx3ϕ3,11, ε22 = −Λx3ϕ3,22, ε33 = (1− Λ)ϕ3,3 − Λx3ϕ3,33,

ε12 = −Λx3ϕ3,12, 2ε13 = (1− Λ)ϕ3,1 − 2Λx3ϕ3,13,

2ε23 = (1− Λ)ϕ3,2 − 2Λx3ϕ3,23, e = εkk = (1− Λ)ϕ3,3.

(7)

Ïîäñòàíîâêà (7) â çàêîí �óêà (2) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèÿ

σ11
2µ

= Λ1 (1− Λ)ϕ3,3 − Λx3ϕ3,11,
σ22
2µ

= Λ1 (1− Λ)ϕ3,3 − Λx3ϕ3,22,

σ33
2µ

= (1 + Λ1) (1− Λ)ϕ3,3 − Λx3ϕ3,33,
σ12
2µ

= −Λx3ϕ3,12,

σ13
2µ

=
(1− Λ)

2
ϕ3,1 − Λx3ϕ3,13,

σ23
2µ

=
(1− Λ)

2
ϕ3,2 − Λx3ϕ3,23,

(8)
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ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Λ1 = λ
2µ . Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü åùå

äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé óïðóãîñòè ñ ïîëÿìè ïåðåìåùåíèé:

u1 = ϕ1 −
λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ1

∂x1
, u2 = − λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ1

∂x2
, u3 = − λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ1

∂x3
;

u1 = − λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ2

∂x1
, u2 = ϕ2 −

λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ2

∂x2
, u3 = − λ+ µ

λ+ 3µ
x3
∂ϕ2

∂x3
.

Ôóíêöèè ϕk = (x1, x2, x3), k = 1, 2, êàê è â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå, ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëàìè

äâîéíîãî ñëîÿ (5). Äëÿ íèõ ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïëîùàäêè S0 ñ íîðìàëüþ, íàïðàâëåííîé âäîëü îñè x3, ìû èìååì òðè ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé óïðóãîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âûáîðà ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà

äâîéíîãî ñëîÿ µ(ξ) = µ(ξ1, ξ2) â âèäå ìíîãî÷ëåíà �óíêöèè (5) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ïîñêîëüêó
ñâîäÿòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ âèäà

ϕ3(x) =

∫ ∫

S0

ξm1 , ξ
n
2

|x− ξ|3
dξ1dξ2. (9)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè, ïðè m = n = 0, è ïðÿìîóãîëüíîé ïëîùàäêè S0 :
|ξ1| < h1, |ξ2| < h2 àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå èíòåãðàëà (9) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

f(x1, x2, x3, ξ1, ξ2) = − x3(x1 − ξ1)

r(r + x2 − ξ2)
− x3(x2 − ξ2)

r(r + x1 − ξ1)
+ arctan

(
(x1 − ξ1)(x2 − ξ2)

x3r

)
−

− x3(x1 − ξ1)(x2 − ξ2)(x
2
3 + r2)

r(r2x23 + (x1 − ξ1)2(x2 − ξ2)2)
,

ãäå r(x1, x2, x3, ξ1, ξ2) =
√

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû îáîçíà÷èì ïîëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå êàæäîìó èç ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé, ÷åðåç

U
m(k)
i , σ

m(k)
ij , i, j = 1, 2, 3, m = 1, 2, N.

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ k = 1, 2, 3 îçíà÷àåò íîìåð ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, k = 3 ñîîòâåòñòâóåò ðåøå-

íèþ (4), (8). Èíäåêñ m � ýòî íîìåð ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà.

�èñ. 2. Ñèñòåìà òðåùèí â ãëîáàëüíîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò (X,Y, Z). Íà ïîâåðõíîñòè îä-

íîé èç òðåùèí âûäåëåí ãðàíè÷íûé ýëåìåíò

ñî ñâîåé ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò

(x1, x2, x3) â áàçèñå e1, e2, e3

4. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâîé çà-

äà÷è. �àññìîòðèì òèïè÷íóþ çàäà÷ó ìåõàíèêè òðå-

ùèí. Â ïðîñòðàíñòâå ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

(X,Y,Z) ñ áàçèñîì (η1, η2, η3) ðàñïîëîæåíî íåñêîëü-
êî òðåùèí, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè

ðàçðûâà ïåðåìåùåíèé (ðèñ. 2). Áóäåì äëÿ îïðåäå-

ëåííîñòè ñòàâèòü çàäà÷ó â íàïðÿæåíèÿõ. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî íà áåðåãó òðåùèíû çàäàí âåêòîð íàïðÿ-

æåíèé êàê �óíêöèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü

(Xm, Ym, Zm) � êîîðäèíàòû öåíòðà ãðàíè÷íîãî ýëå-

ìåíòà ñ íîìåðîì m; (em1 , e
m
2 , e

m
3 ) � ëîêàëüíûé áà-

çèñ äàííîãî ýëåìåíòà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îðòî-

ãîíàëüíóþ ìàòðèöó amij , ïîçâîëÿþùóþ âûðàçèòü ëî-

êàëüíûå âåêòîðû â ãëîáàëüíîì áàçèñå:

emi = amij ηj. (10)

Äëÿ êàæäîãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì n
â åãî ëîêàëüíîì áàçèñå eni ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííûìè
òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé íà ïëîùàäêå

ñ íîðìàëüþ en3 :

σ31 = bn1 , σ32 = bn1 , σ33 = bn3 . (11)
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�àññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîëå ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé:

Umi = Dm
1 U

m(1)
i +Dm

2 U
m(2)
i +Dm

3 U
m(3)
i ,

Σmij = Dm
1 σ

m(1)
ij +Dm

2 σ
m(2)
ij +Dm

3 σ
m(3)
ij ,

(12)

ãäå Dm
1 , D

m
2 , D

m
3 � íåîïðåäåëåííûå êîý��èöèåíòû.

Ýòè ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â ëîêàëüíîì áàçèñå (em1 , e
m
2 , e

m
3 ).

Íàéäåì êîîðäèíàòû öåíòðà ýëåìåíòà ñ íîìåðîì n â äàííîì áàçèñå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû ïå-

ðåõîäà (10):

xmn1 = (Xn −Xm) a
m
11 + (Yn − Ym) a

m
12 + (Zn − Zm) a

m
13,

xmn2 = (Xn −Xm) a
m
21 + (Yn − Ym) a

m
22 + (Zn − Zm) a

m
23,

xmn3 = (Xn −Xm) a
m
31 + (Yn − Ym) a

m
32 + (Zn − Zm) a

m
33.

(13)

Ïîäñòàíîâêà êîîðäèíàò (12) â �îðìóëû (11) ïîçâîëÿåò íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé

ïîëÿ (11) â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé öåíòðó ýëåìåíòà ñ íîìåðîì n:

∑m
ij (x

mn
1 , xmn2 , xmn3 ) =Dm

1 σ
m(1)
ij (xmn1 , xmn2 , xmn3 ) +Dm

2 σ
m(2)
ij (xmn1 , xmn2 , xmn3 )+

+Dm
3 σ

m(3)
ij (xmn1 , xmn2 , xmn3 ) . (14)

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà (13) â áàçèñå (em1 , e
m
2 , e

m
3 ) ìîæíî îòûñêàòü èõ çíà-

÷åíèÿ â áàçèñå (en1 , e
n
2 , e

n
3 ):

σmnij = Dm
1 σ

mn(1)
ij +Dm

2 σ
mn(2)
ij +Dm

3 σ
mn(3)
ij ,

ãäå

σ
mn(1)
ij = σ

m(1)
pq

(
ampsa

n
is

) (
amqra

n
jr

)
, σ

mn(2)
ij = σ

m(2)
pq

(
ampsa

n
is

)(
amqra

n
jr

)
,

σ
mn(3)
ij = σ

m(3)
pq

(
ampsa

n
is

) (
amqra

n
jr

)
.

(15)

Âûðàæåíèÿ (15) ïðèíÿòî íàçûâàòü êîý��èöèåíòàìè âëèÿíèÿ íàïðÿæåíèé. Ýòè íàïðÿæåíèÿ

îáóñëîâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèì åäèíè÷íûì ðåøåíèåì äëÿ ýëåìåíòà ñ íîìåðîì m â öåíòðå ýëåìåíòà

ñ íîìåðîì n, ïðè÷åì íàïðÿæåíèÿ (14) ñîîòâåòñòâóþò áàçèñó (en1 , e
n
2 , e

n
3 ). Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè âêëàä

â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â �îðìå äåâÿòè ìàòðèö ðàçìåðíîñòè (N ×N), ãäå N � îáùåå êîëè÷åñòâî

ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ: 



A
(k)
mn = σ

mn(1)
3k = σ

m(1)
pq

(
ampsa

n
3s

) (
amqra

n
kr

)
,

B
(k)
mn = σ

mn(2)
3k = σ

m(2)
pq

(
ampsa

n
3s

) (
amqra

n
kr

)
,

C
(k)
mn = σ

mn(3)
3k = σ

m(3)
pq

(
ampsa

n
3s

) (
amqra

n
kr

)
.

(16)

Êîý��èöèåíòû Dm
1 , D

m
2 , D

m
3 (èõ êîëè÷åñòâî 3N) îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñóì-

ìèðóÿ ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè âêëàäû (16), êîòîðûå âíîñèò êàæäûé ýëåìåíò â öåíòð

ýëåìåíòà ñ íîìåðîì n, è èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì





N∑

m=1

A(1)
mnD

m
1 +

N∑

m=1

B(1)
mnD

m
2 +

N∑

m=1

C(1)
mnD

m
3 = bn1 ,

N∑

m=1

A(2)
mnD

m
1 +

N∑

m=1

B(2)
mnD

m
2 +

N∑

m=1

C(2)
mnD

m
3 = bn2 ,

N∑

m=1

A(3)
mnD

m
1 +

N∑

m=1

B(3)
mnD

m
2 +

N∑

m=1

C(3)
mnD

m
3 = bn3 , n = 1, 2, N.

(17)

Ââåäåì îáùèé âåêòîð èç êîý��èöèåíòîâ:

D =
(
D1

1,D
2
1 , L;D

N
1 ,D

1
2,D

2
2 , L,D

N
2 ,D

1
3,D

2
3 , L,D

N
3

)
(18)
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è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè (17):

b =
(
b11, b

2
1, L, b

N
1 , b

1
2, b

2
2, L, b

N
2 , b

1
3, b

2
3, L, b

N
3

)
. (19)

Åñëè ñ�îðìèðîâàòü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó êîý��èöèåíòîâ âëèÿíèÿ â âèäå

M =



A1
mn B

1
mn C

1
mn

A2
mn B

2
mn C

2
mn

A3
mn B

3
mn C

3
mn


 , (20)

òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (17) ïåðåïèøåòñÿ â âåêòîðíîé �îðìå:

MD

t = b

t, (21)

ãäå D

t
, b

t
� òðàíñïîíèðîâàííûå âåêòîðû (18), (19). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (21). Åñëè ýòà çàäà÷à ðåøåíà, òî îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé è íàïðÿ-

æåíèé â ëþáîé òî÷êå ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (X,Y,Z) ñâîäèòñÿ ê òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äåéñòâèé.

1. Â öèêëå ïî ïåðåìåííîé m = 1, . . . , N îïðåäåëÿåì ïåðåìåùåíèÿ ui (X,Y,Z) è íàïðÿæåíèÿ

σij (X,Y,Z).
2. Íàõîäèì êîîðäèíàòû äàííîé òî÷êè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ áàçèñîì em1 , e

m
2 , e

m
3 ,

âîñïîëüçîâàâøèñü ìàòðèöåé ïåðåõîäà (16):



xm1
xm2
xm3


 =



a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33





X −Xm

Y − Ym
Z − Zm


 .

3. Âû÷èñëèì âåëè÷èíó ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé Umi , Σ
m
ij , i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, ñ ïîìîùüþ

�îðìóë (7), (11), (20).

4. Ïîñëå ïåðåõîäà â ãëîáàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ïîëó÷èì âêëàä ýëåìåíòà ñ íîìåðîì m â

ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

umj = Umi a
m
ij , Σmij a

m
iqa

m
jp = σmpq.

5. Ñóììèðóåì â öèêëå ïîëó÷åííûå âêëàäû:

ui (X,Y,Z) =

N∑

m=1

Umi , σij (X,Y,Z) =

N∑

m=1

Σmi .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì óðàâíåíèé çàâåðøàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â

ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îáëàñòè ðåøåíèÿ.

5. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è òåñòèðîâàíèÿ. Èçëîæåííûé ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí â âèäå ïðî-

ãðàììû. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ïðîãðàììà áûëà ïðîòåñòèðîâàíà ïóòåì ñðàâíå-

íèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè. Â êà÷åñòâå çàäà÷ òåñòèðî-

âàíèÿ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

1. Îñåñèììåòðè÷íàÿ òðåùèíà â âèäå äèñêà [4�8℄, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåí-

íåãî äàâëåíèÿ. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϕ, z (òðåùèíå ñîîòâåòñòâóåò äèñê z = 0,
0 6 r 6 R) â äàííîé çàäà÷å èìååì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: z = 0, 0 6 r 6 R, σzz = −p, σrz = 0. Îñ-

íîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÊÈÍ K1 = lim
r→R

σzz
√

2π(r −R).

Â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè äëÿ êðóãëîé òðåùèíû åãî âåëè÷èíà ðàâíà

K1 =
2√
πR

R∫

0

rσzz(r) dr√
R2 − r2

.

Ýòà çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííî â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå äëÿ ðàçíûõ ðàäèóñîâ. �åçóëüòàòû ñðàâ-

íåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
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�èñ. 3. Ïîëîæåíèå âåðõíåãî áåðåãà òðåùè-

íû ðàäèóñà R = 20 ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ãðà-
íè÷íûìè ýëåìåíòàìè hx×hy, hx = hy = 1

Ïðîâåðÿëàñü ñòåïåíü âûïîëíåíèÿ ñèììåòðèè çà-

äà÷è. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ïîëîæåíèå òî÷åê âåðõíåé ïî-

âåðõíîñòè òðåùèíû (òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ñåðåäèíàì

ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ).

2. Ïëîñêàÿ òðåùèíà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïîä äåé-

ñòâèåì ëèíåéíî âîçðàñòàþùåãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ

P (x) = 0.5P (1+x/l), −l 6 x 6 l. Òåîðåòè÷åñêèå çíà÷å-
íèÿ ÊÈÍ â äàííîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû K1 =
3p

√
πl/4 â òî÷êå x = l è K1 = p

√
πl/4 â òî÷êå x = −l.

Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òðåõìåðíîé òðåùèíû â âèäå

ïëîñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçìåðà Lx×Ly = 8.4× 2.4.
�ðàíè÷íûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿëèñü ïàðàìåòðàìè hx =
0.1, hy = 0.1. ÊÈÍ îïðåäåëÿëèñü äëÿ ñå÷åíèÿ y = 0, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ñåðåäèíå òðåùèíû. �åçóëüòàòû ñðàâ-

íåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Ïîêàçàííûå ïðèìåðû ñðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ÷è-

Ò à á ë è ö à 1

K1/µ, ì
1/2 R, ì

20 25

×èñëåííîå çíà÷åíèå 0.0063 0.0074

Òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå 0.0051 0.0056

òàòü, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äå-

�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû äëÿ ñèñòå-

ìû òðåõìåðíûõ òðåùèí äàåò âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷-

íî ý��åêòèâíî îïðåäåëÿòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

çàäà÷è ìåõàíèêè òðåùèí. Ñðàâíåíèå êîý��èöèåíòîâ

Ò à á ë è ö à 2

K1/µ, ì
1/2

Â òî÷êå x = −l Â òî÷êå x = l

�àñ÷åò 0.00053 0.00149

Òåîðèÿ 0.00048 0.00139

èíòåíñèâíîñòè ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëü-

òàòàìè ïîêàçàëî, ÷òî è êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòè-

êè âïîëíå ïðèåìëåìû. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áûë èñ-

ïîëüçîâàí â çàäà÷å ñ äâóìÿ òðåùèíàìè, êîòîðûå ðàñ-

ïîëîæåíû â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ (ðèñ. 1). Â ðà-

áîòå [7℄ ïðåäñòàâëåí àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå òðåùèíû èìåþò îäíó

îñü ñèììåòðèè, íî ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñðàâíåíèÿ íåò.

�èñ. 4. �àñêðûòèå áåðåãîâ îñíîâíîé è äîïîëíèòåëüíîé òðåùèí â ñå÷åíèè y = 0

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû â òðåõ ñëó÷àÿõ ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ òðåùèí, ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ðèñ. 1. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ îñíîâíàÿ òðåùèíà èìåëà ðàäèóñ, ðàâíûé r1 = 1, à
äîïîëíèòåëüíàÿ (ìàëàÿ) òðåùèíà � ðàäèóñ r2 = 0.5. Íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

òðåùèí áûëî îäèíàêîâûì: H = 0.35. Íàïðÿæåíèå, äåéñòâóþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè ïî íîðìàëè ê

ïëîñêîñòè òðåùèí, èìåëî âåëè÷èíó

σzz
µ = 0.2. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå ïîëîæåíèÿ âåðõíåãî

è íèæíåãî áåðåãîâ òðåùèí äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ (ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàí

âåðõíèé áåðåã òðåùèíû, ïóíêòèðíîé � íèæíèé). Êîãäà ìàëàÿ òðåùèíà íàõîäèòñÿ â òåíè îñíîâíîé,

åå âëèÿíèåì íà áîëüøóþ òðåùèíó ìîæíî ïðàêòè÷åñêè ïðåíåáðå÷ü (ðèñ. 4, à è á ). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ

ðàñêðûòèå ìàëîé òðåùèíû íåçíà÷èòåëüíî. Íàèáîëüøåå âëèÿíèå ìàëàÿ òðåùèíà îêàçûâàåò â ñëó÷àå,

ïîêàçàííîì íà ðèñ. 4, â: ìàëàÿ òðåùèíà ðàñêðûòà. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ âëèÿíèÿ òðåùèí

äðóã íà äðóãà îïðåäåëÿëàñü âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ ÊÈÍ îñíîâíîé òðåùèíû ê åãî òåîðåòè÷åñêîìó

Ò à á ë è ö à 3

Ñëó÷àé à Ñëó÷àé á Ñëó÷àé â

x = −1 x = 1 x = −1 x = 1 x = −1 x = 1

0.997 0.998 0.995 0.932 0.999 0.913

çíà÷åíèþ, êîòîðîå îïðåäåëÿëîñü â òîì ñëó÷àå,

êîãäà äîïîëíèòåëüíàÿ (ìàëàÿ) òðåùèíà îòñóòñò-

âóåò. Êîîðäèíàòû x = −1 è x = 1 ñîîòâåòñòâóþò
êðàÿì òðåùèíû â ñå÷åíèè y = 0.
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Îòíîøåíèå ðàñ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ ÊÈÍ ê åãî àíàëèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ äëÿ îäèíî÷íîé òðåùèíû

(K1/K
T
1 ) ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 3.

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî âûâåñòè çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðàñ÷åòîâ íàïðÿæåííî-

äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû äëÿ ñèñòåìû òðåõìåðíûõ òðåùèí äîñòàòî÷íî ý��åê-

òèâåí.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 18�01�00151 À.
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