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Àííîòàöèÿ

Öåëü äàííîé ðàáîòû � èçó÷åíèå êâàíòîâîãî êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ :

B(Hd) 7→ B(Hd). Îïåðàòîðû Êðàóñà ýòîãî êàíàëà ïðîïîðöèîíàëüíû íåïðè-

âîäèìîìó óíèòàðíîìó ïðåäòàâëåíèþ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû SU(2) ðàçìåðíî-

ñòè d. Â èññëåäîâàíèè óñòàíîâëåíà SU(2) êîâàðèàíòíîñòü êàíàëà äëÿ âñåõ

d è U(3) êîâàðèàíòíîñòü äëÿ d = 3. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè óãëîâîãî

ìîìåíòà â ÿâíîì âèäå íàéäåíû ñïåêòð è ìèíèìàëüíàÿ âûõîäíàÿ ýíòðîïèÿ

Φ. Îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ñïåêòðå Φ ïîêàçûâàþò, ÷òî êà-

íàë íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ýðìèòîâîé ìàðêîâñêîé êâàíòîâîé

äèíàìèêè. Òàêæå áûëè èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ïðîïóñêíûå ñîïîñîáíîñòè

êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà. Êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Φ ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ ïðè d = 2, 3 è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, åñëè d > 4. Ïîêàçàíî, ÷òî

êàíàë Φ⊗ Φ íå àííèãèëèðóåò ñöåïëåííîñòü è ñîõðàíÿåò çàïóòàííîñòü äëÿ

íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèé ñ ðàíãîì Øìèäòà 2 ïðè d > 3.
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1 Ââåäåíèå

Ñîñòîÿíèå êîíå÷íîìåðíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïëîò-

íîñòè ρ ∈ B(Hd), äåéñòâóþùåì íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hd, d =

dimHd. Îïåðàòîð ïëîòíîñòè ýðìèòîâ, ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûé è

èìååò åäèíè÷íûé ñëåä.

Â òåîðèè îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì íàèáîëåå îáùàÿ ôîðìà ïðå-

îáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè âñëåäñòâèå åãî ñâîáîäíîé ýâîëþöèè è

âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæåíèåì (èçíà÷àëüíî íå ñêîððåëèðîâàííûì ñ ñèñòå-

ìîé) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êâàíòîâûì êàíàëîì Φ : B(Hd1)→ B(Hd2). Φ ÿâëÿåò-

ñÿ ñîõðàíÿþùèì ñëåä âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì [1,

�6.3]. (Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì,

åñëè îòîáðàæåíèå Φ⊗ In ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Çäåñü
In � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå B(Hn) → B(Hn) [1].) Â äàííîé ðàáîòå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû íå ìåíåòñÿ, òî åñòü

d1 = d2 = d.

Ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé êëàññ óíèòàëüíûõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ, êî-

òîðûå ñîõðàíÿþò ìàêñèìàëüíî ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå 1
dI, ãäå I - åäèíè÷íûé

îïåðàòîð. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ýòèõ êàíàëîâ Φ[1
dI] = 1

dI.

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ëàíäàó è Ñòðèòåðà [2] çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáîé óíèòàëüíûé êàíàë Φ : B(H2) → B(H2) ïðåä-

ñòàâèì â âèäå
∑

i piUiρU
†
i äëÿ íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè pi è

óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ Ui, äåéñòâóþùèõ íà H2. Òî åñòü îíè ÿâëÿþòñÿ ñëó-

÷àéíî óíèòàðíûìè (random unitary). Îäíàêî äëÿ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé 2

ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ [2]. Áîëåå òîãî, Ëàíäàó è Ñòðèòåð [2], ïðèâåëè ïðè-

ìåð óíèòàëüíîãî êâàíòîâîãî êàíàëà Φ : B(Hd) → B(Hd), äëÿ êîòîðîãî íå

ñóùåñòâóåò òàêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ âñåõ d ≥ 3.

Öåëü äàííîé ðàáîòû - èññëåäîâàòü êâàíòîâî-èíôîðìàöèîííûå ñâîé-

ñòâà êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà:

Φ[ρ] =
1

j(j + 1)
(JxρJx + JyρJy + JzρJz) (1)

Çäåñü Jx, Jy, Jz - ãåíåðàòîðû SU(2), äåéñòâóþùèå â (2j + 1) - ìåðíîì

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H2j+1. Ôèçè÷åñêè ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâ-

ëÿåò ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì j. Ýðìèòîâû îïåðàòîðû
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Jx, Jy, Jz - îïåðàòîðû ïðîåêöèè ñïèíà íà îñè x, y, z ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå

èñïîëüçóþòñÿ èíäåêñû x, y, z èëè 1, 2, 3. Îòîáðàæåíèå (1) âïîëíå ïîëî-

æèòåëüíî, òàê êàê èìååò ïðåäñòâàëåíèå Êðàóñà [1]; îíî ñîõðàíÿåò ñëåä,

òàê êàê:
∑

k J
2
k = j(j + 1)I [8, ï. 6.1.2, ôîðìóëà (5)]. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà

îçíà÷àåò òàêæå óíèòàëüíîñòü îòîáðàæåíèÿ (1).

Åñëè j = 1
2 , òî Jk = 1

2σk, ãäå {σk}
3
k=1 - ìàòðèöû Ïàóëè. Â ýòîì ñëó÷àå

d = 2 è Φ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíî óíèòàðíûì [2]. Òàêîé êàíàë Φ - ëó÷øàÿ

ôèçè÷åñêàÿ àïðîêñèìàöèÿ äëÿ universal NOT êóáèòíîãî ãåéòà [20].

Ñëåäóåò îòìåòèòü ñâîéñòâî ýêñòðåìàëüíîñòè äëÿ êàíàëà Ëàíäàó�Ñòðè-

òåðà â âûïóêëîì ìíîæåñòâå êâàíòîâûõ êàíàëîâ. Äëÿ êàíàëà Φ, èìåþùåãî

ïðåäñòàâëåíèå Êðàóñà Φ[ρ] =
∑

k AkρA
†
k, ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé

ýêñòðåìàëüíîñòè. Φ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îïåðàòîðû
{
A†kAl

}
kl
ëèíåéíî íåçàâèñèìû [2]. Ïîýòîìó åñëè j ≥ 1, òî îòîá-

ðàæåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì êàíàëîì â ìíîæåñòâå âñåõ êàíàëîâ,

è, òàêèì îáðàçîì, îíî íå ìîæåò áûòü ñëó÷àéíî óíèòàðíûì [2].

Êâàíòîâûå êàíàëû è, â ÷àñòíîñòè, êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà (1) ìàëî

èçó÷åíû. Â òî æå âðåìÿ õàðàêòåðèñòèêè êàíàëîâ î÷åíü âàæíû äëÿ ïå-

ðåäà÷è êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé èíôîðìàöèè. Äàííîå èññëåäîâàíèå äà-

åò ìíîãî âàæíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ êàíàëà Ëàíäàó-

Ñòðèòåðà (1). Ýòî ïðèìåð, äîïóñêàþùèé àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â òàêîé

ñëîæíîé îáëàñòè, êàê êâàíòîâàÿ òåîðèÿ èíôîðìàöèè. Â äàííîé ðàáîòå áó-

äóò èçó÷åíû ôóíäàìåòàëüíûå ñâîéñòâà êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà (1) (òà-

êèå, êàê êîâàðèàíòíîñòü è ñïåêòð âûõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ) è åãî áîëåå ñïå-

öèôè÷íûå êâàíòîâî-èíôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà (êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòî-

âàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, äèíàìèêà çàïóòàííîñòè). Èññëåäîâàíèå ñïåê-

òðàëüíûõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê

êàíàë ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [3].

2 Êîâàðèàíòíîñòü

Ñëåäóÿ [4], ðàññìîòðèì ãðóïïó G è óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå g → Ug,

g ∈ G, â Hd. Êàíàë Φ : B(Hd) 7→ B(Hd) íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì ïî
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îòíîøåíèþ ê ïðåäñòàâëåíèþ Ug, åñëè ñóùåñòâóåò óíèòàðíîå ïðåäñòàâëå-

íèå g → Vg, g ∈ G, â Hd òàêîå, ÷òî

Φ[UgXU
†
g ] = VgΦ[X]V †g (2)

äëÿ âñåõ g ∈ G è X ∈ B(Hd). Êîâàðèàíòíîñòü êàíàëà èìååò ìíîãî ñëåä-

ñòâèé, íàïðèìåð, ñâîéñòâî ñèëüíîé îáðàòèìîñòè äëÿ êëàññè÷åñêîé ïðîïóñê-

íîé ñïîñîáíîñòè ñ ïîìîùüþ ñöåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ (entanglement-assisted

classical capacity) [5]. Ìíîãèå äðóãèå ñâîéñòâà è ñòðóêòóðà íåïðèâîäèìî

êîâàðèàíòíûõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ ðàññìîòðåíû â [7].

Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ, ÷òî êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà ïî ñâî-

åìó ïîñòðîåíèþ îáëàäàåò SU(2) êîâàðèàíòíîñòüþ.

Óòâåðæäåíèå 1. Êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) → B(H2j+1) ÿâ-

ëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê óíèòàðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ SU(2)

äëÿ âñåõ ñïèíîâ j, à èìåííî, Φ[UgXU
†
g ] = UgΦ[X]U †g äëÿ âñåõ g ∈ SU(2) è

X ∈ B(H2j+1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçû ëþáîé Ug, g ∈ SU(2) ìîæåò áûòü

âûðàæåí ÷åðåç ãåíåðàòîðû ãðóïïû SU(2) {Jα}α∈{x,y,z} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ug = exp

(
−iθ

∑
α

nαJα

)
, (3)

ãäå n = (nx, ny, nz) - åäèíè÷íûé âåêòîð â R3, êîòîðûé îïðåäåëÿåò îñü

âðàùåíèÿ, è θ ∈ R - óãîë âðàùåíèÿ. Îïåðàòîðû Jx, Jy, Jz óäîâëåòâîðÿþò

êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ [Jα, Jβ] = i
∑3

γ=1 eαβγJγ, ãäå eαβγ � ñèìâîë

Ëåâè-×åâèòû [8, ï. 2.1.2, ôîðìóëà (7)]. Èñïîëüçóÿ ýòî êîììóòàöèîííîå ñî-

îòíîøåíèå, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî [8, ï. 3.1.3, ôîðìóëà (11); ï. 3.1.6; ï. 1.4.5,

ôîðìóëà (33)]

U †gJαUg =
∑
β

QαβJβ, (4)

ãäå (Qαβ) - îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ âðàùåíèå â R3 âîêðóã
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îñè n íà óãîë θ [8, ï. 1.4.2]. Îêîí÷àòåëüíî, èìååì

Φ[UgXU
†
g ] =

1

j(j + 1)

∑
α

JαUgXU
†
gJα =

=
1

j(j + 1)

∑
α

Ug(U
†
gJαUg)X(U †gJαUg)U

†
g =

=
1

j(j + 1)

∑
α,β,γ

QαβQαγUgJβXJγU
†
g =

=
1

j(j + 1)

∑
βγ

δβγUgJβXJγU
†
g =

= UgΦ[X]U †g , (5)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî
∑

αQαβQαγ = δβγ, ñèìâîë Êðîíåêåðà. �

Òàê êàê êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà ýêñòðåìàëüíûé íà ìíîæåñòâå âñåõ

êàíàëîâ [2], îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé SU(2) íåïðèâîäèìî

êîâàðèàíòíûõ êàíàëîâ. Îáùèå ñâîéñòâà òàêèõ êàíàëîâ, òàêèå êàê ïðåä-

ñòàâëåíèå Êðàóñà, ìàòðèöà ×îÿ, äóàëüíûé êàíàë ðàññìîòðåíû â [9].

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå j = 1 êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà íå òîëüêî

SU(2) êîâàðèàíòíûé, íî è îáëàäàåò îáùåé óíèòàðíîé êîâàðèàíòíîñòüþ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðàçìåðíîñòè d = 3 êàíàë (1) U(3) êîâàðèàíòåí.

Óòâåðæäåíèå 2. Â ñëó÷àå j = 1 êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà ÿâëÿåòñÿ ãëî-

áàëüíî óíèòàðíî êîâàðèàíòíûì, à èìåííî, äëÿ ëþáîãî X ∈ B(H3) è óíè-

òàðíûõ îïåðàòîðîâ U íà H3 âåðíî ñëåäóþùåå

Φ[UXU †] = V Φ[X]V †, (6)

ãäå óíèòàðíûé îïåðàòîð V âûðàæàåòñÿ ÷åðåç U â îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Jz ÷åðåç ôîðìóëó

U =


u11 u12 u13

u21 u22 u23

u31 u32 u33

 , V =


u33 −u32 u31

−u23 u22 −u21

u13 −u12 u11

 . (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè

U óíèòàðíî. Â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Jz, îïåðàòîðû
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{Jα}α=x,y,z èìåþò ñëåäóþùèé âèä, åñëè j = 1:

Jx =


0 1√

2
0

1√
2

0 1√
2

0 1√
2

0

 , Jy =


0 − i√

2
0

i√
2

0 − i√
2

0 i√
2

0

 , Jz =


1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 . (8)

Ïðè ïîäñòàâëåíèè ýòèõ îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèå (1) ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîä-

òâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë (6), (7). �

Èçâåñòíî, ÷òî ãëîáàëüíàÿ óíèòàðíàÿ êîâàðèàíòíîñòü � îñîáåííîå ñâîé-

ñòâî âçÿòèÿ ñëåäà, òðàíñïîíèðîâàíèÿ, åäèíè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Ýòà îñî-

áåííîñòü ïîçâîëèëà äîñòè÷ü îïðåäåëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè èññëåäîâàíèè

êàíàëà Âåðíåðà-Õîëåâî [10] è äåïîëÿðèçóþùèõ êàíàëîâ ñ òðàíñïîíèðîâà-

íèåì (transpose-depolarizing channels) [12], à òàêæå äîêàçàòü àääèòèâíîñòü

êëàññè÷åñêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äëÿ äåïîëÿðèçóþùèõ êâàíòîâûõ êà-

íàëîâ [13]. Ìû îáíàðóæèëè, ÷òî êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà äëÿ j = 1 òàêæå

ãëîáàëüíî óíèòàðíî êîâàðèàíòåí. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, â ñëó-

÷àå j > 1 êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà òåðÿåò ñâîéñòâî ãëîáàëüíîé óíèòàðíîé

êîâàðèàíòíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 3. Êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà íå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óíè-

òàðíî êîâàðèàíòíûì â ñëó÷àå, åñëè j > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ïîñòðîåíèåì êîíòðïðè-

ìåðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1),

j > 1, êîâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäñòàâëåíèþ U(2j + 1). Òîãäà äëÿ

ëþáîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U , äåéñòâóþùåãî íà H2j+1, ñóùåñòâóåò óíè-

òàðíûé îïåðàòîð V , òàêîé ÷òî ðàâåíñòâî

Φ[UρU †] = V Φ[ρ]V † (9)

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè ρ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûõîäíîé

îïåðàòîð ïëîòíîñòè Φ[UρU †] è Φ[ρ] èìåþò îäèíàêîâûé ñïåêòð.

Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü

z [8, ï. 6.1.2, ôîðìóëà (5)]:

Jz|j,m〉 = m|j,m〉, m = j, j − 1, . . . ,−j. (10)
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Ïóñòü ρ = |j, j〉〈j, j| è

U = |j, j − 1〉〈j, j|+ |j, j〉〈j, j − 1|+
j−2∑
k=−j

|j, k〉〈j, k|, (11)

òîãäà Φ[|j, j−1〉〈j, j−1|] è Φ[|j, j〉〈j, j|] äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûé ñïåêòð.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äåéñòâèå êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà íà ñîñòîÿíèÿ

|j,m〉〈j,m| ñ îïðåäåëåííîé ïðîåêöèåé ñïèíà m íà îñü z ìîæåò áûòü âû-

ðàæåíî ÿâíî, åñëè ìû ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû J± = Jx ± iJy,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ [8, ï. 2.3.3, ôîðìóëà (7); ï. 6.1.2, ôîðìóëà

(13)]

J±|j,m〉 =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)|j,m± 1〉. (12)

Òàê êàê Φ[X] = [j(j + 1)]−1
(

1
2J−XJ+ + 1

2J+XJ− + JzXJz
)
, ïîëó÷àåì

Φ[|j,m〉〈j,m|] =
1

j(j + 1)

[
1

2
(j(j + 1)−m(m− 1)) |j,m− 1〉〈j,m− 1|+

+
1

2
(j(j + 1)−m(m+ 1)) |j,m+ 1〉〈j,m+ 1|+

+m2|j,m〉〈j,m|
]
, (13)

îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñïåêòðå âûõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ Φ[|j,m〉〈j,m|]:

Spec (Φ[|j,m〉〈j,m|]) =

=

{
j(j + 1)−m(m+ 1)

2j(j + 1)
,
j(j + 1)−m(m− 1)

2j(j + 1)
,

m2

j(j + 1)
, 0, 0, . . .

}
.

(14)

Åñëè j > 1, òî Spec (Φ[|j, j〉〈j, j|]) 6= Spec (Φ[|j, j − 1〉〈j, j − 1|]). Ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

3 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

3.1 Ñïåêòð îòîáðàæåíèÿ

Êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ ýðìèòîâ, òàê êàê îí ñîâïàäàåò ñî ñâîèì äóàëü-

íûì êàíàëîì Φ†, ïîýòîìó åãî ñïåêòð {λk}(2j+1)2−1
k=0 äåéñòâèòåëüíûé. (Íà-

ïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : T(H) → T(H) äóàëüíîå èëè

ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå Φ† : B(H) → B(H) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

9



Tr{Φ[T ]X} = Tr{TΦ†[X]}. Çäåñü T ∈ T(H), X ∈ B(H). T(H) � ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ â H ñî ñëåäîâîé íîðìîé, B(H) � ñ îïåðàòîðíîé

íîðìîé [1].) Ýðìèòîâû ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû Xk óäîâëåòâîðÿþò ñîîòîøå-

íèþ Φ[Xk] = λkXk. Òàê êàê Φ óíèòàëüíûé, åäèíè÷íûé îïåðàòîð I ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì îïåðàòîðîì, ïîýòîìó ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 = 1 äëÿ âñåõ j. Äåòåðìèíàíò detΦ êàíàëà Φ ìîæíî

ïîëó÷èòü ïî çíà÷åíèþ ïðîèçâåäåíèÿ
∏

k λk.

Åñëè j = 1
2 , òî Jx, Jy, Jz � ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû êàíàëà Φ è λ1 =

λ2 = λ3 = −1
3 . Â ýòîì ñëó÷àå, detΦ = − 1

27 < 0, ïîýòîìó êàíàë Φ íå ÿâëÿåò-

ñÿ èíôèíèòèçåìàëüíî äåëèìûì [14] è íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå

ìàðêîâñêîé ýâëþöèè, òåì íå ìåíåå, åãî ìîæíî ôèçè÷åñêè ðåàëèçîâàòü, íà-

ïðèìåð, â ìîäåëè ñòîëêíîâåíèé [16].

Åñëè j = 1, òî Jx, Jy, Jz � ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû Φ ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿììè λ1 = λ2 = λ3 = 1
2 . Äðóãèå ïÿòü ñîáñòâåí-

íûõ îïåðàòîðîâ èìåþò âèä 3
(∑

α n
(k)
α Jα

)2

− 2I, n(k) ∈ R3, k = 1, . . . , 5 [19]

è ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ4 = . . . = λ8 = −1
2 . Àíàëîãè÷íî,

detΦ < 0, ïîýòîìó òàêîé êàíàë íå ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì ìàðêîâñêîé

ýâîëþöèè.

Íàéäåì ñïåêòð êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî èëè ïîëóöåëîãî j. Êàê ìû ïîêàçûâàåì, ñîáñòâåí-

íûå îïåðàòîðû Φ ÷àñòè÷íî ñâÿçàíû ñ íåïðèâîäèìûì òåíçîðíûì îïåðàòî-

ðîì T
(j)
LM äëÿ ãðóïïû SU(2), êîòîðûé òàêæå èçâåñòåí êàê ïîëÿðèçàöèîííûé

îïåðàòîð [8, ï. 2.4.2, ôîðìóëà (6); ï. 8.4.3, ôîðìóëà (10)]:

T
(j)
LM =

√
2L+ 1

2j + 1

j∑
m1,m2=−j

Cjm2

jm1LM
|jm2〉〈jm1| =

=

j∑
m1,m2=−j

(−1)j−m1CLM
jm2j−m1

|jm2〉〈jm1|,

(15)

ãäå CJM
j1m1j2m2

� êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-Ãîðäàíà.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñïåêòð êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→
B(H2j+1) âêëþ÷àåò (2L+ 1)-êðàòíî âûðîæäåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λL = 1− L(L+ 1)

2j(j + 1)
, L = 0, 1, . . . , 2j. (16)
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå îïå-

ðàòîðû âèäà UgT
(j)
L0 U

†
g , ãäå îïåðàòîû Ug ïðèíàäëåæàò óíèòàðíîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ ãðóïïû SU(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî T
(j)
L0 � ñîáñòâåííûé îïåðàòîð Φ. ×òîáû

äîêàçàòü ýòî, çàïèøåì êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà â âèäå

Φ[X] = [j(j + 1)]−1(
1

2
J+XJ− +

1

2
J−XJ+ + JzXJz)

è èñïîëüçóåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [8, ï. 2.4.1, ôîðìóëà (1)]

[J±, T
(j)
L0 ] = ∓

√
L(L+ 1)T

(j)
L±1 è [Jz, T

(j)
L0 ] = 0, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-

Ãîðäàíà CL±1
L01±1 = ∓ 1√

2
, CL0

L010 = 0 [ï. 8.5.1 ôîðìóëà (8)]. Ïîëó÷èì

Φ
[
T

(j)
L0

]
=

1

j(j + 1)

[(1

2
J+J− +

1

2
J−J+ + JzJz

)
T

(j)
L0−

−
√
L(L+ 1)

2

(
J+T

(j)
L−1 − J−T

(j)
L1

) ]
.

(17)

Ïåðâîå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ (·) åñòü j(j + 1)I, òîãäà êàê âòîðîå (·) ìîæåò
áûòü óïðîùåíî [8, ï. 2.4.4, ôîðìóëà (16); ï. 2.4.2, ôîðìóëà (10)], òàê êàê

J± = ∓
√

2j(j+1)(2j+1)
3 T

(j)
1±1 [8, ï. 2.4.2 ôîðìóëà(10), ï. 2.3.3 ôîðìóëà (7)] è

èçâåñòíî, ÷åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå T
(j)
1±1T

(j)
L∓1 [8, ï. 2.4.4 ôîðìóëà (16)]:

J+T
(j)
L−1 + J−T

(j)
L1 = −

√
2j(j + 1)(2j + 1)

3

(
T

(j)
11 T

(j)
L−1 − T

(j)
1−1T

(j)
L1

)
=

−
√

2j(j + 1)(2j + 1)

3

∑
L′

(−1)2j+L′
√

3(2L+ 1)

{
1 L L′

j j j

}
(CL′0

11L−1−

−CL′0
1−1L1)T

(j)
L′0

(18)

Êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-Ãîðäàíà CL′0
11L−1 è C

L′0
1−1L1 ñîâïàäàþò, åñëè L

′ = L±
1 [8, ï. 8.4.3, ôîðìóëà (11)] è ðàâíû íóëþ ïðè L′ < L − 1 è L′ > L +

1 [8, ï. 8.1.1, ôîðìóëà (1)], ïîýòîìó âêëàä â (18) âíîñèò òîëüêî ñëó÷àé,

êîãäà L′ = L, CL′0
11L−1 − CL′0

1−1L1 =
√

2 [8, ï. 8.5.1, ôîðìóëà (8)]. 6j-ñèìâîë

Âèãíåðà

{
1 L L′

j j j

}
= 1

2(−1)2j+L+1
√

L(L+1)
j(j+1)(2j+1)(2L+1) [8, ï. 9.5.4, ôîðìóëà

(21)]. Îêîí÷àòåëüíî, J+T
(j)
L−1 + J−T

(j)
L1 =

√
L(L+ 1)T

(j)
L0 . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî

âûðàæåíèå â ôîðìóëó (17), ïîëó÷àåì, ÷òî T
(j)
L0 � ñîáñòâåííûé îïåðàòîð Φ,

ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λL èç ôîðìóëû (16).
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Áëàãîäàðÿ SU(2)-êîâàðèàíòíîñòè Φ (ïðåäëîæåíèå 1), îïåðàòîðû

UgT
(j)
L0 U

†
g òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè îïåðàòîðàìè Φ, êîòîðûå ñîîòâåò-

ñòâóþò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λL. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 2L+ 1

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ UgT
(j)
L0 U

†
g , åñëè Ug � ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-

ïû SU(2) ([18], ôîðìóëà (11), ãäå S
(j)
L ïðîïîðöèîíàëüíî îïåðàòîðó T

(j)
L0 è

[19], òåêñò ïîñëå ôîðìóëû (36)). Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λL

(2L + 1)-êðàòíî âûðîæäåíû. Òàê êàê
∑2j

L=0(2L + 1) = (2j + 1)2, äàííûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ åäèíñòâåííû è ñîñòàâëÿþò ñïåêòð Φ. �

Â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè äëÿ ñëó÷àÿ L = 1 ãåíåðàòîðû Jx, Jy,

Jz � òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ îïåðàòîðà Φ : B(H2j+1) 7→
B(H2j+1), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1− 1

j(j+1) .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî λL < 0 ïðè L = 2j. Îòðèöàòåëüíîñòü ñîáñòâåí-

íîãî çíà÷åíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà íå ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åí â ðåçóëüòàòå ïîëîæèòåëüíîé äåëèìîé ýðìèòîâîé ýâîëþöèè [21] äëÿ

ëþáîãî j, îäíàêî îí ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðåçóëüòàòå

îïðåäåëåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êóòðèòíûì îêðóæåíèåì [22].

3.2 Ñïåêòð âûõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì ñðåêòðàëüíûå ñâîéñòâà âûõîäíîãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè, òî

åñòü ñïåêòð Φ[X], ãäå X � âõîäíîé îïåðàòîð ïëîòíîñòè.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå j = 1
2 ñïåêòð Φ[X] åñòü {1

3(x1 +

2x2),
1
3(2x1 + x2)}, åñëè ñïåêòð âõîäíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ åñòü {x1, x2}.
Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñòîòîé êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ρ ïðèíÿòî íàçûâàòü

ïàðàìåòð, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé µ = tr
[
ρ2
]
, à ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà

îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ρ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì S = −tr [ρ log ρ] [1].

Ñëåäñòâèå 1. ×èñòîòà è ýíòðîïèÿ âûõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ êàíàëà Ëàíäàó-

Ñòðèòåðà Φ : B(H2) 7→ B(H2) äëÿ âñåõ ÷èñòûõ âõîäíûõ ñîñòîÿíèé ñî

ñïèíîì 1
2 |ψ〉〈ψ| ðàâíû

5
9 è log 3− 2

3 ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê ïîêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè, â ñëó÷àå j = 1 ñïåêòð

âûõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ òàêæå çàâèñèò òîëüêî îò ñïåêòðà âõîäíîé ìàòðèöû

ïëîòíîñòè.
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Óòâåðæäåíèå 5. Ðàññìîòðèì ýðìèòîâ îïåðàòîð X ∈ B(H3) ñî ñïåê-

òðîì {x1, x2, x3}. Âûõîäíîé îïåðàòîð Φ[X] êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ :

B(H3) 7→ B(H3) èìååò ñïåêòð {1
2(x1 + x2),

1
2(x1 + x3),

1
2(x2 + x3)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Jz, äåéñòâèå êàíàëà Ëàíäàó-

Ñòðèòåðà çàïèøåòñÿ êàê

Φ



X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33


 =

1

2


X11 +X22 X23 −X13

X32 X11 +X33 X12

−X31 X21 X22 +X33

 . (19)

Òàê êàê êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H3) 7→ B(H3) ãëîáàëüíî óíè-

òàðíî êîâàðèàíòíûé ïî ïðåäëîæåíèþ 2, ñïåêòð âûõîäíîãî îïåðàòîðà Φ[X]

çàâèñèò òîëüêî îò ñïåêòðà âõîäíîãî îïåðàòîðà X. ×òîáû íàéòè ÿâíîå îò-

íîøåíèå ìåæäó ñïåêòðàìè, ðàññìîòðèì óíèòàðíûé îïåðàòîð U , êîòîðûé

ðåàëèçóåò ïåðåõîä èç áàçèñà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ X â áàçèñ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ Jz. Òîãäà â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Jz èìååì UXU † =

diag(x1, x2, x3) è Φ[UXU †] = diag
(

1
2(x1 + x2),

1
2(x1 + x3),

1
2(x2 + x3)

)
. Áëà-

ãîäàðÿ ñâîéñòâó ãëîáàëüíîé óíèòàðíîé êîâàðèàíòíîñòè, ïîñëåäíÿÿ äèàãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà � â òî÷íîñòè ñïåêòð Φ[X]. �

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H3) 7→ B(H3)

ïîõîæè íà ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äåïîëÿðèçóþùåãî êàíàëà, íî êàíàë

Ëàíäàó-Ñòðèòåðà íå ÿâëÿåòñÿ äåïîëÿðèçóþùèì â ñëó÷àå j = 1. Ýòà îñî-

áåííîñòü âîçìîæíà èç-çà òåñíîé ñâÿçè êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà è êàíàëà

Âåðíåðà-Õîëåâî ΦWH : B(Hd) 7→ B(Hd), îïðåäåëåííîãî ÷åðåç òðàíñïîíèðî-

âàíèå > â íåêîòîðîì îðîòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïî ôîðìóëå [23]

ΦWH[X] =
1

d− 1

(
tr[X]I −X>

)
.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè d = 3 è òðàíñïîíèðîâàíèå > ïðîèçâîäèòñÿ â áàçèñå

ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé Jz, òî êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H3) 7→ B(H3)

� ýòî êàíàë Âåðíåðà-Õîëåâî, îáúåäèíåííûé ñ óíèòàðíûì êàíàëîì:

Φ[X] = ΦWH[WXW †] =
1

2

(
tr[X]I −WX>W †) , (20)

ãäå W = |1, 1〉〈1,−1| − |1, 0〉〈1, 0|+ |1,−1〉〈1, 1| � óíèòàðíûé îïåðàòîð.
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Òàê êàê ñïåêòð ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñîñòîèò èç 1 è íóëåé, ìîæíî ñäåëàòü

çàêëþ÷åíèå î ÷èñòîòå âûõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ µout = tr
[
(Φ[ρ])2

]
è âûõîäíîé

ýíòðîïèè Sout = −tr [Φ[ρ] log Φ[ρ]] äëÿ ÷èñòûõ âõîäíûõ ñîñòîÿíèé â ñëó÷àÿõ

j = 1
2 è j = 1. Çäåñü, log ïîíèìàåòñÿ êàê log2, åñëè ýíòðîïèÿ è ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü èçìåðÿþòñÿ â áèòàõ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïàðàìåòð ÷èñòîòû è ýíòðîïèÿ äëÿ âûõîäà êàíàëà Φ :

B(H3) 7→ B(H3) äëÿ âñåõ ÷èñòûõ âõîäíûõ ñîñòîÿíèé ñî ñïèíîì 1 ðàâíû
1
2 è 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå j > 1, ñïåêòð Φ[X] çàâèñèò íå òîëüêî îò ñïåêòðà X, íî òàê

æå îò ôîðìû îïåðàòîðà X. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå j = 3
2 , ìîæíî ðàññìîò-

ðåòü äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñòûõ âõîäíûõ ñîñòîÿíèÿ |32 ,
3
2〉〈

3
2 ,

3
2 | è |

3
2 ,

1
2〉〈

3
2 ,

1
2 | ñ

îäèíàêîâûì ñïåêòðîì {1, 0, 0, 0}. Ïî ôîðìóëå (14) Spec
(
Φ
[
|32 ,

3
2〉〈

3
2 ,

3
2 |
])

=

{3
5 ,

2
5 , 0, 0} and Spec

(
Φ
[
|32 ,

1
2〉〈

3
2 ,

1
2 |
])

= {2
5 ,

1
4 ,

8
15 , 0}, ïîýòîìó ñïåêòðû âûõîä-

íîãî ñîñòîÿíèÿ ìîãóò íå ñîâïàäàòü. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ j = 3
2 , äëÿ âñåõ j >

1 ìîæíî âñåãäà âçÿòü ÷èñòûå âõîäíûå ñîñòîÿíèÿ |j, j〉〈j, j| è |j, j−1〉〈j, j−1|
è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî Spec (Φ [|j, j〉〈j, j|]) 6= Spec (Φ [|j, j − 1〉〈j, j − 1|]).

3.3 Ìàêñèìàëüíàÿ p-íîðìà è ìèíèìàëüíàÿ âûõîäíàÿ

ýíòðîïèÿ

Ìàêñèìàëüíàÿ p-íîðìà êàíàëà Φ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

νp(Φ) = sup
ρ
{‖Φ[ρ]‖p}, (21)

ãäå ‖Φ[ρ]‖p = {tr(Φ[ρ])p}1/p � p-íîðìà Øàòòåíà Φ[ρ]. Ìàêñèìàëüíàÿ 2-

íîðìà � ýòî êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìàêñèìàëüíîé âûõîäíîé ÷èñòîòû. Ïå-

ðåä òåì, êàê ïåðåõîäèòü ê àíàëèçó ìàêñèìàëüíîé p-íîðìû è ìèíèìàëüíîé

âûõîäíîé ýíòðîïèè êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà, äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå

ðåçóëüòàòû, ñëåäóþùèå èç òåîðèè óãëîâîãî ìîìåíòà.

Ëåììà 1. Ïóñòü k ∈ R3 � åäèíè÷íûé âåêòîð, |k| =
√
k2

1 + k2
2 + k2

3 = 1.

Ñïåêòð îïåðàòîðà
∑3

α=1 kαJα åñòü {m}jm=−j.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ôèçè÷åñêè
∑3

α=1 kαJα � îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïèíà íà íà-

ïðàëåíèå k è ïîýòîìó èìååò òàêîé æå ñïåêòð, êàê ëþáîé èç îïåðàòîðîâ Jx,

Jy, Jz. Ìàòåìàòè÷åñêè ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð Ug : B(H2j+1) 7→
B(H2j+1), g ∈ SU(2), òàêîé ÷òî

∑3
α=1 kαJα = U †gJzUg. Òàêèì îáðàçîì,

Spec
(∑3

α=1 kαJα

)
= Spec(Jz) = {m}jm=−j. Âåêòîð k � ýòî ñòîëáåö îðòî-

ãîíàëüíîé ìàòðèöû Q, kβ = Q3β ïî ôîðìóëå (4). �

Ñîáñòâåííûé âåêòîð |ψk〉 îïåðàòîðà
∑3

α=1 kαJα, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàê-

ñèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ j, áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì ñ ìàêñè-

ìàëüíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèåé. À èìåííî, |ψk〉 = U †g |j, j〉, ãäå Ug � óíè-

òàðíûé îïåðàòîð, èñïîëüçîâàííûé â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü k ∈ R3, |k| = 1. Ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ
∥∥∥∑3

α=1 kαJα|ψ〉
∥∥∥2

ïî íîðìèðîâàííûì âåêòîðàì |ψ〉 ∈ H2j+1 ðàâíÿåòñÿ j2 è äîñòèãàåòñÿ íà

ñîñòîÿíèè |ψk〉 ñ ìàêñèìàëüíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 1, ñïåêòð
(∑3

α=1 kαJα

)2

åñòü {m2}jm=−j. Òà-

êèì îáðàçîì, ‖
(∑3

α=1 kαJα

)
|ψ〉‖2 = 〈ψ|

(∑3
α=1 kαJα

)2

|ψ〉 ≤ j2〈ψ|ψ〉 = j2

è 〈ψk|
(∑3

α=1 kαJα

)2

|ψk〉 = j2. �

Ëåììà 3. Åñëè j ≥ 1, òî 〈ψ|Jz|ψ〉2 ≤ 9j2 j
2−〈ψ|J2

x |ψ〉
2j−1 äëÿ âñåõ íîðìèðîâàí-

íûõ âåêòîðîâ |ψ〉 ∈ H2j+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ëåììå 1, ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå J2
x åñòü J2

x =

j2(Pj +P−j) +
∑m=j−1

...,−j+1m
2Pm, ãäå Pm = |j,m〉x〈j,m| è Jx|j,m〉x = m|j,m〉x.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈J2
x〉 = j2− ε ≤ pj2 + (1− p)(j− 1)2, ãäå p = 〈(Pj +P−j)〉.

Òàêèì îáðàçîì, 1− p ≤ ε
2j−1 = j2−〈J2

x〉
2j−1 .

Ïóñòü |ψ〉 = cj|j, j〉x + c−j|j,−j〉x +
∑j−1

m=−j+1 cm|j,m〉x. Çàìåòèì, ÷òî
x〈j, j|Jz|j, j〉x = 0, x〈j,−j|Jz|j,−j〉x = 0, x〈j, j|Jz|j,−j〉x = 0 ïðè j ≥ 0,

p = |cj|2 + |c−j|2, è 1− p =
∑j−1

m=−j+1 |cm|2. Èìååì

〈ψ|Jz|ψ〉 = 2Re

(
j−1∑

m=−j+1

cm x〈j,m|

)
Jz (cj|j, j〉x + c−j|j,−j〉x) +

+

(
j−1∑

m=−j+1

cm x〈j,m|

)
Jz

 j−1∑
m′=−j+1

cm′|j,m′〉x

 ≤
≤ 2
√
p
√

1− p j + (1− p)j ≤ 3
√

1− p j.
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Çàìåòèì, ÷òî −Jz è Jz èìåþò îäèíàêîâûé ñïåêòð. Òîãäà î÷åâèäíî,

〈ψ|Jz|ψ〉 ≥ 2
√
p
√

1− p (−j) + (1− p)(−j) ≥ −3
√

1− p j Çíà÷èò, 〈ψ|Jz|ψ〉 ≤
3
√

1− p j. Âîçüìåì êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà

è âñïîìíèì, ÷òî 1−p ≤ j2−〈J2
x〉

2j−1 . Ýòè ñîîáðàæåíèÿ çàêàí÷èâàþò äîêàçàòåëü-

ñòâî. �

Ëåììà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈Jz〉 íå ìîæåò áûòü áîëü-
øèì, êîãäà 〈J2

x〉 áëèçêî ê ñâîåìó ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ j2. Ëåììà 3

î÷åâèäíî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè çàìåíèòü Jx íà Jy.

Ëåììà 4. Ïóñòü âåêòîðû k, l ∈ R3 óäîâëåòâîðÿþò |k|2 + |l|2 = 1, òîãäà∥∥∥∑3
α=1(kα + ilα)Jα|ψ〉

∥∥∥2

≤ max(j, j2) äëÿ âñåõ íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ

|ψ〉 ∈ H2j+1.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü k è l ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü k = |k|n è l = |l|n
äëÿ íåêîòîðîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n ∈ R3. Òîãäà

∥∥∥∑3
α=1(kα + ilα)Jα|ψ〉

∥∥∥2

=

(|k|2 + |l|2)
∥∥∥∑3

α=1 nαJα|ψ〉
∥∥∥2

≤ j2 ïî Ëåììå 2.

Ïóñòü |k| è |l| ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è óãîë ìåæäó âêòîðàìè k è l

ðàâåí ϑ. Çàìåòèì, ÷òî
∥∥∥∑3

α=1(kα + ilα)Jα|ψ〉
∥∥∥2

= 〈ψ|F |ψ〉, ãäå

F :=
∑
α,β

(kα−ilα)(kβ+ilβ)JαJβ =

(∑
α

kαJα

)2

+

(∑
α

lαJα

)2

+
∑
γ

[l×k]γJγ.

(22)

Ìû èñïîëüçâàëè êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå [Jα, Jβ] = i
∑

γ eαβγJγ è îá-

ùåïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå [l× k] äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ l è

k. Ðàññìîòðèì âðàùåíèå Q â R3, òàêîå ÷òî âåêòîð Q
(

k
|k| +

l
|l|

)
íàïðàâëåí

âäîëü ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè x è âåêòîðQ[l×k] íàïðàâëåí âäîëü

ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè z. Ýòî âñåãäà âîçìîæíî, òàê êàê âåêòîð

[l×k] ïåðïåíäèêóëÿðåí è ê k, è ê l è èìååò äëèíó |[l×k]| = |l||k| sinϑ. Òà-
êèì îáðàçîì, âåêòîð Qk èìååò êîîðäèíàòû (|k| cos ϑ

2 , |k| sin
ϑ
2 , 0), âåêòîð Ql

èìååò êîîðäèíàòû (|l| cos ϑ
2 ,−|l| sin

ϑ
2 , 0), è âåêòîð Q[l× k] èìååò êîîðäèíà-

òû (0, 0, |k||l| sinϑ), Ñîòâåòñòâóþùåå óíèòàðíîå âðàùåíèå UQ ∈ {Ug}g∈SU(2)
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ïðåîáðàçóåò ñïèíîâûå îïåðàòîðû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4):

UQ

(∑
α

kαJα

)
U †Q =

∑
β

(Qk)βJβ = |k|
(

cos
ϑ

2
Jx + sin

ϑ

2
Jy

)
, (23)

UQ

(∑
α

lαJα

)
U †Q =

∑
β

(Ql)βJβ = |l|
(

cos
ϑ

2
Jx − sin

ϑ

2
Jy

)
, (24)

UQ

(∑
γ

[l× k]γJγ

)
U †Q =

∑
β

(Q[l× k])βJβ = |k| |l| sinϑJz. (25)

Ïîäñòàâèì (23)�(25) â (22) è ó÷òåì, ÷òî |k|2 + |l|2 = 1, ïîëó÷èì

UQFU
†
Q = cos2 ϑ

2
J2
x + sin2 ϑ

2
J2
y+

+(|k|2 − |l|2) sin
ϑ

2
cos

ϑ

2
(JxJy + JyJx) + |k| |l| sinϑJz =

=
1

4
cosϑ(J2

+ + J2
−) + sinϑ

(
1

4i
(|k|2 − |l|2)(J2

+ − J2
−) + |k| |l|Jz

)
+

+
1

2
(J2

x + J2
y ).

Âåëè÷èíû |k|2−|l|2 è 2|k| |l| ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê cos η and sin η äëÿ

íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî η ñîîòâåòñòâåííî, ïîòîìó ÷òî (|k|2 − |l|2)2 +

4|k|2|l|2 = (|k|2 + |l|2)2 = 1. Òàêèì îáðàçîì,

UQFU
†
Q =

1

4
cosϑ(J2

+ +J2
−) + sinϑ

(
cos η

4i
(J2

+ − J2
−) +

sin η

2
Jz

)
+

1

2
(J2

x +J2
y ).

(26)

Åñëè j = 1/2, òî J2
+ = J2

− = 0, J2
x = J2

y = 1
4I, è UQFU

†
Q = 1

2 sinϑ sin ηJz+
1
4I. Òîãäà 〈ψ|UQFU

†
Q|ψ〉 ≤

1
2 = j.

Åñëè j = 1, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà UQFU
†
Q â áàçèñå {|j,m〉}jm=−j èìååò

ïðîñòîé âèä. Åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò ϑ è η, îíè åñòü 1, 1, 0.

Â ñëó÷àå j = 3/2 è j = 2 ìîæíî íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ UQFU
†
Q,

ìàêñèìèçèðîâàòü èõ ïî ϑ è η è ïîëó÷èòü âåðõíèå ãðàíèöû 9/4 è 4 ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ñëó÷àé j > 2 ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Çàìåòèì, ÷òî A cos η + B sin η ≤
√
A2 +B2 äëÿ A,B, η ∈ R, òàê ÷òî
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ñðåäíåå çíà÷åíèå〈(
1

4i
(|k|2 − |l|2)(J2

+ − J2
−) + |k| |l|Jz

)〉
≤ 1

4

√
〈i(J2

+ − J2
−)〉2 + 4〈Jz〉2.

(27)

Àíàëîãè÷íî C sinϑ+D cosϑ ≤
√
C2 +D2 äëÿ âñåõ ϑ,C,D ∈ R, ïîýòîìó

〈UQFU †Q〉 ≤
1

4

√
〈(J2

+ + J2
−)〉2 + 〈i(J2

+ − J2
−)〉2 + 4〈Jz〉2 +

1

2
〈(J2

x + J2
y )〉. (28)

Ïóñòü ìàêñèìóì ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (28) äîñòèãàåòñÿ íà íåêî-

òîðîì âåêòîðå |ψ0〉, òîãäà ýòîò ìàêñèìóì òàêæå äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå

|ψθ〉 = e−iJzθ|ψ0〉 èç-çà èíâàðèàíòíîñòè (28) ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèÿì âî-

êðóã îñè z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 〈ψθ|J+|ψθ〉 = eiθ〈ψ0|J+|ψ0〉, ýòî çíà÷èò, 〈J+〉
âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàí äåéñòâèòåëüíûì, ïîýòîìó 〈J+〉 = 〈J−〉. Äðóãèìè
ñëîâàìè,

〈UQFU †Q〉 ≤ max
ψ:〈ψ|ψ〉=1

1

4

√
〈ψ|(J2

+ + J2
−)|ψ〉2 + 4〈ψ|Jz|ψ〉2 +

1

2
〈ψ|(J2

x + J2
y )|ψ〉 =

= max
ψ:〈ψ|ψ〉=1

1

2

√
〈ψ|(J2

x − J2
y )|ψ〉2 + 〈ψ|Jz|ψ〉2 +

1

2
〈ψ|(J2

x + J2
y )|ψ〉.

Îáîçíà÷èì a = 〈ψ|J2
x|ψ〉, b = 〈ψ|J2

x|ψ〉, c = 〈ψ|Jz|ψ〉2. Äèñïåðñèþ ñïè-

íîâîé ïðîåêöèè íà îñü z îáîçíà÷èì d = 〈ψ|J2
z |ψ〉−〈ψ|Jz|ψ〉2 = 〈ψ|J2

z |ψ〉−c.
Çàìåòèì, ÷òî 0 ≤ a, b, c ≤ j2 è d ≥ 0. Òàê êàê J2

x + J2
y + J2

z = j(j + 1)I2j+1,

èìååì a + b + c + d = j(j + 1). Îêîí÷àòåëüíî, èç Ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî

c ≤ 9j2 j2−a
2j−1 è c ≤ 9j2 j2−b

2j−1 . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óïðîñòèòü (29):

〈UQFU †Q〉 ≤ max
a, b, c, d :

0 ≤ a, b, c ≤ j2

0 ≤ d

(2j − 1)c ≤ 9j2(j2 − a)

(2j − 1)c ≤ 9j2(j2 − b)
a+ b+ c+ d = j(j + 1)

√
(a− b)2 + c+ a+ b. (29)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ìîæíî íàéòè, ÷òî ìàêñèìóì

â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (29) äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå äëÿ ïàðàìåòðîâ

a, b, c, d. Åñëè j > 2, òî ìàêñèìóì ðàâíÿåòñÿ j2 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ

a = j2, c = 0 èëè b = j2 è c = 0.
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Õîòÿ ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àè j = 1, 3
2 , 2 è j > 2 îòäåëüíî, èõ ðå-

çóëüòàòû ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû, à èìåííî, 〈UQFU †Q〉 ≤ j2, åñëè j ≥ 1.

Âñïîìíèì, ÷òî 〈UQFU †Q〉 ≤
1
2 ïðè j = 1

2 , ïîëó÷èì, 〈UQFU
†
Q〉 ≤ max(j, j2).

Òàê êàê ýòî äåéñòâèòåëüíî äëÿ âñåõ íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ

|ψ〉, îêîí÷àòåëüíî çàêëþ÷àåì, ÷òî 〈F 〉 ≤ max(j, j2). �

Óòâåðæäåíèå 6. Ìàêñèìàëüíàÿ p-íîðìà (p ≥ 1) è ìèíèìàëüíàÿ âûõîä-

íàÿ ýíòðîïèÿ êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1) ðàâíû

νp(Φ) =
(jp + 1)1/p

j + 1
è Smin(Φ) = log(j + 1)− j

j + 1
log j, (30)

ñîîòâåòñòâåííî, è äîñòèãàþòñÿ íà ñîñòîÿíèè |j, j〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |ψ〉〈ψ| � ÷èñòîå ñîñòîÿíèå, íà êîðîì äîñòèãàåòñÿ

ìàêñèìàëüíàÿ ∞-íîðìà. Òîãäà ‖Φ[|ψ〉〈ψ|]‖∞ = λ, ãäå λ � ìàêñèìàëüíîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âûõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

λ = max
χ

〈χ|Φ[|ψ〉〈ψ|] |χ〉
〈χ|χ〉

= max
χ

∑3
α=1 |〈ϕα|χ〉|2

j(j + 1)〈χ|χ〉
, |ϕα〉 = Jα|ψ〉 (31)

Âåêòîð |χ〉, ìàêñèìèçèðóþùèé (31) äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ëèíåéíîé

îáîëî÷êå âåêòîðîâ {|ϕα〉}3
α=1, ò.e. |χ〉 =

∑3
β=1 cβ|ϕβ〉. Ââåäåì ýðìèòîâó ìàò-

ðèöó Ãðàìà Gαβ = 〈ϕα|ϕβ〉 = 〈ψ|JαJβ|ψ〉 è âåêòîð |c〉 =
(
c1 c2 c3

)>
∈

H3, òîãäà
∑3

α=1 |〈ϕα|χ〉|2 =
∑3

α=1

∣∣∣∑3
β=1Gαβcβ

∣∣∣2 = 〈c|G2|c〉 è 〈χ|χ〉 = 〈c|G|c〉.
Âûðàæåíèå (31) ìîæåò áûòü óïðîùåíî ñ èñïîëüçâàíèåì âåêòîðà |c′〉 =
√
G|c〉:

λ =
1

j(j + 1)
max
|c〉

〈c|G2|c〉
〈c|G|c〉

=
1

j(j + 1)
max
|c′〉

〈c′|G|c′〉
〈c′|c′〉

=
1

j(j + 1)
‖G‖∞. (32)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∞-íîðìà G � ýòî

‖G‖∞ = max
u:u†u=I

3∑
α,β=1

uα1Gαβuβ1 = max
u:u†u=I

∥∥∥∥∥
3∑

α=1

uα1Jα|ψ〉

∥∥∥∥∥
2

. (33)

Òàê êàê u � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, âåêòîð u =
(
u11 u21 u31

)T
=

k + il, ãäå k, l ∈ R3 è u†u = |k|2 + |l|2 = 1. Ïî Ëåììå 4 äëÿ ëþáîãî |ψ〉
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ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (33) íå áîëüøå, ÷åì max(j, j2). Òàêèì îáðàçîì,

λ =
1

j(j + 1)
‖G‖∞ ≤ max

(
j

j + 1
,

1

j + 1

)
. (34)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè |ψ〉 = |j, j〉, òî ïî ôîðìóëå (14) èìååì
Spec (Φ[|j, j〉〈j, j|]) =

{
j
j+1 ,

1
j+1 , 0, . . .

}
. Ýòî çíà÷èò, ÷òî λ = max( j

j+1 ,
1
j+1)

è ‖Φ[|ψ〉〈ψ|]‖∞ äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå |j, j〉.
Îáîçíà÷èì λ =

{
j
j+1 ,

1
j+1 , 0, . . .

}
. Òàê êàê λ èìååò òîëüêî äâà íåíó-

ëåâûõ çíà÷åíèÿ, è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå � ýòî ν∞(Φ), òî λ ìàæîðèðóåò

âñå âûõîäíûå ñïåêòðû µ. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáùåïðèíÿòîå îïðåäåëå-

íèå ìàæîðàíòû ( [38], Îïðåäåëåíèå 12.1): ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë λ = (λ1, λ2, . . . , λn) ìàæîðèðóåò äðóãóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë µ = (µ1, µ2, . . . , µn), åñëè ïîñëå âîçìîæíîãî ïåðå-

íóìåðîâàíèÿ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ è µ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn, µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µn, λ1 +λ2 + . . .+λk ≥ µ1 +µ2 + . . .+µk

äëÿ ëþáîãî k, 1 ≤ k ≤ n − 1 è λ1 + λ2 + . . . + λn = µ1 + µ2 + . . . + µn. Â

íàøåì ñëó÷àå, λ1 = ν∞(Φ), ÷òî ãàðàíòèðóåò λ1 ≥ µ1 äëÿ âñåõ âûõîäíûõ

ñïåêòðîâ µ. Áîëåå òîãî, λ1 + λ2 = 1 = µ1 + µ2 + . . . + µ2j+1 ≥ µ1 + µ2,

òàêèì îáðàçîì, λ ìàæîðèðóåò ëþáîé âûõîäíîé ñïåêòð µ. Òàê êàê ôóíê-

öèè y(x) = xlogx è y(x) = xp, p ≥ 1 âûïóêëûå, ýíòðîïèÿ Øåííîíà

H(x) = −
∑n

k=1 xklogxk � âîãíóòàÿ ïî Øóðó ôóíêöèÿ îò x ∈ [0, 1]n, è

âûõîäíàÿ p-íîðìà Vp(x) = (
∑n

k=1 x
p
k)

1/p
� âûïóêëàÿ ïî Øóðó ôóíêöèÿ

îò x ∈ [0, 1]n ( [38], Îïðåäåëåíèå 12.23, Òåîðåìà 12.26). Òàêèì îáðàçîì,

H(µ) ≥ H(λ) è Vp(µ) ≤ Vp(λ) äëÿ âñåõ âûõîäíûõ ñïåêòðîâ µ. Ýòî ïðèâî-

äèò ê ôîðìóëå (30). �

Ñëåäñòâèÿ 1 è 2 î÷åâèäíû èç Ïðåäëîæåíèÿ 6.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ òåíçîðíóþ ñòåïåíü Φ⊗2 êàíàëà Φ : B(H) 7→ B(H).

Ïîëîæèì îïåðàòîð ïëîòíîñòè ρ ∈ B(H). Òîãäà äëÿ ôàêòîðèçîâàííîãî

âõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ρ⊗2 èìååì Φ⊗2[ρ⊗2] = (Φ[ρ])⊗2. Î÷åâèäíî, ÷èñòîòà

tr
[(

Φ⊗2[ρ⊗2]
)2
]
ñîñòîÿíèÿ Φ⊗2[ρ⊗2] ðàâíà êâàäðàòó ÷èñòîòû tr

[
(Φ[ρ])2

]
ñî-

ñòîÿíèÿ Φ[ρ]. Îäíàêî åñëè èñïîëüçîâàòü çàïóòàííûå âõîäíûå ñîñòîÿíèÿ

%ent ∈ B(H⊗2) (òî åñòü òàêèå % ∈ B(H⊗2), êîòîðûå íå ïðåäñòàâèìû â âèäå

% = %1 ⊗ %2, ãäå %1, %2 ∈ B(H) [1]), òî â îáùåì ñëó÷àå ÷èñòîòà ñîñòîÿíèÿ

Φ⊗2[%ent] ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì ÷èñòîòà âñåõ ôàêòîðèçîâàííûõ ñîñòî-
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ÿíèé Φ⊗2[ρ⊗2]. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ν2(Φ
⊗2) > (ν2(Φ))2. Î÷å-

âèäíî, åñëè ν2(Φ
⊗2) > (ν2(Φ))2, òî ìàêñèìàëüíàÿ 2-íîðìà äëÿ êàíàëà Φ⊗2

äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì çàïóòàííîì ñîñòîÿíèè.

Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò êàíàëû, äëÿ êîòîðûõ ν2(Φ
⊗2) = (ν2(Φ))2 è

èñïîëüçîâàíèå âõîäíûõ çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé íå ïîìîãàåò óâåëè÷èòü âû-

õîäíóþ ÷èñòîòó [45]. Ñðåäè òàêèõ êàíàëîâ åñòü êëàññ óíèòàëüíûõ êóáèòíûõ

êàíàëîâ [46], ïîýòîìó äëÿ êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2) 7→ B(H2)

ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ìàêñèìàëüíîé 2-íîðìû âûïîëíÿåòñÿ. Òàê êàê êàíàë

Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H3) 7→ B(H3) ñâîäèòñÿ ê êàíàëó Âåðíåðà-Õîëåâî,

ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ìàêñèìàëüíîé p-íîðìû äëÿ òàêîãî êàíàëà âûïîëíå-

íà äëÿ âñåõ 1 6 p 6 2, [10], è íàðóøàåòñÿ äëÿ p > 4.79, [23]. Êàíàë

Ëàíäàó-Ñòðèòåðà äëÿ j > 1 íå ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàí òàêèì æå

îáðàçîì, êàê ñëó÷àé j = 1 è íå óäîâëåòâîðÿåò èçâåñòíîìó äîñòàòî÷íîìó

óñëîâèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ìàêñèìàëüíîé 2-íîðìû [45]. Íåñìîòðÿ íà

ýòî, åñëè p = 2, ÷èñëåííî äëÿ j = 3
2 è j = 2 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñè-

ìàëüíàÿ 2-íîðìà ìóëüòèïëèêàòèâíà ñ òî÷íîñòüþ ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé.

Ìû ìîæåì ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ 2-íîðìà ìóëüòèïëè-

êàòèâíà äëÿ âñåõ êàíàëîâ Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1).

4 Êîìïëåìåíòàðíûé êàíàë

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòàéíñïðèíãà äóàëüíûé êàíàë Φ† : B(H) 7→ B(H) èìååò

ïðåäñòàâëåíèå ( [1], Òåîðåìà 6.9)

Φ†[X] = V †(X ⊗ IK)V, (35)

ãäå IK � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â íåêîòîðîì Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå K,
V : H 7→ H⊗K � èçîìåòðèÿ, òî åñòü, V †V = I.

Â ñëó÷àå êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1) äóàëü-

íûé êàíàë Φ† ñîâïàäàåò ñ Φ, è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå Ñòàéíñ-

ïðèíãà ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçîìåòðèè V : H2j+1 7→ H2j+1 ⊗H3 â ôîðìå

V =
1√

j(j + 1)


Jx

Jy

Jz

 . (36)
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Òàêèì îáðàçîì, dimK = 3 è êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→
B(H2j+1) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ òðåõìåðíîãî îêðóæåíèÿ. Â

êàðòèíå Øðåäèíãåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû è îêðóæåíèÿ ( [1], Òåîðåìà

6.9), èìååì

Φ[ρ] = trK
[
V ρV †

]
= trK

[
U(ρ⊗ ξ)U †

]
, (37)

ãäå ξ ∈ B(H3) � ÷èñòîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, U : H2j+1 ⊗ H3 7→
H2j+1 ⊗H3 � óíèòàðíûé îïåðàòîð ýâîëþöèè. Îáùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ U

îïèñàí, íàïðèìåð, â [24], ï. 8.2.3.

Åñëè çàìåíèòü ÷àñòè÷íûé ñëåä ïî îêðóæåíèþ trK íà ÷àñòè÷íûé ñëåä

ïî ñèñòåìå trH â ôîðìóëå (37), òî ïîëó÷èòñÿ êîìïëåìåíòàðíûé êàíàë [49]

Φ̃ : B(H) 7→ B(K) (îí òàêæå íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì êàíàëîì [50]):

Φ̃[ρ] = trH
[
V ρV †

]
= trH

[
U(ρ⊗ ξ)U †

]
. (38)

Â ñëó÷àå êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1), êîìïëåìåí-

òàðíûé êàíàë Φ : B(H2j+1) 7→ B(H3) îòîáðàæàåò ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèíîì j â

òðåõìåðíûå ñîñòîÿíèÿ îêðóæåíèÿ (êóòðèòíûå ñîñòîÿíèÿ). Äàëåå èñïîëü-

çóåì îáîçíà÷åíèå Id äëÿ åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà I : Hd 7→ Hd.

Óòâåðæäåíèå 7. Êàíàë Φ̃ : B(H2j+1) 7→ B(H3), êîìïëåìåíòàðíûé êàíà-

ëó Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1), ïðåîáðàçóåò ìàêñèìàëüíî

ñìåøàííîå âõîäíîå ñîñòîÿíèå 1
2j+1I2j+1 â ìàêñèìàëüíî ñìåøàííîå âûõîä-

íîå ñîñòîÿíèå 1
3I3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Vα = [j(j + 1)]−1/2Jα, α = 1, 2, 3, îïåðàòîðû

Êðàóñà Φ è Ṽi, i = 1, . . . , 2j + 1, � îïåðàòîðû Êðàóñà Φ̃. Ýòè îïåðàòîðû

Êðàóñà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïî ôîðìóëå (ñëåäóåò èç [1], ôîðìóëà (6.42))

〈αK|Ṽi = 〈iH|Vα, (39)

ãäå {iH}2j+1
i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âH (âõîä) è {αK}3

α=1 � îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ â K (âûõîä). Óìíîæèì (39) ñëåâà íà |αK〉 è ïðîñóììèðóåì
ïî α:

Ṽi =
3∑

α=1

|αK〉〈αK|Ṽi =
3∑

α=1

|αK〉〈iH|Vα =
1√

j(j + 1)

3∑
α=1

|αK〉〈iH|Jα. (40)
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Äåéñòâèå êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà Φ̃ íà ìàêñèìàëüíî ñìåøàííîå ñî-

ñòîÿíèå (2j + 1)−1I2j+1 çàïèñûâàåòñÿ êàê

1

2j + 1
Φ̃[I2j+1] =

1

2j + 1

2j+1∑
i=1

ṼiṼ
†
i =

=
1

j(j + 1)(2j + 1)

2j+1∑
i=1

3∑
α,β=1

|αK〉〈iH|JαJ†β|iH〉〈βK| =

=
1

j(j + 1)(2j + 1)

3∑
α,β=1

tr
[
JαJ

†
β

]
|αK〉〈βK|. (41)

Òàê êàê ãåíåðàòîðû SU(2) Jα, α = 1, 2, 3, ýðìèòîâû è óäîâëåòâîðÿþò ñî-

îòíîøåíèþ tr [JαJβ] = 1
3j(j + 1)(2j + 1)δαβ ( [8], ï. 2.3.4, ôîðìóëà (11)), òî

Φ̃[ 1
2j+1I2j+1] = 1

3I3. �

Êàíàë Φ íàçûâàåòñÿ äåãðàäèðóåìûì [51], åñëè ñóùåñòâóåò êàíàë T ,

òàêîé ÷òî Φ̃ = T ◦ Φ. Íàîáîðîò, êàíàë Φ íàçûâàåòñÿ àíòèäåãðàäèðóå-

ìûì [51], åñëè ñóùåñòâóåò êàíàë T ′, òàêîé ÷òî Φ = T ′ ◦ Φ̃. Ñòðóêòóðà äå-

ãðàäèðóåìûõ è àíòèäåãðàäèðóåìûõ êâàíòîâûõ êàíàëîâ èçó÷åíà â [51]. Èñ-

ñëåäóåì äåãðàäèðóåìîñòü è àíòèäåãðàäèðóåìîñòü êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà

äëÿ ðàçëè÷íûõ j.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå j = 1
2 êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà àí-

òèäåãðàäèðóåìûé, íî íå äåãðàäèðóåìûé. Â ýòîì ñëó÷àå Φ � êóáèòíûé äå-

ïîëÿðèçóþùèé êàíàë ñ äåïîëÿðèçàöèîííûì ïàðàìåòðîì −1
3 , ïîýòîìó îí

ÿâëÿåòñÿ ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü [69] è, ñëåäîâàòåëüíî, àíòèäåãðàäè-

ðóåìûì. Êîìïëåìåíòàðíûé êàíàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Φ̃[X] =
1

3




0 1

0 −i
1 0

X

(
0 0 1

1 i 0

)
+


1 0

i 0

0 −1

X

(
1 −i 0

0 0 −1

) ,

(42)

Ìàòðèöà ×îÿ [54] äëÿ T , ãäå T = Φ̃ ◦ Φ−1, åñòü ΩT = T ⊗ Id2[|Ψ+〉〈Ψ+|],
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|Ψ+〉 = 1√
2

∑2
i=1 |i〉 ⊗ |i〉:

ΩT =
1

6



1 0 3i 0 0 3

0 1 0 −3i −3 0

−3i 0 1 0 0 3i

0 3i 0 1 3i 0

0 −3 0 −3i 1 0

3 0 −3i 0 0 1


. (43)

Òàê êàê ó ΩT åñòü îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, T íå âïîëíå ïî-

ëîæèòåëüíî, è Φ íå äåãðàäèðóåìûé êàíàë.

Â ñëó÷àå j = 1 êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí êà-

íàëó Âåðíåðà-Õîëåâî, ïîýòîìó Φ : B(H3) 7→ B(H3) ÿâëÿåòñÿ êàê äåãðàäè-

ðóåìûì, òàê è àíòèäåãðàäèðóåìûì ( [51], ï. 2.2). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (40),

ìîæíî ÿâíî íàéòè îïåðàòîðû Êðàóñà êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà. Äëÿ ñëó-

÷àÿ j = 1 ïîëó÷èì

Ṽ1 =


0 1

2 0

0 − i
2 0

1√
2

0 0

 , Ṽ2 =


1
2 0 1

2
i
2 0 − i

2

0 0 0

 , Ṽ3 =


0 1

2 0

0 i
2 0

0 0 − 1√
2

 . (44)

Îäíàêî, äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé àíòèäåãðàäèðóåìîñòè íåò.

Óòâåðæäåíèå 8. Êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1) íå

ÿâëÿåòñÿ àíòèäåãðàäèðóåìûì ïðè j > 3
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîìïëåìåíòàíðûé ê êîìïëåìåíòàðíîìó êàíàëó˜̃
Φ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí Φ ( [1], Óïðàæíåíèå 6.29), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî Φ̃ : B(H2j+1) 7→ B(H3) íå ÿâëÿåòñÿ äåãðàäèðóåìûì. Âûõîäíîå ñîñòî-

ÿíèå äëÿ êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà òðåõìåðíîå, ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì

Òåîðåìó 10 â [51], êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè Φ̃ : B(Hd) 7→ B(H3) äå-

ãðàäèðóåìûé, òî ðàíã ×îÿ Φ̃ íå áîëüøå 3. Ðàíã ×îÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíã

ìàòðèöû ×îÿ [54] ΩΦ̃ = Φ̃ ⊗ Idd[|ψ+〉〈ψ+|], |ψ+〉 = 1√
d

∑d
i=1 |i〉 ⊗ |i〉 � ìàê-

ñèìàëüíî ñöåïëåííîå ñîñòîÿíèå. Ìàòðèöà ×îÿ êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà
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Φ̃ : B(H2j+1) 7→ B(H3) åñòü

ΩΦ̃ =
1

2j + 1

j∑
m,m′=−j

Φ̃[|j,m〉〈j,m′|]⊗ |j,m〉〈j,m′| =

=
1

j(j + 1)(2j + 1)

3∑
α,β=1

j∑
m,m′,i=−j

{〈j,m′|Jβ|i〉〈i|Jα|j,m〉 |α〉〈β| ⊗

⊗ |j,m〉〈j,m′|} =

=
1

j(j + 1)(2j + 1)

3∑
α,β=1

|α〉〈β| ⊗ J>α J>β =

=
1

j(j + 1)(2j + 1)


J2
x −JxJy JxJz

−JyJx J2
y −JyJz

JzJx −JzJy J2
z

 =

=
1

j(j + 1)(2j + 1)


Jx

−Jy
Jz

( Jx −Jy Jz

)
, (45)

ãäå òðàíñïîíèðîâàíèå âûïîëíåíî â áàçèñå {|j,m〉}jm=−j è, òàêèì îáðàçîì,

J>x = Jx, J
>
y = −Jy, J>z = Jz. Îáîçíà÷èì C = (Jx,−Jy, Jz). Òîãäà j(j +

1)(2j + 1)ΩΦ̃ = C†C è rankΩΦ̃ ≤ rankC ≤ 2j + 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

CC† = j(j + 1)I2j+1 è j(j + 1)(2j + 1)CΩΦ̃C
† = CC†CC† = j2(j + 1)2I2j+1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî 2j + 1 = rankCΩΦ̃C
† ≤ rankΩΦ̃. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

rankΩΦ̃ = 2j + 1. Òàêèì îáðàçîì, rankΩΦ̃ ≥ 4 ïðè j > 3
2 . Ïîýòîìó Φ̃ íå

ÿâëÿåòñÿ äåãðàäèðóåìûì [51], à Φ íå ÿâëÿåòñÿ àíòèäåãðàäèðóåìûì. �

Óòâåðæäåíèå 9. Êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1) íå

ÿâëÿåòñÿ äåãðàäèðóåìûì ïðè j > 3
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå T = Φ̃◦Φ−1 íå âïîëíå

ïîëîæèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íåêîòîðûå äèàãîíàëüíûå ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû ×îÿ ΩΦ̃ = Φ̃ ⊗ Id2j+1[|ψ+〉〈ψ+|] îòðèöàòåëüíû, ãäå |ψ+〉 =
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1√
2j+1

∑j
m′=−j |j,m′〉 ⊗ |j,m′〉. Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò

〈α| ⊗ 〈j,m|ΩT |α〉 ⊗ |j,m〉 =
1

2j + 1
〈α|Φ̃ ◦ Φ−1[|j,m〉〈j,m|]|α〉 =

=
1

2j + 1

2j+1∑
i=1

〈α|ṼiΦ−1[|j,m〉〈j,m|]Ṽi
†
|α〉 =

=
1

2j + 1

2j+1∑
i=1

〈i|ṼαΦ−1[|j,m〉〈j,m|]Vα†|i〉 =

=
1

j(j + 1)(2j + 1)
tr
(
JαΦ−1[|j,m〉〈j,m|]Jα

)
=

=
1

j(j + 1)(2j + 1)
tr
(
Jα2Φ−1[|j,m〉〈j,m|]

)
=

=
1

j(j + 1)(2j + 1)
tr
(
|j,m〉〈j,m|Φ−1[J2

α]
)

=

=
1

j(j + 1)(2j + 1)
〈j,m|Φ−1[J2

α]|j,m〉 (46)

Ïðè âû÷èñëåíèè (46) ìû ó÷ëè, ÷òî Φ � ñàìîäóàëüíîå îòîáðàæåíèå, è

tr
(
XΦ−1[Y ]

)
= tr

(
Φ[Φ−1[X]]Φ−1[Y ]

)
= tr

(
Φ−1[X]Φ†[Φ−1[Y ]]

)
= tr

(
Φ−1[X]Y

)
.

Çàôèêñèðóåì α = 3 è âû÷èñëèì îïåðàòîð Φ[Jz]
2, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

(13) è ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå Jz =
∑j

m′=−jm
′|j,m′〉〈j,m′|:

Φ[J2
z ] =

j∑
m′=−j

(m′)2Φ[|j,m′〉〈j,m′|] =
1

j(j + 1)

j∑
m′=−j

(m′)2[(m′)2|j,m′〉〈j,m′|]

+
1

2
(j(j + 1)−m′(m′ − 1))|j,m′ − 1〉〈j,m′ − 1|

+
1

2
(j(j + 1)−m′(m′ + 1))|j,m′ + 1〉〈j,m′ + 1|]

=
1

j(j + 1)

j∑
m′=−j

[(j(j + 1)− 3)(m′)2 + j(j + 1)]|j,m′〉〈j,m′|

=
j(j + 1)− 3

j(j + 1)
J2
z + I2j+1. (47)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî j(j+1)−3
j(j+1) Φ[J2

z − I] = J2
z , è Φ−1[J2

z ] = j(j+1)
j(j+1)−3(J2

z − I).
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Ïîäñòàâèì ýòîò ðåçóëüòàò â ôîðìóëó (46), ïîëó÷èì

〈3| ⊗ 〈j,m|ΩT |3〉 ⊗ |j,m〉 =
1

j(j + 1)(2j + 1)
〈j,m|Φ−1[J2

z ]|j,m〉 =

=
m2 − 1

(2j + 1)(j2 + j − 3)
. (48)

Åñëè j ïîëóöåëîå è j ≥ 3
2 , òî 〈3| ⊗ 〈j,

1
2|ΩT |3〉 ⊗ |j, 1

2〉 < 0. Åñëè j öåëîå è

j ≥ 2, òî 〈3| ⊗ 〈j, 0|ΩT |3〉 ⊗ |j, 0〉 < 0. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ×îÿ ΩT íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, è T íå ÿâëÿåòñÿ êàíàëîì. �

5 Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè

5.1 Êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

Êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü [55, 56] C êâàíòîâîãî êàíàëà Φ ðàâ-

íÿåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé χ-ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè Cχ, òî åñòü, C(Φ) =

limn→∞
1
nCχ(Φ⊗n), ãäå χ-ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì

Cχ(Φ) = sup
{pi,ρi}

[
S

(∑
i

piΦ[ρi]

)
−
∑
i

piS (Φ[ρi])

]
, (49)

{pi, ρi} � àíñàìáëü êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðîì ñîñòîÿíèå ρi ïðèñóò-

ñòâóåò ñ âåðîÿòíîñòüþ pi.

Íàéäåì Cχ(Φ) äëÿ êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà (1).

Óòâåðæäåíèå 10. χ-ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Cχ(Φ) êàíàëà Ëàíäàó-

Ñòðèòåðà Φ : H2j+1 7→ H2j+1 ðàâíà

Cχ(Φ) = log
2j + 1

j + 1
+

j

j + 1
log j. (50)

Åñëè j = 1/2, òî C(Φ) = Cχ(Φ) = 5
3 − log 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà îá-

ëàäàåò SU(2) êîâàðèàíòíîñòüþ. Òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå Ug ãðóïïû SU(2)

íåïðèâîäèìî, èç [57] ñëåäóåò, ÷òî

Cχ(Φ) = S

(
Φ

[
1

2j + 1
I2j+1

])
−min

ψ
S (Φ[|ψ〉〈ψ|]) =

= log(2j + 1)−min
ψ
S (Φ[|ψ〉〈ψ|]) . (51)
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Ìèíèìàëüíàÿ âûõîäíàÿ ýíòðîïèÿ Φ äàåòñÿ â ïðåäëîæåíèè 6. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ (30) â (51), ïîëó÷èì ôîðìóëó (50).

Â ñëó÷àå j = 1
2 , χ-ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü àääèòèâíà [46], ïîýòîìó

C(Φ) = Cχ(Φ) = 5
3 log 2− log 3. �

5.2 Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ ïîìîùüþ ñöåïëåííîãî

ñîñòîÿíèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñ ïîìîùüþ ñöåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ

(entanglement assisted classical capacity) Cea ïîêàçûâàåò ìàêñèìàëüíóþ ñêî-

ðîñòü ïåðåäà÷è êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè ÷åðåç êâàíòîâûé êàíàë Φ ñ ïî-

ìîùüþ çàïóòàííîñòè ìåæäó ïîëó÷àòåëåì è îòïðàâèòåëåì [58]. Ôóíäàìåí-

òàëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà [59, 60]:

Cea(Φ) = max
ρ
{S(ρ) + S(Φ[ρ])− S(ρ,Φ)} , (52)

ãäå S(ρ,Φ) � îáìåííàÿ ýíòðîïèÿ [61], S(ρ,Φ) = S(Φ̃[ρ]), Φ̃ � êîìïëåìåí-

òàðíûé êàíàë ê êàíàëó Φ. Íàéäåì â ÿâíîì âèäå Cea äëÿ êàíàëà Ëàíäàó-

Ñðèòåðà.

Óòâåðæäåíèå 11. Äëÿ êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→
B(H2j+1) âûïîëíåíî Cea(Φ) = 2 log(2j + 1)− log 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Φ íå ïðèâîäèìî êîâàðèàíòíûé ïî ïðåäëîæå-

íèþ 1, òî ìàêñèìóì â (52) äîñòèãàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíî ñìåøàííîì âõîäíîì

ñîñòîÿíèè ρ = 1
2j+1I2j+1 ( [1], Ïðåäëîæåíèå 9.3). Âñïîìíèâ, ÷òî Φ óíèòàëü-

íûé, è êîìïëåìåíòàðíûé êàíàë Φ̃ ïðåîáðàçóåò ìàêñèìàëüíî ñìåøàííîå ñî-

ñòîÿíèå 1
2j+1I2j+1 â ìàêñèìàëüíî ñìåøàííîå êóòðèòíîå ñîñòîÿíèå 1

3I3 ïî

ïðåäëîæåíèþ 7, ïîëó÷èì Cea = 2S[ 1
2j+1I2j+1]−S(1

3I3) = 2 log(2j+1)− log 3.

�

5.3 Êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü

Êîãåðåíòíàÿ èíôîðìàöèÿ [62] äëÿ êàíàëà Φ : B(H) 7→ B(H) è ñîñòî-

ÿíèÿ ρ ∈ B(H) îïðåäåëÿåòñÿ êàê Ic(ρ,Φ) = S(Φ[ρ]) − S(Φ̃[ρ]). Ìàêñè-

ìèçèðóÿ êîãåðåíòíóþ èíôîðìàöèþ ïî ñîñòîÿíèÿì ρ, ïîëó÷èì âåëè÷èíó

28



Q1(Φ) = maxρ Ic(ρ,Φ). Êâàíòîâàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü [64] � ýòî ðå-

ãóëÿðèçîâàííàÿ âåëè÷èíà Q1, à èìåííî, Q(Φ) = limn→∞
1
nQ1(Φ

⊗n). Åñëè

Φ äåãðàäèðóåìûé, òî Q(Φ) = Q1(Φ) [48]. Åñëè Φ àíòèäåãðàäèðóåìûé,

òî Q(Φ) = 0 [65]. Åñëè j = 1
2 èëè j = 1, òî êàíàëû Ëàíäàó-Ñòðèòåðà

Φ : B(H2) → B(H2) è Φ : B(H3) → B(H3) àíòèäåãðàäèðóåìûå, ïîýòî-

ìó Q(Φ) = 0. Òàê êàê êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà íå ÿâëÿåòñÿ àíòèäåãðàäè-

ðóåìûì ïðè j > 3
2 ïî ïðåäëîæåíèþ 8, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî Q(Φ) > 0

ïðè j > 3
2 . Çàìåòèì, ÷òî Ic(ρ

⊗n,Φ⊗n) = nIc(ρ,Φ) [61], òàêèì îáðàçîì,

Q1(Φ
⊗n) = maxρ:ρ∈B(H⊗n) Ic(ρ,Φ

⊗n) ≥ maxρ:ρ∈B(H) Ic(ρ
⊗n,Φ⊗n) = nQ1(Φ).

Ñëåäîâàòåëüíî, Q(Φ) > Q1(Φ) ≥ Ic(ρ0,Φ) äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè

ρ0. Ýòî çíà÷èò, ìîæíî îöåíèòü êâàíòîâóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàíàëà

Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1) ñíèçó êàê Ic(ρ0,Φ). Âîîáùå,

åñëè çàôèêñèðîâàòü ñîñòîÿíèå ρ0 = 1
2j+1I2j+1, òî Q(Φ) > Ic(

1
2j+1I2j+1,Φ) =

log(2j + 1)− log 3. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 12. Q(Φ) = 0 äëÿ êàíàëîâ Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2) 7→
B(H2) è Φ : B(H3) 7→ B(H3). Åñëè j > 3

2, òî Q(Φ) > Q1(Φ) > log(2j +

1)− log 3 äëÿ êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1).

6 Àííèãèëÿöèÿ è ñîõðàíåíèå ñöåïëåííîñòè

Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ρ ∈ B(HA⊗HB) íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè îíî

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê çàìûêàíèå âûïóêëîé êîìáèíàöèè
∑

i piρ
A
i ⊗

ρBi , ãäå {pi} � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ρAi ∈ B(HA), è ρBi ∈ B(HB)

[66]. Êàíàë Φ : B(HA) 7→ B(HA) íàçûâàåòñÿ ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü,

åñëè Φ⊗ IdBk [ρ] ñåïàðàáåëüíî äëÿ âñåõ âõîäíûõ ñîñòîÿíèé ρ ∈ B(HA⊗HB),

äëÿ ëþáîãî k = dimHB [70]. Ñòðóêòóðà êàíàëîâ, ðàçðóøàþùèõ ñöåïëåí-

íîñòü, õîðîøî èçó÷åíà [70]. Êàíàë Λ : B(HA ⊗ HB) 7→ B(HA ⊗ HB) íà-

çûâàåòñÿ àííèãèëèðóþùèì ñöåïëåííîñòü, åñëè Λ[ρ] ñåïàðàáåëüíî äëÿ âñåõ

âõîäíûõ ñîñòîÿíèé ρ ∈ B(HA⊗HB) [71]. Ñòðóêòóðà êàíàëîâ, àííèãèëèðó-

þùèõ ñöåïëåííîñòü, ïîëíîñòüþ èçó÷åíà äëÿ ëîêàëüíûõ êóáèòíûõ êàíàëîâ

Λ = Φ1 ⊗ Φ2 [73] è ÷àñòè÷íî � äëÿ äðóãèõ òèïîâ êàíàëîâ [74]. Ðàññìîòðèì

ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Λ = Φ ⊗ Φ, ñâÿçàííûå ñ àííèãèëÿöèåé ñöåïëåííî-

ñòè. Çäåñü Φ � êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, Φ ⊗ Φ
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íå ÿâëÿåòñÿ àííèãèëèðóþùèì ñöåïëåííîñòü ïðè j > 1,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Φ íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü, è Φ ⊗ Φ íå àáñîëþòíî ðàçäå-

ëÿþùèé [75].

Óòâåðæäåíèå 13. Âòîðàÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà

Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1), Φ ⊗ Φ, ÿâëÿåòñÿ àííèãèëèðóþùåé ñöåïëåí-

íîñòü, åñëè j = 1
2, è íå ÿâëÿåòñÿ àííèãèëèðóþùåé ñöåïëåííîñòü ïðè

âñåõ j > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé j = 1
2 ñîîòâåòñòâóåò êóáèòíîìó äåïîëÿðèçóþ-

ùåìó êàíàëó ñ äåïîëÿðèçàöèîííûì ïàðàìåòðîì q = −1
3 . Àííèãèëÿöèÿ ñïó-

òàííîñòè ó Φ⊗ Φ â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíà â [71].

Ïóñòü j > 1. Äîêàæåì, ÷òî Φ⊗Φ íå ÿâëÿåòñÿ àííèãèëèðóþùèì ñöåï-

ëåííîñòü, ïðåäñòàâèâ çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îñòàåòñÿ çàïóòàííûì

ïîñëå äåéñòâèÿ Φ⊗ Φ. Ðàññìîòðèì âåêòîð |φ〉 ∈ H2j+1 ⊗H2j+1 âèäà

|φ〉 =
1√
2

(|j, j〉|j, j〉+ |j,−j〉|j,−j〉) , (53)

ãäå |j,m〉 � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèíîì j, ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëåííîé

ïðîåêöèè ñïèíàm íà îñü z, Jz|j,m〉 = m|j,m〉,m = j, j−1, . . . ,−j. Ïóñòü>
� òðàíñïîíèðîâàíèå â áàçèñå {|j,m〉}. Òàê êàê >◦Φ[X] = Φ[X>] äëÿ êàíàëà

Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ, òî ÷àñòè÷íî òðàíñïîíèðîâàííîå âûõîäíîå ñîñòîÿíèå

Φ⊗ (> ◦ Φ)[|φ〉〈φ|] äàåòñÿ ôîðìóëîé

2 Φ⊗ (> ◦ Φ)[|φ〉〈φ|] = Φ[|j, j〉〈j, j|]⊗ Φ[|j, j〉〈j, j|] +

+Φ[|j,−j〉〈j,−j|]⊗ Φ[|j,−j〉〈j,−j|] +

+Φ[|j, j〉〈j,−j|]⊗ Φ[|j,−j〉〈j, j|] +

+Φ[|j,−j〉〈j, j|]⊗ Φ[|j, j〉〈j,−j|]. (54)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå êàíàëà

Φ[X] = [j(j + 1)]−1

(
1

2
J−XJ+ +

1

2
J+XJ− + JzXJz

)
è ôîðìóëó (12), ïîëó÷èì

Φ[|j,±j〉〈j,±j|] =
j

j + 1
|j,±j〉〈j,±j|+ 1

j + 1
|j,±j ∓ 1〉〈j,±j ∓ 1|,(55)

Φ[|j,±j〉〈j,∓j|] = − j

j + 1
|j,±j〉〈j,∓j|. (56)
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Åñëè j > 1, òî íîñèòåëè îïåðàòîðîâ Φ[|j, j〉〈j, j|]⊗ Φ[|j, j〉〈j, j|]
+ Φ[|j,−j〉〈j,−j|]⊗ Φ[|j,−j〉〈j,−j|] è Φ[|j, j〉〈j,−j|]⊗ Φ[|j,−j〉〈j, j|]
+ Φ[|j,−j〉〈j, j|]⊗ Φ[|j, j〉〈j,−j|] îðòîãîíàëüíû. Áîëåå òîãî, îïåðàòîð

Φ[|j, j〉〈j,−j|]⊗ Φ[|j,−j〉〈j, j|] + Φ[|j,−j〉〈j, j|]⊗ Φ[|j, j〉〈j,−j|]

=
j2

(j + 1)2
(|j, j〉〈j,−j|+ |j,−j〉〈j, j|) (57)

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûì, òàê êàê ñîäåðæèò îòðèöà-

òåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå − j2

(j+1)2 . Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íî òðàíñïî-

íèðîâàííîå ñîñòîÿíèå Φ⊗ (> ◦ Φ)[|φ〉〈φ|] íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëó-
îïðåäåëåííûì, è Φ⊗Φ[|φ〉〈φ|] çàïóòàííîå ïî êðèòåðèþ Ïåðåñà-Ãîðîäåöêîãî

[76, 77]. �

Óòâåðæäåíèå 14. Êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1)

ÿâëÿåòñÿ ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü, åñëè j = 1
2, è íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðó-

øàþùèì ñöåïëåííîñòü, åñëè j > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè j = 1
2 , òî êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà ñâîäèòñÿ ê äå-

ïîëÿðèçóþùåìó êóáèòíîìó êàíàëó ñ äåïîëÿðèçàöèîííûì ïàðàìåòðîì q =

−1
3 . Èçâåñòíî, ÷òî òàêîé êàíàë ÿâëÿåòñÿ ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü [69].

Ïóñòü j > 1. Ïóñòü êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà Φ : B(H2j+1) 7→ B(H2j+1)

ðàçðóøàþùèé ñöåïëåííîñòü, òîãäà Φ ⊗ Φ äîëæåí áûòü àííèãèëèðóþùèì

ñöåïëåííîñòü ïî ïîñòðîåíèþ [71]. Ïî ïðåäëîæåíèþ 13 ýòî íå òàê. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî Φ íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü. �

7 Çàêëþ÷åíèå

Êàíàë (1) áûë èçíà÷àëüíî ïîñòðîåí êàê ïðèìåð óíèòàëüíîãî âïîëíå ïî-

ëîæèòåëüíîãî, ñîõðàíÿþùåãî ñëåä îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðå-

ìàëüíûì â ìíîæåñòâå êàíàëîâ ïðè j > 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ

ñëó÷àéíî óíèòàðíûì. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðèìåð Ëàíäàó è Ñòðèòåðà SU(2)

êîâàðèàíòåí äëÿ âñåõ j è ãëîáàëüíî óíèòàðíî êîâàðèàíòåí ïðè j = 1
2 è

j = 1. Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ j > 1 êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà íå ÿâëÿåòñÿ

U(2j+ 1) êîâàðèàíòíûì, ïîýòîìó ãëîáàëüíàÿ óíèòàðíàÿ êîâàðèàíòíîñòü �
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ýòî ñâîéñòâî ñïèíà 1
2 è ñïèíà 1. Èñïîëüçóÿ òåîðèþ óãëîâîãî ìîìåíòà, ìû

ÿâíî íàøëè ñïåêòð êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà â ïðåäëîæåíèè 4 è óêàçàëè,

÷òî Φ âñåãäà èìååò îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Îòðèöàòåëüíîñòü

ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îçíà÷àåò, ÷òî Φ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðå-

çóëüòàòå ýðìèòîâîé ìàðêîâñêîé êâàíòîâîé äèíàìèêè.

Ìû íàøëè ðàçëîæåíèå Ñòàéíñïðèíãà äëÿ êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà,

÷òî âàæíî äëÿ åãî ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå êîíòðîëëèðóåìîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷à-

ñòèöåé ñî ñïèíîì j (ñèñòåìà) è ÷àñòèöåé ñî ñïèíîì 1 (îêðóæåíèå) [22]. Âçÿ-

òèå ÷àñòè÷íîãî ñëåäà ïî îêðóæåíèþ ïðèâîäèò ê êàíàëó Ëàíäàó-Ñòðèòåðà

Φ, â òî âðåìÿ, êàê ÷àñòè÷íûé ñëåä ïî ñèñòåìå äàåò êîìïëåìåíòàðíûé êàíàë

Φ̃. Âàæíîå ñâîéñòâî êîìïëåìåíòàðíîãî êàíàëà � äåéñòâèå íà ìàêñèìàëüíî

ñìåøàííîå âõîäíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ìû óñòàíîâèëè â ïðåäëîæåíèè 7.

Åñëè j = 1
2 , êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà àíòèäåãðàäèðóåìûé, íî íå äåãðàäèðó-

åìûé. Åñëè j = 1, êàíàë Ëàíäàó-Ñòðèòåðà óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí êàíàëó

Âåðíåðà-Õîëåâî, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå Φ ÿâëÿåòñÿ êàê äåãðàäèðóåìûì,

òàê è àíòèäåãðàäèðóåìûì. Äëÿ áîëüøèõ ñïèíîâ (j > 3
2) êàíàë Ëàíäàó-

Ñòðèòåðà íå ÿâëÿåòñÿ íè äåãðàäèðóåìûì, íè àíòèäåãðàäèðóåìûì.

Èñïîëüçóÿ òåîðèþ óãëîâîãî ìîìåíòà, ìû íàøëè ìèíèìàëüíóþ âûõîä-

íóþ ýíòðîïèþ êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà â ïðåäëîæåíèè 6. Ñîåäèíÿÿ ýòîò

ðåçóëüòàò ñ SU(2) êîâàðèàíòíîñòüþ, ìû ñìîãëè âû÷èñëèòü χ-ïðîïóñêíóþ

ñïîñîáíîñòü (ïðåäëîæåíèå 10) è ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñ ïîìîùüþ ñöåï-

ëåííîãî ñîñòîÿíèÿ (entanglement-assisted) (ïðåäëîæåíèå 11). Òàêæå áûëà

îöåíåíà íèæíÿÿ ãðàíèöà êâàíòîâîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà Ëàíäàó-

Ñòðèòåðà (ïðåäëîæåíèå 12).

Ìû èññëåäîâàëè äèíàìèêó çàïóòàííîñòè, âûçâàííóþ êàíàëîì Ëàíäàó-

Ñòðèòåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî êàíàë ðàçðóøàåò ñöåïëåííîñòü òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà j = 1
2 . Âòîðàÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü êàíàëà Φ⊗Φ íå àííèãèëèðóåò

çàïóòàííîñòü äëÿ ëþáîãî j > 1. Ìû ïîñòðîèëè ñîñòîÿíèå ñ ðàíãîìØìèäòà

2, ôîðìóëà (53), êîòîðîå îñòàåòñÿ çàïóàííûì ïîñëå äåéñòâèÿ Φ⊗ Φ.

Òàê æå áûëî ðàññìîòðåíî ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ìàêñèìàëü-

íîé p-íîðìû äëÿ êàíàëà Ëàíäàó-Ñòðèòåðà è ïðåäïîëîæåíà ìóëüòèïëèêà-

òèâíîñòü ìàêñèìàëüíîé 2-íîðìû âòîðîé òåíçîðíîé ñòåïåíè êàíàëà.
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