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На количественном уровне рассматривается проблема конкурентных взаимоотношений растений. 
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Введение. Концепция конкурентных взаи-
моотношений является ключевой в популяцион-
ной экологии и восходит корнями к эволюцион-
ному учению Дарвина, базирующемуся на идее 
борьбы видов за существование. Сегодня стано-
вится очевидным, что не следует абсолютизиро-
вать ни саму эту идею, ни роль конкуренции в 
формировании продуктивности (урожайности) и 
закономерностей  эволюции экосистем, однако и 
недооценивать данный фактор также нельзя, 
причем не только в естественных, но и в искус-
ственно создаваемых человеком сообществах. 
Априори понятно, что конкурентные взаимоот-
ношения – далеко не единственный вид биотиче-
ских связей в экосистемах, и они проявляются на 
фоне действия не менее важных факторов как 
положительного (симбиотического), так и отри-
цательного (антибиотического) влияния орга-
низмов друг на друга наряду с действием много-

численных абиотических факторов контроля 
роста и развития организмов, в особенности – 
эдафических.   

В классической русской биогеоценологии 
можно найти пример правильного понимания 
роли и места конкуренции в динамике экосистем 
в виде сочетания двух основополагающих кон-
цепций – сингенеза и экогенеза[9, 17, 25], удачно 
дополняющих друг друга. Исходно сингенетиче-
ский подход слишком переоценивал биотические 
взаимоотношения, включая конкурентные, как 
движущую силу развития и смен фитоценозов в 
достаточно постоянном поле действия факторов 
окружающей среды, к которым в разной мере 
адаптировалась растительность. Однако впо-
следствии его корректировка с учетом механизма 
экогенеза – активного средообразующего воз-
действия организмов на ближайшее окружение и 
в первую очередь – на плодородие почвы, через 

mailto:smagin@list.ru


Экологический Вестник Северного Кавказа  2016, Т. 12, № 2 

5 

которое реализуется обратная связь с продуктив-
ностью и биоразнообразием сообществ, позволи-
ла создать стройное фундаментальное учение о 
динамике биогеоценозов, успешно примененное 
на практике лесорастительного районирования, 
типологии и лесного хозяйства [5, 11, 16].  

К сожалению, эти успехи отечественной 
биогеоценологической школы В. Н. Сукачева пе-
риода 80–х годов в СССР остались практически 
не известными для зарубежной экологии и види-
мо, по этой причине оказались незаслуженно за-
бытыми в нашей стране, вступившей после разва-
ла СССР в глубокий перманентный кризис науки 
и образования. В результате до сих пор домини-
рующая теория конкурентных взаимоотношений 
в растительных ассоциациях базируется преиму-
щественно на классических зарубежных разра-
ботках де-Вита [31], Харпера [23], Йоды [32] и 
ряда других исследователей 60–80–х годов про-
шлого века [7], а также  на кинетических моделях 
конкуренции типа Лотки-Вольтерра и де-Вита 
[19], довольно узконаправленных, исследующих 
парные взаимодействия видов на фоне выровнен-
ных факторов окружающей среды.  

В русле таких теоретических представле-
ний с использованием соответствующих количе-
ственных критериев связи относительной чис-
ленности (плотности) популяций и продуктивно-
сти (урожайности) проводится большинство со-
временных отечественных и зарубежных работ 
по изучению конкурентных взаимоотношений 
растительности в естественных и искусственных 
фитоценозах, в том числе и имеющих практиче-
скую направленность, как, например, работы по 
созданию смешанных посевов и конструирова-
нию агроценозов [1, 2, 6, 10, 18, 20,21, 22, 24, 26, 
30]. Работ по моделированию более сложных 
взаимоотношений со множеством видов и/или 
нелинейными эффектами при их взаимоотноше-
нии, включая колебательные и хаотические ре-
жимы, практически нет, или они носят сугубо 
теоретический характер [19, 27].  

В результате в настоящее время в экологии 
сообществ и агроэкологии  при определении 
урожайности растений используются обобщен-
ные компьютерные модели типа WOFOST 
(http://www.wofost.wur.nl), но в них основными 
контролирующими факторами являются водный 
режим и минеральное питание растений (по сути 
– гидропоника), задающие так называемый ли-
мит продуктивности. На этом фоне биотические 
факторы рассматриваются лишь как снижающие 
подобный лимит и включают отрицательные 
воздействия сорняков, вредителей и болезней 
растений. Какие-либо более сложные конкурент-
ные взаимодействия растений под воздействием 
эдафических факторов и связанные с ними нели-
нейные (триггерные, периодические) режимы 

динамики урожайности, насколько нам известно, 
не рассматриваются.  

Вместе с тем очевидно, что закономерно-
сти конкуренции растений и их продуктивности 
в переменном поле контролирующих факторов 
окружающей среды могут быть качественно 
иные, чем на выровненных по плодородию уча-
стках. И здесь ключевой эдафический фактор 
(например, влажность почвы или осадки) может 
служить переключателем (триггером) всей сис-
темы, приводя к гибели менее толерантных и 
усилению более адаптированных видов, измене-
нию итогового биоразнообразия и продуктивно-
сти (урожайности). Подобные эффекты являются 
следствием нелинейных связей «живое–живое» и 
«живое–косное» в динамических биокосных сис-
темах и предметом фундаментального биогеофи-
зического направления, рассматривающего на 
количественном уровне процессы и модели при-
родной и антропогенной организации подобных 
систем [13, 28, 29].  В методологическом плане 
есть все основания считать такие модели со 
сложными нелинейными режимами функциони-
рования перспективными и более адекватными 
по сравнению с традиционным (линейным) под-
ходом, предполагающим пропорциональность 
действия фактора и отклика на него системы 
(усиление или уменьшение влажности, удобре-
ния, света, адекватно усиливает или уменьшает 
продуктивность).  В сложных динамических сис-
темах с нелинейными связями это может быть 
вовсе не так: небольшие изменения контроли-
рующего фактора на фоне нелинейных внутрен-
них взаимодействий часто ведут к резким сменам 
в продуктивности и биоразнообразии [13, 29]. 

В связи с вышеизложенным целью работы 
явилось обобщение известной количественной 
информации о конкурентных взаимоотношениях 
растений на уровне эмпирических нелинейных 
моделей и модификация классической динамиче-
ской системы Лотки-Вольтерра для изучения не-
линейных (триггерных) режимов конкуренции на 
фоне переменного эдафического фактора. 

Объекты и методы. Поскольку работа но-
сит обзорно-аналитический характер, в ней ис-
пользовалась доступная литературная информа-
ция о росте и конкурентных взаимоотношениях 
различных видов растений в естественных и соз-
данных человеком сообществах. Большинство 
литературных данных было исходно в графиче-
ском изображении. Для получения числовых зна-
чений по данным графиков был предложен сле-
дующий простой, но очень результативный и точ-
ный метод «съемки» информации. График с нане-
сенными на него экспериментальными точками 
сканировался из журнальной статьи или книги и 
переносился как рисунок в электронные таблицы 
MS Excel. Рядом с ним в ячейках таблицы строи-
лись два столбца Х и У произвольных цифр из 
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диапазона абсцисс (Х) и  ординат (У), представ-
ленных на исходном отсканированном графике. 
Далее по этим цифрам строилась точечная диа-
грамма MS Excel с прозрачной заливкой, которая 
накладывалась на исходный рисунок и растягива-
лась так, чтобы оси на диаграмме и отсканиро-
ванном графике совпали и по положению, и по 
масштабной сетке. После этого точки на диаграм-
ме последовательно после клика правой кнопкой 
мыши переносились на точки исходного графика, 
накладываясь на них. Автоматически при этом в 
клетках таблицы MS Excel возникало точное зна-
чение абсциссы (Х) и ординаты (У) этих точек, то 
есть восстанавливалась исходная эксперимен-
тальная информация, по которой строились точки 
на графике журнальной статьи или книги. Этот 
способ, повторяем,  оказался более эффективным 
(по времени) и точным по сравнению с обычным 
визуальным  «снятием» точек с рисунка с помо-
щью линейки. К тому же отсканированный рису-
нок (обычно маленьких размеров) легко было 
увеличить в компьютере до удобного масштаба, 
гарантирующего эффективность работы. В со-
держательной части работы основным методом 
исследования явилось математическое моделиро-
вание, включающее как нелинейный регрессион-
ный анализ с использованием среды S-Plot 9 вер-
сии, так и численное компьютерное моделирова-
ние нелинейных динамических систем  в виде 
обыкновенных дифференциальных уравнений на 
базе среды Matlab 7 [3, 4]. 

Результаты и обсуждение. Наиболее оче-
видной причиной конкуренции растений является 
потребность в пространстве и в ограниченном 
этим пространством почвенным ресурсе. В этой 
связи количественная оценка конкурентных взаи-
моотношений начинается с анализа параметров 
роста в зависимости от плотности популяции 
(густоты посадки растений), которую будем обо-
значать символом (). Размерность [] –  штм

–2
 

(число растений на квадратном метре или иной 
площади пространства). Анализ многочисленных 
литературных данных по зависимости массы 
(привеса за вегетационный  сезон) растений от 
плотности (густоты) посадки показывает, что она 
выражается степенной функцией (в билогариф-
мических координатах – прямая) вида: 

 

bρаВ  ,                                 (1) 
 

где  a, b  – постоянные величины (параметры).  
На рисунке 1 приведены результаты ап-

проксимации экспериментальных данных функ-
цией (1). Как видно, она весьма хорошо описы-
вает реальные данные с коэффициентом детер-
минации (параметром достоверности) R

2
 от 0,97 

до 0,99, то есть близким к идеальной функцио-
нальной зависимости. При этом степенной пара-
метр b, ответственный за наклон прямых В() в 
билогарифмическом масштабе,  варьирует в 

большом диапазоне от –0,6 до  –2,6 единиц. Это 
указывает на ошибочность широко распростра-
ненных представлений о некоем универсальном 
«законе 3/2» [32], согласно которому масса рас-
тений в зависимости от плотности подчиняется 
(1) единому параметру b=3/2, вытекающим из 
геометрических соотношений объема растения  и 
площади под ним. Правда, закон Йоды часто ог-
раничивают высокой плотностью, а при разре-
женных посевах считается, что он не работает, и 
зависимость В() подчиняется обратной (гипер-
болической) функции вида [25]: 

 

ρК

m
В


 ,                                 (2) 

где m, K  = const. Однако анализ рисунка 1 
показывает, что предложенная функция (1) дей-
ствует в весьма широком диапазоне плотности 
(густоты) посадки от первых десятков до не-
скольких тысяч единиц растений на квадратный 
метр площади, то есть является универсальной и, 
очевидно, с успехом заменяет более сложную 
комбинацию закона 3/2 и формулы (2). Закон 3/2, 
очевидно, является частным случаем модели (1) 
при b = 3/2. 

С точки зрения определения (планирова-
ния) урожайности важным является соотноше-
ние получаемого параметра b с единицей. Он 
является неким управляющим (триггерным) па-
раметром определенным, видимо,  генотипом 
данного растения. Если b>1, продуктивность 
(урожайность) культуры будет падать при уве-
личении плотности посадки. И для таких куль-
тур конкуренция за пространство является су-
щественным экологическим фактором роста. 
При b=1 возникает нейтральное состояние, при 
котором прирост (продуктивность) не зависит 
от плотности. Наконец, при  b<1 продуктив-
ность, напротив, возрастает при увеличении 
плотности (густоты) посева.  

Это легко доказать теоретически. Ведь 
продуктивность (прирост за сезон) является про-
изведением функции В() на плотность () по-
садки, то есть произведение массы одного расте-
ния на число растений на единице площади. При 
умножении функции (2) на , очевидно, получа-
ется хорошо известное в экологии уравнение 
Михаэлиса–Ментен для кинетики роста на суб-
страте, имеющее форму m/(K+) (см. напри-
мер, [19] или [3]). Аналогичная операция для (1) 
даст опять степенную модель в форме: 

 

b1ρаР  ,                              (3) 
 

где Р – сезонная продуктивность, гм
–2
сез

–1
. Из 

уравнения (3) видно, что при b<1 продуктив-
ность (прирост) будет возрастать, а при b>1 – 
убывать при увеличении плотности насаждения.

Andrey
Записка
При копировании изменено зачем то на "единому параметру". Исходно было "согласно которому вес растений в зависимости от плотности подчиняется (1) с единым параметром b=3/2, вытекающим из геометрических соотношений объема растения  и площади под ним"
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Рис. 1. Зависимость массы (объема) индивидуального растения (В) от плотности посадки. [В] – гсез
–1

, [] – штм
–

2
 для травянистых культур, [В] – фут

3
сез

–1
, [] – штакр

–1
 для древесных культур. Использованы литературные 

данные [1, 21, 30]. Прямые линии – результаты аппроксимации экспериментальных данных степенной моделью 

(1); уравнения аппроксимации и параметр достоверности R
2
 помещены в правой части рисунка напротив соот-

ветствующей растительной культуры (вида). 
 

Это теоретическое положение хорошо 

иллюстрирует рисунок 2, на котором приведе-

ны экспериментальные зависимости Р(), по-

строенные как произведение В  по данным 

рисунок 1 и проаппроксимированные функцией 

(3). Так, древесные насаждения (ель), а также 

ряд сельскохозяйственных культур (пшеница, 

подсолнечник) имеют параметр b>1 и  характе-

ризуются убыванием продуктивности при уве-

личении плотности (верхняя часть рисунка 2).  

Вместе с тем существуют растения с b<1, у ко-

торых рост плотности насаждения нелинейно 

связан с ростом (увеличением) продуктивности. 

Пример таких культур (рис, пшеница, амарант) 

показан на нижней части рисунка 2.  

Параметр b, повторяем, судя по всему 

генетически запрограммированный показатель 

вида. Он может несколько меняться в зависи-

мости от условий выращивания, например на-

личия удобрений. Так, кривые для урожайно-

сти риса, мы видим, достаточно сильно отли-

чаются друг от друга (рис. 2, нижняя часть). 

При наличии азотных удобрений (белые ром-

бические символы)  урожайность выше по 

сравнению с контролем без удобрений (серые 

символы) от 2–2,5 раз при низкой плотности 

посадки (25–50 штм
–2

) до 3 раз при высокой 

плотности в 400–800 штм
–2

, согласно исполь-

зованным экспериментальным данным [1]. 

Однако показатель b при этом остается мень-

ше единицы (0,63–0,73). То специфика данно-

го вида – культуры риса есть в том, что увели-

чение плотности посадки сопровождается уве-

личением продуктивности, хотя и нелинейно, 

согласно функции (3). Возможно, такое пове-

дение культуры риса в отличие от других зла-

ков (пшеница) связано с длительной стадией 

роста в водной среде, когда растение может 

использовать элементы питании и влагу сво-

бодно и практически не ограниченно (аналог 

гидропоники).  Напротив, для древесных куль-

тур (ель) показатель b всегда больше единицы, 

хотя он тоже может варьировать в широких 

пределах (от 1,4 до 2,6, согласно уравнениям 

аппроксимации на рисунке 1), а вместе с ним 

столь же сильно варьировать и предельный 

запас древесины насаждения (от 4000 до 7000 

фут
3
акр

–2
, или около 120–220 тга

–1
, при плот-

ности древесины ели 0,45 тм
–3

, см. рисунок 2) 

в зависимости от условий выращивания по 

данным [30]. Но, повторяем, поскольку b всегда 

больше единицы,  продуктивность всегда будет 

понижаться с увеличением плотности насажде-

ния. Этот факт, скорее всего, детерминирован 

генетически для всех древесных насаждений, 

нуждающихся в большом индивидуальном 

пространстве и в значительных объемах поч-

венного ресурса, в первую очередь из-за высо-
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кого транспирационного расхода влаги каждым 

деревом.  Ведь чем больше организм, тем 

больше должна быть индивидуальная площадь 

питания и объем эдафического ресурса с запа-

сами влаги и питательных элементов, ограни-

ченный этой площадью. Факт хорошо известен 

лесоводам, поскольку так называемая стадия 

жердняка, на которой плотность при самосеве 

может быть высокой, неизменно сопровождает-

ся самоизреживанием древостоя к моменту 

формирования зрелого сообщества с высокой 

фитомассой и продуктивностью. И всегда соли-

теры (отдельно растущие деревья) достигают   

больших размеров и массы по сравнению с гус-

торастущими насаждениями.  

 
Рис. 2. Зависимость суммарной продуктивности (урожайности) (Р)  от плотности посадки. [Р] – гм

–2
сез

–1
, [] – 

штм
–2

 для травянистых культур, [Р] – фут
3
акр

–1 
сез

–1
, [] – штакр

–1
 для древесных культур; экспериментальные 

данные и обозначения – см. рисунок 1, кривые – результаты аппроксимации экспериментальных данных степен-

ной моделью (3); уравнения аппроксимации и параметр достоверности R
2
 помещены в правой части рисунка на-

против соответствующей растительной культуры (вида). 

 
Изложенное выше позволяет сделать важ-

ный с точки зрения формирования смешанных 

посевов теоретический вывод. Очевидно, бес-

смысленно с точки зрения оптимизации урожая 

смешивать виды, у которых показатель b>1. В 

этом случае всегда урожайность (продуктив-

ность) смешанного сообщества будет ниже, чем 

максимальная для монокультуры наиболее про-

дуктивного из смешиваемых видов при мини-

мальной плотности. Так, судя по данным [30], 
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изображенным на рисунке 1, подсолнечник и 

пшеница характеризуются показателем b1,3, то 

есть превышающим единицу. Поэтому смешан-

ные посевы с их участием будут невыгодными 

по сравнению с монокультурами, даже если уда-

стся технически решить проблему раздельного 

сбора урожая, скажем, зерна пшеницы и какой-то 

другой подсаженной к ней культуры.  А вот для 

кукурузы, напротив, поскольку b0,8 меньше 

единицы, продуктивность с ростом плотности 

будет возрастать (рисунок 2). Значит, в смешан-

ных посевах можно добиться не только устойчи-

вости, но и большой продуктивности, грамотно 

подбирая плотность посадки этого растения с 

конкурирующими дополнительными культура-

ми, как например, это сделано в работе [2] в 

смешанных посевах кукурузы и амаранта. По 

сути, здесь уже не идет речь о конкуренции, ибо 

если внутри вида продуктивность возрастает с 

ростом плотности насаждения, значит конкурен-

ция на уровне индивидуума (формула 1 для мас-

сы индивидуального растения) с избытком ком-

пенсируется выгодой от совместного освоения 

ресурса и устойчивого существования для куль-

тур с b<1, поскольку суммарная продуктивность 

всего сообщества у них возрастает с увеличени-

ем плотности насаждения. 

Получив фундаментальные сведения об 

индивидуальном росте культур в зависимости от 

плотности посадки, можно перейти к прикладной 

проблеме планирования урожайности (продук-

тивности) в смешанных посевах. Причем степен-

ной ряд соответствующей базовой зависимости 

(3) позволяет сделать это достаточно просто не 

только для парных, но и для множественных 

взаимодействий любого числа видов (n). Для на-

чала запишем формулу для расчета некоего ре-

ферентного урожая, который бы формировало 

смешанное сообщество при отсутствии конку-

рентных взаимоотношений различных растений 

друг с другом (межвидовой конкуренции). В 

этом случае срабатывал бы лишь фактор внутри-

видовой конкуренции за ресурс, отражаемый за-

висимостью (3). Тогда общая урожайность (про-

дуктивность), очевидно,  является суммой уро-

жаев каждого вида и определяется уравнением: 
 

Р®






n

1i

b1
ii

b1
33

b1
22

b1
11

i321 ρa.....aaa
, (4) 

 

где Р® – суммарная референтная продуктивность, 

i, ai, bi – плотность посадки i-той культуры и 

соответствующие коэффициенты для нее по 

формуле (3). Так, например, для смеси кукурузы 

и амаранта при густоте посева 400 и 200  штм
–2

 

получаем «референтный» урожай Р® = 

45,54400
0,2318

+18,234200
0,3522

 = 300 гм
–2

. Анало-

гичная прямая оценка суммарного урожая двух 

культур при таких плотностях по опытам [21] 

составила 312 гм
–2

, то есть величину близкую к 

расчетной.  

В реальности для культур с b>1 начнет 

действовать фактор межвидовой конкуренции, 

который будет понижать референтную величину 

Р®. В культурах с b<1 конкуренция, как уже от-

мечалось выше, будет блокироваться выгодой от 

совместного проживания, поэтому реальный 

урожай (продуктивность) в смешанных посевах 

таких культур будет выше, чем величина Р®.  

Наиболее простой и очевидный способ учета 

взаимного влияния культур – суммирование 

плотностей насаждения разных видов в аргумен-

те функции (3), то есть включение наряду  с соб-

ственной плотностью плотности соседа или со-

седей – других видов. По-видимому, в дальней-

шем наряду с плотностью надо учесть различ-

ную способность видов воздействовать друг на 

друга с помощью некоего фактора (f), меняюще-

гося от нуля (нулевое влияние) до 1 (максималь-

ное воздействие), и тогда в аргумент функции (1) 

надо помещать не значения плотности, а их про-

изведение на данный фактор (f). Например, для 

парных взаимодействий (1f1)
1–b1 

+(2f2)
1–b2

  или, 

возможно, (1f)
1–b1 

+(2(1–f))
1–b2

. Но в данной 

работе мы будем считать виды равнозначными 

по взаимному воздействию (f=1) и ограничимся 

наиболее простым уравнением для определения 

продуктивности смешанного сообщества в сле-

дующей форме: 
 


























n

1i

b1n

1i
ii

b1
3213

b1
3212

b1
3211

i
3

21

)ρ(a.........)(a

....)(a....)(aР ,  (5) 

где Р – суммарная продуктивность, учитываю-

щая наряду с внутривидовыми факторы межви-

довых воздействий. И если для видов с b>1 это 

будут доминирующие конкурентные взаимоот-

ношения, понижающие продуктивность, то для 

культур с b<1 доминировать будут положитель-

ные (симбиотические) воздействия, увеличи-

вающие итоговую продуктивность. Так, для при-

веденного выше примера смешанных посевов 

кукурузы и амаранта  соответствующая оценка 

дает величину Р= 

45,54(400+200)
0,2318

+18,234(200+400)
0,3522

 = 374 

гм
–2

, то есть почти 25 % прибавки урожая по 

сравнению с референтной величиной в 300 гм
–2

. 

Отдельный интерес представляет смеше-

ние двух типов растительных культур с парамет-

рами b>1 и b<1. Для удобства  условимся их на-

зывать “b+” и  “b–” культурами, поскольку пер-

вые дают уменьшение, а вторые – увеличение 

продуктивности с ростом плотности насаждения. 

Так вот – при создании смешанных посевов на 

такой основе есть возможность увеличить уро-
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жайность b+ культуры за счет положительного 

воздействия b– растений при их соподчиненном 

положении, поскольку b+ культура усугубит их 

внутреннюю конкуренцию и выведет продуктив-

ность на более низкий уровень. Это имеет смысл 

делать при формировании сложных посевов 

культурных растений для повышения плодоро-

дия почвы (сидеральные b– растения), защиты от 

сорняков, болезней и вредителей растений. На-

пример, находим такое уравнение [30] для зави-

симости массы растения от плотности для клеве-

ра красного (Trifolium pratense): lg(B)=3,36–

1,33lg(), что в переводе в модель (1) даст: 

В=2290,87
–1,33

. Поскольку показатель b=1,33 

больше единицы, клевер является культурой b– 

типа. Смешивать его с аналогичной b– культу-

рой, например, пшеницей или подсолнечником, 

очевидно, бесполезно, поскольку неизбежно воз-

никнет обоюдная потеря продуктивности из-за 

конкуренции. И на практике обычно применяет-

ся разделение посевов во времени (севооборот), 

когда сидераты высаживаются отдельно для 

улучшения почвы, в частности для обогащения 

азотом. Однако теоретически (автор заведомо 

просит прощения, если он делает ошибку в агро-

номии, не являясь здесь специалистом), есть 

возможность увеличения урожая b+ культуры, 

например кукурузы, при совместном выращива-

нии с клевером. Так, при плотности посадки ку-

курузы из предыдущего примера в 400 штм
–2

 

продуктивность монокультуры составит 

45,54400
0,2318 

= 183 гм
–2

. В смеси же с клевером 

при такой же плотности посадки суммарная про-

дуктивность будет Р= 

45,54(400+400)
0,2318

+2290,87(400+400)
–0,33

 = 467 

гм
–2

, причем на долю кукурузы придется 215 

гм
–2

, то есть на 32 гм
–2

, или на 17 % больше чем 

при выращивании в монокультуре. Дополни-

тельно будет полезный эффект повышения пло-

дородия почвы и снабжения кукурузы азотом, 

что снизит затраты на удобрения.  

Также, вполне вероятно, правильнее ис-

пользовать более жесткий принцип расчета при 

планировании урожайности, когда вначале счи-

тается масса индивидуального растения данного 

вида с учетом прибавления плотности от других 

видов, а потом эта масса умножается на числен-

ность данного вида для получения показателя 

урожайности, который далее суммируется по 

всем видам. Аналогичная (5) формула при этом 

примет вид:  


























n

1i

bn

1i
iii

b
32133

b
32122

b
32111

i
3

21

)ρ(a.........)(a

....)(a....)(aР   (6) 

Очевидно, при таком «жестком» расчете 

урожайность смеси будет всегда меньше рефе-

рентной. Так, для примера «кукуруза–амарант» 

из работы [21] имеем в этом случае суммарную 

продуктивность Р= 40045,54(400+200)
–

0,7682
+20018,234(200+400)

–0,6478
 = 192 гм

–2
, что 

значительно меньше суммарной референтной 

продуктивности (Р® = 

45,54400
0,2318

+18,234200
0,3522

 = 300 гм
–2

. Вместе 

с тем это больше, чем  продуктивность каждой 

взятой по отдельности культуры (183 гм
–2

 для 

кукурузы и 118 гм
–2

 для амаранта)   при тех же 

плотностях посадки. То есть при «жестком» пла-

нировании получается, что продуктивность от-

дельно взятых культур в смешанных посевах 

всегда меньше, чем в монокультуре, но выгода 

смешанного посева возникает от общего увели-

чения продуктивности и, вероятно, устойчивости 

такого ценоза при совместном выращивании не-

скольких видов растений на одной и той же 

площади. Ведь хотя каждое из растений в моно-

культуре даст большую продуктивность при той 

же плотности посадки, чем в смешанном посеве,  

для выращивания (n) видов в монокультуре, оче-

видно, потребуется и (n) участков и  (n) затрат на 

их обработку, тогда как при совместном выра-

щивании достаточно лишь одного участка с ми-

нимальными затратами.  

Сделаем и еще одну оговорку, что все при-

веденные выше расчеты по планированию уро-

жая (продуктивности) справедливы только в 

пределах действия (области определения) моде-

лей (1) и (3). Поскольку они являются эмпириче-

скими, нельзя, чтобы суммарная плотность по-

садки превышала предельную численность рас-

тений на квадратном метре в экспериментах с 

монокультурой. То есть если в экспериментах с 

кукурузой [21], по которым оценивались пара-

метры моделей (1), (3), предельная плотность 

была 800 штм
–2

, нельзя, чтобы суммарная плот-

ность растений смешанного посева (двух, трех и 

более видов) в формуле для расчета урожайности 

(5) или (6) превысила эту величину.  

До сих пор мы рассматривали только чисто 

биотические связи (взаимоотношения растений 

друг с другом) на фоне относительно выровнен-

ных и одинаковых для взаимодействующих ви-

дов факторов внешней среды. Однако, как уже 

отмечалось во введении, абиотические контро-

лирующие факторы и, в частности, эдафический 

здесь будут играть не меньшую роль. В резуль-

тате в нелинейной динамической системе «поч-

ва–растения» могут возникать сложные режимы 

(триггерные, колебательные), при которых пус-

ковым фактором (бифуркационным параметром) 

может быть то или иное динамичное свойство 

почвы, например, ее влажность или связанный с 

ним параметр осадков (полива).  
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Чтобы проиллюстрировать это положение, 

попытаемся скомбинировать классическую мо-

дель конкурентных взаимоотношений Лотки-

Вольтерра с триггерной моделью роста в зависи-

мости от осадков (влажности почвы), предло-

женной в нашей работе [12]. Система Лотки-

Вольтерра для парных конкурентных взаимодей-

ствий имеет вид [19]:  

)
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,                             (7) 

где  Х1,2 – численности конкурирующих видов, 

К1,2 – емкости среды для видов,   r1,2 – мальтузи-

анские параметры их роста,  1,2 – безразмерные 

параметры конкуренции. В модели предполага-

ется,  что численность вида Х1 снижает скорость 

роста  для вида Х2 пропорционально отношению 

Х1/К2  с коэффицинтом конкурентной мощности 

1. Для самого вида Х1 справедливо такое же 

(симметричное) воздействие со стороны числен-

ности Х2. Стационарными состояниями системы 

(7) являются следующие возможные значения 

переменных Х1,2: 

     Х1=0,    

   Х1=К1–Х1– 1 Х2,                                     (8) 

     Х2=0,    

  Х2=К2 –Х2–2 Х1.    

 

 

 

Рис. 3. Графический анализ устойчивости и режимов поведения классической модели конкуренции  

Лотки-Вольтерра (см текст). 
 

При этом очевидно, что состоянию с ну-

левой численностью соответствует ситуация 

вытеснения одного вида другим.  

Анализ устойчивости стационарных со-

стояний по Ляпунову показывает, что устойчи-

вость и режимы поведения (7) определяются 

взаимным расположением двух характеристи-

ческих прямых в фазовом пространстве (Х1,Х2): 
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,            (9) 

Если прямая 1 находится над прямой 2, 

то есть выполняются условия 2>K2/K1  и 

1<K1/K2,  первый вид вытесняет второй (ри-

сунок 3). При обратном расположении прямых 

(2<K2/K1  и 1>K1/K2), второй вид вытесняет 

первый. При пересечении прямых так, что 

2<K2/K1  и 1<K1/K2  (малая конкурентная 

способность обоих видов, так  что параметры 

конкуренции меньше отношений емкостей сре-

ды), оба вида сосуществуют, то есть устойчивы 

оба стационарных состояния с ненулевой чис-

ленностью. И, наконец, при обоюдно большой 

конкурентной мощности видов (2>K2/K1  и 

1>K1/K2) все определяется начальными усло-

виями (первоначальной численностью видов 

при посеве или интродукции). При этом воз-

можно, в зависимости от взаимного соотноше-

ния первоначальной численности, как сосуще-

ствование обоих видов, так и гибель одного или 

другого.  

В целом система (7) демонстрирует триг-

герные режимы при которых возможно пере-
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ключение от устойчивого сосуществования 

обоих видов к вытеснению одного или другого, 

когда для вытесняемого вида  устойчивым ста-

новится стационарное состояние с нулевой 

численностью. Все эти режимы присутствуют и 

в реальных сообществах, однако регулирую-

щим фактором (переключателем режимов) 

здесь может служить внешнее управление, в 

частности обеспечение растений влагой.  

Дополним модель (7) подобным факто-

ром, включив в нее еще одно уравнение, опи-

сывающее динамику влажности почвы: 

kWP
dt

dW

)
Ws/WK

X

K

X
1(Xr

dt

dX

)
Ws/WK

X

K

X
1(Xr

dt

dX

2

1
2

2

2
22

2

1

2
1

1

1
11

1









,                (10) 

где W – запас доступной влаги в корнеобитае-

мой толще, мм, Р – интенсивность поступления  

осадков (поливной влаги) в почву, Ws – пре-

дельная величина запаса влаги, соответствую-

щая пористости, k – константа водообмена (ин-

тенсивности внутрипочвенного оттока и физи-

ческого испарения влаги).  

Для удобства анализа и численных экс-

периментов обезразмерим модель (10), исполь-

зуя нормировку переменных  Х1,2  по емкостям 

среды К1,2, а влажности – по максимальному 

значению Ws, как это уже заложено в модель 

(10). В результате вместо (10) получим: 
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Здесь х1 =Х1/К1, х2=Х2/К2, w=W/Ws – без-

размерные переменные численности видов и 

относительной влажности (степени насыщен-

ности почвы влагой), меняющиеся в диапазоне 

от 0 до 1.  

Поскольку третье уравнение в (11) ли-

нейное, динамическая система будет характе-

ризоваться теми же потенциальными режима-

ми,  что и (7), отраженными на рис. 3, только в 

зависимости от управляющего параметра 

w=W/Ws (индекса водно-воздушного режима 

по [14]). Проиллюстрируем их в численных 

экспериментах с моделью (11), используя сис-

тему Matlab 7 [3, 4]. Зададим неизменными для 

всех вариантов несколько базовых параметров: 

Ws=1000, k=1, r1=r2=0,1, K1=1, K2=2. Здесь и 

далее размерности влажности (запасов влаги) 

почвы W, Ws и осадков Р выбраны линейными, 

например, мм и мм/год, размерности парамет-

ров Х1,2 и К1,2 соответствуют  численности рас-

тений, например штм
–2

,  размерности  r1,2  и k – 

обратные времени, например год
–1

, сами же пе-

ременные х1, х2, w после нормировки (см выше) 

стали безразмерными величинами, равно как и 

параметры конкуренции 1, 2. Численный 

пример носит абстрактный характер, но он 

ближе всего к конкурентным взаимоотношени-

ям древесной растительности с характерными 

периодами роста (выхода на стационарное со-

стояние) порядка 100–200 лет.  

Для достаточно быстрых скоростей по-

ступления и удаления влаги из почвы по срав-

нению с темпами роста древостоя можно счи-

тать запасы влаги в почве близкими к стацио-

нарным (установившимся), и тогда, очевидно, 

критерии смены (бифуркации) режимов клас-

сической системы Лотки-Вольтерра  трансфор-

мируются для новой системы (11) в такие: вме-

сто 2><K2/K1 и 1><K1/K2,  будет 

2><K2/{K1+P/(Wsk)}и  1><K1/{K2+P/(Wsk)}.  

Рассмотрим характерные режимы системы 

(11). Они, как и сама система, нелинейны и отно-

сятся к так называемым триггерным режимам. 

Первый случай (рисунок 4 А)  соответствует  си-

туации 2>K2/{K1+P/(Wsk)} и 

1<K1/{K2+P/(Wsk)} при  числовых значениях из-

меняемых в эксперименте параметров P=400, 1=1, 

2=1. В этом случае происходит вытеснение перво-

го вида вторым. Для первого вида устойчивым 

становится стационарное состояние с нулевой чис-

ленностью и, как видно из графика, относительная 

численность (безразмерная переменная х1) выходит 

на этот уровень за срок порядка 100–120 лет. 

Уменьшим показатели 1 до 0,3 и увеличим  2 до 

3. В этом случае выполняются неравенства 

2<K2/{K1+P/(Wsk)} и 1>K1/{K2+P/(Wsk)}. Это 

означает, что устойчивым становится состояние с 

нулевой численностью для второго вида, а для 

первого, наоборот,  устойчивым будет ненулевое 

стационарное состояние, численно равное единице 

(для безразмерной переменной х1). Численный экс-

перимент подтверждает это (рисунок 4 Б) – первый 

вид действительно вытесняет второй. При 1=0,3, 

2=1 выполняются неравенства 

2<K2/{K1+P/(Wsk)} и 1<K1/{K2+P/(Wsk)}, что 

означает устойчивое сосуществование обоих ви-

дов. И действительно, компьютерное моделирова-

ние показывает, что оба вида достигают устойчи-

вых стационарных состояний с ненулевой относи-

тельной численностью порядка 0,7 долей от соот-

ветствующих емкостей среды (рисунок 4 В).  
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Рис. 4. Численное моделирование триггерных режимов конкуренции растений.  

Неизменные параметры модели (11): Ws=1000, k=1, r1=r2=0,1, K1=1, K2=2. А-Е различные варианты поведения 

системы (11) (см текст). По оси абсцисс – время (годы), по оси ординат – безразмерные переменные х1 и х2. 
 

Наконец, при 2>K2/{K1+P/(Wsk)} и 

1>K1/{K2+P/(Wsk)}, чему соответствуют значе-

ния 1=1, 2=3, возникает наиболее интересная 

ситуация классической системы конкурентных 

взаимоотношений, когда все определяется началь-

ными условиями. Так, если начальная плотность 

для обоих видов будет одинаковой и составит, как 

и в предыдущих экспериментах, 0,1 долей от емко-

стей среды  (х1
0
= х2

0
=0,1), побеждает второй вид, а 

первый гибнет (рисунок 4 Г). Однако увеличение 

начальной плотности насаждения первого вида в 

два раза до 0,2 единиц  (х1
0
= 0,2, х2

0
=0,1) меняет 

ситуацию на противоположную – угнетается и 

гибнет второй вид, а первый выживает (рисунок 4. 

Д). Это, повторяем, весьма интересная ситуация 

возникает на фоне дефицита осадков (Р=400 

мм/год). Напомним, что согласно лесораститель-

ным исследованиям, (см, например, Мигунова, 93) 

леса обычно угнетены в районах, где выпадает ме-

нее 400 мм осадков; при количестве доступной 

влаги менее 300 мм естественные леса отсутствуют 

вообще, а искусственные посадки неустойчивы и 

недолговечны. В этом случае параметр увлажнения 

(осадки или влажность почвы) является критиче-

ским и определяет вытеснение более адаптирован-

ным к дефициту влаги видом конкурента, у кото-

рого транспирационные потребности выше.  

Увеличим поступление осадков до 1000 

мм/год, то есть до уровня влагоемкости зоны кор-

невого водопотребления в почве в 1000 мм (при-

мерно трехметровая толща с пористостью в 1/3 от 

объема). Столь высокие нормы поступления влаги 

характерны в естественных условиях для влажных 

вечнозеленых экваториальных и тропических ле-

сов, где, как известно, наибольшая продуктивность 

(200–350 цга
–1
год

–1
 и выше) и биоразнообразие 

200–300 сосудистых растений на гектар. Числен-

ный эксперимент с моделью (11) показывает, что 

при таком обилии влаги оба вида сосуществуют, 

несмотря на различия в конкурентной мощности и 

исходной численности (плотности насаждения) 

растений (рисунок 4 Е). 
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Завершая работу, отметим еще одно нетри-

виальное, на наш взгляд, соображение, которое 

позволит соединить первую и вторую части данно-

го исследования. Обычно при количественной 

оценке и моделировании продукционного процесса  

считается, что численность  и биомасса организмов 

(прирост, продуктивность) пропорциональны друг 

другу, однако базовая формула (3) указывает на 

более сложный (нелинейный) характер зависимо-

сти между этими величинами. Пропорциональ-

ность (квазилинейность) сохраняется лишь в не-

большом начальном интервале изменений числен-

ности, а за его пределами увеличение численности 

сопровождается замедленным изменением продук-

тивности. Мало того, только для b+ культур увели-

чение численности дает прирост продуктивности, а 

для b– растений, напротив, из-за повышенной кон-

куренции фитомасса и продуктивность падают.  

Вышеизложенное означает, что если иссле-

дуется численность растений и для этого исполь-

зуются динамические модели конкурентного роста 

под действием управляющих факторов – эдафиче-

ских, как в (11), при переходе от численности к 

биомассе надо использовать эмпирические функ-

ции типа (3) для прироста в сообществе или (1) для 

массы индивидуальных растений. В качестве при-

мера приведем один из возможных вариантов по-

добного расчета для количественного моделирова-

ния численности древостоя по данным из рис 4 Б 

(вытеснение видом Х1 конкурента Х2). Зададим в 

соответствии с диапазонами величин для ели из 

[30] значения емкостей среды по численности 

К1=2000 и К2=4000 штга
–1

, а параметры формулы 

(3) а = 1000 тга
–1

 и b = 0,8. После умножения без-

размерных величин относительной плотности по-

садки х1,2  на указанные выше емкости К1,2 получим 

кривые динамики численности видов Х1 и Х2 (ри-

сунок 5 А). Теперь пересчитаем численность на 

прирост (продуктивность) фитомассы, используя 

формулу (3) с означенными выше параметрами а, 

b. Данные представлены на рисунке5 Б. 

 

Рис. 5. Пример нелинейного соответствия динамики численности древостоя и характеристик его прироста  

(продуктивности) и общей биомассы (запаса насаждения) по данным моделирования конкурентных отношений. 

Х1,2, Р1,2, М1,2 – соответственно численность, продуктивность и запас фитомассы. 
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Как видно, вначале прирост падает у обоих 

конкурирующих видов в связи с нарастанием 

плотности насаждения на временном отрезке       

0–40 лет. Далее, с отметки  36 лет (точка пересе-

чения кривых прироста), начинается подавление 

видом Х1 конкурента Х2 с соответствующим спа-

дом численности Х2. Но, поскольку прирост по 

массе в связи с формулой (3) нелинейно связан с 

численностью и возрастает с ее уменьшением, на 

графике мы видим, что кривая Р2 устремляется 

вверх и прирост Р2 становится больше, чем Р1 у 

конкурента с большей численностью. Просумми-

ровав нарастающим итогом по годам приросты Р1 

и Р2, можно построить кривые динамики запаса 

(М1,2) фитомассы (рис. 5 Б). Можно убедиться, что 

М2<M1 на промежутке от 0 до 100 лет, но «в ноль» 

масса вытесняемого вида М2 не уходит в отличие 

от его численности; напротив, она имеет тенден-

цию к возрастанию на последних этапах вытесне-

ния из за нелинейной связи прироста и численно-

сти в соответствии с (3). Конечно, пример сильно 

утрирован и далек от реальности, поскольку не 

учитывает множество механизмов подавления не 

только численности, но и фитомассы конкури-

рующих видов у растений. Однако он призван по-

казать возможность сильного несоответствия ко-

личественных характеристик численности (плот-

ности насаждения) и биомассы вследствие конку-

рентных отношений, описываемых фундаменталь-

ной зависимостью (1), а значит, и неправомочность 

традиционно используемых прямых (пропорцио-

нальных) пересчетов численности организмов на 

биомассу в большинстве моделей динамики фито-

ценозов и экосистем в целом. 

Резюмируя результаты исследования, еще 

раз подчеркнем важность проблемы количествен-

ной оценки и моделирования нелинейных связей и 

эффектов конкурентных взаимоотношений расти-

тельности и ее учета при планировании урожайно-

сти (продуктивности), устойчивости и функциони-

рования смешанных культур. 

Выводы: 

1. Анализ известных данных конкурентных 

взаимоотношений разных видов растений указыва-

ет на несостоятельность якобы универсального 

закона «3/2» для зависимости индивидуальный 

массы (привеса) растения от плотности (густоты) 

посадки. Указанная эмпирическая зависимость в 

общем носит нелинейный степенной характер, 

причем показатель степени b может быть как 

больше, так и меньше единицы, чему соответству-

ет два принципиально различных типа культур, 

условно названные “b–“ и  “b+’-культуры. 

2. Для  b– культур характерно уменьшение 

общей урожайности (продуктивности) с ростом 

плотности насаждения, тогда как для b+ растений, 

продуктивность, напротив, возрастает при увели-

чении густоты посадки.   

3. Степенной характер базовой зависимости 

продуктивности от плотности насаждения теоре-

тически позволяет планировать урожайность в 

смешанных посевах по весьма простым формулам, 

причем не только для пары конкурентов, но и для 

любого числа смешиваемых видов. 

3. Смешивание b– культур с практической 

точки зрения неэффективно, поскольку заведомо 

ведет к сильному понижению урожайности (про-

дуктивности) по сравнению с монокультурами 

данного типа. 

4. Смешивание b+ культур, напротив, может 

быть эффективно с данной точки зрения, так как 

наряду с устойчивостью и биоразнообразием по-

вышает продуктивность насаждений. Смеси на ос-

нове b+ и b– культур также могут быть выгодными 

для b+ группы  растений, а также агроэкосистемы в 

целом в случае сидеральных b– видов.  

5. Нелинейная динамическая система «кон-

курирующие растения – почва» демонстрирует 

триггерное поведение, характеризующееся как вы-

теснением одних видов другими, так и возможно-

стью их совместного существования, причем 

управляющим параметром переключения из одно-

го режима в другой служит контролирующий про-

дуктивность эдафический фактор, например, сте-

пень увлажнения почвы или осадки. 

6. Нелинейная связь между продуктивно-

стью и численностью организмов не позволяет без 

ее выявления на количественном уровне произво-

дить оценку прироста и запасов фитомассы по 

данным о динамике численности растений в усло-

виях конкурентных взаимоотношений. 
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