МОМЕНТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛОЖНОГО ЗАКОНА ПУАССОНА С ОБОБЩАЮЩИМ ПУАССОНОВСКИМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

А.Г. Белов, В.Я. Галкин

Введение. При описании множественных процессов в различных областях естествознания приходится сталкиваться с законом Пуассона, обобщенным пуассоновским же распределением [1,8,13,14]. К таким моделям приводит следующая стохастическая постановка.

Рассмотрим дискретную случайную величину (с.в.)
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являющуюся взвешенной суммой  k  независимых пуассоновских с.в. 
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а её функция вероятностей (ф.в.) 
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 может быть записана в виде (k-1)–мерной суммы со связями [1,2]:
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здесь приняты обозначения 
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для любых целых l ( j, [z] – целая часть числа z. 

Рассмотрим теперь условную с.в. (((,   имеющую пуассоновское распределение с параметром ((, 0 <( ( 1, (((  ( Po(((). Формулы х.ф. и ф.в. для рассматриваемой ниже с.в. (  соответственно равны 
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где 
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 степени  n [2,3] задаются экспоненциальной производящей функцией (э.п.ф.) 
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представимы в виде [3]
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и удовлетворяют рекуррентным соотношениям для  n=0,1,…
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 порождаются э.п.ф. [2, 4, 7]
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 В настоящей статье изучены явные выражения и имеющиеся рекуррентности всевозможных моментных характеристик с.в. ( . Как следствия для k=1,2 приведены моменты и рекуррентные соотношения на них соответственно распределений Неймана 
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I. Семиинварианты. Пожалуй, наиболее просто записываемыми из всех моментных характеристик оказываются семиинварианты (обычные  
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 – [5,с.110]). Производящая функция факториальных семиинвариантов  
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. Обращения (8) и явный вид многочленов 
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Следствие. При k=1, т.е. для распределения 
[image: image32.wmf])

,

(

1

e

l

Ne

, факториальные семиинварианты имеют вид


[image: image33.wmf]),

0

)

((

,...

2

,

1

,

)

(

)

(

)

1

(

0

1

1

)

1

(

)

1

(

=

=

=

=

k

e

l

l

e

k

r

g

r

r

r

r



а факториальные семиинварианты распределения 
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Обозначим для 
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Утверждение 1. 
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Доказательство.  Воспользовавшись справедливостью равенств
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из соотношения (9) имеем
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Утверждение 2. Для r,k=1,2,…
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легко проверяется.

Следствия. Рекуррентные соотношения на факториальные семиинварианты распределений 
[image: image44.wmf])
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Производящая функция семиинвариантов  
[image: image47.wmf])
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Её обращение для r=1,2,… записывается как 


[image: image49.wmf].

)}

1

(

exp{

)

(

)

(

)

(

0

1

0

=

=

=

-

-

=

-

=

å

t

it

r

r

k

j

j

r

t

r

r

r

r

e

j

dt

d

i

t

s

dt

d

i

e

l

k



Числа Стирлинга первого (
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Тогда для любого r=1,…,k имеем
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где
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–  полиномы Стирлинга,  для которых справедливы рекуррентные соотношения [2, 3]
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Следствия. Семиинварианты распределения 
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а семиинварианты распределения 
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Докажем рекуррентное соотношение на семиинварианты, связывающее  
[image: image63.wmf])
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Утверждение 3. Для фиксированного натурального k
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Доказательство. Из (10) и (12) имеем
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Далее, принимая обозначение 
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Подставив это тождество в (15), приходим к (14).

Следующее дифференциально-рекуррентное соотношение дает 
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Утверждение 4. При r=1,2,… и фиксированном натуральном k
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Доказательство. Справедливость (16) следует из (10) и двух вспомогательных представлений:
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Первое равенство следует из (13), так как при  
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Для вывода второго достаточно умножить очевидное соотношение 
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Следствия. Рекуррентные соотношения на семиинварианты распределений 
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II. Факториальные и биномиальные моменты. Здесь пойдёт речь о факториальных  
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)

(

a

 и биномиальных 
[image: image83.wmf]r

B

 моментах распределения (1). Явный вид 
[image: image84.wmf]r

)

(

a

 может быть получен из обращения п.ф. факториальных моментов 
[image: image85.wmf])

1

(

t

P

+

:


[image: image86.wmf],

)

1

(

exp

)

1

(

)

(

)

(

0

1

0

=

=

=

þ

ý

ü

î

í

ì

-

=

+

=

=

å

t

k

j

jt

j

r

r

t

r

r

r

r

e

dt

d

t

P

dt

d

E

e

l

x

a




где 
[image: image87.wmf]).

1

)...(

1

(

)

(

+

-

-

=

r

r

x

x

x

x
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Следствия. Факториальные моменты распределения 
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факториальные моменты распределения 
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Рекуррентные соотношения на факториальные моменты 
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Следствия. При всех r=0,1,… факториальные моменты 
[image: image102.wmf])
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при этом 
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Поскольку для биномиальных моментов 
[image: image112.wmf]!
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Следствия. Для биномиальных моментов 
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III. Начальные моменты. Явный вид начальных моментов (r  получается из производящей функции моментов (п.ф.м.)
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путем её дифференцирования в нуле 
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При замене 
[image: image132.wmf])

1

(

-

=

t

e

e

t

через индукцию, осуществляя переход от r к r+1 по известной треугольной рекуррентности


[image: image133.wmf],

1

,

1

,

)

0

(

0

)

1

(

)

(

)

(

1

=

£

£

+

=

-

+

s

s

s

s

n

m

m

m

n

m

n

m

n


(24)

 получим в силу (3)
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Полагая 
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В частности, отсюда и из (20), (21), (17), (18), (10), (14), (9) 
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Следствия. Начальные моменты 
[image: image139.wmf])

1

(

r

a

 распределения Неймана 
[image: image140.wmf])

,

(

1

e

l

Ne

 являются многочленами степени 
[image: image141.wmf]r

2

 от 
[image: image142.wmf]e

l

,

1



[image: image143.wmf],...,

1

,

0

,

)

(

)

(

(m)

r

0

1

0

1

(m)

r

)

1

(

=

=

=

å

å

å

=

=

=

r

S

r

l

m

l

m

m

r

l

l

r

m

m

m

r

s

e

s

l

l

e

s

a


(26)
а начальные моменты 
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Рекуррентные соотношения на 
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получим рекуррентное равенство для 
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и дифференциально-рекуррентное соотношение
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Для доказательства воспользуемся (25) и треугольной рекуррентностью (24) (
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Остается заметить, что первое слагаемое здесь есть 
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 умножить обе его части на  
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что, как легко видеть, совпадает с доказываемым.

 При выводе рекуррентности по числу 
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 обозначим 
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Утверждение 5. Для всех 
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(28)

Доказательство. Действительно, из обращения п.ф.м. (23) имеем
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Сделав замену переменной 
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где 
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Наконец, сменив еще два раза порядок суммирования, приходим к (28).
Следствия. Начальные моменты 
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начальные моменты  
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и являются многочленами степени 
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IV. Центральные моменты. П.ф. 
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В нашем случае в силу (23) имеем
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И, следовательно, 
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Отсюда и из (9), в частности, получается дисперсия с.в. 
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Следствия. Центральные моменты распределений 
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Перейдем к выводу рекуррентностей на 
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простым преобразованием получим при 
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Утверждение 6. Дифференциально-рекуррентные соотношения на 
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Доказательство. Введем дифференциальный оператор  
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имеем 
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(последнее равенство следует из 
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формулы Лейбница и (31)). Первое соотношение (33) доказано.

Далее, так как 
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то дифференцирование по формуле Лейбница с последующим 
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т.е. после группировки соответствующих членов в правой части, 
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Отсюда, воспользовавшись (31) и определением 
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что, как легко видеть, совпадает со вторым соотношением (33).


Следствия. Первое рекуррентное соотношение (33), справедливое при всех целых неотрицательных 
[image: image224.wmf]r

, по существу «действует», начиная с 
[image: image225.wmf]2

=

r

. Так что для центральных моментов распределения с учетом (31) последовательно будет

[image: image226.wmf]å

å

å

=

=

=

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

=

+

+

=

k

j

j

k

j

k

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

1

4

4

3

3

2

2

3

2

5

1

1

3

3

2

2

2

2

4

2

2

3

).

10

25

15

1

(

10

),

6

7

1

(

3

),

3

1

(

e

e

e

e

l

e

m

m

m

e

e

e

l

e

m

m

e

e

l

e

m





Рекуррентность по числу 
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 центральных моментов 
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выводится аналогично (28). 

Утверждение 7. Для всех 
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(34)

Доказательство. Из обращения п.ф. (29) и формулы Лейбница
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Следовательно, из (30) последний сомножитель равен 
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Пользуясь тем, что 
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т.е. первую часть утверждения, а сменив все порядки сумм, - и вторую.


Следствия. Для центральных моментов распределений 
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