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Èñòîðèÿ âîïðîñà

À. Ã. Êóðîø (1941) ñôîðìóëèðîâàë ïðîáëåìó Áåðíñàéäà

äëÿ àëãåáð êîíå÷íîãî èíäåêñà.

Âåðíî ëè, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæä�åííàÿ íèëü-àëãåáðà

êîíå÷íîãî íèëü-èíäåêñà íèëüïîòåíòà?

Âåðíî ëè, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæä�åííàÿ àëãåáðà êîíå÷íîãî

èíäåêñà êîíå÷íîìåðíà?

È. Êàïëàíñêèé (1948) îòâåòèë íà âîïðîñ Êóðîøà,

îòêàçàâøèñü îò óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè èíäåêñà.

À. È. Øèðøîâ (1958) óëó÷øèë ðåçóëüòàò Êàïëàíñêîãî,

òðåáóÿ àëãåáðàè÷íîñòè òîëüêî ýëåìåíòîâ àëãåáðû,

ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìåíåå ÷åì n ïîðîæäàþùèõ.
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Èñòîðèÿ âîïðîñà

Îïðåäåëåíèå

Íàçîâ�åì àëãåáðó A àëãåáðîé îãðàíè÷åííîé âûñîòû h = HtY (A)

íàä ìíîæåñòâîì ñëîâ Y = {u1, u2, . . .}, åñëè h � ìèíèìàëüíîå

÷èñëî òàêîå, ÷òî ëþáîå ñëîâî x èç A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x =
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αiu
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j(i,1)

u
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,

ïðè÷åì {ri} íå ïðåâîñõîäÿò h. Ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ

áàçèñîì Øèðøîâà èëè s-áàçèñîì äëÿ àëãåáðû A.
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Èñòîðèÿ âîïðîñà

À. È. Øèðøîâ äîêàçàë, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæä�åííàÿ àëãåáðà ñ

äîïóñòèìûì ïîëèëèíåéíûì òîæäåñòâîì èìååò îãðàíè÷åííóþ

âûñîòó íàä ìíîæåñòâîì ñëîâ íàä ïîðîæäàþùèìè äëèíû

ìåíüøåé n, ãäå n � ñòåïåíü òîæäåñòâà.

Èñïîëüçóÿ ëèíåàðèçàöèþ, èç òåîðåìû Øèðøîâà î âûñîòå

ìîæíî âûâåñòè, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæä�åííàÿ àëãåáðà ñ

äîïóñòèìûì ïîëèíîìèàëüíûì òîæäåñòâîì èìååò îãðàíè÷åííóþ

âûñîòó íàä ìíîæåñòâîì ñëîâ íàä ïîðîæäàþùèìè ìåíüøåé,

÷åì n äëèíû, ãäå n � ñòåïåíü òîæäåñòâà.
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Îöåíêè âûñîòû

Îöåíêè â äîêàçàòåëüñòâå À. È. Øèðøîâà íîñÿò
óïðîù¼ííûé ðåêóðñèâíûé õàðàêòåð.

À. Ò. Êîëîòîâ (1982) ïîëó÷èë îöåíêó Ht(n, l) 6 l l
n
.

Å. È. Çåëüìàíîâ (1993) ïîñòàâèë âîïðîñ â Äíåñòðîâñêîé
òåòðàäè îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ðîñòå (ïî n) êëàññà
íèëüïîòåíòíîñòè êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî êîëüöà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî òîæäåñòâó xn = 0. Å. È. Çåëüìàíîâ
ïðåäïîëàãàë, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà ðîñòà �
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ.

À.ß.Áåëîâ äîêàçàë, ÷òî Ht(n, l) < 2nln+1, òåì ñàìûì
ïîäòâåðäèâ ïðåäïîëîæåíèå Å. È. Çåëüìàíîâà.
À. ß. Áåëîâûì äàíî îïèñàíèå ìíîæåñòâî ñëîâ, íàä
êîòîðûì âûñîòà îãðàíè÷åíà.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1 Ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ Å. È. Çåëüìàíîâà.

2 Äîêàçàíî, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëèíû ñëîâ, íå ñîäåðæàùèõ
ïåðèîä â ñòåïåíè d è íå ÿâëÿþùèõñÿ n-ðàçáèâàåìûìè, ãäå
n è d � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì d > n,
ðàñò¼ò íå áîëåå ÷åì ñóáýêñïîíåíöèàëüíî ïî d è n è
ëèíåéíî ïî ÷èñëó áóêâ â àëôàâèòå.

3 Äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ âûñîòà êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííîé
PI-àëãåáðû ñ äîïóñòèìûì ïîëèíîìèàëüíûì òîæäåñòâîì
ñòåïåíè n íàä ìíîæåñòâîì ñëîâ äëèíû ìåíüøå n ðàñò¼ò íå
áîëåå ÷åì ñóáýêñïîíåíöèàëüíî ïî ñòåïåíè òîæäåñòâà è
ëèíåéíî ïî ÷èñëó ïîðîæäàþùèõ.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

4 Äîêàçàíî, ÷òî âûñîòà â ñìûñëå Øèðøîâà
êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííîé PI-àëãåáðû ñ äîïóñòèìûì
ïîëèíîìèàëüíûì òîæäåñòâîì ñòåïåíè n íàä ìíîæåñòâîì
ñëîâ äëèíû ìåíüøå n ðàñò¼ò íå áîëåå ÷åì
ñóáýêñïîíåíöèàëüíî ïî ñòåïåíè òîæäåñòâà è ëèíåéíî ïî
÷èñëó ïîðîæäàþùèõ, òåì ñàìûì ïîëó÷åí ïîëíûé îòâåò íà
âîïðîñ Å. È. Çåëüìàíîâà, ïåðåêðûâàþùèé åãî
ïðåäïîëîæåíèå.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

5 Ïîëó÷åíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè íà ñóùåñòâåííóþ
âûñîòó â ñëó÷àå ïåðèîäîâ äëèíû 2, 3 è áëèçêîé ê ñòåïåíè
òîæäåñòâà, ïðè÷åì íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè îòëè÷àþòñÿ â
êîíñòàíòó ðàç äëÿ ñëîâ äëèíû 2; óñòàíîâëåíà ñâÿçü ñ
ïðîáëåìàìè ðàìñååâñêîãî òèïà.

6 Ïîëó÷åíà áëèçêàÿ ê ðåàëüíîñòè îöåíêà êîëè÷åñòâà
ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ n-ðàçáèâàåìûìè;
âïåðâûå â ðàìêàõ PI-òåîðèè ïðèâåäåíî ïåðå÷èñëåíèå
ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ n-ðàçáèâàåìûìè.
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Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû

òåîðèè êîëåö. Â ÷àñòíîñòè, òåõíèêà Â. Í. Ëàòûøåâà

ïåðåíîñèòñÿ íà íåïîëèëèíåéíûé ñëó÷àé. Àâòîðîì ïðåäëîæåíà

èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü

ñóáýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó â òåîðåìå Øèðøîâà î âûñîòå.

Àâòîð ïðèìåíèë ïðîáëåìàòèêó ðàìñååâñêîãî òèïà ê òåîðèè

âûñîòû â ñìûñëå Øèðøîâà.

Ìèõàèë Õàðèòîíîâ Îöåíêè, ñâÿçàííûå ñ òåîðåìîé Øèðøîâà î âûñîòå



Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç

îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, ïðåäìåòíîãî óêàçàòåëÿ è

ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðûé âêëþ÷àåò 119 íàèìåíîâàíèé.

Îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 107 ñòðàíèö.

Ãëàâà 1 ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì äèññåðòàöèè. Îíà ñîäåðæèò

îïèñàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû, öåëè ðàáîòû, ñïèñîê îñíîâíûõ

ðåçóëüòàòîâ è ñâåäåíèÿ îá àïðîáàöèè ðàáîòû.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ãëàâå 2 ïðèâåä�åí îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ,

èñïîëüçóåìûõ â äèññåðòàöèè, à òàêæå èñòîðèÿ âîïðîñà.

Îñâåùåíû òàêèå îáëàñòè, êàê òåîðèÿ êîëåö â êîíòåêñòå

ïðîáëåìàòèêè áåðíñàéäîâñêîãî òèïà è êîíöåïöèÿ âûñîòà â

ñìûñëå Øèðøîâà. Òàêæå îïèñûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûé àïïàðàò,

ÿâëÿþùèéñÿ áàçîé äëÿ ïðèâåä�åííûõ â äèññåðòàöèè

äîêàçàòåëüñòâ. Îïèñàíû ïðîäâèæåíèÿ â ïîèñêå îöåíîê âûñîòû

è èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé

îöåíêè èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè.

Òåîðåìà

Èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè l-ïîðîæäåííîé àëãåáðû àññîöèàòèâíîé

àëãåáðû ñ òîæäåñòâîì xn = 0 íå ïðåâûøàåò

227n12(log3 n+3 log3 log3 n+6).
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ãëàâå 4 äîêàçûâàåòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà âûñîòû â

òåîðåìå Øèðøîâà î âûñîòå.

Òåîðåìà

Âûñîòà ìíîæåñòâà ñëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ n-ðàçáèâàåìûìè, íàä

l-áóêâåííûì àëôàâèòîì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñëîâ äëèíû

ìåíüøå n íå ïðåâûøàåò Φ(n, l), ãäå

Φ(n, l) = 296l · n12 log3 n+36 log3 log3 n+91.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ãëàâå 5 ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè íà êîëè÷åñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ

ïîäñëîâ ñ ïåðèîäîì äëèíû 2, 3, (n − 1) ïðîèçâîëüíîãî íå

ÿâëÿþùåãîñÿ n-ðàçáèâàåìûì ñëîâà W . Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ

ïåðèîäîâ äëèíû 2, 3 ïðè ïîìîùè êîäèðîâêè îáîáùàåòñÿ äî

äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè ñóùåñòâåííîé âûñîòû. Êðîìå

òîãî, ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà íà ÷èñëî ïîäñëîâ ñ ïåðèîäîì 2,

è ýòà îöåíêà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì l îòëè÷àåòñÿ îò âåðõíåé

â 4 ðàçà.

Â ãëàâå 6 ïîëó÷åíà áëèçêàÿ ê ðåàëüíîñòè îöåíêà êîëè÷åñòâà

ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ n-ðàçáèâàåìûìè.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 7 ïîñâÿùåíà ñâîéñòâàì èçëîæåííîé â ñòàòüå

êîìáèíàòîðíîé òåõíèêè, å¼ ïëþñàì è ìèíóñàì. Òàêæå

îöåíèâàþòñÿ ïåðñïåêòèâû ýòîé òåõíèêè äëÿ óëó÷øåíèÿ îöåíîê

èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè è âûñîòû â ñìûñëå Øèðøîâà.

Îïèñàíà ñâÿçü ìåæäó êîìáèíàòîðèêîé ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ è

ïðîáëåìîé Øïåõòà.

Ìèõàèë Õàðèòîíîâ Îöåíêè, ñâÿçàííûå ñ òåîðåìîé Øèðøîâà î âûñîòå



Ðàáîòû àâòîðà, îïóáëèêîâàííûå â ðåöåíçèðóåìûõ
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Ìèõàèë Õàðèòîíîâ Îöåíêè, ñâÿçàííûå ñ òåîðåìîé Øèðøîâà î âûñîòå


