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1988 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 135(177), № 3 

УДК 519.48 

О базисе Ширшова относительно свободных 
алгебр сложности п 

Белов А. Я. 

А. И. Ширшов в работах [1], [2] доказал локальную ограниченность 
высоты PI-алгебры степени т над множеством слов степени не выше т. 
Теорема Ширшова имеет непосредственное отношение к проблеме Куро-
ша для PI-алгебр, более того, они эквивалентны. Точное утверждение 
содержится в теоремах 3, 4 данной статьи. Эквивалентность устанавли
вается при помощи процедуры «перекачки», позволяющей собирать с 
помощью цепочки так называемых /-преобразований почти все символы, 
входящие в набор длинных подслов слова с, в т—1 группу, где т — сте
пень тождества /. Метод работает в альтернативном и йордановом 
случае. 

Известна гипотеза Шестакова, доказанная В. А. Уфнаровским [3], 
о том, что ассоциативная PI-алгебра степени т , у которой все слова 
степени не выше [т/2] алгебраичны, локально конечна; им же было 
показано, что [т/2] можно заменить сложностью. Отметим, что гипо
теза Шестакова является следствием теоремы 1 данной работы; при 
этом доказательство носит конструктивный характер. 

В связи с теоремой Ширшова возникают задачи. Над какими множе
ствами слов алгебра А имеет ограниченную высоту? Для каких классов 
неассоциативных алгебр верна теорема о высоте? Представляет интерес 
случай алгебр над произвольным кольцом. 

В тезисах И. В. Львова [9] рассматривался случай алгебр над про
извольным кольцом, он доказал ограниченность высоты алгебры А над 
множеством слов степени не выше т—1, им была доказана гипотеза 
Шестакова при degA = 6. Теорема о высоте для (—1,1) и альтернатив
ных PI-алгебр доказана С. В. Пчелинцевым [4], однако ограниченность 
высоты была установлена не над множеством слов. 

В настоящей статье описываются базисы Ширшова относительно 
свободной Ф-алгебры Л, ассоциативной или альтернативной, состоящие 
из слов, при этом Ф — произвольное ассоциативно-коммутативное кольцо 
с единицей, а многообразие уаг(Л) не обязательно однородное. Доказы
вается существование базиса Ширшова, состоящего из слов, для йорда-
новых Р1-алгебр. 

Особую признательность автор выражает С. В. Пчелинцеву за по
становку задачи и деятельное участие, автор благодарен В. Н. Латыше
ву за полезное обсуждение и ценные замечания. 

§ 1. Основные результаты 
Через # D обозначим число элементов множества D. 
Везде в статье А — конечно порожденная (к. п.) ассоциативная PI-

алгебра над ассоциативно-коммутативным кольцом Ф с единицей; для 
множества М положим (М) — Ф-модуль, порожденный М. Скажем, что 
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элемент xdA линейно представим множеством М, если х£{М); А — ли
нейно представима М, если А = {М); А имеет существенную высоту h 
над множеством Ус:Л, при этом У называется s - б а з и с о м Л, если су
ществует конечное подмножество DczA такое, что А линейно представи
ма множеством элементов вида tit2...tN, где N^h и при всех i t£D 

либо ti=bi\ где b£Y\ если можно положить D = 0, то А имеет высо
ту h над У, при этом У называется б а з и с о м Ш и р ш о в а А. 

Заметим, что если множество У порождает А как алгебру, то эле
менты из D выражаются через У; тогда можно положить D = 0 и, 
если У — s-базис, то У—базис Ширшова и наоборот. 

С л о ж н о с т ь ю Pid(2Jt) многообразия Ш назовем максимальное п 
такое, что Matn(/7) принадлежит Ш — многообразию, порожденному 
однородными компонентами тождеств из Ш для некоторого F — просто
го фактора Ф. 

Для алгебр над бесконечным полем данное определение совпадает с 
обычным. С т е п е н ь ю deg(A) алгебры Л назовем наименьшее т такое, 
что в Л выполняется тождество / вида 

Х1 . . . Хт — X i / r - o . ^<7-^0(1) • • • %0(т)9 

где Ко£Ф VoGSm. 
Все рассматриваемые алгебры слов не содержат пустого слова (Л). 
Если с^О — однородный элемент, то ||с|| — степень его однородности; 
если с — слово, то \с\ —его длина; |Л| = | |Л| |=0; если сфА, то у нас 
всегда \с\ ^ 1 , I k l l ^ l . Например, для букв a, ft, d, если | |а | |=2, ||&||=3, 
| |d | |=4, имеем 

\a3(bd)2\=7, ||a3(6rf)2||=20. 

Т е о р е м а 1. Конечно порожденная ассоциативная Pl-алгебра слож
ности п имеет ограниченную высоту над множеством слов степени не 
выше п\ если п = 0, то dim«i>C<4)<oo. 

Приведем следствие, являющееся усилением гипотезы Шестакова: 
С л е д с т в и е . Пусть А — к. п. ассоциативная алгебра степени т. 

Тогда А имеет ограниченную высоту над множеством слов степени не 
выше [гп/2\. 

Везде, где не оговорено противное, будут рассматриваться s-базисы 
и базисы Ширшова, состоящие только из слов относительно свободной 
алгебры Л. При этом s-базис является базисом Ширшова тогда и толь
ко тогда, когда он содержит образующие. Заметим, что M[j{c1}—s-ба
зис 44 M(J{c} —s-базис. 

Слово вида с\ где />1 называется ц и к л и ч е с к и м ; два слова cv и 
сг называются ц и к л и ч е с к и с о п р я ж е н н ы м и , если 

TRdu 3d2: ci = dld2i c2 = d2di. 

Очевидно, всякий минимальный по включению s-базис не содержит 
двух циклически сопряженных слов. Задача описания s-базисов и бази
сов Ширшова равносильна задаче описания редуцированных (т. е. не 
содержащих циклических слов и минимальных по включению) базисов 
Ширшова, так как редуцированный s-базис содержит образующие. 
Ниже QK1— множество нециклических слов длины не больше К. Отно
шение циклической сопряженности разбивает Q^1 на классы эквивалент
ности. Систему представителей назовем /(-выборкой. 
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Т е о р е м а 2. Пусть А — конечно порожденная относительно сво
бодная Ф-алгебра сложности п. Тогда множество редуцированных бази
сов Ширшова алгебры А, состоящих из слов, совпадает с множеством 
п-выборок. 

Любой минимальный по включению базис Ширшова получается из 
редуцированного заменой слов длины больше 1 их степенями. Обозна
чим через М{К) идеал, порожденный элементами вида тк, где mGAf. 

Т е о р е м а 3. Пусть А — конечно порожденная, градуированная,^ ассо
циативная Pl-алгебра сложности п\ MczA — конечное подмножество 
однородных элементов. Если А/М{п) нильпотентна, то М — s-базис А. 
Если при этом М порождает А, то М — базис Ширшова алгебры А. 

О с н о в н а я л е м м а . В условии теоремы 3, если m-deg(A), 
A/M{m) нильпотентна, то М — s-базис А. 

ЭТО утверждение более слабое, чем теорема 3. 
З а м е ч а н и е . Если не требовать однородности, то, как показывает 

пример алгебры с единицей, утверждение теоремы 3 неверно. Если в 
алгебре А выполняется однородное тождество сложности я, то при всех / 
А/М{1) нильпотентна. Пример A = №atn{F).®FXF[X], F — поле, М={т}, 
т — нильпотент степени /г, показывает, что число п в условии теоремы 
нельзя уменьшить. 

Пусть В — вообще говоря, неассоциативная к. п. Ф-алгебра. Тогда 
L[B] — алгебра ее левых умножений. Для ddB положим L(d) —опера
тор левого умножения на d, Bd—подалгебра В, порожденная d. Ниже 
МоП;— множество неассоциативных мономов степени не выше Z. Напри
мер: 52= ((•, •)» (•»••)) 5?£Моп4, $>'(х, у, z, z) = (xy)z2. Алгебра В имеет 
существенную высоту R над множеством М, если существует конечное 
множество DczB такое, что В линейно представима элементами вида 
~г/ь{Т{, . . . , tN) , где ЖбМопя и при всех i t&D либо №Вщ для некоторого 
mfcM. Если можно положить D = 09 то В имеет высоту R над М; связь 
между высотой и существенной высотой та же, что и в ассоциативном 
случае. Данное определение совпадает с обычным определением высоты 
для неассоциативных алгебр [4]. 

Положим М{К)— идеал в В, порожденный U Bm
K. Будем говорить, 

что алгебра В имеет L - д л и ну К, если Ь[В] линейно представимо мно
жеством элементов вида 

Lip,) ...L(pq), где q^K.. 

Пусть Ж — многообразие алгебр, Сь—относительно свободная /-по
рожденная алгебра из Ш. Многообразие ЗЭТ называется х о р о ш и м , если 
существуют функции т ^ (/) и я ^ (/) такие, что при всех /: 

(i) Ct имеет L-длинут^ (/); 
(ii) L[Ci] имеет не более лэд(0 образующих; 
(ш) Ь[СА —Pl-алгебра. 
Т е о р е м а 4. Пусть var (В) — хорошее многообразие, В — градуиро

ванная к. п. алгебра, М — конечное множество однородных элементов 
из В. 

Если ViB/M(i) нильпотентна, то М — s-базис В. Если к тому же М 
порождает В как алгебру, то М — базис Ширшова В. 

В работе [7] показано выполнение условия (i) для йордановых ал
гебр. В работе [5] доказано выполнение условия (i) для альтернатив-
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ных алгебр, а также условия (Hi) для альтернативных и специальных 
йордановых PI-алгебр; там же показано, что при всех / В/М{1) нильпо-
тентна, где В — альтернативная к. п. алгебра степени га, М — множество 
ее слов степени не выше га2. В работе [6] установлена справедливость 
(iii) для йордановых PI-алгебр, в [8]—локальная конечность йордано-
вой PI-алгебры степени га с алгебраическими словами степени не выше 
га2. Имеет место 

С л е д с т в и е 1. Пусть В — альтернативная или йорданова к. п. 
Р1-алгебра степени га. Тогда В имеет ограниченную высоту над множе
ством слов степени не выше га2. 

Из того факта, что любая ассоциативная, йорданова или альтерна
тивная к. п. PI-алгебра, не имеющая идеалов с ненильпотентным факто
ром, проста, вытекает 

С л е д с т в и е 2. Пусть множество М и алгебра В удовлетворяют 
предположениям теоремы 4; В — ассоциативная, альтернативная или йор
данова алгебра. Тогда М — s-базис 4Ф каждый простой фактор В собери 
жит ненильпотентный образ элемента из М. 

С помощью тех же рассуждений, что и при доказательстве неодно
родного случая теоремы 1, выводится 

Т е о р е м а 5. Пусть В — относительно свободная к. п. альтернатив
ная PI Ф-алгебра. Тогда множество базисов Ширшова В, состоящих из 
слов, совпадает с множеством базисов Ширшова ее фактора по ассо-
циаторному идеалу. 

Это следует из того факта, что у алгебры Кэли — Диксона всегда 
есть ненильпотентное слово от образующих длины не больше 2, для лю
бого набора образующих. 

§ 2. Вспомогательная алгебра Аи 

Везде в статье Е — алфавит, W(E) —множество слов конечной дли
ны над Е, Ф{Е) — свободная ассоциативная Ф-алгебра над Е. Запись 
и^и2 означает, что слово щ есть подслово и2. Иначе ut~] £ и2ь Если 
udW(E), то и°°—бесконечное в обе стороны периодическое слово: 

. . .иии ... иии ... 

Положим Wd(u) = {v£W(E) \v{^u°°}. Очевидно, W(E)\Wd(u) — 
идеал в полугруппе W(E); он порождает идеал 1и

ф в алгебре Ф(Е). По
ложим Аи

ф = Ф(Е)/1и
ф. Пусть \с\ ^п. Обозначим через (с)п самое левое 

подслово с длины п, а через (с)п— самое правое. Очевидно, с представи-
мо в виде с=(с)пе и c=d(c)n. Если c=cb, где Ь — буква,, то положим 
8(c) =Ьс. Очевидно, 6 | с |(с)=£. 

З а м е ч а н и е , б (с) циклически сопряжено с с. Если c=vK, то* 
8ы(с)=с; если с нециклическое слово и \с\ не делит К\ то 8К(с) Фс. 

Покажем, что все слова длины 1\и\ из Wd(u) циклически сопряже
ны. В самом деле, пусть i>iO°% 02 О 0 0 , \Vi\ = \v2\ =l\u\; начальные 
буквы vt и v2 соседние в слове и°°, причем начальная буква v\ левее. По
скольку буквы в слове и°°, находящиеся на расстоянии, кратном пг оди
наковы, то (vi)i=(v2)i, поэтому v2 = 8(vi). Следовательно,, если рас
стояние между начальными буквами vt и v2 равно К и начальная буква: 
Vi левее, то v2=8K(vi). 
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Всюду ниже и — нециклическое слово, / г = | и | , в этом случае два 
подслова и°° длины п циклически сопряжены и совпадают тогда и толь
ко тогда, когда расстояние между их начальными буквами кратно п. 
Поэтому, если dQu00, c2\Zu°°, (с1)п=(с2)п, то подслова ci и с2 находятся 
на расстоянии, кратном п. Отсюда следует 

П р е д л о ж е н и е 1. Начальное подслово длины п однозначно опре
деляет слово из Wd(w). Если си c2dWd(u), (cl)n=(c2)n, \с±\ = \с2\, то 
ci = c2. Если \ci\>\c2\, то ci^=c2d. Если \с\^п, |di | = ld2 |, d^d2, то 
cdfilu® или cd2£Iu®. 

Пусть v2 = vv\Zu°°, \v\^n, (v)n=(v)n и в силу сказанного выше на
чальные буквы левого и правого v находятся на расстоянии \v\, крат
ном п. Получаем 

П р е д л о ж е н и е 2. В алгебре Аи
ф множество ненильпотентных слов 

совпадает с множеством слов, циклически сопряженных с некоторой сте
пенью слова и. 

П р е д л о ж е н и е 3. (Комбинаторный аналог утверждения о просто
те алгебры матриц.) Пусть 1Ф0 — однородный идеал Аи

ф. Тогда ЗЯо^О, 
^об-Ф, 3nGN, такие, что К(Аи

ф)п=0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть s=X0c + ̂ kiCi£I, где Х£Ф, \Ci\ = \c\t 

СгФс, Х0Ф0. Каждое слово из Wd(u) достаточно большой длины имеет 
вид ViCVz, где \Vi\\^n. В силу предложения 1 

Поэтому hoViCV^I. Предложение доказано. 
Пусть U — Ф-модуль, порожденный словами длины п алгебры Аи

ф. 
Положим ei=u, ei=\8i~i(u). Модуль U свободен, еи . . . , е^ — его базис. 

Т е о р е м а 6. уаг(Ли
ф) = var(®U],<g)oMatn(<I>)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как var(Аи
ф) — однородное многообразие,, 

для доказательства теоремы достаточно построить отображения ft и g 
такие, что Ли

ф-^End Ф(£/)->0, 0-+Аи
ф1>Еп(1 Ф[х](и®ФФ[х]). 

Построим отображение ft. Пусть d — слово; dGWd(^). Положим 
h(d) (ei) = (8i(u)d)n. Если \d\>n, (d)n = eh (d)n = eh то h(d) (ek)=8iheh 
т. е. h(d) —матричная единица Ejiy поэтому ft — эпиморфизм. 

Построение отображения g. Пусть d — слово из Wd(w), /€£/. Поло
жим 

g(d)(f®\)=h(d)(fy®x^. 
Пусть ф: и.®ФФ[х]-+и; ф( /®Р(х) )= /®Р(1) . Для любого ddAu° имеет 
место коммутативная диаграмма 

В силу однородности g и предложения 3 g— вложение. 
Отметим, что в более слабой форме теорема 6 была доказана ранее 

В. В. Борисенко. 
В ы в о д т е о р е м ы 2 из т е о р е м ы 1. Достаточно показать, что 

редуцированный базис Ширшова содержит выборку, т. е. для любого 
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нециклического слова и такого, что | ^ | ^ я , базис У содержит слово, 
циклически сопряженное с и. 

Поскольку А— относительно свободная алгебра сложности я, по 
теореме 6 найдется фактор С алгебры А такой, что С ~ Л ? . Поскольку 
образ базиса Ширшова при отображении на ненильпотентную беско
нечномерную алгебру содержит ненильпотентный элемент, требуемое 
утверждение следует из предложения 2. 

§ 3. Подготовительные леммы 

Ниже Е= {аи . . . , as} — алфавит; порядок а^а2^ . . . <^as индуциру
ет лексикографический порядок на W{E). Положим 

W(E) = {c£W{E)\\c\^l}',Wl={c£W{E)\\c\=l}. 

Существует единственный изоморфизм яр упорядоченных множеств 
'W'(E) с отношением лексикографического порядка и отрезка [1; sl] на
турального ряда. Для c£Wl(E) положим Ni(c) =ty((c)i). Всюду ниже 
v — фиксированное слово длины п из W(E), b§W(E)9 z обозначает фик
сированный элемент W2mn(E); кроме того, мы считаем, что слово (z)2mn 
не содержит подслов вида qn\ где \q\ ^.п. Пусть К= (т+1)п, Ж=2тп. 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть 0 < \q\ ^п. Тогда ^г)кф (z)K. 
В самом деле, если (z)K=(qz)K, то (qsz)K= (qs+iz)Kt поэтому (z)K = 

= (qK)K, что невозможно в силу выбора z. 
Л е м м а 1. Пусть ST\Z (vb)°°, b~] Cv, ZT—U . . . tp+1, причем Vi \t{\ > 

>4n, o£Sp и 3ra=t0ta(1).. Jowtp+i, где t0 = t0be09 ti=fibtibei при ls^isgp, 
tP+i=fp+lbtp+uX=2mn, STa~\ \2 (vb)°° и для любого i b~]\Zeu b~\\Zfi-
Положим о ( 0 ) = 0 o(p+l)=p+l. Тогда найдется такое i, что 
( ^ « ) Ц 1 , 2 ) Х ( У 2 ) Л . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если qiq2=v> то положим N(ql)=Nt%:(q2z). 
Пусть v = qiq2 = q3q„ q2¥=q,, тогда qfl^v, Vi\qi\^n. 

Из предложения 4 следует, что (qiqitz)x^(qiqzz)^=(vz)^9 поэтому 
.N(qi)— N^(q,z)=£0, и если (N(qi)—Nx(qkz))>09 то ^^а)ж< 

Рассмотрим сумму 

2 ( i V ( e a ( o ) - ^ ( / a ( ^ ) ) = 0, 

так как ejfj+i = v и N(e5) =N^(fi+iz). Если эта сумма содержит положи
тельный член с номером /, мы имеем {e4i)fo(i+i)Z)w^ (vz)x> что и тре
буется. 

В силу равенства суммы нулю достаточно проверить наличие нену
левого члена, но так как 2Г0~] С (vb)°°, то Ш такое, что beaii)fa{i+l)b=£bvb. 
Тогда 

N(e0{i))— N2mn(fGii+1)z)=£0. 
.Лемма доказана. 

С л е д с т в и е . Пусть в предложении леммы 2 {Г0 получается из Т0 
подстановкой b-+z. Тогда YR2mn^R^\vz\ найдется Н\2£Го такое, что 
\.H\=R и {H)2mn<{vz)2mn. 

В самом деле, так как | ^ | > 4 я , можем положить H={ea{i)f0{i+i)zvz)R. 
Л е м м а 2. Пусть и — нециклическое слово, \и\=п, f — полилиней

ное тождество над полем F степени р, Pid(/)<ft. Тогда Э£ГС^°°, £Г= 
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= t0ti.. Jptp+U Vi 4п^.\Ъ\^.10п, такое, что £Г линейно представило по 
mod T(f) словами вида !7~а= totals... ta{P)tp+u oGSP, такими, что 
ега~\ с и-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть f — тождество, получающееся подста
новкой в тождество x0f(xu . . . , xp)xp+i вместо переменных хх мономов 
степени 4р, причем все 4р(р + 2) переменные, входящие в мономы, раз
личны. Очевидно, P i d ( / ) = P i d ( / ) и по теореме 6 f не выполняется в 
Л / . Поэтому найдется такой набор слов {t0, tu . . . , tp+i} каждое степени 
не ниже Ар такой, что t0f(tu . . . , tp)tp+i^0mod Iu

F. Можно считать, что 
0~=t,ti..Jptp+i\2_u°°. Так как \t0\>4ny то У^8рТа[1и0О^¥2Г0=Т по 
предложению 1. Поэтому существует набор {К0} элементов из F такой, 
•что m o d r ( / ) 0 = 2 ^ a S ^ o ^ 0 m o d / / или 

mod.T(f)0=( S Ц ^ " + 2 Ьа^вфО modi и. 

Следовательно, 

Лемма следует из того, что если |^ |>10я, то из t{ можно исключить под-
слово, равное и, при этом для всех STQ свойство быть подсловом и°° или 
не быть им, сохраняется. Лемма справедлива для всех тождеств, не 
только полилинейных. 

Из леммы 2 и следствия из леммы 1 вытекает 
П р ед л о ж е н ие 5. Vk 2mn^k^. \vz\ при s>(p + 2) • \0п, (vz)s ли

нейно представимо по модулю T(f) словами Cj, каждое из которых со
держит подслово Hj длины k такое, что (Hj)2mn<^(vz)2mn. 

Пусть а — набор слов. Назовем его в ы д е л е н н ы м , если фактор по 
идеалу, порожденному а, нильпотентен; его степень нильпотентности 
обозначим 1(a). Если набор {и{} выделенный, Vi\~_uu то набор {уг} выде
ленный и l({Ui})^l({Vi}). Набор а выделенный тогда и только тогда, 
когда каждое слово длины не меньше /(a) линейно представимо слова
ми вида dicd2, где сбое. 

Л е м м а 3. (О тиражировании.) Пусть f — полилинейное тождество 
алгебры Л, deg f=m, {Д,} —множество слов степени не выше m (в том 
числе и пустое) от образующих алгебры А и элементов си {с{} — выде
ленный набор. Тогда Vi?GN набор {(с*Д-)л} = ан—выделенный, причем 
l{aR) <K(l({Ci}), p, m, R) для любого поля F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждое слово длины не меньше /({с{}) линей
но представимо словами вида d^cdi. Воспользуемся этим фактом, а так
же тем, что каждое слово, имеющее достаточно высокую степень по а= 
= {ct}, представимо по теореме Ширшова нужным образом. (Мы поль
зуемся тем, что (/?+1) -я степень слова содержит R-ю степень любого 
его циклически сопряженного слова, поэтому слова d стоят в начале.) 
•Лемма доказана. 

§ 4. Доказательство теоремы 1 

П о л и л и н е й н ы й с л у ч а й . Пусть n=Pid(A)9 m = d e g Л , Ф — 
поле, p = degf, / — полилинейное тождество, выполняющееся в алгеб
ре Л, сложности п. В силу основной леммы достаточно проверить, что 
набор Qn

m m-x степеней слов степени не выше п является выделенным. 
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Следующие операции на наборах слов сохраняют свойство «быть выде
ленным»: 

1) замена слова его подсловом; замена слова набором слов, через 
которые оно линейно представимо; 

2) «Тиражирование»; замена набора {сг) набором {(сД).,)*}, где 
{Dj}— набор слов степени не выше р от с{ и образующих Л; 

3) если R>20p, \с{\^2тп, с{ не содержит подслова из Qn
m, то слово-

{CiD)R можно заменить набором слов вида {#?}, где \Пл\=2тп и #Т<С 
<(Сг)2тп (см. предложение 5). 

Полилинейный случай следует из того, что с помощью операций; 
1)—3) можно из набора всех слов длины 2тп сделать набор Qn

m. 
В ы в о д т е о р е м ы 3. Пусть множество М и алгебра А удовлетво

ряют условиям теоремы 3. Из нильпотентности А/М{т) и леммы 3 сле
дует выделейность для каждого R набора {(тЛО,-)*}. Из теоремы 1 сле
дует, что при больших R (тгпВ5)Ес:М{т). Воспользуемся основной 
леммой. 

З а м е ч а н и е . Из доказательства теоремы 1 следует существование 
функции р(т , /г, р, s), где n = PidЛ = Pid/, m = degA, p = deg/, s — чис
ло образующих /^-алгебры А такой, что все слова длины р(т , п, р, s) 
лежат в ld(Qn

m), при этом р не зависит от F. 
Из приведенного выше доказательства и оценок в работе Ширшова 

[2] следует, что p(m, n, p, s) можно положить равным 
exp (exp (exp (exp (exp (exp (exp (maps))))))). 

О б щ и й с л у ч а й . Г(stn)—идеал, порожденный стандартным тож
деством stn степени п. A8

F(g)—относительно свободная s-порожденная 
F-алгебра в многообразии, порожденном тождеством g. Через Alg(A) 
обозначим множество алгебраических над F элементов Л, 1(A) —идеал,, 
порожденный однородными компонентами тождеств в Л, А=А / 1(A) у 
я — естественная проекция, NA—радикал А, т = с ^ Л . 

Л е м м а 4. Пусть А — алгебра степени т. Тогда Vn найдется конеч
ное множество Yn={fu . . . , / J , YnczT(st2n) такое, что А имеет ограни
ченную высоту над QN

l{J{fu • • •, ft}-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что Л — градуированная отно

сительно свободная алгебра, аи . . . , as—ее образующие, р = р(2я, n,2n,s). 
Покажем, что все слова длины р в Z{au . . . , as) (а, следовательно, и в 
Ф,®2(аи . . . , as)) лежат в r(st2n) + Id(Qn

m). Пусть L — модуль, порож
денный словами длины р, 

М = L П [Т (st2n) + id ((#)], N = L/M. 
Из полилинейного случая теоремы 1 и точности справа тензорного про
изведения следует, что для любого простого q N.®Zq=0. Так как N — 
к. п., N=0. Поэтому найдется такое W={gu . . . , gR}aT (st2n), # W < o o , 
что набор Qm

n\jW выделенный. Осталось применить лемму 3 и основную 
лемму. 

Нам достаточно показать, что если n=Pid(A), то r (s t 2 n )c :Alg^) ; , 
это следует из предложения 7. 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть F — поле, # F > d e g g , F'[>F, тогда 
var (ЛГ (g) ®F Ff) = var (X' (g)\ АГ (g) ^ К (g) ®P F'. 

В самом деле, в As
F(g) выполняются все однородные по каждой пере

менной компоненты тождества g и все их линеаризации (см. [10, гл. 1]).. 
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С л е д с т в и е 1. Пусть х — однородная компонента g. Тогда каждый 
простой фактор А, в котором образ х ненилыготентен, содержит не более 
(degg)m = K элементов. 

С л е д с т в и е 2. В этом случае х2К]—хк- лежит в радикале А, поэто
му х — алгебраический элемент и I (A) ah\g(A). 

П р е д л о ж е н и е 7. Пусть А — относительно свободная алгебра. 
Тогда Alg (А) = я - 1 (NA) —идеал-, если Ф — нетерово, то 3/6N: 
(А1 8 (Л)) 'с / (Л) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если x£A\g(A), то л(х)—алгебраический 
элемент градуированной алгебры А, он нильпотентен. Существование 
требуемого t вытекает из теоремы Брауна [12]. 

§ 5. Процедура «перекачки». Доказательство основной леммы 

Рассмотрим игру: дано слово с, первый указывает набор слов, кото
рым оно линейно представимо, второй указывает слово из этого набора, 
первый хочет привести слово к нужному виду; эта возможность равно
сильна линейной представимости с словами этого вида. 

Рассмотрим игру: есть / групп предметов, Ki, . . . , Ki—числа предме
тов в этих группах. Первый выбирает m групп и разбивает каждую из 
них на левую и правую части, второй нетождественно правые части пере
ставляет, после чего левые и правые части объединяются. 

Цель первого — добиться того, чтобы не более чем m—1 групп со
держали не меньше m предметов. 

Пусть Кц, • . . , Ktm > m. Выберем группы с номерами iu ..., im и по
ложим Kiq = Kiq — q. Тогда Vo6S m \{ l} , вектор 

(Яь . . . , ^ + а(1), ...,Klq + o(q), . . . ,Kim + o(m), . . . , Ki) 

лексикографически больше вектора (Ки • •, Ki)\ стремясь увеличить 
вектор (Ки • • • > Ki), первый придет к нужному результату. 

Эквивалентная игра: слово отпечатано на ленте, первый режет его 
на т + 2 куска, второй нетождественно переставляет средние т. Цель 
первого — добиться «перекачки» почти всех букв набора длинных под-
слов слова с в т—1 подслово. Легко понять, что заменяя подслово дли
ны k словом, содержащим т-ю степень базисного, и умея «перекачи
вать» степени базисного вместе, мы можем добиться приведения слова 
к требуемому определением существенной высоты виду. Перейдем к 
формальному изложению (определения см. в § 1). 

Всюду ниже Е— алфавит, возможно, бесконечный, Ф{Е)—свобод
ная ассоциативная градуированная алгебра над Е. Причем для каждого 
К <ШпГк<оо, где Г к = { * е < К £ > | Ы ^ Я } . Ниже Vi=l, . . . , р В—под
полугруппа W(E), порожденная буквами, причем при 1ф\, BiC\Bj=0. 
Положим Аг=В™, где m = degf, / — полилинейное тождество, выпол
няющееся в алгебре А. 

Назовем представление слова с=с0$0... cR$RcR+1 п р а в и л ь н ы м , 
если 

а) V/, УхЫ, x~]i_ch 

б) ^—максимальные по включению подслова слова с такие, что 
| р , | > т и №AHi). 

Поскольку все В{ порождены буквами, Bf\B^=0 при 1ф\, правиль
ное представление с существует и единственно; поэтому соотношение 
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$i£AHi) однозначно определяет функцию /(/) , связанную со словом с. 
Положим /г<=|р,-|, очевидно, k{^m при О ^ / ^ i ? . Положим N{= 
= \\&iCi+i...cR$RcR+1\\ и ki=Ni=0 при i>R. Заметим, что N0>Ni> .... 
...>NR>NR+i= ...=0. 

П о к а з а т е л е м слова с РК(с) назовем вектор из NN 

Р В Д = (N0, k0y Nly kl9...9 NR, kR, 0, . . . , 0, . . . ) . 

Множество показателей лексикографически упорядочено. Очевидна сле
дующая 

Л е м м а 5. Пусть дано правильное представление слова с 
С = С0р0С1р1 . . . CRpRCR+l. 

Тогда 
а) последняя буква с{ и первая ci+i не принадлежит BHi); 
б) пусть ||c<|| = lk/|| и с'=с0$0... Pf-iC/p*. • • cR+l, причем с/ содержит 

подслово из Ak для некоторого k. Тогда PK(V)]>PK(c); 
в) пусть 11̂11 = 11̂ 11, слово с/ имеет вид с'=с0$0.. .cfi/t для некоторо

го t, причем | $'i | > | р, |. Тогда РК (с') > Р К (с). 
Для каждого однородного идеала /с:Ф<£> обозначим через &V мно

жество слов, не представимых линейно по mod/ словами с большим 
показателем. 

П р е д л о ж е н и е 8. Sj-\-i порождают Ф<£> как Ф-модуль. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть с£&V, представим с линейной комби

нацией слов с большим показателем: с = ^К{уи к£Ф 1Ы1 = 1кН. Если. 
У&З?J, то проведем ту же процедуру с у{. Конечность числа слов задан
ной степени однородности обеспечивает остановку процесса. 

Всюду ниже 5 — идеал в Ф(£>, порожденный у Аи 

П р е д л о ж е н и е 9. Пусть в Ф{Е)/(1 + §) все однородные компонен
ты степени не ниже I нулевые, c£3?j, с=с0$0... $RcR+i— правильное пред
ставление с. Тогда Vi'lkill^/. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если | |с*| |^/, то с{ линейно представимо сло
вами cih, где lktftll = lkili, PK(^) )>(0 , 0, . . . ) . Воспользуемся пунктом б) 
леммы 5. 

Л е м м а 6. Пусть дано правильное представление слова с = с0$0... 
... РдСд+i, причем существует последовательность 0^ii<i2< . . . <im^R 
такая, что / ( t 1 ) = / ( i ' 2 ) = . . . =j(im)a Тогда c§.£T{j) и 

f — Xi . . . Xm + ^ J haXo(i) . . . Ха(т)} ^сг( :Ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим $iK в виде 8к^к так, чтобы 
lTi| < 1Тг|< • • • < 1т»»| ( э т о м о ж н ° сделать, так как Vi\$i\^m). По
ложим 

Тогда c = t0ti... tm. 
Для доказательства леммы достаточно показать, что РК(Са))>РК(с), 

где о # 1 , c0=Wa(i)...'a(m). Пусть К — наименьшее число такое, что 
о(К)¥=К, тогда о(К)Ж и ca=t0. . . tK^ta{K) . . • ta{m), IkollHkll и. слово с» 
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имеет вид: со=с0$0... ciK6K^a(K)a) для некоторого со, | "ta{K)\ > |т*|- Оста
лось воспользоваться п. в) леммы 5. 

Из леммы 6, принципа Дирихле и предложения 9 следует 
П р е д л о ж е н и е 10. Пусть JzDT(f). Все однородные компоненты. 

Q)(E)/(S + J) степени не ниже I нулевые, c£3?j. Тогда правильное пред
ставление с=с0$о... $RcR+i удовлетворяет условиям: 

а) Vi |k, | |</ , 
б) R^(m—\)р (р — число множеств Ai). 
Д о к а з а т е л ь с т в о о с н о в н о й л е м м ы . Алфавит Е будет со

стоять из букв aiy соответствующих образующим алгебры Л, и букв fhjy 

соответствующих mfiM, mfiMczA, ||аЛ = ||аг||, 11̂ 11 = 11̂ 11. Положим 
Bj={™>*}h>i\ тогда M = {mj}%uAf = {m^m,S=M{m). Имеет место 
точная последовательность 0-*1А-*~Ф(Е) -> Л->0, где я: а^+а{, т^т{. 
Идеалы S, /А при некотором / удовлетворяют условиям предложения 10, 
если А/М{т) нильпотентна. 

Утверждение предложения 10 означает, что существенная высота 
слова сб 2 5 у л ^ 2 ( т — \)р. 

З а м е ч а н и е . Точно так же можно показать, что не более т—1 слов 
с{ могут иметь длину не меньше т , если cdS?JA («перекачаем» направо). 

§ 6. Неассоциативный случай 

Ниже В — алгебра, М={т$=1—набор ее элементов, удовлетворяю
щих предположению теоремы 4; Ьи . . . , bs—образующие В, Q={qi] — 
множество неассоциативных мономов от Ъи . . . , b8, mif . . . , mv, алфа
вит Е состоит из символов L(qi), соответствующих qSQy причем 
l|L(<7i) 11 = И<7г11; /—полилинейное тождество в Ь[В] вида 

/ (хъ • • • » хт) = #1 . . . Хт + 2 j haXo(i) • • . Хс(т), ^о б Ф. 

Ниже Bj—подполугруппа W(E), порожденная L(q§), где q§ 6£Ц; 

Aj=Bj
m

) S = id( U An .Имеет место точная последовательность 

0->Удз]-^Ф(£) 5>ЦВ]-+09 л: LU)-*L{q). 
Л е м м а 7. a&GN такое, что все однородные компоненты Ф(Е) / 

I (JL[B] + S) степени не ниже k нулевые. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Из леммы 7 и предложений 9, 

10 следует, что Ф(Е) линейно представимо по mod/L[E] элементами вида 
С($о... РлСд+1, где R^p{m—1), ||Ci||^&, $£Ат. В силу ограниченности 
L-длины В, существует h такое, что любой элемент из n(Aj) линейно 
представим элементами вида L(qi) . . . L(q^), г д е Х ^ / г ; q^.Bm]. Теоре
ма 4 следует из того, что YxdB, x линейно представим элементами вида 
Gobu где GdL[B]y а также определения существенной высоты. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 7. Из нильпотентности В/М{1) V/ и 
ограниченности L-длины следует, что для каждого h все элементы до
статочно высокой степени однородности лежат в идеале, порожденном 
элементами вида L(N(bi{, . . . , bip9 с, bip+1, . . . . Ь^)), где i?fcMoNfe+1, с£Вщ. 
В силу условия (И) для хороших многообразий L(N(bin . . . , 
bip, с, . . . , bik))лежит в идеале, порожденном элементами вида L{qi) . . . 
. . . L ( ^ ) , где peMoNz+1 и Кп^НВ) (p + s). 
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Воспользовавшись еще раз условием (и) и принципом Дирихле, по
лучим, что при достаточно больших Л, L(p(b§x, . . . , bgt, с, . . . , bgj)), где 
сб ВЩу лежит в идеале, порожденным элементами вида L{qi) . •. L(q:), 
rjxeq£Bm. V/. Но L{q,) ...L(qb)£S. 

Из доказательства следует, что условие теоремы 4 можно ослабить, 
достаточно требовать только нильпотентность B/M{v, где 

Y(^var(*)(p + s))2deg (/). 
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