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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Øèðîêî èçâåñòíà áåðíñàéäîâà ïðîáëåìàòèêà, îõâàòûâàþùàÿ áîëüøîé
êðóã âîïðîñîâ, êàê â òåîðèè ãðóïï, òàê è â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ. Ïðîáëå-
ìàì áåðíñàéäîâñêîãî òèïà ïîñâÿùåíà îáçîðíàÿ ñòàòüÿ Å.È.Çåëüìàíîâà
[20]. Â PI-ñëó÷àå âîïðîñû ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð
ðåøàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî. Â àññîöèàòèâíîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé ðå-
çóëüòàò áûë ïîëó÷åí È.Êàïëàíñêèì è Ä.Ëåâèöêèì. ×èñòî êîìáèíàòîð-
íîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ àññîöèàòèâíîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû
Øèðøîâà î âûñîòå [21], [22]. Äëÿ PI-àëãåáð Ëè ñîîòâåòñòâóþùèé ðå-
çóëüòàò áûë ïîëó÷åí Å.È.Çåëüìàíîâûì è À.È.Êîñòðèêèíûì. Ïîäðîáíàÿ
áèáëèîãðàôèÿ ïî ýòîìó âîïðîñó èçëîæåíà â ìîíîãðàôèè [24].

Ïåðâûé êîíòðïðèìåð ê �íåîãðàíè÷åííîé� ïðîáëåìå áûë íàéäåí
Å. Ñ. Ãîëîäîì â 1964 ãîäó íà îñíîâå óíèâåðñàëüíîé êîíñòðóêöèè
Å. Ñ. Ãîëîäà� È. Ð. Øàôàðåâè÷à. Âîïðîñ î ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè ãðóïï
ñ òîæäåñòâîì xn = 1 áûë ðåøåí îòðèöàòåëüíî â çíàìåíèòûõ ðàáîòàõ
Ï. Ñ. Íîâèêîâà è Ñ. È. Àäÿíà [1968]: áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äëÿ
ëþáîãî íå÷åòíîãî n > 4381 áåñêîíå÷íîé ãðóïïû ñ m > 1 îáðàçóþùè-
ìè, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó xn = 1. Ýòà îöåíêà áûëà óëó÷øåíà äî
n > 665 Ñ. È. Àäÿíîì [1975]. Ïîçäíåå À. Þ. Îëüøàíñêèé ïðåäëîæèë ãåî-
ìåòðè÷åñêè íàãëÿäíûé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ íå÷åòíûõ n > 1010. Â
êîíå÷íî-îïðåäåëåííîì ñëó÷àå âñå ïîäîáíûå âîïðîñû ñèëüíî óñëîæíÿþò-
ñÿ. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàáîòàþò ìíîãèå èññëåäîâàòåëè, è îïðåäåëåííîãî
ïðîãðåññà äîñòèãëè Ì. Ñàïèð è È. Ðèïñ.

Ïîñòðîåíèÿ â ãðóïïàõ, êàê ïðàâèëî, áîëåå ñëîæíû, ÷åì â ïîëóãðóï-
ïàõ. Íàïðèìåð, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé íèëü-
ïîëóãðóïïû, òî åñòü ïîëóãðóïïû, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé â íåêîòîðîé
ñòåïåíè îáðàùàåòñÿ â íóëü, èìååò òðèâèàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé îòâåò:
óæå â àëôàâèòå èç äâóõ áóêâ èìåþòñÿ ñëîâà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé äëè-
íû, íå ñîäåðæàùèå òðåõ ïîäðÿä îäèíàêîâûõ ïîäñëîâ (êóáîâ). Ïåðâàÿ
êîíñòðóêöèÿ òàêîãî ðîäà ïðèíàäëåæèò Òóý [1912]. Îäíàêî, åñëè ïîòðå-
áîâàòü îò ïîëóãðóïïû âîçìîæíîñòü åå çàäàíèÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñèòóàöèÿ ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ � âîïðîñ î ñóùå-
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ñòâîâàíèè òàêîé ïîëóãðóïïû îòêðûò (ñì. [Ñâåðäëîâñêàÿ Òåòðàäü]).
Íà ïðîáëåìàòèêó, ñâÿçàííóþ ñ ïîñòðîåíèåì ðàçíîãî ðîäà ýêçîòè÷å-

ñêèõ îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
îáðàòèë âíèìàíèå Â. Í. Ëàòûøåâ. Èì æå áûëà ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî íèëü-êîëüöà [23].

Â êà÷åñòâå ïðîäâèæåíèÿ â ðåøåíèè ýòîãî âîïðîñà ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü ðåçóëüòàòû Õèãìàíà, Ã. Ï. Êóêèíà, Â. ß. Áåëÿåâà î âëîæå-
íèÿõ ðåêóðñèâíî-îïðåäåëåííûõ îáúåêòîâ â êîíå÷íî-îïðåäåëåííûå. [7],
[9], â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà Õèãìàíà î âëîæåíèè ðåêóðñèâíî-îïðåäåëåííûõ
ãðóïï â êîíå÷íî-îïðåäåëåííûå. Â ýòîì êîíòåêñòå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû, ñîäåðæà-
ùåé íåíèëüïîòåíòíûé íèëü-èäåàë, ðàññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé äèñ-
ñåðòàöèè.

Õîòÿ äî ñèõ ïîð è íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåðû ê ïðîáëåìàì
Áåðíñàéäîâñêîãî òèïà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî íàáîðà îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé, áûëè ïîñòðîåíû êîíå÷íî îïðåäåëåííûå îáúåêòû ñ ðàçíîãî ðîäà
�ýêçîòè÷åñêèìè� ñâîéñòâàìè. Â. À. Óôíàðîâñêèì áûë ïîñòðîåí ïðèìåð
êîíå÷íî-îïðåäåëåíîé àëãåáðû ñ ïðîìåæóòî÷íûì ðîñòîì [3]. Ýòîò ïðè-
ìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâàþùóþ àëãåáðó àëãåáðû
Ëè ñî ñòåïåííûì ðîñòîì. Â äàííîé äèññåðòàöèè ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ
êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû ñ íåöåëîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-
Êèðèëëîâà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïï ñ ïîäîáíûìè �ýêçî-
òè÷åñêèìè� ñâîéñòâàìè ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ïîäõîä,
ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàøèíû Ìèíñêîãî. Ìàøèíà Ìèíñêîãî ýê-
âèâàëåíòíà Ìàøèíå Òüþðèíãà, íî â åå êîíñòðóêöèè èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî
äâà ðåãèñòðà. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ åå óäîáñòâî ïðè èñïîëüçîâàíèè â àëãåá-
ðàè÷åñêèõ êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äàííûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòîðîå-
íèÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû ñ ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà� Êè-
ðèëëîâà, ðàâíîé N + α, ãäå α � íåêîòîðîå ðåêóðñèâíîå ÷èñëî, N � íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò α. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ â ïîëóãðóïïå
ðåàëèçóåòñÿ ìàøèíà Ìèíñêîãî, âû÷èñëÿþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ðåêóð-
ñèâíîå α. Êðîìå òîãî, ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé îïðåäåëÿåò êàíîíè÷åñêèé
âèä ñëîâà äëÿ ðåàëèçàöèè òðåáóåìîé ðàçìåðíîñòè Ãåëüôàíäà� Êèðèëëî-
âà.

Ïîñòðîåíèå ðàçíîãî ðîäà êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ýêçîòè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ òåñíî ñâÿçàíî ñ àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìàòèêîé. Èçâåñòíî, ÷òî ïðî-
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áëåìà ðàâåíñòâà â êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïå, à ñëåäîâàòåëüíî, è
àëãåáðå, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ïðîáëåìà
ðàçðåøèìà, åñëè èäåàë ñîîòíîøåíèé çàäàí êîíå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà,
çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè [12]. Â ýòîé ñâÿçè Â. Í. Ëàòûøåâ
â 1980 ãîäó ïîñòàâèë îïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè äàííûé ýëåìåíò äåëèòåëåì íóëÿ èëè íèëüïîòåíòîì â ñëó÷àå,
êîãäà èäåàë ñîîòíîøåíèé çàäàí êîíå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà.

Êðîìå ýòîãî, Â. Í. Ëàòûøåâûì áûë ïîñòàâëåí òàêæå àíàëîãè÷íûé âî-
ïðîñ äëÿ ìîíîìèàëüíûõ àâòîìàòíûõ àëãåáð. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâî-
âàíèå àëãîðèòìà ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ýëåìåíò íèëüïîòåíòîì,
áûëî óñòàíîâëåíî Â. Â. Áîðèñåíêî, à ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà äëÿ äåëè-
òåëåé íóëÿ � À. ß. Áåëîâûì è Â. Â. Áîðèñåíêî [2]. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëü-
òàò äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà êâàäðàòè÷íûõ àëãåáð áûë ïîëó÷åí Í. Ê. Èû-
óäó [13], [14] à òàêæå Ä. È. Ïèîíòêîâñêèì [15]. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû âû-
òåêàþò èç ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðåêóðåíòîâ íà äåðåâå [17].
Èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû [17] âûòåêàåò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ äåëèòåëåé íóëÿ äëÿ öåëîãî êëàññà àëãåáð ñ îãðàíè÷åíîé ïå-
ðåðàáîòêîé (àíàëîãè÷íîé óñëîâèþ ìàëûõ ñîêðàùåíèé â òåîðèè ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 0.0.1. Ïóñòü íà ìîíîìàõ àëãåáðû A ñ ôèêñèðîâàííîé ñè-
ñòåìîé îáðàçóþùèõ åñòü ïîðÿäîê, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íîðìàëüíûé
áàçèñ, ò.å. áàçèñ èç ìîíîìîâ, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ìåíüøèõ. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ îãðàíè÷åííîé ïåðåðà-
áîòêîé ñïðàâà, åñëè ïðè íåêîòîðîì d ∈ N äëÿ ëþáîãî íîðìàëüíîãî ñëîâà
W â àëãåáðå A è ëþáîé îáðàçóþùåé ai âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Wai = W̄ · (
∑

j

λijWj) (0.1)

ãäå λj ∈ F äëÿ âñåõ j, êðîìå òîãî, WWj ñóòü íîðìàëüíûå ñëîâà àëãåáðû
A, |Wj| 6 2d, à ñëîâî W̄ åñòü íà÷àëüíûé êóñîê ñëîâà W äëèíû |W | − d.

Åñëè ìíîæåñòâî ñëîâ íîðìàëüíîãî áàçèñà îáðàçóåò ðåãóëÿðíûé ÿçûê,
êàæäîìó ñëîâó îòâå÷àåò âåðøèíà àâòîìàòà è âñå êîýôôèöèåíòû λij çà-
âèñÿò òîëüêî îò òèïà âåðøèíû ãðàôà, îòâå÷àþùåãî ñëîâó W , òî A åñòü
àâòîìàòíàÿ àëãåáðà ñ îãðàíè÷åííîé ïåðåðàáîòêîé ñïðàâà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ (àâòîìàòíàÿ) àëãåáðà ñ îãðàíè-
÷åííîé ïåðåðàáîòêîé ñëåâà.

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé äèññåðòàöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî
óñëîâèå îãðàíè÷åííîé ïåðåðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ìû ñòðî-
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èì àëãåáðó ñ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé äåëèòåëåé íó-
ëÿ, è èäåàëîì ñîîòíîøåíèé, çàäàííûì êîíå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà.
Òåì ñàìûì äàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé
Â.Í.Ëàòûøåâûì.

Ïîñòðîåíèå îñíîâàíî íà ïîäõîäå, ñâÿçàííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàøè-
íûÌèíñêîãî. Äëÿ ýòîãî â ïîëóãðóïïå êîíñòðóèðóåòñÿ ìàøèíà Ìèíñêîãî,
ðåàëèçóþùàÿ óíèâåðñàëüíóþ ìàøèíó Òüþðèíãà, îäíà ýëåìåíòàðíàÿ îïå-
ðàöèÿ ðàáîòû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ñëåâà íà âûäåëåííóþ
áóêâó. Îñòàíîâêà ìàøèíû ñîîòâåòñòâóåò îáíóëåíèþ ñëîâà.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè òàêîâû:

1. Ïîñòðîåí ïðèìåð àëãåáðû, èäåàë ñîîòíîøåíèé êîòîðîé çàäàí êî-
íå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà, â êîòîðîé âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ýëåìåíò
äåëèòåëåì íóëÿ, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèì.

2. Ïîñòðîåí ïðèìåð êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû ñ ðåêóðñèâíîé
ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà- Êèðèëëîâà.

3. Ïîñòðîåí ïðèìåð áåñêîíå÷íîé êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû,
ñîäåðæàùåé íåíèëüïîòåíòíûé íèëüèäåàë.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
ïîëóãðóïï ñ íóëåì è ïîëóãðóïïîâûõ àëãåáð, ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Îñíîâíûì ýëåìåíòîì êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ðå-
àëèçàöèÿ ìàøèíû Ìèíñêîãî. Â ïåðâîé ãëàâå ðåàëèçóåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ
ìàøèíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ïîëóãðóïï ñ íåöåëîé è ðåêóðñèâíîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà�
Êèðèëëîâà ìàøèíà èñïîëüçóåòñÿ êàê âû÷èñëÿþùèé èíñòðóìåíò.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
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÷åñêèé õàðàêòåð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìíîãîêðàò-
íî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå "Êîëüöà è ìîäóëè"êàôåäðû âûñøåé àë-
ãåáðû ÌÃÓ â 2000-2006 ãã. , à òàêæå íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ â ÷åñòü Å. Ñ. Ëÿïèíà,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 1999.

2. 65-th International Workshop in Algebra (AAA65) and Conference of
Young Algebraists (CYA), Potsdam University, 2003.

×àñòü ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå [10], àâòîðó äèññåðòàöèè
ïðèíàäëåæèò ÷àñòü, îòíîñÿùàÿñÿ ââåäåíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
ðåàëèçóþùèõ êîíñòðóêöèþ îáìåíà ñèãíàëàìè.

Îòäåëüíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíà â ñòàòüå [11], àâòîðó ïðè-
íàäëåæèò ÷àñòü, îòíîñÿùàÿñÿ ê ââåäåíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òàêæå îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêàõ òåçèñîâ äî-
êëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ (ñì. [??]).

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââå-
äåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðûé âêëþ÷àåò 25 íàèìåíî-
âàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåì íàó÷íûì ðóêîâî-
äèòåëÿì � äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Àëåêñåþ
ßêîâëåâè÷ó Áåëîâó è äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àëåêñàíäðó
Âàñèëüåâè÷ó Ìèõàëåâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Òàêæå àâòîð õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü çà âíèìàíèå è îáñóæäåíèÿ ðà-
áîòû äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Ëàòûøåâà Âèê-
òîðà Íèêîëàåâè÷à, è äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà
Àðòàìîíîâà Âÿ÷åñëàâà Àëåêñàíäðîâè÷à.

Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü êàíäèäàòó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Áîãäàíîâó Èëüå Èãîðåâè÷ó çà äåòàëüíîå îáñóæäå-
íèå ðàáîòû.



1. ÀËÃÅÁÐÀ Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÁÀÇÈÑÎÌ ÃÐ�ÅÁÍÅÐÀ, È
ÍÅÐÀÇÐÅØÈÌÎÉ ÏÐÎÁËÅÌÎÉ ÄÅËÈÒÅËÅÉ ÍÓËß

1.1 Ïëàí ïîñòðîåíèÿ àëãåáðû ñ èäåàëîì ñîîòíîøåíèé, çàäàííûì
êîíå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà, â êîòîðîé âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè

ýëåìåíò äåëèòåëåì íóëÿ, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèì

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì K. Ôèêñèðóåì êîíå÷íûé àëôàâèò îáðàçóþ-
ùèõ {a1, . . . , aN}. Ñëîâîì â àëãåáðå íàçûâàåòñÿ ñëîâî â àëôàâèòå îáðàçó-
þùèõ. Ïîðÿäêó íà îáðàçóþùèõ îòâå÷àåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê
íà ìíîæåñòâå ñëîâ.

Ñëîâà â àëôàâèòå îáðàçóþò ïîëóãðóïïó. Îñíîâíîé èäååé ïîñòðîåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà â ýòîé ïîëóãðóï-
ïå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óíè-
âåðñàëüíóþ ìàøèíó Òüþðèíãà, ïîñòðîåííóþ Ì. Ìèíñêèì. Äàííàÿ ìà-
øèíà èìååò 7 ñîñòîÿíèé è èñïîëüçóåò ÷åòûðåõöâåòíóþ ëåíòó. Îíà ïîë-
íîñòüþ çàäàåòñÿ 28 èíñòðóêöèÿìè, 27 èç êîòîðûõ èìåþò âèä:

(i, j) → (L, q(i, j), t(i, j)) èëè (i, j) → (R, q(i, j), t(i, j)),

ãäå 0 ≤ i ≤ 6 � òåêóùåå ñîñòîÿíèå ìàøèíû, 0 ≤ j ≤ 3 � öâåò òåêóùåé
êëåòêè, L èëè R, (íàëåâî èëè íàïðàâî) � íàïðàâëåíèå ñäâèãà ãîëîâêè
ìàøèíû ïîñëå âûïîëíåíèÿ äàííîé èíñòðóêöèè, q(i, j) � ñîñòîÿíèå, â êî-
òîðîå ïåðåõîäèò ìàøèíà ïîñëå âûïîëíåíèÿ äàííîé èíñòðóêöèè, t(i, j) �
öâåò, â êîòîðûé êðàñèòñÿ òåêóùàÿ êëåòêà (èç êîòîðîé ãîëîâêà óõîäèò).

Òàêèì îáðàçîì, èíñòðóêöèÿ (2, 3) → (L, 3, 1) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:
�Åñëè ãîëîâêà ìàøèíû � â êëåòêå öâåòà 3 è ñîñòîÿíèå ìàøèíû � 2, êëåòêà
ïåðåêðàøèâàåòñÿ â öâåò 1, ãîëîâêà ïåðåìåùàåòñÿ íà îäíó êëåòêó âëåâî,
ìàøèíà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå 3�.

Ïîñëåäíÿÿ èíñòðóêöèÿ � (4, 3) →ÑÒÎÏ, òî åñòü, åñëè ìàøèíà â ñî-
ñòîÿíèè 5, òåêóùàÿ êëåòêà èìååò öâåò 3, ìàøèíà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñåìè ñîñòîÿíèé ãîëîâêè ìàøèíû áóäåì èñïîëüçîâàòü
áóêâû Qi, 0 ≤ k ≤ 6. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ öâåòà òåêóùåé êëåòêè áóäåì
èñïîëüçîâàòü áóêâû Pj, ãäå 0 ≤ j ≤ 3.
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Äåéñòâèå ìàøèíû Òüþðèíãà çàâèñèò îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ Qi è öâå-
òà òåêóùåé ÿ÷åéêè Pj. Òî åñòü, êàæäîé ïàðå Qi è Pj ñîîòâåòñòâóåò îäíà
èíñòðóêöèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà.

Íàçîâåì èíñòðóêöèè, ñäâèãàþùèå ãîëîâêó âëåâî � ëåâûìè, à ñäâèãà-
þùèå âïðàâî - ïðàâûìè. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü ëåâûå ïàðû (i, j),
ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâûì èíñòðóêöèÿì, ïðàâûå ïàðû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðàâûì èíñòðóêöèÿì è èíñòðóêöèÿ ÑÒÎÏ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðå (4, 3).
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëåâîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ â òåêóùèé ìîìåíò, áó-
äåì èñïîëüçîâàòü áóêâó M0, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðàâîãî � áóêâó M1.

Áóäåì ñ÷èòàòü íåïóñòûìè êëåòêàìè âñå êëåòêè íå íóëåâîãî öâåòà.
Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ äâà êîíå÷íûõ êóñêà ëåíòû, ñëåâà è ñïðàâà

îò òåêóùåé êëåòêè. Ïóñòü u0, u1, . . .ux � öâåòà êëåòîê, (ñïðàâà íàëåâî)
íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè ñëåâà îò òåêóùåé. Òàêèì îáðàçîì, ux � öâåò êðàéíåé
ñëåâà íåïóñòîé ÿ÷åéêè (íå ïåðâîãî öâåòà). Àíàëîãè÷íî, ïóñòü v0, v1, . . . vy

� öâåòà êëåòîê, (ñëåâà íàïðàâî) íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè ñïðàâà îò òåêóùåé. vy

� öâåò êðàéíåé ñïðàâà íåïóñòîé ÿ÷åéêè.
Ïóñòü k = u04

0 + u14
1 + · · · + ux4

x, n = v04
0 + v14

1 + · · · + vy4
y. Äëÿ

õðàíåíèÿ k áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòåïåíè a è c. Äëÿ õðàíåíèÿ n � ñòåïåíè
b è d.

Ïåðåêðàøèâàíèå êëåòîê è äâèæåíèå ãîëîâêè ìû áóäåì ìîäåëèðîâàòü
ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé ñ ó÷àñòèåì ñòåïåíåé a, b, c è d. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîöåññ ïåðåõîäà îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû ê äðóãîìó áóäåò ñîñòîÿòü
èç ñëåäóþùèõ ÷àñòåé: ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâûâàåì ñòåïåíü a â ñòåïåíü c, è
ñòåïåíü b â ñòåïåíü d, ìåíÿåì ñîñòîÿíèå ãîëîâêè Qi, âû÷èñëÿåì íîâûé
öâåò òåêóùåé ÿ÷åéêè Pj, çàòåì ïåðåâîäèì ñòåïåíè b è d â ñòåïåíè a è c.

Cîñòîÿíèÿ ìàøèíû ìû áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñëîâàìè LakbnQiPjMϕHαR.
×åòâåðêè ÷èñåë (i, j, k, n) äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ïîëíîãî ñîñòîÿíèÿ
ìàøèíû ñî âñåé ëåíòîé. Ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû ê
äðóãîìó, íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü îïðåäåëåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ïðî-
öåññ:

1. Åñëè (i, j) - ëåâàÿ ïàðà, íóæíî ïîäåëèòü k (ñòåïåíü áóêâû a) íà
4 ñ îñòàòêîì r. Ýòîò îñòàòîê åñòü öâåò êëåòêè ñëåâà îò ãîëîâêè è îí
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íîâîìó çíà÷åíèþ Pj. Åñëè æå (i, j) - ïðàâàÿ ïàðà,
íóæíî äåëèòü n, â ýòîì ñëó÷àå íàì íóæåí öâåò êëåòêè ñïðàâà îò ãîëîâêè.
Äåëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ak → c[k

4 ] (èëè bn →
d[n

4 ]);
2. Óìíîæèòü n (èëè ñîîòâåòñòâåííî k) íà 4 (òàê ìû ðåàëèçóåì ñäâèã

êëåòîê) è äîáàâèòü ê ýòîìó t(i, j) � íîâûé öâåò ïåðåêðàñèâøåéñÿ òåêóùåé



1. Àëãåáðà ñ êîíå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà, è íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé äåëèòåëåé íóëÿ 11

ÿ÷åéêè. Óìíîæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ bn → d4n

(èëè ak → c4k);
3. Çàìåíèòü Qi íà Qq(i,j) (â ñîîòâåòñòâèè ñ èíñòðóêöèåé äëÿ (i, j));
4. Çàìåíèòü Pi íà îñòàòîê èç ïóíêòà 1;
5. Çàìåíèòü Mϕ íà M0 èëè M1, â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé íîâîé

ïàðû (i, j).
6. Âîññòàíîâèòü íîâûå çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé a è b: ck → ak, dn → bn.
Òàêèì îáðàçîì, âåñü ïðîöåññ ïåðåõîäà îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãî-

ìó ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ýòàïà: ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåíè a â ñòåïåíü c,
ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåíè b â ñòåïåíü d, è âîññòàíîâëåíèå íîâûõ çíà÷åíèé
ñòåïåíåé a è b ïî ñòåïåíÿì c è d.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíòðîëèðîâàòü, êàêîé ýòàï ðåàëèçóåòñÿ, áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûé ôëàã � áèò èíôîðìàöèè: â ñëîâå áóäåò áóêâà
Hα, ãäå 0 ≤ α ≤ 2. Ýòà áóêâà ñëóæèò èíäèêàòîðîì, êàêàÿ ÷àñòü ïðîöåñ-
ñà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåàëèçóåòñÿ. H0 îçíà÷àåò, ÷òî â äàííûé ìîìåíò
ñòåïåíü b ïðåîáðàçóåòñÿ â ñòåïåíü d, H1 îçíà÷àåò, ÷òî â äàííûé ìîìåíò
ñòåïåíü a ïðåîáðàçóåòñÿ â ñòåïåíü c, H2 îçíà÷àåò, ÷òî èäåò îáðàòíûé ïðî-
öåññ: ñòåïåíè c è d ïðåîáðàçóþòñÿ â ñòåïåíè a è b. Âñå îïåðàöèè áóäåì
ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ñëîâ âèäà: LakbnQiPjMϕHαcmdlR, ãäå 0 ≤ α ≤ 2.
Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ ìàøèíà Ìèíñêîãî ñ 4 ëåíòàìè.

Â ïîñòðîåíèè îñîáóþ ðîëü áóäåò èãðàòü áóêâû t è s. Êàæäîå îïðåäå-
ëÿþùåå ñîîòíîøåíèå áóäåò èìåòü îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

tAB = AtB, ãäå ïîäñëîâà A, B íå ñîäåðæàò t;
sA = As, ãäå ïîäñëîâî A íå ñîäåðæèò s;
tA = Bs, ãäå ïîäñëîâà A, B íå ñîäåðæàò t è s.
Òî åñòü, óìíîæåíèå íà t ñëåâà èãðàåò ðîëü �ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèè�

è âûçûâàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñëîâîì LakbnQiPjMϕHαcmdlR: t ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòíîøåíèé tAB = AtB �ïðîäâèãàåòñÿ� â ñëîâå, çàòåì, ñ ïîìî-
ùüþ tA = Bs, ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå ñëîâà â ñîîòâåòñòâèè ñ âû-
÷èñëèòåëüíûì ïðîöåññîì, óêàçàííûì âûøå. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ
íåñêîëüêèõ óìíîæåíèé íà t ðåàëèçóåòñÿ ïåðåõîä îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ
ìàøèíû Òüþðèíãà â äðóãîå.

Ïåðåõîä îò îäíîãî ïîëíîãî ñîñòîÿíèÿ (i1, j1, k1, n1) ê äðóãîìó
(i2, j2, k2, n2) ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êå ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåõîäîâ îò ñëîâà
Lak1bn1Qi1Mϕ(i1,j1)Pj1H0R ê ñëîâó Lak2bn2Qi2Mϕ(i2,j2)Pj2H0R. Ìû ââîäèì
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ
çà ñ÷åò íåñêîëüêèõ óìíîæåíèé íà t, òî åñòü, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-
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íîå N , ÷òî

tNLak1bn1Qi1Pj1Mϕ(i1,j1)H0R ≡ ak2bn2Qi2Pj2Mϕ(i2,j2)H0RsN

1.2 Óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, ïîñòðîåííàÿ Ìèíñêèì, çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèìè èíñòðóêöèÿìè:

(0, 0) → (L, 4, 1) (0, 1) → (L, 1, 3) (0, 2) → (R, 0, 0) (0, 3) → (R, 0, 1)
(1, 0) → (L, 1, 2) (1, 1) → (L, 1, 3) (1, 2) → (R, 0, 0) (1, 3) → (L, 1, 3)
(2, 0) → (R, 2, 2) (2, 1) → (R, 2, 1) (2, 2) → (R, 2, 0) (2, 3) → (L, 4, 1)
(3, 0) → (R, 3, 2) (3, 1) → (R, 3, 1) (3, 2) → (R, 3, 0) (3, 3) → (L, 4, 0)
(4, 0) → (L, 5, 2) (4, 1) → (L, 4, 1) (4, 2) → (L, 4, 0) (4, 3) → ÑÒÎÏ
(5, 0) → (L, 5, 2) (5, 1) → (L, 5, 1) (5, 2) → (L, 6, 2) (5, 3) → (R, 2, 1)
(6, 0) → (R, 0, 3) (6, 1) → (R, 6, 3) (6, 2) → (R, 6, 2) (6, 3) → (R, 3, 1)

Â ïîëóãðóïïå G áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëôàâèò:

{t, s, L a, b, Q0 . . . Q6, P0 . . . P3, M0, M1, H0, H1, H2, c, d, R, }
Äëÿ âñåõ ïàð, êðîìå (4, 3) îïðåäåëåíû ôóíêöèè q(i, j) � íîâîå ñîñòî-

ÿíèå ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèè, t(i, j) � öâåò, êîòîðûé ïðèíèìàåò
òåêóùàÿ êëåòêà (ãîëîâêà óõîäèò èç íåå ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèè),
ϕ(i, j) � îðèåíòàöèÿ ïàðû (i, j), òî åñòü ϕ(i, j) = 0, åñëè (i, j) � ëåâàÿ
ïàðà èëè ïàðà (4, 3) è ϕ(i, j) = 1, åñëè (i, j) � ïðàâàÿ ïàðà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
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tLa = Lta; (1.1)
tLb = Ltb; (1.2)

tLQi = LtQi; ãäå 0 ≤ i ≤ 6 (1.3)
ta5 = ata4, (1.4)

tarb = artb, ãäå 1 ≤ r ≤ 4 (1.5)
tb5 = btb4 (1.6)

tb4QiPjM0H0 = QiPjM0H0ds, (1.7)
tbrQiPjM0H0 = Qq(i,j)PrM0H1s, 1 ≤ r ≤ 3 (1.8)

tarQiPjM0H0 = arQq(i,j)P0M0H1s, 0 ≤ r ≤ 4 (1.9)
ta4QiPjM0H1 = QiPjM0H1c

16s, (1.10)
tarQiPjM0H1 = QiPjMϕ(i,j)H2c

4r+t(i,j)s, 0 ≤ r ≤ 3 (1.11)
tb4QiPjM1H0 = QiPjM1H0d

16s, (1.12)
tbrQiPjM1H0 = QiPjM1H1d

4r+t(i,j)s, 1 ≤ r ≤ 3 (1.13)
tarQiPjM1H0 = arQiPjH1M1d

t(i,j)s, 0 ≤ r ≤ 4 (1.14)
ta4QiPjM1H1 = QiPjM1H1cs, (1.15)

tarQiPjM1H1 = Qq(i,j)PrMϕ(i,j)H2s, 0 ≤ r ≤ 3 (1.16)
sc = cs (1.17)
sd = ds (1.18)
sR = Rs (1.19)

tarQiPjMϕH2c = ar+1QiPjMϕH2s, ãäå ϕ = 0, 1,è 0 ≤ r ≤ 4 (1.20)
tarQiPjMϕH2R = arQiPjMϕH0Rs, ãäå ϕ = 0, 1,è 1 ≤ r ≤ 4(1.21)
tarQiPjMϕH2d = arbQiPjMϕH2s, ãäå ϕ = 0, 1,è 1 ≤ r ≤ 4 (1.22)
tbrQiPjMϕH2d = br+1QiPjMϕH2s, ãäå ϕ = 0, 1,è 0 ≤ r ≤ 4 (1.23)
tbrQiPjMϕH2R = brQiPjMϕH0Rs, ãäå ϕ = 0, 1,è 0 ≤ r ≤ 4 (1.24)

Q4P3 = 0. (1.25)

Ïðèìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè â ñîîòíîøåíèè âñòðå÷àþòñÿ ïàðàìåòðû,
îíî âûïèñûâàåòñÿ äëÿ âñåõ óêàçàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Â ñëó÷àå,
åñëè ôèãóðèðóåò ïàðà (i, j) � ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòî ëþáàÿ ïàðà, êðîìå (4, 3).

Ïóñòü èìååòñÿ ñëîâî tNLakbnQiPjMϕH0R, ñîîòâåòñòâóþùåå êàêîìó-
òî ñîñòîÿíèþ îïèñàííîé ìàøèíû. Êàê ââåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîìîãàþò
íàì ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ñîñòîÿíèþ?
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Ñîîòíîøåíèÿ (1.1)�(1.6) ñëóæàò äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðî-
âåñòè t ñ ëåâîãî êðàÿ äî áóêâ Qi, Pj, ðåàëèçóþùèõ ãîëîâêó ìàøèíû.
Ñîîòíîøåíèÿ (1.17)�(1.21) ñëóæàò äëÿ âûâåäåíèÿ s íà ïðàâûé êðàé ñëî-
âà. Ñîîòíîøåíèÿ (1.7)�(1.16) è (1.20)�(1.24) íåïîñðåäñòâåííî ìîäåëèðóþò
âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, óêàçàííûé â ïëàíå ïîñòðîåíèÿ:

1. Åñëè (i, j) - ëåâàÿ ïàðà, ïîäåëèòü k (ñòåïåíü áóêâû a) íà 4 ñ îñòàò-
êîì r. � ñîîòíîøåíèÿ (1.15),(1.16). Åñëè æå (i, j) - ïðàâàÿ ïàðà, íóæíî
àíàëîãè÷íî äåëèòü n � ñîîòíîøåíèÿ (1.7),(1.8);

2. Óìíîæèòü n (èëè ñîîòâåòñòâåííî k) íà 4 (òàê ìû ðåàëèçóåì ñäâèã
êëåòîê) è äîáàâèòü ê ýòîìó t(i, j) � íîâûé öâåò ïåðåêðàñèâøåéñÿ òåêóùåé
ÿ÷åéêè. Óìíîæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ bn → d4n

(èëè ak → c4k) � ñîîòíîøåíèÿ (1.12),(1.13) (äëÿ n) è (1.10),(1.11) (äëÿ k);
3. Çàìåíèòü Qi íà Qq(i,j) (â ñîîòâåòñòâèè ñ èíñòðóêöèåé äëÿ (i, j)) �

ñîîòíîøåíèÿ (1.8) è (1.16);
4. Çàìåíèòü Pi íà îñòàòîê èç ïóíêòà 1 � ñîîòíîøåíèÿ (1.8) è (1.16);
5. Çàìåíèòü Mϕ íà M0 èëè M1, â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé íîâîé

ïàðû (i, j). � ñîîòíîøåíèÿ (1.11) è (1.16);
6. Âîññòàíîâèòü íîâûå çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé a è b: k → ak, dn → bn �

ñîîòíîøåíèÿ (1.20) � (1.24).
Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèå (1.25) ðåàëèçóåò îñòàíîâêó ìàøèíû.

1.3 Äåëèòåëè íóëÿ è îñòàíîâêà ìàøèíû

ßñíî, ÷òî ïîëíîå ñîñòîÿíèå ìàøèíû (âìåñòå ñ ëåíòîé) îïèñûâàåòñÿ ÷å-
òûðüìÿ ÷èñëàìè: ñîñòîÿíèåì ãîëîâêè i, öâåòîì òåêóùåé êëåòêè j, ÷èñëîì
k, êîäèðóþùèì ñîñòîÿíèå êëåòîê ñëåâà îò ãîëîâêè è ÷èñëîì n, êîäèðó-
þùèì ñîñòîÿíèå êëåòîê ñïðàâà îò ãîëîâêè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëíîå
ñîñòîÿíèå ìàøèíû êàê M(i, j, k, n).

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëíîå ñîñòîÿíèå ìàøèíû õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòâåðêîé (i, j, k, n), åñëè, â äàííûé ìîìåíò: ñîñòîÿíèå
ãîëîâêè i, öâåò òåêóùåé êëåòêè j, k =

∑∞
f=0 af4

f , n =
∑∞

f=0 bf4
f , ãäå

af � öâåòà êëåòîê, ïåðå÷èñëåííûå îò ãîëîâêè íàëåâî, bf � öâåòà êëåòîê,
ïåðå÷èñëåííûå îò ãîëîâêè íàïðàâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â îáîèõ ñóììàõ âñå-
ãäà ó÷àñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, òàê êàê êîëè÷åñòâî
íåïóñòûõ ÿ÷ååê âñåãäà êîíå÷íî.

Êàæäîå ïîëíîå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå ïîëíîå
ñîñòîÿíèå è òàê äàëåå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàøèíà ïåðåõîäèò èç ñîñòî-
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ÿíèÿ M(i1, j1, k1, n1) â ñîñòîÿíèå M(i2, j2, k2, n2), åñëè ìàøèíà, íà÷èíàÿ
ðàáîòó â ñîñòîÿíèè M(i1, j1, k1, n1) çà íåñêîëüêî øàãîâ ïåðåõîäèò â ñî-
ñòîÿíèå M(i2, j2, k2, n2).

Íàøåé îñíîâíîé öåëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü ìàøèíà Òüþðèíãà, îïèñàííàÿ âûøå, íà÷èíàåò
ðàáîòó â ñîñòîÿíèè M(i, j, k, n). Îáîçíà÷èì ϕ = 0, åñëè (i, j) � ëåâàÿ
ïàðà èëè ïàðà (4, 3) è ϕ(i, j) = 1, åñëè (i, j) � ïðàâàÿ ïàðà.

Ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî
LakbnQiPjMϕH0R ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â àëãåáðå ñ îïðåäåëÿþùè-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè (1.1)�(1.25).

Ñíà÷àëà äîêàæåì íåñêîëüêî ïðåäëîæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Ïóñòü n, k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â ïîëóãðóïïå
G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

1. tLakbn ≡ Lakbn−4tb4, åñëè n ≥ 5;
2. tLakbn ≡ Laktbn, åñëè n ≤ 4;

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî k ≥ 5. Òîãäà ïðèìåíÿÿ tLa =
Lta è íåñêîëüêî ðàç ta5 = ata4 � ñîîòíîøåíèÿ (1.1) è (1.4), ìû ïðè-
âîäèì ñëîâî tLakbn ê âèäó Lak−4ta4b. Äàëåå, ïðèìåíÿåì ta4b = ata3b,
ta3b = ata2b, ta2b = atab, tab = atb � ñîîòíîøåíèå (1.5) (ïðè ðàçíûõ r), è
ïîëó÷àåì Laktbn. Åñëè n ≤ 4, òî íà ýòîì îñòàíàâëèâàåìñÿ (è ïóíêò 2 äî-
êàçàí). Åñëè n ≥ 5, òî ñîîòâåòñòâèÿ ïóíêòó 1 ìû äîáèâàåìñÿ, ïðèìåíèâ
íåñêîëüêî ðàç tb5 = btb4 � ñîîòíîøåíèå (1.6).

Åñëè 1 ≤ k ≤ 4, ìû äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî, íî â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíî-
øåíèå ta5 = ata4 ìû íå ïðèìåíÿåì, ïðîïóñêàÿ ýòîò ýòàï.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. Ïóñòü k, n � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, íå
ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, 0 6 t(i, j) 6 3 � öâåò, êîòîðûé ïðèíèìàåò
òåêóùàÿ êëåòêà ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèè (i, j), 0 6 q(i, j) 6 6 �
ñîñòîÿíèå ãîëîâêè ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèè (i, j).

Òîãäà, åñëè (i, j) � ïðàâàÿ ïàðà, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü:

tNLakbnQiPjM1H0R ≡ LQq(i,j)PrMϕ(q,r)H2c
4k+t(i,j)d[n

4 ]RsN ,

ãäå ϕ(q, r) = 0 èëè 1 � â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ëåâàÿ ïàðà (q, r) èëè
ïðàâàÿ, [x] � íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå x, r � îñòàòîê îò
äåëåíèÿ n íà 4, è N = [k4 ] + [n4 ] + 2.
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Åñëè æå (i, j) � ëåâàÿ ïàðà, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü:

tNLakbnQiPjM0H0R ≡ LQq(i,j)PrMϕ(q,r)H2c
[k
4 ]d4n+t(i,j)RsN ,

ãäå ϕ(q, r) = 0 èëè 1 � â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ëåâàÿ ïàðà (q, r) èëè
ïðàâàÿ, ãäå [x] � íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå x, r � îñòàòîê îò
äåëåíèÿ k íà 4, è N = [k4 ] + [n4 ] + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ïðîìåæóòî÷íûå ýêâèâàëåíòíîñòè:
t[

n
4 ]+1LakbnQiPjM1H0R ≡ LakQq(i,j)PrM1H1d

[n
4 ]Rs[n

4 +1], ãäå r = n−4[n4 ]
� îñòàòîê ïðè äåëåíèè n íà 4, äëÿ ïðàâîãî ñëó÷àÿ, è

t[
n
4 ]+1LakbnQiPjM0H0R ≡ LakQiPjM0H1d

4n+t(i,j)Rs[n
4 ]+1 � äëÿ ëåâîãî

ñëó÷àÿ.
Ðàññìîòðèì ñëîâî tNLakbnQiPjMϕH0R, ãäå ϕ ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòà-

öèè ïàðû (i, j). Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: n = 0, 1 ≤ n ≤ 3 è n > 4.
Åñëè n = 0, íàì íàäî äîêàçàòü
tLakQiPjM1H0R ≡ LakQq(i,j)M1P0H1Rs, äëÿ ïðàâîãî ñëó÷àÿ, è
tLakQiPjM0H0R ≡ LakQiPjM0H1d

t(i,j)Rs, äëÿ ëåâîãî ñëó÷àÿ.
Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì tLa = Lta � ñîîòíîøåíèå (1.1). Ïîëó÷èì ñëî-

âî LtakQiPjMϕH0R. Åñëè k ≤ 4, òîãäà â ïðàâîì ñëó÷àå ïðèìåíèì
tarQiPjM1H0 ≡ arQq(i,j)P0M1H1s � ñîîòíîøåíèå (1.9), à â ëåâîì ñëó÷àå �
tarQiPjM0H0 ≡ arQiPjM0H1d

t(i,j)s � ñîîòíîøåíèå (1.14). Ñ ó÷åòîì sR =
Rs, ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ. Åñëè æå k ≥ 5, íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíèì
ta5 = ata4 � ñîîòíîøåíèå (1.4), ïîëó÷àåì ñëîâî Lak−4ta4QiPjMϕH0R. Òå-
ïåðü ïðèìåíÿåì ñîîòíîøåíèÿ (1.9), (1.14) (äëÿ r = 4) è sR = Rs , êàê â
ñëó÷àå k ≤ 4.

Åñëè n ≤ 3, òîãäà N = 1. Ïðèìåíÿåì âòîðóþ ÷àñòü (tLakbn ≡ Laktbn)
ïðåäëîæåíèÿ (1.3.1), ïîëó÷àåì LaktbnQiPjMϕH0R. Òåïåðü èñïîëüçóåì:

äëÿ ïðàâîãî ñëó÷àÿ � tbrQiPjM1H0 = Qq(i,j)PrM1H1s � ñîîòíîøåíèå
(1.8) è ïîëó÷àåì LakQq(i,j)PrM1H1sR, ãäå r = n;

äëÿ ëåâîãî ñëó÷àÿ � tbrQiPjM0H0 = QiPjM0H1d
4r+t(i,j)s � ñîîòíîøå-

íèå (1.13) è ïîëó÷àåì LakQiPjM0H1d
4n+t(i,j)sR.

Òåïåðü ïðèìåíÿÿ sR = Rs � ñîîòíîøåíèå (1.19) â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðè-
âîäèì îáà ñëîâà ê òðåáóåìîìó âèäó.

Åñëè n > 4, ïðèìåíÿåì âòîðóþ ÷àñòü (tLakbn ≡ Lakbn−4tb4) ïðåäëî-
æåíèÿ (1.3.1), ïîëó÷àåì Lakbn−4tb4QiPjMϕH0R. Òåïåðü èñïîëüçóåì:

äëÿ ïðàâîãî ñëó÷àÿ � tb4QiPjM1H0 = QiPjM1H0ds � ñîîòíîøåíèå
(1.7) è ïîëó÷àåì tN−1Lakbn−4QiPjM1H0dsR, ãäå r = n;
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äëÿ ëåâîãî ñëó÷àÿ � tb4QiPjM0H0 = QiPjM0H0d
16s � ñîîòíîøåíèå

(1.12) è ïîëó÷àåì tN−1Lakbn−4QiPjM0H0d
16sR.

Òåïåðü èñïîëüçóåì sR = Rs â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Ïîâòîðÿÿ ïîñëåäíèå
îïåðàöèè (ïðåäëîæåíèå (1.3.1), ñîîòíîøåíèå tb4QiPjM1H0 = QiPjH0ds â
ïðàâîì ñëó÷àå è ñîîòíîøåíèå tb4QiPjH0 = QiPjM1H0d

16s â ëåâîì ñëó-
÷àå) à òàêæå èñïîëüçóÿ sd = ds è sR = Rs � ñîîòíîøåíèÿ (1.18) è (1.19),
ìû ïðèâîäèì ñëîâà ê âèäàì:

tLakbrQiPjM1H0d
[n
4 ]Rs[n

4 ], ãäå r < 4, r ≡ n(mod 4) � â ïðàâîì ñëó÷àå;
tLakbrQiPjM0H0d

4[n
4 ]Rs[n

4 ], ãäå r < 4, r ≡ n(mod 4) � â ëåâîì ñëó÷àå;
Òåïåðü äåéñòâóåì êàê â ñëó÷àå n ≤ 3: ïðèìåíÿåì ïðåäëîæåíèå (1.3.1)

è ñîîòíîøåíèå tbrQiPjM1H0 = Qq(i,j)PrH1s äëÿ ïðàâîãî ñëó÷àÿ è ñîîò-
íîøåíèå tbrQiPjH0 = QiPjM0H1d

4r+t(i,j)s äëÿ ëåâîãî ñëó÷àÿ. Ñ ó÷åòîì
sd = ds, sR = Rs ïîëó÷àåì ñëîâà:

LakQq(i,j)PrM1H1d
n
4 Rs[n

4 ]+1, ãäå r = n − 4[n4 ] � îñòàòîê ïðè äåëåíèè n
íà 4, äëÿ ïðàâîãî ñëó÷àÿ, è

LakQiPjM0H1d
4n+t(i,j)Rs

n
4 +1 � äëÿ ëåâîãî ñëó÷àÿ.

Ïðèìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîì ñëó÷àå óæå ïðîèçîøëà çàìåíà
ïàðû QiPj íà ïàðó Qq(i,j)Pr, è ïðè ýòîì ìîãëà ñìåíèòñÿ îðèåíòàöèÿ ïàðû.
Ôèêñèðîâàòü òó îðèåíòàöèþ, ÷òî áûëà â íà÷àëå (ïðàâóþ), íàì ïîìîãàåò
áóêâà M1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïðîìåæóòî÷íûå ýêâèâàëåíòíîñòè. Òå-
ïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî

äëÿ ïðàâîãî ñëó÷àÿ: t[k
4 ]+1LakQiPjM1H1R ≡ LQiPjMϕ(i,j)H2

4k+t(i,j)s[k
4 ]+1,

ãäå ϕ(i, j) = 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè ïàðû (i, j);
äëÿ ëåâîãî ñëó÷àÿ: t[k

4 ]+1LakQiPjM0H1R ≡ LakQq(i,j)PrMϕ(q,r)H2c
[k
4 ]s[k

4 ]+1,

ãäå r ≡ k(mod 4), è ϕ(i, j) = 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè
ïàðû (i, j).

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: k = 0, 1 ≤ k ≤ 3 è k ≥ 4.
Åñëè k = 0, ïðèìåíÿÿ tLQi = LtQi � ñîîòíîøåíèå (1.3) ïîëó÷à-

åì ñëîâî LtQiPjH1. Òåïåðü â ïðàâîì ñëó÷àå ïðèìåíèì (äëÿ r = 0)
tarQiPjM1H1 ≡ QiPjMϕ(i,j)H2c

4r+t(i,j)s, ãäå ϕ(i, j) ñîîòâåòñòâóåò îðèåí-
òàöèè ïàðû (i, j) � ñîîòíîøåíèå (1.11), à â ëåâîì ñëó÷àå (òîæå äëÿ r = 0)
� tarQiPjM0H1 ≡ Qq(i,j)PrMϕ(q,r)H2s, ãäå ϕ(q, r) ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòà-
öèè ïàðû (q, r) � ñîîòíîøåíèå (1.16). C ó÷åòîì sR = Rs, ïîëó÷àåì òî,
÷òî òðåáóåòñÿ.

Åñëè 1 ≤ k ≤ 3, ïðèìåíÿÿ tLa = Lta � ñîîòíîøåíèå (1.1) ïîëó÷à-
åì ñëîâî LtakQiPjH1. Òåïåðü â ïðàâîì ñëó÷àå ïðèìåíèì (äëÿ r = k)
tarQiPjM1H1 ≡ QiPjMϕ(i,j)H2c

4r+t(i,j)s � ñîîòíîøåíèå (1.11), à â ëåâîì
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ñëó÷àå (òîæå äëÿ r = k) � tarQiPjM0H1 ≡ Qq(i,j)PrMϕ(i,j)H2s � ñîîòíî-
øåíèå (1.16). C ó÷åòîì sR = Rs, ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Åñëè k ≥ 4, ïðèìåíÿÿ tLa = Lta � ñîîòíîøåíèå (1.1) è íåñêîëüêî ðàç
ta5 = ata4 � ñîîòíîøåíèå (1.4), ïîëó÷àåì ñëîâî t[

k
4 ]Lak−4ta4QiPjMϕH1.

Òåïåðü èñïîëüçóåì: â ïðàâîì ñëó÷àå ta4QiPjM1H1 ≡ QiPjM1H1c
16s �

ñîîòíîøåíèå (1.10), â ëåâîì ñëó÷àå ta4QiPjM0H1 ≡ QiPjM0H1cs � ñîîò-
íîøåíèå (1.15), è ïîëó÷èì:

â ïðàâîì ñëó÷àå: t[
k
4 ]Lak−4QiPjM1H1c

16s;
â ëåâîì ñëó÷àå: t[

k
4 ]Lak−4QiPjM0H1cs.

Ê ñëîâó t[
k
4 ]Lak−4QiPjMϕH1, ãäå ϕ = 0 èëè 1, ìîæíî ïðèìåíèòü èí-

äóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå (k óìåíüøèëîñü íà 4). C ó÷åòîì sc = cs è
sR = Rs � ñîîòíîøåíèÿ (1.17) è (1.19), ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëîâî
tNLakbnQiPjMϕH0R, ãäå ϕ = 0 èëè 1, è N = [k4 ] + [n4 ] + 2. Ïðèìåíÿÿ
ïåðâóþ ïðîìåæóòî÷íóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, ïîëó÷àåì:

â ïðàâîì ñëó÷àå: t[
k
4 ]+1LakQq(i,j)PrM1H1d

[n
4 ]Rs[n

4 ]+1, ãäå r = n − 4[n4 ] �
îñòàòîê ïðè äåëåíèè n íà 4;

â ëåâîì ñëó÷àå: t[
k
4 ]+1LakQiPjM0H1d

4n+t(i,j)Rs[n
4 ]+1.

Òåïåðü â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíèì âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè:

äëÿ ïðàâîãî ñëó÷àÿ: t[k
4 ]+1LakQiPjM1H1 ≡ LQiPjMϕ(i,j)H2

4k+t(i,j)s[k
4 ]+1,

ãäå ϕ(i, j) = 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè ïàðû (i, j);
äëÿ ëåâîãî ñëó÷àÿ: t[

k
4 ]+1LakQiPjM0H1 ≡ LQq(i,j)PrMϕ(q,r)H2c

[k
4 ]s[k

4 ]+1,

ãäå r ≡ k(mod 4), è ϕ(i, j) = 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè
ïàðû (i, j).

Ïîëó÷àåì:
â ïðàâîì ñëó÷àå:

LQq(i,j)PrMϕ(i,j)H2
4k+t(i,j)s[k

4 ]+1d[n
4 ]Rs[n

4 ]+1,

ãäå r = n− 4[n4 ] � îñòàòîê ïðè äåëåíèè n íà 4;
â ëåâîì ñëó÷àå:

LQq(i,j)PrMϕ(q,r)H2c
[k
4 ]s[k

4 ]+1d4n+t(i,j)Rs[n
4 ]+1.

Ïðèìåíèâ sd = ds, sc = cs è sR = Rs, ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáóåòñÿ â
óñëîâèè ïðåäëîæåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.3. Ïóñòü ϕ = 0 èëè 1. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü:

tn+k+1LQiPjMϕH2c
kdnR ≡ LakbnQiPjMϕH0Rsn+k+1;

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:
1. tLamQiPjMϕH2c ≡ Lam+1PjQiMϕH2s.
2. tLamblQiPjMϕH2d ≡ Lakbl+1PjQiMϕH2s.
1. Åñëè m = 0, òî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü tLQi = LtQi è

tarQiPjMϕH2c = ar+1QiPjMϕH2s (äëÿ r = 0)� ñîîòíîøåíèÿ (1.3) è
(1.20). Åñëè 1 ≤ m ≤ 4, ïðèìåíÿåì tLa = Lta è tarQiPjMϕH2c =
ar+1QiPjMϕH2s (äëÿ r = m)� ñîîòíîøåíèÿ (1.1) è (1.20). Â ñëó÷àå m ≥ 5,
ïðèìåíÿåì tLa = Lta, çàòåì íåñêîëüêî ðàç ta5 = ata4 � ñîîòíîøåíèå
(1.4), è âñå ñâîäèòñÿ îïÿòü ê ïðèìåíåíèþ ñîîòíîøåíèÿ (1.20).

2. Åñëè l = 0, òî äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1, òîëüêî âìåñòî ñîîò-
íîøåíèÿ (1.20) ïðèìåíÿåì tarQiPjMϕH2d = arbQiPjMϕH2s � ñîîòíîøå-
íèå (1.22).

Åñëè 1 ≤ l ≤ 4, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå (1.3.1), ïîëó÷àåì ñëîâî
LamtblQiPjMϕH2d. Òåïåðü èñïîëüçóÿ tbrQiPjMϕH2d = br+1QiPjMϕH2s

(äëÿ r = l)� ñîîòíîøåíèå (1.23), ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáóåòñÿ.
Åñëè l ≥ 5, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå (1.3.1), ïîëó÷àåì ñëîâî

Lambl−4tb4QiPjMϕH2d. Îïÿòü ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (1.23) (äëÿ r = 4),
ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëîâî
tn+k+1LQiPjMϕH2c

kdnR.
Ïóñòü ñíà÷àëà n = 0. Åñëè k = 0, òî ïðèìåíÿÿ tbrQiPjMϕH2R =

brQiPjMϕH0Rs � ñîîòíîøåíèå (1.24) äëÿ r = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáó-
åòñÿ. Ïóñòü k ≥ 1. Ïðèìåíÿÿ ê ñëîâó tk+1LQiPjMϕH2c

kdnR íåñêîëüêî
ðàç ïåðâóþ äîêàçàííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ m = 0, . . . k − 1, ïîïóòíî
èñïîëüçóÿ sc = cs è sR = Rs ïîëó÷èì tLakQiPjMϕH2R. Òåïåðü ïðè-
ìåíèì tLa = Lta, è íåñêîëüêî ðàç ta5 = ata4 � ñîîòíîøåíèÿ (1.1) è
(1.4). Â ïîëó÷èâøåìñÿ ñëîâå Lak−4ta4QiPjMϕH2R äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü
tarQiPjMϕH2R = arQiPjMϕH0Rs � ñîîòíîøåíèå (1.21), (äëÿ r = 4)è ìû
ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Ïóñòü n ≥ 1. Ðàññìîòðèì ñëîâî tn+k+1LQiPjMϕH2c
kdnR. Èñïîëü-

çóÿ íåñêîëüêî ðàç ïåðâóþ äîêàçàííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ m =
0, . . . k − 1, ïîïóòíî ó÷èòûâàÿ sc = cs, sd = ds, sR = Rs ïîëó÷èì
tn+1LakQiPjMϕH2d

nRsk. Òåïåðü íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíèì âòîðóþ äîêà-
çàííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ l = 0, . . . n− 1, ïîïóòíî èñïîëüçóÿ sd = ds
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è sR = Rs. Ïîëó÷àåì tLakbnQiPjMϕH2Rsn+k. Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ïðåäëî-
æåíèå (1.3.1) è tbrQiPjMϕH2R = brQiPjMϕH0Rs � ñîîòíîøåíèå (1.24)
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ýêâèâàëåíòíîñòü.
Ïðåäëîæåíèå 1.3.4. Ðàññìîòðèì îäèí øàã ðàáîòû îïèñàííîé âûøå
ìàøèíû. Ïóñòü, åå òåêóùåå ñîñòîÿíèå M(i, j, k, n), à ñëåäóþùåå �
M (̂i, ĵ, k̂, n̂). Ïóñòü òàêæå, ϕ ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòàöèè ïàðû (i, j),
òî åñòü ϕ = 0, åñëè ïàðà ëåâàÿ è ϕ = 1, åñëè ïàðà ïðàâàÿ, è ϕ̂ ñîîò-
âåòñòâóåò îðèåíòàöèè ïàðû (̂i, ĵ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî

tNLakbnQiPjMϕH0R ≡ Lak̂bn̂QîPĵMϕ̂H0RsN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëîâî LakbnQiPjMϕH0R. Äîïóñòèì, (i, j)
� ïðàâàÿ ïàðà. Òîãäà ϕ = 1. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå (1.3.2), íàõîäèì
òàêîå N1, ÷òî

tN1LakbnQiPjMϕH0R ≡ LQq(i,j)PrMϕ(q,r)H2c
4k1+t(i,j)d[n

4 ]RsN1,

ãäå r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ n1 íà 4, ϕ(q, r) = 0 èëè 1 � â çà-
âèñèìîñòè îò òîãî, ëåâàÿ ïàðà (q, r) èëè ïðàâàÿ. Òåïåðü ê ñëîâó
LQq(i,j)PrMϕ(q,r)H2c

4k+t(i,j)d[n
4 ]R ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå (1.3.3) è íàéäåì

òàêîå N2, ÷òî

tN2LQq(i,j)PrMϕ(q,r)H2c
4k+t(i,j)d[n

4 ]R ≡ La4k+t(i,j)b[n
4 ]Qq(i,j)PrMϕ(q,r)H0RsN2.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü:

tN1+N2LakbnQiPjM1H0R ≡ La4k+t(i,j)b[n
4 ]Qq(i,j)PrMϕ(q,r)H0RsN1+N2.

Òàê êàê (i, j) � ïðàâàÿ ïàðà, è t(i, j) � íîâûé öâåò ÿ÷åéêè, èç êîòîðîé
ãîëîâêà óõîäèò, íîâîå çíà÷åíèå k̂ áóäåò ðàâíî 4k + t(i, j). Öâåò íîâîé
òåêóùåé ÿ÷åéêè ìû íàõîäèì êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ n íà 4. À íîâîå
çíà÷åíèå n̂ åñòü öåëî÷èñëåííûé ðåçóëüòàò ýòîãî äåëåíèÿ: n̂ = [n4 ]. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òðåáóåìóþ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ñëó÷àé, êîãäà (i, j) � ëåâàÿ ïàðà, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.5. Ïåðåíåñåì â ëåâóþ ÷àñòü âñå ñëîâà â êàæäîì èç
ñîîòíîøåíèé (1.1)�(1.25). Ëåâûå ÷àñòè ïîëó÷èâøèõñÿ ðàâåíñòâ îáðà-
çóþò áàçèñ Ãð�åáíåðà â ïîðîæäàåìîì èìè èäåàëå, îòíîñèòåëüíî ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêó áóêâ
{t, s, L a, b, Q0 . . . Q6, P0 . . . P3, M0, M1, H0, H1, H2, c, d, R, }.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ñîîòíîøåíèÿõ â ëåâîé ÷àñòè ñòî-
èò áîëåå ñòàðøèé ìîíîì. Ïðîâåðèì îòñóòñòâèå çàöåïëåíèé ñðåäè ñòàð-
øèõ ìîíîìîâ. Âñå ñòàðøèå ìîíîìû íà÷èíàþòñÿ ñ áóêâ t èëè s. Êðîìå
òîãî, ýòè áóêâû âõîäÿò òîëüêî â êà÷åñòâå ïåðâûõ áóêâ ìîíîìîâ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ çàöåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ,
êîãäà îäèí ìîíîì ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî. Ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî òàêèõ
ìîíîìîâ íåò.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåäóê-
öèè � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ïåðåâîäÿùèå ìîíîì â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíî-
øåíèÿ â ìîíîì â ïðàâîé ÷àñòè, à îñòàëüíûå ìîíîìû îñòàâëÿþùèå íà
ìåñòå. Ïðè äàííûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ìîíîì âñåãäà ðåäóöè-
ðóåòñÿ ëèáî â ìîíîì, ëèáî â íóëü.
Ïðåäëîæåíèå 1.3.6. Ïîëîæèì ϕ(i, j) = 1, åñëè ïàðà (i, j) � ïðàâàÿ, è
ϕ(i, j) = 0, åñëè ëåâàÿ.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) Îïèñàííàÿ âûøå ìàøèíà Òüþðèíãà, íà÷àâ ðàáîòó â ñîñòîÿíèè

M(i, j, k, n), ÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî åñòü ïðè-
õîäèò â ñîñòîÿíèå ñ i = 4, j = 3.

(ii) Cóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî tNLakbnQiPjMϕH0R ≡ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëå-
äóåò âòîðîå. Ïóñòü íàøà ìàøèíà Òüþðèíãà, íà÷àâ ðàáîòó â ñîñòîÿíèè
M(i, j, k, n), ÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå ñ i = 4, j = 3.

Äîïóñòèì, M(i, j, k, n) ïåðåõîäèò â M(4, 3, k̂, n̂) çà îäèí øàã. Òîãäà
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (1.3.4), ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî èìååò ìåñòî ýê-
âèâàëåíòíîñòü

tNLakbnQiPjMϕH0R ≡ Lak̂bn̂Q4P3M0H0RsN .

Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü Q4P3 = 0 � ñîîòíîøåíèå (1.25) è ïðèâåñòè
ñëîâî ê íóëþ.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïåðåõîäîâ ñ íå áîëåå ÷åì m øàãà-
ìè. Ïóñòü íàøà ìàøèíà, íà÷àâ ñ ñîñòîÿíèÿ M(i, j, k, n) îñòàíàâëèâàåòñÿ
íà m + 1 øàãó. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ïåðåõîä â ýòîé öåïî÷êå. Ïóñòü ýòî
ïåðåõîä îò M(i, j, k, n) ê M (̂i, ĵ, k̂, n̂). Ïðèìåíÿÿ äëÿ ýòîãî ïåðåõîäà ïðåä-
ëîæåíèå (1.3.4), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò N1 òàêîå, ÷òî

tN1LakbnQiPjMϕH0R ≡ Lak̂bn̂QîPĵMϕ̂H0RsN1.
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Ê ñîñòîÿíèþ M (̂i, ĵ, k̂, n̂), ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Òî
åñòü, ñóùåñòâóåò òàêîå N2, ÷òî tN2Lak̂bn̂QîPĵMϕ̂H0R ≡ 0.

Íî òîãäà

tN1+N2LakbnQiPjMϕH0R ≡ tN2Lak̂bn̂QîPĵMϕ̂H0RsN1 ≡ 0.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ïåðâîå.
Ïóñòü tNLakbnQiPjMϕH0R ≡ 0. Äîïóñòèì, íàøà ìàøèíà, íà÷àâ ñ

ñîñòîÿíèÿ M(i, j, k, n), íå îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïóñòü ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå
ìàøèíû M (̂i, ĵ, k̂, n̂). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (1.3.4), ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå N1 ≥ 1, ÷òî

tN1LakbnQiPjMϕH0R ≡ Lak̂bn̂QîPĵMϕ̂H0RsN1.

Òî åñòü ñ ïîìîùüþ ñòåïåíè tN1 ìû ïåðåøëè ê ñëîâó, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåìó ñëåäóþùåìó ñîñòîÿíèþ. Ê ýòîìó ñëîâó, Lak̂bn̂QîPĵMϕ̂H0R, ìîæíî
îïÿòü ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå (1.3.4) è íàéòè N2 ≥ 1, äëÿ ïåðåõîäà ê
ñëåäóþùåìó ñîñòîÿíèþ. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì, çà êîíå÷-
íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷àåì N1 + N2 + · · · + Nx = N̂ > N . Ïðè ýòîì
çà x øàãîâ ìàøèíà ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå M(ix, jx, kx, nx), ïðè÷åì çà âñå
âðåìÿ ïåðåõîäà ñîñòîÿíèå ñ (i, j) = (4, 3) íå âñòðåòèëîñü, òàê êàê ýòî áû
îçíà÷àëî, ÷òî ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ. Çíà÷èò âåðíà ýêâèâàëåíòíîñòü

tN̂LakbnQiPjMϕH0R ≡ LakxbnxQixPjx
Mϕx

H0RsN̂ .

Ïîëó÷èâøååñÿ ñëîâî íå ðàâíî íóëþ � ê íåìó íå ïðèìåíèìà íè îäíà
ðåäóêöèÿ. Íî íóëåâîå ñëîâî tNLakbnQiPjMϕH0R ÿâëÿåòñÿ åãî ïîäñëîâîì.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ïðåäëîæåíèé äîêàæåì, ÷òî ñëîâî
LakbnQiPjMϕH0R ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, òîëüêî åñëè íàøà ìàøèíà,
íà÷àâ ñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ, îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.7. Ïóñòü ñëîâî W íå ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèé (1.1)�(1.25). Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñëîâà Wtm

è smW òàêæå íå ïðèâîäÿòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, Wtm ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî åñ-
ëè â êàêîì ëèáî ñîîòíîøåíèè èñïîëüçóåòñÿ t, òî ñïðàâà íåå îáÿçàòåëüíî
âñòðå÷àþòñÿ äðóãèå áóêâû. Òàêèì îáðàçîì, m áóêâ íà ïðàâîì êîíöå ñëî-
âà íå ìîãóò ó÷àñòâîâàòü íè â îäíîì ýêâèâàëåíòíîì ïåðåõîäå. Òîãäà åñëè
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Wtm ìîæíî ïðèâåñòè ê íóëþ, òî è ñ W ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü òî æå
ñàìîå.

Äîïóñòèì, smW ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ëåâîå íà÷àëî
ñëîâà smW , ñîñòîÿøåå èç áóêâ s, R, d, c. Ïóñòü DX = smW � ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîå ðàâåíñòâî. Òîãäà X � ïîäñëîâî W . Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ
sR = Rs, sc = cs, sd = ds, íå ìåíÿþò äëèíó è ñîñòàâ áóêâ â ñëîâå D.
Îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âîîáùå íå ìîãóò çàòðàãèâàòü ñëîâî D, òàê èõ
ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè íà÷èíàþòñÿ íå ñ áóêâ s, R, d, c. Òî åñòü êàæäîå
ñîîòíîøåíèå ìåíÿåò ëèáî ñëîâî X, ëèáî D. Íî òîãäà åñëè smW ìîæíî
ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó Q4P3, òî àíàëîãè÷íîå ìîæíî ïðîäåëàòü
ñî ñëîâîì X , à çíà÷èò è ñî ñëîâîì W .

Ïðåäëîæåíèå 1.3.8. Ïóñòü A, B � íåíóëåâûå ñëîâà. Òîãäà åñëè ñëî-
âî âèäà ALakbnQiPjMϕH0RB, ãäå ϕ = ϕ(i, j), ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî tNLakbnQiPjMϕH0R ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì akbnQiPjMϕH0 êàê U è ðàññìîòðèì ñëî-
âî ALURB. Çàìåòèì, ÷òî âñå íàøè ñîîòíîøåíèÿ íå ìåíÿþò êîëè÷åñòâà
áóêâ L è R â ñëîâå. Åñëè ìû ïðåîáðàçóåì ñëîâî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå-
íèÿ, íå ñîäåðæàùåãî L, òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîõîäèò âíóòðè A èëè
URB. Åñëè æå ñîîòíîøåíèå çàòðàãèâàåò L, òî ýòî tLa = Lta, tLb = Ltb

èëè tLQi = LtQi. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò äîáàâèòü (èëè óáðàòü) t ê
êîíöó ñëîâà A. (�×åðåç L ïðîõîäèò òîëüêî t�). Àíàëîãè÷íî, åñëè ñîîò-
íîøåíèå çàòðàãèâàåò R, òî ýòî tarQiPjMϕH2R = arQiPjMϕH0Rs, ëèáî
tbrQiPjMϕH2R = brQiPjMϕH0Rs, ëèáî sR = Rs. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìî-
ãóò äîáàâèòü (èëè óáðàòü) s ê íà÷àëó ñëîâà B (�÷åðåç R ïðîõîäèò òîëüêî
s�). Åñëè, ALURB ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ, çíà÷èò ýòî ñëîâî ìîæíî ïðèâåñòè
ê âèäó, ñîäåðæàùåìó Q4P3. Ýòî ïîäñëîâî ìîæåò îáðàçîâàòüñÿ ëèáî ñëåâà
îò íàøåé îáîçíà÷åííîé áóêâû L, ëèáî ìåæäó L è R, ëèáî ñïðàâà îò R.

Ïóñòü ïîäñëîâî Q4P3 îáðàçîâàëîñü ñëåâà îò L. Ó÷èòûâàÿ âûñêàçàííîå
âûøå ñîîáðàæåíèå (�÷åðåç L ïðîõîäèò òîëüêî t�) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå m, ÷òî Atm ≡ 0. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (1.3.7),
A ≡ 0, òî åñòü ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì. Àíàëîãè÷íî ðàç-
áèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà Q4P3 îáðàçîâàëîñü ñïðàâà îò R.

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîäñëîâî Q4P3 îáðàçóåòñÿ â öåíòðå ñëîâà, ìåæ-
äó áóêâàìè L è R. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �÷åðåç L ïðîõîäèò òîëüêî t� è �÷å-
ðåç R ïðîõîäèò òîëüêî s�, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå m è l, ÷òî
tmLURsl ≡ 0.
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Òåïåðü ê ñëîâó tmLakbnQiPjMϕH0Rsl áóäåì ïðèìåíÿòü ðåäóêöèè �
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Êàæäàÿ ðåäóêöèÿ ïîíèæàåò ðàíã ñëîâà. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿåìûå íàìè ðåäóêöèè íå áóäóò çàòðàãèâàòü l êðàéíèõ
ñïðàâà áóêâ s, òàê êàê ðåäóêöèè ñ ó÷àñòèåì s ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå
äðóãîé áóêâû ñïðàâà îò s. Òî åñòü ôàêòè÷åñêè ðåäóêöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê
ñëîâó tmLakbnQiPjMϕH0R. Ïîñêîëüêó ìû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íóëü,
ýòî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.9. Ïóñòü ϕ = ϕ(i, j), A =
∑m

f=1 αf t
pf 6= 0, B =∑l

f=1 βfs
qf 6= 0, è ALakbnQiPjMϕH0RB ≡ 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò N , òàêîå, ÷òî tNLakbnQiPjMϕH0R ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì LakbnQiPjMϕH0R êàê U . Â âûðàæåíèè
AUB ðàñêðîåì ñêîáêè è áóäåì ïðèìåíÿòü ðåäóêöèè ê ïîëó÷èâøåéñÿ
ñóììå ìîíîìîâ. Êàæäàÿ ðåäóêöèÿ ïåðåâîäèò ìîíîì â ìîíîì èëè â íóëü.
Íî åñëè îäèí èç ìîíîìîâ ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëþ, ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå
(1.3.8), ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Äîïóñòèì, òàêèõ ìîíîìîâ íå íàéäåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóÿ îïðå-
äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ðåäóêöèè) â äîêàçàòåëüñòâàõ ïðåäëîæåíèé
(1.3.1)�(1.3.2), ìû ìîæåì ïðèâåñòè âñå ìîíîìû ê âèäó, íå ñîäåðæàùå-
ìó t. Òàêèì îáðàçîì, AUB ðåäóöèðóåòñÿ ê âèäó

∑m
f=1 αfUfs

pf B. Ñëîâà
Uf íå ñîäåðæàò t è s, è áîëüøå ê íèì íåëüçÿ ïðèìåíèòü ðåäóêöèè. Òàê
êàê ñóììà ðàâíà íóëþ, ñëàãàåìûå ìîæíî ðàçáèòü íà ãðóïïû (ñîâîêóï-
íîñòè) ïîäîáíûõ, ñ íóëåâûìè ñóììàìè êîýôôèöèåíòîâ â îäíîé ãðóïïå.
Ðàññìîòðèì îäíó òàêóþ ãðóïïó ïîäîáíûõ ìîíîìîâ. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ íîìåðîâ f âñå ñëîâà Uf ðàâíû. Íî òîãäà ðàâíû è ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòåïåíè tpf . Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé ãðóïïû, òî äëÿ îáùåé ñóììû
âåðíî A =

∑m
f=1 αf t

pf = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.10. Ïóñòü ñëîâî LakbnQiPjMϕH0R, ãäå ϕ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïàðîé (i, j), ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò N ,
òàêîå, ÷òî tNLakbnQiPjMϕH0R ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü LakbnQiPjMϕH0R � äåëèòåëü íóëÿ. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû àëãåáðû A è B, ÷òî
ALakbnQiPjMϕH0RB ≡ 0. Åñëè îáà ýëåìåíòà A è B � ìîíîìû, èñïîëü-
çóåì ïðåäëîæåíèå (1.3.8). Èíà÷å âûáåðåì òàêèå A è B, ÷òî èõ çàïèñè â
âèäå ñóììû ìîíîìîâ (ñ êîýôôèöèåíòàìè), ñîäåðæàò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
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íåíóëåâûõ ìîíîìîâ: A = A1 + A2 + · · · + AU , B = B1 + B2 + · · · + BV .
Êàæäûé ìîíîì Au çàïèøåì â âèäå Au = Xut

pu, ãäå pu � íåîòðèöàòåëüíîå
öåëîå ÷èñëî. Àíàëîãè÷íî, êàæäûé ìîíîì Bv çàïèøåì â âèäå Bv = sqvYv,
ãäå qv � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.(Âî îáîèõ ñëó÷àÿõ ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêîå ðàâåíñòâî.) Òî åñòü ìû âûäåëÿåì ñòåïåíü t ñïðàâà îò ìîíîìîâ Au

è ñòåïåíü s ñëåâà îò ìîíîìîâ Bv. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Xu è Yv óæå ïðåä-
ñòàâëåíû â íîðìàëüíîì âèäå, íå äîïóñêàþùåì äàëüíåéøèõ ðåäóêöèé.
Òîãäà ∑

1≤u≤U 1≤v≤V

Xut
puLakbnQiPjMϕH0RsqvYv = 0

.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîíîì â ýòîé ñóììå:
XtpLakbnQiPjMϕH0RsqY . Äîïóñòèì, åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê íóëþ. Òî-

ãäà, ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå (1.3.8), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå íàñòîÿùåãî
ïðåäëîæåíèÿ. Çíà÷èò, äàííûé ìîíîì ìîæíî ñ ïîìîùüþ ðåäóêöèé ïðè-
âåñòè ê íîðìàëüíîìó âèäó (íå äîïóñêàþùåìó äàëüíåéøèõ ðåäóêöèé). X
â íà÷àëå ñëîâà óæå â íîðìàëüíîé ôîðìå. Çàìåòèì, ÷òî âñå ðåäóêöèè,
ïðèìåíèìû ê ñîäåðæàùèå L ñëîâàì, çàòðàãèâàþò ñëåâà îò L òîëüêî t.
Òàêèì îáðàçîì, X â íà÷àëå ñëîâà âîîáùå íå çàòðàãèâàåòñÿ ðåäóêöèÿìè,
è íîðìàëüíàÿ ôîðìà âñåãî ñëîâà íà÷èíàåòñÿ ñ X . Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî
äëÿ ëþáîãî ìîíîìà â ñóììå, à âñÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, ïîëó÷àåì ÷òî âñå
Xu ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà íåñêîëüêî ãðóïï ïîäîáíûõ ìîíîìîâ. Åñ-
ëè ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî (íî íå âñå) ïîäîáíûõ ìîíîìîâ Xu1

. . . Xus

òàê, ÷òî
∑s

f=1 Xuf
tpuf LakbnQiPjMϕH0RsqB̂ = 0, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ âûáîðà Â è B̂, òàê êàê âìåñòî Â ìîæíî âçÿòü∑s
f=1 Xuf

tpuf . Çíà÷èò, íåñêîëüêî òàêèõ ìîíîìîâ âûáðàòü íåëüçÿ, è ãðóï-
ïà ìîíîìîâ îäíà, òî åñòü âñå ìîíîìû Xu ïîäîáíû. Òîãäà èõ ìîæíî âû-
íåñòè çà ñêîáêè. Âíóòðè ñêîáîê îñòàåòñÿ

∑s
f=1 tpuf . Òî åñòü ñèòóàöèÿ

ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, ðàññìîòðåíîìó â ïðåäëîæåíèè (1.3.9).

Èòàê, èç ïðåäëîæåíèé (1.3.6) è (1.3.10) ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî
LakbnQiPjMϕH0R ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìàøèíà, íà÷àâ ñ ñîñòîÿíèÿ M(i, j, k, n) îñòàíàâëèâàåòñÿ. Òåîðåìà (1.3.1)
äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, èç àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îñòà-
íîâêè óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû ñëåäóåò àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü
âîïðîñà, ÿâëÿåòñÿ ëè ýëåìåíò â àëãåáðå A äåëèòåëåì íóëÿ.
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Áóäåì ñëåäîâàòü îïðåäåëåíèþ ìàøèíû Ìèíñêîãî, äàííûì Ì.Ñàïèðîì
â ñòàòüå [5]. Ïóñòü èìååòñÿ äâå ÿ÷åéêè ïàìÿòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ
ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ îäíî öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Áóäåì íàçûâàòü
ïðîãðàììîé êîíå÷íûé íàáîð èíñòðóêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîé
óíèêàëüíûé íîìåð.

Êàæäàÿ èíñòðóêöèÿ ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç òðåõ òèïîâ:

(i) Ïðèáàâèòü 1 â ÿ÷åéêó íîìåð N è äàëåå ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè j.
N ∈ {0, 1}

(ii) Åñëè â ÿ÷åéêå íîìåð N çàïèñàíî ÷èñëî áîëüøåå íóëÿ, îòíÿòü 1 èç íåå
è ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè j, èíà÷å ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè k. N ∈ {0, 1}

(iii) Ñòîï.

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîãðàììà íà÷èíàåò ðàáîòàòü ñ èíñòðóêöèè 1 è íó-
ëåì âî âòîðîé ÿ÷åéêå. Ïðîãðàììà çàêàí÷èâàåò ðàáîòàòü, åñëè â êàêîé-
ëèáî ìîìåíò ðàáîòû áóäåò âûïîëíåíà èíñòðóêöèÿ �ÑÒÎÏ�. Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî èíñòðóêöèÿ �ÑÒÎÏ� èìååò íîìåð 0.

Ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå ìàøèíû Ìèíñêîãî � ýòî òðîéêà (n,m,i) ãäå n, m
� ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà õðàíÿùèåñÿ â ÿ÷åéêàõ, i � íîìåð èñïîëíÿþùåéñÿ
èíñòðóêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìàøèíà â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû êàæäûé òàêò âðå-
ìåíè ïåðåõîäèò îò îäíîãî ìãíîâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ìàøèíà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ (n1,m1, i) â ñî-
ñòîÿíèå (n2,m2, j) åñëè îíà, íà÷èíàÿ ðàáîòó ñ âûïîëíåíèÿ èíñòðóêöèè i

ñ çàïèñàííûìè ÷èñëàìè n1 â ïåðâîé ÿ÷åéêå, m1 âî âòîðîé ÿ÷åéêå, ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ ïåðåõîäèò ê âûïîëíåíèþ èíñòðóêöèè j, ñ çàïèñàííûìè
÷èñëàìè n2 â ïåðâîé ÿ÷åéêå, m2 âî âòîðîé ÿ÷åéêå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f(n) : N → N,
åñëè, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, íà÷èíàÿ ñ ÷èñëîì 2n â ïåðâîé ÿ÷åéêå è
íóëåì âî âòîðîé, îíà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó ñ ÷èñëîì 2f(n) â ïåðâîé ÿ÷åéêå
è íóëåì âî âòîðîé, òî åñòü îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2n, 0, 1) → (2f(n), 0, 0).
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Ñîîòâåòñòâåííî, áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f(n) : N→ N âû÷èñëèìîé
ïî Ìèíñêîìó, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Ìèíñêîãî, âû÷èñëÿþùàÿ äàííóþ
ôóíêöèþ.

Çàìåòèì, ÷òî îäíèì õðàíÿùèìñÿ â ÿ÷åéêå ÷èñëîì ìîæíî êîäèðîâàòü
íåñêîëüêî ÷èñåë. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì õðàíèòü â ïåðâîé ÿ÷åéêå ïàðó
÷èñåë (n,m) êàê ÷èñëî 2k×3m. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
õðàíèòü â îäíîé ÿ÷åéêå öåëûé íàáîð ÷èñåë.

Ïðè ýòîì, ñòåïåíüþ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
êàê îòäåëüíûì ðåãèñòðîì ïàìÿòè. Áóäåì íàçûâàòü ðåãèñòðû àíàëîãè÷-
íî ïðîñòûì ÷èñëàì, ñòåïåíüþ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èõ çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð,
ðåãèñòðû 2, 3, 5. Òàêæå, ïðèâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
âû÷èñëèìûå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Íàïðèìåð, ìàøèíà âû÷èñëÿåò ñóììó, åñëè îíà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë n, m îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2n × 3m, 0, 1) → (2n+m, 0, 0).

Íàøåé îñíîâíîé öåëüþ áóäåò ñîçäàòü ìàøèíó Ìèíñêîãî, âû÷èñëÿ-
þùóþ [nα] äëÿ ðåêóðñèâíîãî ÷èñëà α, òî åñòü ïðèäóìàòü ïðîãðàììó,
îñóùåñòâëÿþùóþ ïåðåõîä (2n, 0, 1) → (2[nα], 0, 0), ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü x.

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïèøåì íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûõ ïåðåõîäîâ, ÷òîáû
çàòåì èç íèõ ñôîðìèðîâàòü íóæíûé íàì.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ïðèáàâëÿòü ê ÿ÷åéêå ëþáîå íàïåðåä
çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå òîëüêî åäèíèöó. Ýòî ðåàëèçóåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ñëåäóþùåé ïîäïðîãðàììû:

ïðèáàâëåíèå k

i0. ÑÒÎÏ.
i1. Ïðèáàâèòü 1 ê ÿ÷åéêå 1, ïåðåéòè ê i2.
i2. Ïðèáàâèòü 1 ê ÿ÷åéêå 1, ïåðåéòè ê i3.
. . .
ik. Ïðèáàâèòü 1 ê ÿ÷åéêå 1, ïåðåéòè ê i0.

Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì âñòàâèòü äàííóþ ïîäïðîãðàììó (êðîìå íó-
ëåâîé ñòðîêè) â òåêñò äðóãîé ïðîãðàììû. Çàòåì, êîãäà íàì íóæíî ïðè-
áàâèòü k, âûçûâàòü äàííóþ ïîäïðîãðàììó. Ïîä íîìåðîì i0 ìû ïîäðà-
çóìåâàåì ïåðâóþ èíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü èñïîëíåíà ïîñëå
âûïîëíåíèÿ ïîäïðîãðàììû. Òî åñòü, êîìàíäà ÑÒÎÏ äëÿ ïîäïðîãðàì-
ìû îçíà÷àåò âûõîä èç íåå. Îòìåòèì, ÷òî òåêñò ïðîãðàììû î÷åâèäíûì
îáðàçîì ìîæíî èçìåíèòü, ÷òîáû ïðèáàâëÿòü êî âòîðîé ÿ÷åéêå.
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Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàêðîêîìàíäû � ïðåäñòàâëÿ-
þùèå ñîáîé ïîäïðîãðàììû, îñóùåñòâëÿþùèå íåêîòîðîå äåéñòâèå, äëÿ
êîòîðîãî ïðîãðàììà óæå íàïèñàíà. Òî åñòü, òåïåðü ìû ìîæåì èñïîëüçî-
âàòü êîìàíäó �ïðèáàâèòü k ê ïåðâîé (âòîðîé) ÿ÷åéêå�.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîñòðîèòü åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîäïðîãðàìì.
Ïîêàæåì, ÷òî ìàøèíà ìîæåò äåëèòü è óìíîæàòü ÷èñëî â ÿ÷åéêå íà

äâà è òðè, à òàêæå ïðîâåðÿòü, äåëèòñÿ ëè ÷èñëî â ÿ÷åéêå íà äâà è òðè.

óìíîæåíèå íà äâà (ïðèáàâëåíèå åäèíèöû â ðåãèñòð)
i0. ÑÒÎÏ.
i1. Îòíÿòü 1 èç ÿ÷åéêè-1, ïåðåéòè ê i2, åñëè â ïåðâîé ÿ÷åéêå 0,
ïåðåéòè ê i3.
i2. Ïðèáàâèòü 2 ê ÿ÷åéêå-2, ïåðåéòè ê i1.
i3. Îòíÿòü 1 èç ÿ÷åéêè-2, ïåðåéòè ê i4, åñëè âî âòîðîé ÿ÷åéêå
0, ïåðåéòè ê i0.
i4. Ïðèáàâèòü 1 ê ÿ÷åéêå-1, ïåðåéòè ê i3.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (k, 0, i1) → (0, 2k, i3) →
(2k, 0, i0). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòîèòü ïðîãðàììó, óìíîæàþùóþ ÷èñëî
â ÿ÷åéêå íà ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî.

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ðåàëèçîâàòü ìàêðîêîìàíäó:
�Åñëè ÷èñëî â ÿ÷åéêå 1 äåëèòñÿ íà 2, ðàçäåëèòü è ïåðåéòè ê i01

, åñëè
íåò � ïåðåéòè ê i02

.�

äåëåíèå íà äâà (âû÷èòàíèå åäèíèöû èç ðåãèñòðà).
i01

. ÑÒÎÏ 1.
i02

. ÑÒÎÏ 2.
i1. Îòíÿòü 1 èç ÿ÷åéêè-1, ïåðåéòè ê i2, åñëè â ïåðâîé ÿ÷åéêå 0,
ïåðåéòè ê i4.
i2. Îòíÿòü 1 èç ÿ÷åéêè-1, ïåðåéòè ê i3, åñëè â ïåðâîé ÿ÷åéêå 0,
ïåðåéòè ê i6.
i3.Ïðèáàâèòü 1 ê ÿ÷åéêå-2, ïåðåéòè ê i1.
i4. Îòíÿòü 1 èç ÿ÷åéêè-2, ïåðåéòè ê i5, åñëè âî âòîðîé ÿ÷åéêå
0, ïåðåéòè ê i01

.
i5. Ïðèáàâèòü 1 ê ÿ÷åéêå-1, ïåðåéòè ê i4.
i6. Ïðèáàâèòü 1 ê ÿ÷åéêå-1, ïåðåéòè ê i7.
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i7. Îòíÿòü 1 èç ÿ÷åéêè-2, ïåðåéòè ê i8, åñëè âî âòîðîé ÿ÷åéêå
0, ïåðåéòè ê i02

.
i8. Ïðèáàâèòü 2 ê ÿ÷åéêå-1, ïåðåéòè ê i7.

Â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî k â ïåðâîé ÿ÷åéêå äåëèòñÿ íà äâà, äàííàÿ ïðî-
ãðàììà ðåàëèçóåò ïåðåõîä: (k, 0, i1) → (0, k

2 , i4) → (k
2 , 0, i01

).
Åñëè æå ÷èñëî k â ïåðâîé ÿ÷åéêå íå äåëèòñÿ íà äâà, ðåàëèçóåòñÿ ïå-

ðåõîä: (k, 0, i1) → (0, k−1
2 , i2) → (1, k−1

2 , 0, i7) → (k, 0, i02
).

Îòìåòèì, ÷òî î÷åâèäíûå èçìåíåíèÿ ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü àíàëî-
ãè÷íîå äåëåíèå íà ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðîãðàììû, îñóùåñòâëÿþùåé ïåðåõîä (2n, 0, 1) →
(2n3n, 0, 0).

Êîïèðîâàíèå ðåãèñòðà
i0. ÑÒÎÏ.
i1. Ðàçäåëèòü ÷èñëî â ïåðâîé ÿ÷åéêå íà äâà è ïåðåéòè ê i2. Åñëè
íå äåëèòñÿ, ïåðåéòè ê i3.
i2. Óìíîæèòü ÷èñëî âî ïåðâîé ÿ÷åéêå íà 15, ïåðåéòè ê i1.
i3. Ðàçäåëèòü ÷èñëî â ïåðâîé ÿ÷åéêå íà 5 è ïåðåéòè ê i4. Åñëè
íå äåëèòñÿ, ïåðåéòè ê i0.
i4. Óìíîæèòü ÷èñëî âî ïåðâîé ÿ÷åéêå íà 2, ïåðåéòè ê i3.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2km, 0, i1) →
(3k5km, 0, i3) → (3k2km, 0, i0).

Çäåñü m íå äåëèòñÿ íà äâà, òðè, ïÿòü.

Ñëîæåíèå ðåãèñòðîâ
i0. ÑÒÎÏ.
i1. Ðàçäåëèòü ÷èñëî â ïåðâîé ÿ÷åéêå íà òðè è ïåðåéòè ê i2. Åñëè
íå äåëèòñÿ, ïåðåéòè ê i3.
i2. Óìíîæèòü ÷èñëî âî ïåðâîé ÿ÷åéêå íà 10, ïåðåéòè ê i1.
i3. Ðàçäåëèòü ÷èñëî â ïåðâîé ÿ÷åéêå íà 5 è ïåðåéòè ê i4. Åñëè
íå äåëèòñÿ, ïåðåéòè ê i0.
i4. Óìíîæèòü ÷èñëî âî ïåðâîé ÿ÷åéêå íà 3, ïåðåéòè ê i3.
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Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2k3nm, 0, i1) →
(2k+n5nm, 0, i3) → (2k+n3nm, 0, i0).

Çäåñü m íå äåëèòñÿ íà äâà, òðè, ïÿòü.
Â äàëüíåéøåì, ïîä ñëîâàìè �ïðèáàâèòü ê ñîäåðæèìîìó ðåãèñòðà 2

ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 3� áóäåì ïðåäïîëàãàòü òîëüêî ÷òî îïèñàííóþ ïîä-
ïðîãðàììó. ßñíî, ÷òî åå ìîæíî î÷åâèäíûì îáðàçîì èçìåíèòü, äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ñóììû ëþáîé äðóãîé ïàðû ðåãèñòðîâ.

Óìíîæåíèå ðåãèñòðîâ
i0. ÑÒÎÏ.
i1. Ñêîïèðîâàòü ðåãèñòð 2 â ðåãèñòð 5, ïåðåéòè ê i2.
i2. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 2, ïåðåéòè ê i2. Åñëè â ðåãèñòðå
2 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i3.
i3. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 5, ïåðåéòè ê i4. Åñëè â ðåãèñòðå
5 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i0.
i4. Ïðèáàâèòü ê ñîäåðæèìîìó ðåãèñòðà 2 ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà
3, ïåðåéòè ê i3.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2k3nm, 0, i1) →
(2k3n5km, 0, i2) → (3n5km, 0, i3) → (2n3n5k−1m, 0, i3) → (22n3n5k−2m, 0, i3) →
· · · → (2kn3nm, 0, i0).

Çäåñü m íå äåëèòñÿ íà äâà, òðè, ïÿòü.
Â äàëüíåéøåì, ïîä ñëîâàìè �óìíîæèòü ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 2 íà ñî-

äåðæèìîå ðåãèñòðà 3� áóäåì ïðåäïîëàãàòü òîëüêî ÷òî îïèñàííóþ ïîä-
ïðîãðàììó. ßñíî, ÷òî åå ìîæíî î÷åâèäíûì îáðàçîì èçìåíèòü, äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû ðåãèñòðîâ.

Òåïåðü îïèøåì ïîäïðîãðàììó äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåãèñòðîâ. Åñëè ÷èñëî
â ðåãèñòðå 2 ìåíüøå ëèáî ðàâíî ÷èñëó â ðåãèñòðå 3, ïîäïðîãðàììà îñòà-
íàâëèâàåòñÿ â íà êîìàíäå ÑÒÎÏ 1, èíà÷å íà êîìàíäå ÑÒÎÏ 2.

Ñðàâíåíèå ðåãèñòðîâ
i01

. ÑÒÎÏ 1.
i02

. ÑÒÎÏ 2.
i1. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 2, ïåðåéòè ê i2. Åñëè â ðåãèñòðå
2 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i01

.
i2. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 3, ïåðåéòè ê i1. Åñëè â ðåãèñòðå
3 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i02

.
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Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2k3nm, 0, i1) →
(2k−13n−1m, 0, i1) → (2k−23n−2m, 0, i1) → . . . . Çäåñü m íå äåëèòñÿ íà äâà
è òðè.

Î÷èñòêà ðåãèñòðà
i0. ÑÒÎÏ.
i1. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 2, ïåðåéòè ê i1. Åñëè â ðåãèñòðå
2 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i0.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2km, 0, i1) →
(m, 0, i1).

Çäåñü m íå äåëèòñÿ íà äâà.
Òåïåðü ïðèâåäåì ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè (2k3n, 0, 1) →

(2k2n

3n, 0, 1). Òî åñòü äàííàÿ ïðîãðàììà âîçâîäèò ðåãèñòð 2 â ñòåïåíü 2
ñòîëüêî ðàç, êàêîâî ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 3. ßñíî, ÷òî ìîæíî ïåðåíóìå-
ðîâàòü ðåãèñòðû è èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììó è äëÿ äðóãèõ ïàð ðåãèñòðîâ.

Âû÷èñëåíèå 2n-ñòåïåíè
i0. ÑÒÎÏ.
i1. Ñêîïèðîâàòü ðåãèñòð 3 â ðåãèñòð 5, ïåðåéòè ê i2.
i2. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 5, ïåðåéòè ê i3. Åñëè â ðåãèñòðå
5 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i0.
i3. Óìíîæèòü ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 2 íà ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà
2, ïåðåéòè ê i2.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2k3nm, 0, i1) →
(2k3n5nm, 0, i2) → (2k2

3n5n−1m, 0, i2) → · · · → (2k2n

3nm, 0, i0).
Çäåñü m íå äåëèòñÿ íà äâà, òðè è ïÿòü.
Ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò êîðåíü 2n-ñòåïåíè. Ìû ïîñëåäîâà-

òåëüíî óâåëè÷èâàåì ÷èñëî-êàíäèäàò íà çíà÷åíèå êîðíÿ, êàæäûé ðàç âîç-
âîäÿ åãî â 2n-ñòåïåíü è ñðàâíèâàÿ ñ k. Åñëè â íåêèé ìîìåíò ïîëó÷àåì
÷èñëî áîëüøåå k, îòíèìàåì îò ÷èñëà êàíäèäàòà åäèíèöó è ïîëó÷àåì îò-
âåò.

Âû÷èñëåíèå êîðíÿ 2n-ñòåïåíè
i0. ÑÒÎÏ.
i1. Î÷èñòèòü ðåãèñòð 7, ïåðåéòè ê i2.
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i2. Î÷èñòèòü ðåãèñòð 5, ïåðåéòè ê i3.
i3. Ñêîïèðîâàòü ðåãèñòð 7 â ðåãèñòð 5, ïåðåéòè ê i4.
i4. Óâåëè÷èòü ðåãèñòð 5 íà åäèíèöó, ïåðåéòè ê i5.
i5. Âîçâåñòè ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 5 â ñòåïåíü 2n, ãäå n � ñîäåð-
æèìîå ðåãèñòðà 3, ïåðåéòè ê i7.
i6. Ñðàâíèòü ðåãèñòð 5 c ðåãèñòðîì 2. Åñëè ñîäåðæèìîå ðåãè-
ñòðà 2 áîëüøå, ïåðåéòè ê i7, èíà÷å, ïåðåéòè ê i8.
i7. Óâåëè÷èòü ðåãèñòð 7 íà åäèíèöó, ïåðåéòè ê i2.
i8. Î÷èñòèòü ðåãèñòð 2, ïåðåéòè ê i9.
i9. Ñêîïèðîâàòü ðåãèñòð 7 â ðåãèñòð 2, ïåðåéòè ê i10.
i10. Î÷èñòèòü ðåãèñòð 5, ïåðåéòè ê i11.
i11. Î÷èñòèòü ðåãèñòð 7, ïåðåéòè ê i0.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2k3nm, 0, i1) →
(2k3n51m, 0, i5) → (2k3n5271m, 0, i5) → · · · → (2k3n5[k

1
2n ]+1, 7[k

1
2n ]m, 0, i6) →

(2[k
1

2n ]3nm, 0, i0).
Çäåñü m íå äåëèòñÿ íà äâà, òðè, ïÿòü è ñåìü.

Îïðåäåëåíèå 2.0.2. Ïóñòü α � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, èìåþùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå â âèäå ñóììû ñòåïåíåé äâîéêè: α =

∑∞
i=1 αi2

−i, ãäå αi ∈ {0, 1}. α

íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Ìèíñêîãî, îñóùåñòâ-
ëÿþùàÿ ïåðåõîä (2i, 0, 1) → (2i3αi, 0, 0) óíèâåðñàëüíî ïî i.

Ïóñòü α � ðåêóðñèâíîå ÷èñëî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ìû îáëàäàåì
ïîäïðîãðàììîé, âû÷èñëÿþùåé åãî çàäàííóþ öèôðó â äâîè÷íîé çàïèñè.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò h, òàêîå, ÷òî [nα] = [n
∑∞

i=1 αi2−i

] =

[n
∑h

i=1 αi2−i

], òî åñòü áåñêîíå÷íóþ ñóììó äëÿ äàííîãî ÷èñëà n ìîæíî çà-
ìåíèòü êîíå÷íûì îòðåçêîì. Êîíå÷íóþ ñóììó ìîæíî ïðèâåñòè ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ:

∑h
i=1 αi2

−i = r
2h

Òîãäà [nα] = [n
r

2h ]. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âîçâåäåíèÿ â ðåêóðñèâíóþ
ñòåïåíü ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âîçâåäåíèÿ â ïîäõîäÿùóþ ðàöèîíàëüíóþ ñòå-
ïåíü.

Òåïåðü ïðèâåäåì ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ ÷èñëî r è h èç ôîðìóëû
[nα] = [n

r

2h ].
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Âû÷èñëåíèå ÷èñëèòåëÿ ïðèáëèæàþùåé äðîáè
i0. ÑÒÎÏ.
i1. Î÷èñòèòü ðåãèñòðû 3, 7, 11, ïåðåéòè ê i2.
i2. Î÷èñòèòü ðåãèñòð 5, ïåðåéòè ê i3.
i3. Ñêîïèðîâàòü ðåãèñòð 2 â ðåãèñòð 5, ïåðåéòè ê i4.
i4. Óâåëè÷èòü ðåãèñòð 3 íà åäèíèöó, ïåðåéòè ê i5.
i5. Èçâëå÷ü èç ñîäåðæèìîãî ðåãèñòðà 5 êîðåíü ñòåïåíè 2n, ãäå
n � ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 3, ïåðåéòè ê i6.
i6. Ïðèáàâèòü ê ñîäåðæèìîìó ðåãèñòðà 7 ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà
7 (óäâîèòü), ïåðåéòè ê i7.
i7. Âû÷èñëèòü n-óþ öèôðó â äâîè÷íîé çàïèñè α, ãäå n � ñîäåð-
æèìîå ðåãèñòðà 3, çàïèñàòü åå â ðåãèñòð 11, ïåðåéòè ê i8.
i8. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 11, ïåðåéòè ê i9. Åñëè â ðåãè-
ñòðå 11 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i10.
i9. Óâåëè÷èòü ðåãèñòð 7 íà åäèíèöó, ïåðåéòè ê i10.
i10. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 5, ïåðåéòè ê i11. Åñëè â ðå-
ãèñòðå 5 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i11.
i11. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 5, ïåðåéòè ê i2. Åñëè â ðåãè-
ñòðå 5 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i12.
i12. Î÷èñòèòü ðåãèñòðû 5, 11, ïåðåéòè ê i0.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä (2km, 0, i1) →
(2k315km, 0, i5) → (2k325k7α1m, 0, i5) → · · · → (2k3h517rm, 0, i10) →
(2k3h7rm, 0, i0).

Çäåñü m íå äåëèòñÿ íà äâà, òðè, ïÿòü, ñåìü è îäèííàäöàòü.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè,

ïðèáëèæàþùåé ÷èñëî α äëÿ äàííîãî îñíîâàíèÿ n.
Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ [nα]. Èòàê, â íà÷à-

ëå â ðåãèñòðå 2 çàïèñàíî ÷èñëî n.

Âû÷èñëåíèå [nα]

i0. ÑÒÎÏ.
i1. Î÷èñòèòü ðåãèñòðû 3, 5, 5, ïåðåéòè ê i2.
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i2. Âû÷èñëèòü r è h èç ôîðìóëû [nα] = [n
r

2h ], ïîìåñòèâ h â
ðåãèñòð 3, r â ðåãèñòð 5, ïåðåéòè ê i3.
i3. Ïðèáàâèòü åäèíèöó â ðåãèñòð 7, ïåðåéòè ê i4.
i4. Âû÷åñòü åäèíèöó èç ðåãèñòðà 5, ïåðåéòè ê i5. Åñëè â ðåãèñòðå
5 çàïèñàí íóëü, ïåðåéòè ê i6.
i5. Óìíîæèòü ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 7 íà ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà
2, ïåðåéòè ê i4.
i6. Èçâëå÷ü èç ñîäåðæèìîãî ðåãèñòðà 7 êîðåíü ñòåïåíè 2h, ãäå
h � ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 3, ïåðåéòè ê i7.
i7. Ñêîïèðîâàòü ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà 7 â ðåãèñòð 2, ïåðåéòè ê
i8.
i8. Î÷èñòèòü ðåãèñòðû 7, 3, ïåðåéòè ê i0.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä

(2n, 0, i1) → (2n3h5r71, 0, i4) → (2k3h5r−17nm, 0, i4) → . . .

· · · → (2k3h507nr

, 0, i4) → (2k3h7[n
r
2h ], 0, i7) → (2[n

r
2h ], 0, i0).

Òàêèì îáðàçîì, ìàøèíà Ìèíñêîãî ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü âîçâåäåíèå
â ðåêóðñèâíóþ ñòåïåíü, ñ îêðóãëåíèåì â ñòîðîíó ìåíüøåãî öåëîãî.



3. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÌÀØÈÍÛ ÌÈÍÑÊÎÃÎ Â
ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÏÎËÓÃÐÓÏÏÅ

Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ââåñòè íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.0.3. Ïóñòü S � ïîëóãðóïïà ïîðîæäåííàÿ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì áóêâ {s1, . . . , sm}.

Ïóñòü Un � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñëîâ ri1 . . . rin, ãäå ij = 1, . . . , m.
n = 0, 1, 2, . . .. Òîãäà Un ∈ S è Un ñîñòîèò èç ñëîâ äëèíû n. Ïóñòü gU(n)
ýòî ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ â U1 ⋃

U 2 ⋃
. . .

⋃
Un.

gU(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðîñòà ïîëóãðóïïû S

Îïðåäåëåíèå 3.0.4. Ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà ïîëóãðóïïû S

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

GKdim(S) = lim sup
n→∞

(logn gU(n)) = lim sup
n→∞

log gU(n)

log n
.

Õîðîøî èçâåñòíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.0.11. Ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïåðåìåííûõ.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.0.2. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ íåöå-
ëîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà.

3.1 Ïëàí ïîñòðîåíèÿ ïîëóãðóïïû ñ ïîëóöåëîé ðàçìåðíîñòüþ
Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà.

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ëåæèò ñëåäóþùàÿ ìîäåëü: êàæäîìó ýëåìåíòó ïî-
ëóãðóïïû îòâå÷àåò ÷åòâåðêà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë è ñîñòîÿíèå
(îäíî èç äâóõ). Ïåðâàÿ ïàðà ÷èñåë (îíè ìîäåëèðóþòñÿ ñòåïåíÿìè áóêâ a è
b) è ñîñòîÿíèå, ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé ìàøèíû Ìèíñêîãî. Ñ ïîìîùüþ
ìàøèíû Ìèíñêîãî ìû îáðàáàòûâàåì äðóãóþ ïàðó ÷èñåë (îíè ìîäåëè-
ðóþòñÿ ñòåïåíÿìè áóêâ s è t), ïðîâåðÿÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî t âûðàæàåòñÿ
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êâàäðàòè÷íîé ôîðìóëîé. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì ôàêò, ÷òî ÷èñëî áóêâ
â íåíóëåâîì ñëîâå íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ýêâèâàëåíòíîìó ñëîâó.

Ïàðó ÷èñåë (n, k), ïðåäñòàâëÿþùóþ ÷èñëî âõîæäåíèé a è b óäîáíî
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â âèäå òî÷êè íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ñ êîîðäèíàòà-
ìè (n, k). Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîìó ñëîâó ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåõîäó â ñîñåäíþþ òî÷êó ðåøåòêè. Êðîìå òîãî, ìû çàäàåì îïðåäåëÿ-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñïîñîá
ïåðåìåùåíèÿ ïî ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè � âäîëü çàäàííîãî ïóòè îáõîäà:

(0, 0)− (1, 0)− (0, 1)− (0, 2)− (1, 1)− (2, 0)− (3, 0)− (2, 1)− . . .
Ëèáî ïî çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè ïóòè,

ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ñëîâà âîçìîæåí ëèøü îäèí ïóòü. Òàêèì îáðà-
çîì, äåëàþòñÿ õîäû âäîëü ãðàíèöû (âíåøíèå õîäû) (n, 0) − (n + 1, 0),
(0, n)− (0, n + 1), à òàêæå âíóòðåííèå õîäû (n, k)− (n + 1, k − 1).

Ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êè (0, 0) âäîëü çàäàííîãî ïóòè â òî÷êó
(n, k) êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ õîäîâ êâàäðàòè÷íî îòíîñèòåëüíî êîëè÷å-
ñòâà âíåøíèõ. Çà ñ÷åò ýòîãî ìû äîáèâàåìñÿ êâàäðàòè÷íîãî êîëè÷åñòâà
âõîæäåíèé îäíîé èç áóêâ îòíîñèòåëüíî äðóãîé.

Â äàëüíåéøåì, ëàòèíñêèå áóêâû n, k, m, l, p, q, i, j îáîçíà÷àþò öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì áóäåò óêàçûâàòüñÿ, â êàêèõ ïðåäåëàõ
îíè ìîãóò èçìåíÿòñÿ. Ãðå÷åñêèå áóêâû α, γ, β îáû÷íî ðàâíû ëèáî 0
ëèáî 1. Âñå îíè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñòåïåíåé áóêâ â
ñëîâàõ.

3.2 Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

Ïóñòü çàäàí àëôàâèò Ω:

{L, R, a, b, t, s, Q1, Q2, u, g, f, h, v}.
Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó ñ íóëåì S, ïîðîæäåííóþ ñëîâàìè â ýòîì àë-

ôàâèòå. Íàøåé öåëüþ áóäåò çàäàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ñî-
îòíîøåíèé, ñîçäàþùèõ íåîáõîäèìóþ íàì ñòðóêòóðó íà ïîëóãðóïïå S. Â
÷àñòíîñòè, íàñ áóäåò îñîáåííî èíòåðåñîâàòü íàëè÷èå êàíîíè÷åñêîé ôîð-
ìû íà ïîëóãðóïïå S: ëþáîå ñëîâî, íå îòâå÷àþùåå êàíîíè÷åñêîé ôîðìå,
ðàâíî íóëþ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé:
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xL = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå L (3.1)
Rx = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå R (3.2)

sR = 0; (3.3)
Lx = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {L, a, Qi, s} (3.4)

ax = 0; x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {a, s, Qi, u} (3.5)
xa = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {L, a, s, u} (3.6)
xQi = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {L, a, s, u} (3.7)

Qix = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {b, t, s, g, h, u} (3.8)
gx = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà, êðîìå {f, b, h, v, R, u} (3.9)
fx = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà, êðîìå {f, b, h, v, R, u} (3.10)
xf = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà, êðîìå {f, g, b, v, h, u} (3.11)
hx = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà, êðîìå {f, g, t, v, R, u} (3.12)
vx = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà, êðîìå {f, g, t, v, R, u} (3.13)
xv = 0; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà, êðîìå {f, g, t, v, h, u} (3.14)

us = uL = 0; (3.15)
ux = xu; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {L,R, s} (3.16)

sx = xs; ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {L,R, g, h, u} (3.17)
tx = xt; ãäå x ∈ {b, s, h, v, u} (3.18)
gx = xg; ãäå x ∈ {b, h, v, u} (3.19)
hx = xh; ãäå x ∈ {t, g, f, u} (3.20)
fx = xf ; ãäå x ∈ {b, h, v, u} (3.21)
vx = xv; ãäå x ∈ {t, g, f, u} (3.22)

R2 = fR; (3.23)
R2 = vR; (3.24)
R2 = uR; (3.25)

LQ1t = LQ2b; (3.26)
Q2bt = aQ2s; (3.27)
Q2th = aQ1h; (3.28)
aQ1t = Q1bs; (3.29)
aQibg = 0. (3.30)
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3.3 Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ëåìì.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Ëþáîå íåíóëåâîå ñëîâî èìååò âèä LnXRk,
ãäå X íå ñîäåðæèò L è R, n, k ≥ 0.

Åñëè â ñëîâå íåò áóêâ L è R, òî îíî óæå èìååò òðåáóåìûé âèä ïðè n =
k = 0. Ïóñòü â ñëîâå èìååòñÿ áóêâà L. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.1), ëåâåå
L äîëæíû áûòü òîæå L, òàêèì îáðàçîì, ñëîâî èìååò âèä LnY , ãäå ñëîâî
Y íå ñîäåðæèò L. Òåïåðü, åñëè â ñëîâå åñòü R, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå
(3.2), ïîëó÷àåì ÷òî ñëîâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òðåáóåìîì âèäå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.2. Åñëè W 6= 0, òî W ≡ Xfkvnum,
ãäå X íå ñîäåðæèò f , v, u, êðîìå òîãî, k, n, m ≥ 0. Ïðè÷åì, åñëè â

ñëîâå W ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà áóêâà R, òî W ïðèâîäèòñÿ ê âèäó,
íå ñîäåðæàùåìó f , u, v.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (3.3.1), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî W = URn, ãäå U

íå ñîäåðæèò R, è n ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ñëîâî U . Åñëè â U íåò áóêâ f , v, u, òî W óæå èìååò

òðåáóåìûé âèä.
Ïóñòü, íàïðèìåð, â U èìåþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî áóêâ f . Âûáåðåì

êðàéíåå ñïðàâà âõîæäåíèå. Ñëîâî U èìååò âèä X1fX2, ãäå X2 íå ñîäåð-
æèò f . Òàê êàê U 6= 0, òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.10), ïåðâîé áóêâîé â
ñëîâå X2 ìîãóò áûòü òîëüêî áóêâû b, h, v, u. (Áóêâ R è f ñëîâî X2 íå ñî-
äåðæèò.) Èñïîëüçóÿ, ÷òî f êîììóòèðóåò ñ b, h, v, u � ñîîòíîøåíèå (3.21),
ïîëó÷àåì, ÷òî U ≡ X1X2f . Òåïåðü âûáåðåì êðàéíåå ñïðàâà âõîæäåíèå
f â ñëîâî X1X2 è ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè. Ïðîâåäÿ óêàçàííûå
äåéñòâèÿ ñî âñåìè âõîæäåíèÿìè f â ñëîâî U , ìû ïðèâåäåì U ê âèäó
X3f

k, ãäå k > 0.
Ïóñòü, òåïåðü, â U èìåþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî áóêâ v. Âûáåðåì êðàé-

íåå ñïðàâà âõîæäåíèå. Ñëîâî U èìååò âèä Y1vY2, ãäå Y2 íå ñîäåðæèò v.
Òàê êàê U 6= 0, òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.13), ïåðâîé áóêâîé â ñëîâå Y2

ìîãóò áûòü òîëüêî áóêâû b, h, f , u. (Áóêâ R è v ñëîâî Y2 íå ñîäåðæèò.)
Èñïîëüçóÿ, ÷òî v êîììóòèðóåò ñ b, h, f , u � ñîîòíîøåíèå (3.22), ïîëó÷à-
åì, ÷òî U ≡ Y1Y2v. Òåïåðü âûáåðåì êðàéíåå ñïðàâà âõîæäåíèå v â ñëîâî
Y1Y2 è ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè. Ïðîâåäÿ óêàçàííûå äåéñòâèÿ ñî
âñåìè âõîæäåíèÿìè v â ñëîâî U , ìû ïðèâåäåì U ê âèäó Y3v

n, ãäå n > 0.
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Ïóñòü, òåïåðü, â U èìåþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî áóêâ u. Âûáåðåì êðàé-
íåå ñïðàâà âõîæäåíèå. Ñëîâî U èìååò âèä Z1uZ2, ãäå Z2 íå ñîäåðæèò u.
Òàê êàê U 6= 0, òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.15), ïåðâîé áóêâîé â ñëî-
âå Z2 ìîæåò áûòü ëþáàÿ áóêâà êðîìå L, R, u, s. (Áóêâ R è u ñëîâî Z2

íå ñîäåðæèò.) Èñïîëüçóÿ, ÷òî u êîììóòèðóåò ñ âñåìè áóêâàìè, êðîìå L,
R, s � ñîîòíîøåíèå (3.16), ïîëó÷àåì, ÷òî U ≡ Z1Z2u. Òåïåðü âûáåðåì
êðàéíåå ñïðàâà âõîæäåíèå u â ñëîâî Z1Z2 è ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå îïå-
ðàöèè. Ïðîâåäÿ óêàçàííûå äåéñòâèÿ ñî âñåìè âõîæäåíèÿìè u â ñëîâî U ,
ìû ïðèâåäåì U ê âèäó Z3u

m, ãäå m > 0.
Çàìåòèì, ÷òî áóêâû u, v, f êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.
Âîçâðàùàÿñü ê ðàññìîòðåíèþ âñåãî ñëîâà W , ïîëó÷àåì, ÷òî
W ≡ XfkvnumRl, ãäå X íå ñîäåðæèò f , v, u è k, n, m > 0, l ≥ 0.

Òåïåðü, åñëè l = 0, òî åñòü åñëè W íå ñîäåðæèò R, òî ìû óæå ïîëó÷èëè
òðåáóåìûé âèä. Åñëè æå â ñëîâå ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà áóêâà R (l ≥ 1),
òî ìû èñïîëüçóåì R2 = uR = vR = fR � ñîîòíîøåíèÿ (3.23), (3.24),
(3.25) è ïîëó÷àåì

W ≡ XfkvnumRl ≡ XRk+n+l+m. Â ýòîì ñëó÷àå W ïðèâîäèòñÿ ê âèäó,
íå ñîäåðæàùåìó f , v, u.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.3. Ëþáîå íåíóëåâîå ñëîâî W , íå ñîäåðæàùåå R èìå-
åò âèä Xgαhβfkvnum,

ãäå X íå ñîäåðæèò h, g, f , v, u; êðîìå òîãî, k, n,m ≥ 0, à òàêæå
α, β ∈ {0, 1}

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (3.3.2), ñëîâî W ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Xfkvnum, ãäå X íå ñîäåðæèò f , v, u. Ðàññìîòðèì ñëîâî X . Åñëè â íåì
íåò áóêâ g è h, òî îíî óæå èìååò òðåáóåìûé âèä ïðè α = β = 0. Ïóñòü,
íàïðèìåð, â ñëîâå èìåþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî áóêâ g.Âîçüìåì êðàéíåå
ëåâîå âõîæäåíèå. Òîãäà ñëîâî X èìååò âèä X1gX2, ãäå X1 íå ñîäåðæèò
g. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.9), ïåðâîé áóêâîé â ñëîâå X2 ìîãóò áûòü
òîëüêî áóêâû b, h, u, f , v, R. Çàìåòèì, ÷òî g êîììóòèðóåò ñ b, h, � Ñîîò-
íîøåíèå (3.19), à f , v, u, R â ñëîâå X2 íå âñòðå÷àþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ïðîäâèíóòü g íà îäíó áóêâó âïðàâî. Òåïåðü îïÿòü ðàññìîòðèì
áóêâó ñïðàâà îò g. Àíàëîãè÷íî çàêëþ÷àåì, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî
b èëè h. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ïîëó÷àåì, ÷òî X ≡ X3g, ãäå X3 íå
ñîäåðæèò g.

Ïóñòü òåïåðü â ñëîâå èìåþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî áóêâ h.Âîçüìåì
êðàéíåå ëåâîå âõîæäåíèå. Òîãäà ñëîâî X èìååò âèä Y1hY2, ãäå Y1 íå ñî-
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äåðæèò h. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.12), ïåðâîé áóêâîé â ñëîâå Y2 ìîãóò
áûòü òîëüêî áóêâû t, g, u, f , v, R. Çàìåòèì, ÷òî h êîììóòèðóåò ñ t,
g, � ñîîòíîøåíèå (3.20), à f , v, u, R â ñëîâå Y2 íå âñòðå÷àþòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ïðîäâèíóòü g íà îäíó áóêâó âïðàâî. Òåïåðü îïÿòü ðàñ-
ñìîòðèì áóêâó ñïðàâà îò g. Àíàëîãè÷íî çàêëþ÷àåì, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü
òîëüêî t èëè g. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ïîëó÷àåì, ÷òî X ≡ Y3h, ãäå
Y3 íå ñîäåðæèò h.

Â èòîãå ïîëó÷àåì òðåáóåìûé âèä.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.4. Ëþáîå íåíóëåâîå ñëîâî W , íå ñîäåðæàùåå L, R,
Q1, Q2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

(i) snamuj;

(ii) snbktmgαhβf lviuj,
ãäå n, k, m, l, i, j ≥ 0, êðîìå òîãî, α, β ∈ {0, 1}.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (3.3.3), W ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó Xgαhβf lviuj,
ãäå X íå ñîäåðæèò h, g, f , v, u, à òàêæå α, β ∈ {0, 1}.

Òàêèì îáðàçîì, X ñîäåðæèò ëèøü áóêâû a, b, t, s. Çàìåòèì, ÷òî s

êîììóòèðóåò ñ îñòàëüíûìè áóêâàìè ýòîé ÷åòâåðêè � ñîîòíîøåíèå (3.17),
ïðîèçâåäåíèå a è b (èëè t) ðàâíî íóëþ � ñîîòíîøåíèÿ (3.5), (3.6) è b è
t êîììóòèðóþò � ñîîòíîøåíèå (3.18). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî X ≡ snam

èëè X ≡ snbktm. Åñëè èìååò ìåñòî ïåðâûé âàðèàíò, òî áóêâ g, h, f , v

â ñëîâå áûòü óæå íå ìîæåò, èíà÷å îíî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ (3.5). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.5. Ïóñòü íåíóëåâîå ñëîâî W íå ñîäåðæèò Qi, i ∈
{1, 2}. Òîãäà:
(i) Åñëè W ñîäåðæèò L, òî îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îäíîì èç ñëåäóþ-

ùèõ âèäîâ:
1. Llsnakum, ãäå n, k, m ≥ 0, l ≥ 1, åñëè m > 0, òî n > 0;
2. Llsngαhβf pviuj,
ãäå α, β ∈ {0, 1}, êðîìå òîãî p, i, j ≥ 0, n, l ≥ 1, åñëè p > 0, òî
α = 1, åñëè i > 0, òî β = 1.

(ii) Åñëè W ñîäåðæèò R, òî îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îäíîì èç ñëåäóþ-
ùèõ âèäîâ:
1. snbmtlgαhβR, ãäå n, m, l ≥ 0,êðîìå òîãî α, β ∈ {0, 1}.
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2. bmhRk, ãäå m ≥ 0, k ≥ 2;
3. tlgRk, ãäå l ≥ 0, k ≥ 2;
4. snbmtlghRk, ãäå n, m, l ≥ 0, k ≥ 2.

(iii) Åñëè W ñîäåðæèò L, R, òî îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îäíîì èç ñëå-
äóþùèõ âèäîâ:
1. LlsnghRk, ãäå l, n > 0, k > 1;
2. LlsngαhβR, ãäå l, n > 0, êðîìå òîãî α, β ∈ {0, 1}.

(i) Ïî ïðåäëîæåíèþ (3.3.1), W = LlX , X íå ñîäåðæèò L è R. Ïðè-
ìåíÿÿ ê X ïðåäëîæåíèå (3.3.4), ïîëó÷àåì, ÷òî W ≡ Llsnakum èëè
W ≡ Llsnbmtkgαhβf pviuj, ãäå n, m, k, p, i j ≥ 0, l ≥ 1, à òàêæå α, β = 0
èëè 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, åñëè m > 0 òî åñòü åñëè u ïðèñóòñòâóåò â ñëîâå, òî
äîëæíà áûòü õîòÿ áû îäíà s, èíà÷å ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ c ïîìîùüþ
ua = au, Lu = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (3.4), (3.16).

Âî âòîðîì ñëó÷àå m = k = 0, òî åñòü áóêâû b, t â ñëîâå îòñóòñòâóþò,
èíà÷å îíî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ st = ts, sb = bs, Lb = Lt = 0 �
ñîîòíîøåíèÿ (3.4), (3.17). Êðîìå òîãî, åñëè â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû
îäíà èç áóêâ g, h, f , v, u, òî òàêæå äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü õîòÿ áû îäíà s,
òàê êàê Lg = Lh = Lf = Lv = Lu = 0 � ñîîòíîøåíèå (3.4). À òàêæå åñëè
â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò f (ñîîòâåòñòâåííî, v) òî äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü
g (ñîîòâåòñòâåííî, h), èíà÷å ñëîâî ìîæíî ïðèâåñòè ê íóëþ ñ ïîìîùüþ
fh = hf , fv = vf , gv = vg, sf = sv = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (3.21), (3.22),
(3.11), (3.14). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òî ÷òî òðåáîâàëîñü.

(ii) Ïî ïðåäëîæåíèþ (3.3.1), W = XRk, X íå ñîäåðæèò L è R. Ïðè-
ìåíÿÿ ê X ïðåäëîæåíèå (3.3.4), ïîëó÷àåì, ÷òî W ≡ snalumRk èëè
W ≡ snbmtlgαhβf pviujRk, ãäå n, m, l, p, i j ≥ 0, k ≥ 1, à òàêæå
α, β ∈ {0, 1}.

Â ïåðâîì ñëó÷àå, åñëè ñëîâî ñîäåðæèò s èëè a, òî îíî ïðèâîäèòñÿ ê
íóëþ, ïîñðåäñòâîì uR = R2, sR = 0, aR = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (3.25), (3.3),
(3.5). Åñëè s è a íåò, ñëîâî ïðèâîäèòñÿ âèäó Rk.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü uR = R2, vR = R2, fR = R2

� ñîîòíîøåíèÿ (3.23), (3.24), (3.25) è ïðèâåñòè W ê âèäó snbmtlgαhβRk,
ãäå n, m, l ≥ 0, k ≥ 1, êðîìå òîãî α, β ∈ {0, 1}.

Äîïóñòèì, ÷òî â ñëîâå äâå èëè áîëåå áóêâû R.



3. Ðåàëèçàöèÿ Ìàøèíû Ìèíñêîãî â êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïå 42

Òîãäà, åñëè n > 0 èëè l > 0, α = 0 (s èëè t ïðèñóòñòâóþò, g îòñóòñòâó-
åò), òî ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ R2 = fR, fh = hf , sf = 0,
tf = sf = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (3.23), (3.21), (3.11).

Àíàëîãè÷íî, åñëè n > 0 èëè m > 0, β = 0 (s èëè b ïðèñóòñòâóþò, h

îòñóòñòâóåò), òî ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ R2 = vR, vg = gv,
sv = 0, bv = sv = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (3.24), (3.22), (3.14).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îäèí èç óêàçàííûõ âèäîâ.
(iii) Ïî ïðåäëîæåíèþ (3.3.1), W = LlXRk, X íå ñîäåðæèò L è R.

Ïðèìåíÿÿ ê W ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî îíî èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

LlsngαhβRm, ãäå α, β ∈ {0, 1}, êðîìå òîãî, n, m ≥ 1.
Åñëè m > 1, òî g è h äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü â ñëîâå (àíàëîãè÷íî

(ii)). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.6. Â íåíóëåâîì ñëîâå W ïðèñóòñòâóåò íå áîëåå
îäíîé áóêâû Q1 èëè Q2.

Ïóñòü â ñëîâå âñòðåòèëèñü äâå èëè áîëåå áóêâû Qi. Òîãäà â W ñóùå-
ñòâóåò ïîäñëîâî âèäà QiXQj, ãäå X íå ñîäåðæèò Q1 è Q2. Èç ïðåäëîæå-
íèÿ (3.3.1) ñëåäóåò, ÷òî X íå ñîäåðæèò L è R. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ
(3.3.4), X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

(i) snamuj;

(ii) snbktmgαhβf lviuj,
ãäå n, k, m, l, i, j ≥ 0, êðîìå òîãî α, β ∈ {0, 1}.

Çàìåòèì, ÷òî Qia = Qiu = 0 è bQj = tQj = gQj = hQj = fQj =
vQj = uQj = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (3.7),(3.8). Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîç-
ìîæíîñòü: Qis

nQj. Íî Qis = sQi, QiQj = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (3.17), (3.7).

Ïðåäëîæåíèå 3.3.7. Ïóñòü â íåíóëåâîì ñëîâå W åñòü áóêâû Qi, L, è
êàê ìèíèìóì, äâå R. Òîãäà W ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

LlanspQib
ktmghRr,

ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, n, k, m ≥ 0.

Ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå (3.3.6),â ñëîâå òîëüêî îäíà Qi. Ïóñòü W =
X1QiX2. Òîãäà X1 ñîäåðæèò L, X2 ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì, äâå R è ê
ýòèì ñëîâàì ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå (3.3.5). Çàìåòèì, ÷òî

xQi = 0, ãäå x ëþáàÿ áóêâà êðîìå L, a, s, u � ñîîòíîøåíèå (3.7);
Qix = 0, ãäå x ëþáàÿ áóêâà êðîìå b, t, s, g, h, u � ñîîòíîøåíèå (3.8).



3. Ðåàëèçàöèÿ Ìàøèíû Ìèíñêîãî â êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïå 43

Òåïåðü, ïåðåáèðàÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû � ïî ïðåäëîæåíèþ (3.3.5), ïî-
ëó÷àåì, ÷òî

Ïîëó÷àåì W ≡ LlansjQis
mbktqghRr, ãäå k, j, n, m, q ≥ 0, l ≥ 1, r ≥ 2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sQi = Qis � ñîîòíîøåíèå (3.17) ïîëó÷àåì òðåáóåìûé
âèä.

Óïîìÿíóòûé âèä áóäåì ñ÷èòàòü íîðìàëüíûì âèäîì ñëîâà. Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè â ñëîâå ïðèñóòñòâóþò L, Qi, è êàê ìèíèìóì, äâå R, îíî èìååò
íîðìàëüíûé âèä. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ñëîâ, íå èìååþùèõ íîðìàëüíîãî
âèäà. Èç âûøåèçëîæåííûõ ëåìì ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî, íå ïðåäñòàâëÿþùå-
åñÿ â íîðìàëüíîì âèäå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî îäíîé èç ñëåäóþùèõ
ôîðì:

snamuj;
snbktmgαhβf lviuj

Llsnakum

Llsngαhβf pviuj

snbmtlgαhβR

bmhRk

tlgRk

snbmtlghRk

LlsnghRk

LlsngαhβR
LlanspQib

ktmgαhβR

LlanspQib
ktmgαhβf pviuj

ßñíî, ÷òî îáùåå ÷èñëî ñëîâ äëèíû íå áîëåå N íå èìåþùèõ íîðìàëü-
íîé ôîðìû íå ïðåâîñõîäèò CN 6, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

3.4 Ðàáîòà îñíîâíîãî ìåõàíèçìà.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.1. Ïóñòü W = LlanspQ1b
ktmghRr,

ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, à òàêæå n, k, m ≥ 0.
Òîãäà:
åñëè p ≤ k òî W ≡ 0;
åñëè p > k, òî W ≡ Llan+ksp−kQit

m+kghRr.

Äîïóñòèì, p ≤ k. Ïðèìåíÿÿ p ðàç Q1bs = aQ1t � ñîîòíîøåíèå (3.29),
ïîëó÷àåì W ≡ Llan+pQ1b

k−ptm+pghRr. Â äàííîé ôîðìå íå ñîäåðæèòñÿ
s. Ïðèìåíèì R2 = uR � ñîîòíîøåíèå (3.26). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u êîììóòè-
ðóåò ñî âñåìè áóêâàìè, êðîìå L, R è s � ñîîòíîøåíèå (3.16), ìû ìîæåì
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ïðèâåñòè ñëîâî ê âèäó Lluan+pQ1b
k−ptm+pghRr−1. Òàê êàê Lu = 0 � ñî-

îòíîøåíèå (3.4), ïîëó÷àåì W ≡ 0.
Åñëè p > k, òî ïðèìåíÿÿ k ðàç Q1bs = aQ1t � ñîîòíîøåíèå (3.29),

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Ïðåäëîæåíèå 3.4.2. Ïóñòü W = LlanspQ2b

ktmghRr,
ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, k, n, m ≥ 0. Òîãäà
åñëè p ≤ n òî W ≡ 0;
åñëè p > n òî W ≡ Llsp−nQ2b

k+ntm+nghRr

Äîïóñòèì, p ≤ n. Ïðèìåíÿÿ aQ2s = Q2bt � ñîîòíîøåíèå (3.27), ïî-
ëó÷àåì W ≡ Llan−pQ2b

k+ptm+pghRr. Â äàííîé ôîðìå íå ñîäåðæèòñÿ s.
Ïðèìåíèì R2 = uR � ñîîòíîøåíèå (3.26). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u êîììóòèðó-
åò ñî âñåìè áóêâàìè, êðîìå L, R è s � ñîîòíîøåíèå (3.16), ìû ìîæåì
ïðèâåñòè ñëîâî ê âèäó Lluan−pQ2b

k+ptm+pghRr−1. Òàê êàê Lu = 0 � ñî-
îòíîøåíèå (3.4), ïîëó÷àåì W ≡ 0.

Åñëè p > k, ïðèìåíÿÿ n ðàç aQ2s = Q2bt � ñîîòíîøåíèå (3.27), ïîëó-
÷àåì òðåáóåìîå.
Ïðåäëîæåíèå 3.4.3. Ïóñòü W = LlanspQ1t

mghRr,
ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, n, m ≥ 0.
Òîãäà W ≡ Llsp−qQjt

m+q+nghRr, ãäå q = (n−1)n
2 .

Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 0 îíà òðèâèàëüíà, ïðè n = 1
äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü th = ht, sa = as, aQ1h = Q2th � cîîòíîøåíèÿ
(3.17), (3.20), (3.28).

Äîêàæåì âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê ìåíüøåìó n.
Ó÷èòûâàÿ th = ht, sa = as � ñîîòíîøåíèÿ (3.17), (3.20), ïîëó÷èì W ≡

LlspanQ1htmgRr Òåïåðü ïðèìåíèì aQ1h = Q2th � ñîîòíîøåíèå (3.28):
W ≡ Llan−1spQ2t

m+1ghRr. Òåïåðü ïðèìåíÿåì ïðåäëîæåíèå (3.4.2):

W ≡ Llsp−n+1Q2b
n−1tn+mghRr.

Ó÷èòûâàÿ sQ2 = Q2s, sb = bs � ñîîòíîøåíèå (3.17):

W ≡ LlQ2b
n−1sp−n+1tn+mghRr.

Ïðèìåíÿÿ LQ2b = LQ1t � ñîîòíîøåíèå (3.26), ïîëó÷àåì

W ≡ Llsp−n+1Q1b
n−2tn+m+1ghRr.

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå (3.4.1) ïîëó÷àåì

W ≡ Llan−2sp−(n−1)−(n−2)Q1t
m+(n−1)+(n−2)+2ghRr.
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Äëÿ n − 2 ôîðìóëà âåðíà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Òàê êàê
(n−3)(n−2)

2 + n− 1 + n− 2 = (n−1)n
2 , ôîðìóëà äîêàçàíà äëÿ n.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.4. Ïóñòü W = LlanspQ2t
mghRr,

ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, n, m ≥ 0.
Òîãäà W ≡ Llsp−qQjt

m+q+n−1ghRr, ãäå q = (n−1)n
2 + 1.

Ôàêòè÷åñêè ýòî óæå áûëî äîêàçàíî â ïðåäëîæåíèè (3.4.3), ïîñëå ïðè-
ìåíåíèÿ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.5. Ïóñòü W = LlspQ1b
ktmghRr,

ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, k, m ≥ 0.
Òîãäà, åñëè W 6= 0, òî W ≡ Llak+1sp+k+1Q2t

m−k−2ghRr

Â äàëüíåéøåì áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî s êîììóòèðóåò ñ Qi, òî åñòü ïðè
íåîáõîäèìîñòè ìû ìîæåì ïåðåíîñèòü âñå s âëåâî èëè âïðàâî îò Qi, è
êðîìå òîãî, h êîììóòèðóåò ñ t, òî åñòü, h ìîæíî ïåðåíîñèòü âëåâî èëè
âïðàâî îò t.

Ïðèìåíÿÿ LQ1t = LQ2b � ñîîòíîøåíèå (3.26), çàòåì k + 1 ðàç Q2bt =
aQ2s � ñîîòíîøåíèå (3.27), ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.6. Ïóñòü W = LlspakQ2t
mghRr,

ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, k, m ≥ 0.
Òîãäà, åñëè W 6= 0, òî W ≡ Llsp+k+1aQ

1 bk+1tm−k−2ghRr

Ïðèìåíÿÿ Q2th = aQ1h � ñîîòíîøåíèå (3.28) è çàòåì k+1 ðàç aQ1t =
Q1bs � ñîîòíîøåíèå (3.29), ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.7. Ïóñòü W = LlspQ1t
mghRr,

ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, m ≥ 0.
Ïðè÷åì m íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî íè â îäíîì èç âèäîâ: 2n +

(n−1)n
2 ; 2n + (n−1)n

2 + 1 äëÿ âñåõ n ≥ 0.
Òîãäà W ≡ 0.

Ïóñòü m íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â óêàçàííûõ âèäàõ. Òîãäà n ≥ 4. Âîçüìåì
ìàêñèìàëüíîå q, òàêîå ÷òî 2q + (q−1)q

2 < m. Áóäåì ïðèìåíÿòü ê ñëîâó W

ïîî÷åðåäíî ïðåäëîæåíèÿ (3.4.5) è (3.4.6). Ïîñëå q òàêèõ ïðèìåíåíèé ìû
ïðèäåì ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè q:

íå÷åòíîå q: W ≡ Llaqsp+ (q+1)q
2 Q2t

m−2q− (q−1)q
2 ghRr

÷åòíîå q: W ≡ Llsp+ (q+1)q
2 Q1b

qtm−2q− (q−1)q
2 ghRr.

òåïåðü, â ñëó÷àå íå÷åòíîãî q, ïðèìåíèì Q2th = aQ1h � ñîîòíîøåíèå
(3.28) è ïîëó÷èì W ≡ Llaq+1sp+ (q+1)q

2 Q1t
m−2q− (q−1)q

2 −1ghRr. Òàê êàê ìû
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âûáðàëè ìàêñèìàëüíîå q, èìååì m− 2q− (q−1)q
2 − q− 2 = m− 2(q + 1)−

(q+1)q
2 < 0 è ñëåäîâàòåëüíî m − 2q − (q−1)q

2 − 1 < q + 1. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ìîæåì ïðèìåíèòü m− 2q− (q−1)q

2 − 1 ðàç aQ1t = Q1bs � ñîîòíîøåíèå
(3.29). Ïîëó÷èì ñëîâî, íå ñîäåðæàùåå t. Ïðè ýòîì â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò
êàê ìèíèìóì, ïî îäíîé áóêâå a è b. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî g êîììóòèðóåò ñ
b, ïîëó÷àåì, W ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó ñëîâî aQ1bg â
êà÷åñòâå ïîäñëîâà. Òàê êàê aQibg = 0 � ñîîòíîøåíèå (3.30) ïîëó÷àåì
W ≡ 0.

â ñëó÷àå ÷åòíîãî q ïðèìåíèì LQ1t = LQ2b � ñîîòíîøåíèå (3.26) è
ïîëó÷èì W ≡ Llsp+ (q+1)q

2 Q2b
q+1tm−2q− (q−1)q

2 −1ghRr. Òåïåðü ïðèìåíÿÿ m −
2q − (q−1)q

2 − 1 ðàç Q2bt = aQ2s � ñîîòíîøåíèå (3.27) è Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
g êîììóòèðóåò ñ b, ïîëó÷àåì, W ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó
ñëîâî aQ1bg â êà÷åñòâå ïîäñëîâà. Çíà÷èò, W ≡ 0.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.8. Ïóñòü W = LlspQ2t
mghRr,

ãäå l, p ≥ 1, r ≥ 2, m ≥ 0, ïðè÷åì m íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
íè â îäíîì èç âèäîâ: 2n + (n−1)n

2 ; 2n + (n−1)n
2 + 1 äëÿ âñåõ n ≥ 0.

Òîãäà W ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé
ëåììû, òîëüêî íà ýòîò ðàç ìû íà÷èíàåì èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèÿ
(3.3.2) è (3.3.3) íà÷èíàÿ ñ ïðåäëîæåíèÿ (3.3.3). Äàëüíåéøåå àíàëîãè÷-
íî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñëó÷àè ÷åòíîñòè q ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî íåíóëåâîå ñëîâî ñîäåðæàùåå L, Qi è äâå R,
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó LlspQit

mghRr � ïðåäëîæåíèÿ (3.3.1)�(3.4.4), ïðè÷åì,
m ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 2n + (n−1)n

2 èëè 2n + (n−1)n
2 + 1 � ïðåäëîæåíèÿ

(3.4.5)�(3.4.8).

3.5 Ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî W = LlspQit
mghRr ïðè

m = 2n + (n−1)n
2 (+1) íå ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ, à òàêæå åäèíñòâåííîñòè

ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ñëîâî ñîäåðæèò L, Qi è êàê ìèíèìóì äâå R. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî L, g, h, Qi (áåç ðàçëè÷åíèÿ èíäåêñîâ)
â ñëîâå ïîñòîÿííû.
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Èòàê, â íàøåì ñëîâå ïî îäíîé áóêâå g, h, Qi, áóêâû L âñåãäà ñîñòàâ-
ëÿþò ëåâûé ïðåôèêñ, à áóêâû R - ïðàâûé ïðåôèêñ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áóêâà x îãðàíè÷èâàåòñÿ áóêâàìè (y, z), åñëè
ëþáîå íåíóëåâîå ñëîâî, ýêâèâàëåíòíîå êàíîíè÷åñêîìó è ñîäåðæàùåå x,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå AyBxCzD, ãäå ñëîâà B è C íå ñîäåðæàò áóêâ y
è z, A íå ñîäåðæèò x, z è D íå ñîäåðæèò x, y.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áóêâà íå îãðàíè÷åíà â ïîäñëîâå íåêîòîðîãî ñëîâà,
òî îíà íå îãðàíè÷åíà è âî âñåì ñëîâå.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäëîæåíèÿ (3.3.1) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ áóêâà, êðî-
ìå L è R îãðàíè÷èâàåòñÿ L è R.

Òåïåðü ìû óñòàíîâèì îãðàíè÷èâàþùóþ ïàðó äëÿ êàæäîé áóêâû è ïðî-
âåðèì, ÷òî ñâîéñòâî áóêâ "áûòü îãðàíè÷åííîé äàííîé ïàðîé"íå ìåíÿåòñÿ
ïðè ïåðåõîäå ê ýêâèâàëåíòíîìó ñëîâó.

Îãðàíè÷åíèå 1. a îãðàíè÷åíà L è Qi. Êîëè÷åñòâî áóêâ L è Qi â ñëîâå
íå èçìåíÿåòñÿ. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ íåìîíîìèàëü-
íûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (3.16)�(3.29), çíà÷èò a îãðàíè÷åíà L è
Qi â ëþáîì ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì W .

Îãðàíè÷åíèå 2. g, h îãðàíè÷åíû Qi è R. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî â ñëîâå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà R (òàê
êàê åñëè R âõîäèò â ñîîòíîøåíèå, òî â îáå åãî ÷àñòè), âñå R ñîñòàâëÿ-
þò ïðàâûé ïðåôèêñ ñëîâà. Êîëè÷åñòâî áóêâ Qi â ñëîâå íå èçìåíÿåòñÿ.
Ñâîéñòâà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âñåõ íåìîíîìèàëüíûõ îïðåäåëÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèé (3.16)�(3.29), çíà÷èò g, h îãðàíè÷åíû Qi è R â ëþáîì
ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì W .

Îãðàíè÷åíèå 3. b îãðàíè÷åíà Qi è h. Êîëè÷åñòâî áóêâ h è Qi â ñëîâå
íå èçìåíÿåòñÿ. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ íåìîíîìèàëü-
íûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (3.16)�(3.29), çíà÷èò b îãðàíè÷åíà Qi è
h â ëþáîì ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì W .

Îãðàíè÷åíèå 4. t îãðàíè÷åíà Qi è g. Êîëè÷åñòâî áóêâ g è Qi â ñëîâå
íå èçìåíÿåòñÿ. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ íåìîíîìèàëü-
íûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (3.16)�(3.29), çíà÷èò t îãðàíè÷åíà Qi è
g â ëþáîì ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì W .

Îãðàíè÷åíèå 5. s îãðàíè÷åíà Qi è g (èëè h). Êîëè÷åñòâî áóêâ g, h è
Qi â ñëîâå íå èçìåíÿåòñÿ. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ íåìî-
íîìèàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (3.16)�(3.29), çíà÷èò s îãðàíè-
÷åíà Qi è g (èëè h) â ëþáîì ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì W .

Îãðàíè÷åíèå 6. v îãðàíè÷åíà h è R. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
ñëåäóåò, ÷òî â ñëîâå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà R (òàê êàê åñëè R
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âõîäèò â ñîîòíîøåíèå, òî â îáå åãî ÷àñòè), âñå R ñîñòàâëÿþò ïðàâûé ïðå-
ôèêñ ñëîâà. Êîëè÷åñòâî áóêâ h â ñëîâå íå èçìåíÿåòñÿ. Ñâîéñòâî èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ íåìîíîìèàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
(3.16)�(3.29), çíà÷èò v îãðàíè÷åíà h è R â ëþáîì ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì
W .

Îãðàíè÷åíèå 7. f îãðàíè÷åíà g è R. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
ñëåäóåò, ÷òî â ñëîâå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà R (òàê êàê åñëè R

âõîäèò â ñîîòíîøåíèå, òî â îáå åãî ÷àñòè), âñå R ñîñòàâëÿþò ïðàâûé ïðå-
ôèêñ ñëîâà. Êîëè÷åñòâî áóêâ g â ñëîâå íå èçìåíÿåòñÿ. Ñâîéñòâî èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ íåìîíîìèàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
(3.16)�(3.29), çíà÷èò f îãðàíè÷åíà g è R â ëþáîì ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì
W .

Òåïåðü ðàññìîòðèì âñå îáíóëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è óáåäèìñÿ, ÷òî ìû
íå ìîæåì ïðèâåñòè W ê âèäó, ãäå âñòðå÷àåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü îäíîãî èç ýòèõ
ñîîòíîøåíèé.

Ëåâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé xL = 0, x 6= L; Rx = 0, x 6= R (ñîîòíîøåíèÿ
(3.1), (3.2)) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîâà, ãäå x íå îãðàíè÷èâàåòñÿ L è R.
Ïîýòîìó W íåëüçÿ ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó îäíî èç ýòèõ ñëîâ.

Ðàññìîòðèì ñëîâî sR � ñîîòíîøåíèå (3.3). Ñîãëàñíî îãðàíè÷åíèþ 5,
ëþáîå âõîæäåíèå s îãðàíè÷èâàåòñÿ L è g. Íî g ìîæåò âñòðåòèòüñÿ òîëü-
êî ñëåâà îò R. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîâî ñîäåðæàùåå sR íå óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèþ 5. Ïîýòîìó W íåëüçÿ ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó sR.

Ðàññìîòðèì ñëîâî Lx (x 6= L, a, Qi, s) � ñîîòíîøåíèå (3.4). Ñëó÷àé
x = u ðàññìîòðèì ïîçæå. Åñëè x = R, òîãäà â ñëîâå íåò Qi, ÷åãî áûòü
íå ìîæåò. Åñëè x = b, t, g, h, òî x íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí ñëåâà Qi.
Åñëè x = f, v òî x íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí ñëåâà g è h. Íî â ñëîâå
ýêâèâàëåíòíîì W âñå ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðèñóòñòâóþò.

Ðàññìîòðèì ñëîâî ax (x 6= a,Qi, s, u) � ñîîòíîøåíèå (3.5). a äîëæíà
áûòü îãðàíè÷åíà ñïðàâà Qi. Òîãäà åñëè x = R, òî R íå ñîñòàâëÿþò ïðàâîå
îêîí÷àíèå ñëîâà. Ñëîâî aL óæå ðàçáèðàëîñü. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, x

îãðàíè÷åí ñëåâà Qi. Íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò áîëåå
îäíîé Qi, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ñëîâî xa (x 6= L, a, s, u) � ñîîòíîøåíèå (3.6). a äîëæíà
áûòü îãðàíè÷åíà ñïðàâà Qi. Ñëîâî Ra óæå ðàçáèðàëîñü. Â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ, x îãðàíè÷åí ñëåâà Qi, ëèáî x = Qi. Íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â
ñëîâå ïðèñóòñòâóåò áîëåå îäíîé Qi, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ñëîâî xQi (x 6= L, a, s, u) � ñîîòíîøåíèå (3.7). Â ñëó-
÷àå x = R ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî R íå ñîñòàâëÿþò ïðàâîå îêîí÷àíèå ñëîâà.
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Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, x îãðàíè÷åí ñëåâà Qi, ëèáî x = Qi. Íî òîãäà ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò áîëåå îäíîé Qi, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ñëîâî Qix (x 6= b, t, s, g, h, u) � ñîîòíîøåíèå (3.8). Â ñëó÷àå
x = R, f, v ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî g èëè h (êîòîðûå îáÿçàòåëüíî åñòü â ñëîâå),
äîëæíû âõîäèòü ñëåâà îò Qi. Íî g è h ñàìè îãðàíè÷åíû Qi ñëåâà. Çíà÷èò,
â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò áîëåå îäíîé Qi, ÷òî íåâîçìîæíî. x = Qi, L óæå ðàç-
áèðàëîñü. Îñòàåòñÿ x = a. a îãðàíè÷åí ñïðàâà Qi. Íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò áîëåå îäíîé Qi, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ñëîâî gx (x 6= f, b, h, v, R, u) � ñîîòíîøåíèå (3.9). Â ñëó-
÷àå x = t, s, g â ñëîâå áîëåå îäíîé g, òàê êàê t, s îãðàíè÷åíû ñïðàâà g.
x = L,Qi óæå ðàçáèðàëîñü. Åñëè x = a, òî x îãðàíè÷åí ñïðàâà Qi, g

îãðàíè÷åí ñëåâà Qi. Çíà÷èò, â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò áîëåå îäíîé Qi, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ñëîâî fx (x 6= f, b, h, v, R, u) � ñîîòíîøåíèå (3.10). Çàìå-
òèì, ÷òî f îãðàíè÷åíà ñëåâà g, à çíà÷èò, è Qi. Â ñëó÷àå x = t, s, g â ñëîâå
áîëåå îäíîé g, òàê êàê t, s îãðàíè÷åíû ñïðàâà g. x = L,Qi óæå ðàçáèðà-
ëîñü. Åñëè x = a, òî x îãðàíè÷åí ñïðàâà Qi, Çíà÷èò, â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò
áîëåå îäíîé Qi, ÷òî íåâîçìîæíî.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.11)-(3.15).
Îñòàåòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ, Lu = 0 è aQibg = 0.
Ðàññìîòðèì ñëîâî W = LlspQ1t

mghRr ïðè m = 2n + (n−1)n
2 (+1)

Ââåäåì ôóíêöèþ T (x, y):
T (0, 0) = m, T (0, 1) = m− 1,
T (x, y) = T (x−1, y +1)−1, åñëè x+ y íå÷åòíîå è T (x−1, y +1) > 0 ;
T (x, y) = T (x + 1, y − 1)− 1, åñëè x + y ÷åòíîå è T (x + 1, y − 1) > 0;
T (x, 0) = T (x− 1, 0)− 1, åñëè x ÷åòíîå è T (x− 1, 0) > 0;
T (0, y) = T (0, y − 1)− 1, åñëè y íå÷åòíîå è T (0, y − 1) > 0;
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî â ñëîâå ýêâèâàëåíòíîì W è ñîäåðæàùåì ñîîò-

âåòñòâåííî n è k áóêâ a è b, ñîäåðæèòñÿ T (n, k) áóêâ t.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1. Ïóñòü U ≡ W è U ≡ LlansqQib
ktsghRr. Òîãäà

T (n, k) = s.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (3.26)�(3.29), ñóììà âõîæäåíèé
a è b â ñëîâî ìåíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Qi ìåíÿåò ñâîé èíäåêñ.

Äîïóñòèì, ïðè ïåðåõîäå îò W ê ýêâèâàëåíòíîìó ñëîâó ñóììà êîëè-
÷åñòâà áóêâ a è b íå èçìåíèëàñü. Åñëè ñàìè ÷èñëà âõîæäåíèé ïðè ýòîì
èçìåíèëèñü, çíà÷èò ïðèìåíÿëîñü Q2bt = aQ2s ëèáî aQ1t = Q1bs � ñîîò-
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íîøåíèÿ (3.27), (3.29). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ T (x, y),
÷èñëî áóêâ t èçìåíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî T (x, y).

Ïóñòü òåïåðü ñóììà êîëè÷åñòâà áóêâ a è b (n + k) èçìåíèëàñü.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî ñóììå n + k. Äëÿ

n + k = 0 èìååì T (0, 0) = m.
Äîïóñòèì, n + k íå÷åòíî. òîãäà ó íàñ â ñëîâå � Q2 è åäèíñòâåííûì

ñîîòíîøåíèåì, óâåëè÷èâàþùèì n + k ÿâëÿåòñÿ Q2th = aQ1h � ñîîòíî-
øåíèå (3.28). Îíî ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî, â ñëó÷àå åñëè â ñëîâå íåò b.
Çíà÷èò ó íàñ â ñëîâå n + k áóêâ a, íåò áóêâ b è T (n + k, 0) áóêâ t. Ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ â ñëîâå n+k+1 áóêâ a è T (n+k, 0)−1 áóêâ t.
Íî T (n+ k +1; 0) = T (n+ k, 0)− 1. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä â ýòîì ñëó÷àå
çàâåðøåí.

Ñëó÷àé ÷åòíîé ñóììû n+k ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî åäèí-
ñòâåííûì ïðèìåíèìûì ñîîòíîøåíèåì áóäåò LQ1t = LQ2b � ñîîòíîøåíèå
(3.26).

Ïðåäëîæåíèå 3.5.2. (i) Ïóñòü T (0, 0) = 2n + (n−1)n
2 . Òîãäà

T (n, 0) = 0 ïðè íå÷åòíîì n,
T (0, n) = 0 ïðè ÷åòíîì n.

(ii) Ïóñòü T (0, 0) = 2n + (n−1)n
2 + 1. Òîãäà

T (n + 1, 0) = 0 ïðè íå÷åòíîì n,
T (0, n + 1) = 0 ïðè ÷åòíîì n.

Äîêàæåì (i) ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1, 2 ýòî î÷åâèäíî. Åñëè ýòî âû-
ïîëíåíî äëÿ íå÷åòíîãî n, òî

T (n, 0) = 2(n + 1) + (n+1)n
2 − 2n + (n−1)n

2 = n + 2
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ T (0, n + 1) = T (n + 1, 0) − n − 1 =

T (n, 0)− n− 2 = 0.
Äëÿ ÷åòíîãî n êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
(ii) Î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç (i) è îïðåäåëåíèÿ T (x, y).
Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäëîæåíèé (3.5.1) è (3.5.2) ñëåäóåò, ÷òî åñëè W

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó áóêâ t, òî ëèáî â ñëîâå íåò áóêâ a,
ëèáî áóêâ b. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñëîâî aQibg âñòðåòèòüñÿ íå ìîæåò.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî â ñëîâå âñòðåòèëîñü Lu. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî W
ïðèâåäåíî ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó áóêâ s. Çàìåòèì, ÷òî ïóòü èç ñîñòîÿ-
íèÿ (0, 0) â ñîñòîÿíèå (x, y) åäèíñòâåíåí (ìû ìîæåì ëèøü âîçâðàùàòüñÿ
ïî íåìó íàçàä èëè èäòè âïåðåä) è ïî õîäó ýòîãî ïóòè êîëè÷åñòâî áóêâ
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s íå óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî
÷èñëî áóêâ s óìåíüøèëîñü.

Òàêæå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.26)�(3.29) ìû äâèãà-
åìñÿ âäîëü ïóòè, îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿìè T (x, y), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåíèå â òî÷êå (0, 0), òî åñòü

W = LlspQ1t
mghRr ïðè m = 2n + (n−1)n

2 (+1) åäèíñòâåííî.
Èòàê, êàæäîå íåíóëåâîå ñëîâî, ñîäåðæàùåå L, è äâå R ïðèâîäèòñÿ ê

âèäó LlspQ1t
mghRr, ãäå m = 2n + (n−1)n

2 èëè 2n + (n−1)n
2 + 1.

Ïóñòü N - äëèíà ñëîâà. Òîãäà N = l + p + m + r + 3. Òàêèì îáðàçîì,
êîëè÷åñòâî òàêèõ ñëîâ ðàâíî CN 31

2 , ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

3.6 Ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà íîðìàëüíûõ ñëîâ.

Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ïîëóãðóïïû S â ïîëóãðóïïó S∗.
Ïóñòü S∗ ñîäåðæèò âñå áóêâû è ñîîòíîøåíèÿ èç S, êðîìå òîãî ââåäåì

åùå äâå äîïîëíèòåëüíûå áóêâû L1 è R1, à òàêæå ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ:

xL1 = 0 åñëè x 6= L1,
L1x = 0 åñëè x 6= L,L1,
R1x = 0 åñëè x 6= R1,
yR1 = 0 åñëè x èëè y 6= R, R1.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó íîðìàëüíîìó íåíóëåâîìó ñëîâó W â ïîëó-

ãðóïïå S ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûå ñëîâà Lk
1WRn

2 ãäå n, k ≥ 0.
Â ïîëóãðóïïå S∗ ñòåïåíü ôóíêöèè ðîñòà íîðìàëüíûõ ñëîâ âèäà

L′LXRR′ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2 ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé ðîñòà ñëîâ LXR

â ïîëóãðóïïå S. Ïðè ýòîì, ñòåïåíü ôóíêöèè ðîñòà ñëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ
íîðìàëüíûìè óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, îñóùåñòâëÿÿ òàêîé ïåðåõîä íóæíîå ÷èñëî ðàç, ìû
ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî íîðìàëüíûå ñëîâà ôîðìèðîâàëè îñíîâíîé ÷ëåí
â ôóíêöèè ðîñòà ïîëóãðóïïû. Òîãäà ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà
ïîëó÷èâøåéñÿ ïîëóãðóïïû áóäåò íåöåëîé.



4. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÏÎËÓÃÐÓÏÏÛ Ñ ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÎÉ
ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜÞ ÃÅËÜÔÀÍÄÀ� ÊÈÐÈËËÎÂÀ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.0.1. Ïóñòü α � ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,
âû÷èñëÿþùèé åãî äâîè÷íûå çíàêè.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-
îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà, ðàâíîé
n + α.

4.1 Ïëàí ïîñòðîåíèÿ ïîëóãðóïïû ñ ðåêóðñèâíîé ðàçìåðíîñòüþ
Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà.

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ëåæèò ðåàëèçàöèÿ ìàøèíû Ìèíñêîãî, âû÷èñëÿ-
þùåé ÷èñëî α. Áóêâû Qi èãðàþò ðîëü ñîñòîÿíèé ìàøèíû Ìèíñêîãî.
Ïîñêîëüêó ìàøèíà ïðè âû÷èñëåíèè îïåðèðóåò ñòåïåíÿìè ÷èñåë, íåîá-
õîäèì ìåõàíèçì, ïðîâåðÿþùèé ÷òî êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé äàííîé áóê-
âû åñòü ñòåïåíü ÷èñëà. Ýòîò ìåõàíèçì îáåñïå÷èâàåòñÿ íà ïåðâîì ýòà-
ïå ïîñòðîåíèÿ. Öåëü ïåðâîãî ýòàïà � ïîñòðîèòü ïîëóãðóïïó ñëîâ S â
àëôàâèòå {L, E, a, g, t, f, u, v, Q0, . . . , Qn} ñ êàíîíè÷åñêèìè ôîðìàìè
LlakEt2

k

gQ0 è LlakEtmQi äëÿ i > 0. Íà âòîðîì ýòàïå ìû ïîëó÷àåì ïî-
ëóãðóïïó ñëîâ S̄ â àëôàâèòå {R, F, b, h, s, f ′, u′, v′, Q0, . . . , Qn} ñ êà-
íîíè÷åñêèìè ôîðìàìè Qnhs2d

FbdRr è Qis
2z

FbdRr äëÿ i < n. Âòîðàÿ
ïîëóãðóïïà ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íà ïåðâîé è ïîëó÷àåòñÿ îáðàùåíèåì
âñåõ åå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé è ïîñëåäóþùåé çàìåíîé áóêâ:

L → R, E → F, a → b, g → h, t → s, f → f ′, u → u′, v → v′, Q0 → Qn

Ïðè ýòîì áóêâû Qi äëÿ 1 ≤ i ≤ n îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Íà ñëåäóþùåì
ýòàïå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëóãðóïïó G: îáúåäèíåíèå ïîëóãðóïï S è S̄.
Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ íå ðàâíûõ Qi áóêâ èç ðàçíûõ ïîëó-
ãðóïï ìû ïðèíèìàåì ðàâíûì íóëþ. Â ïîëóãðóïïå G êàíîíè÷åñêèé âèä
áóäåò
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LlakEt2
m

Qis
2z

F bdRr .

Ïîäñëîâî Et2
m

Qis
2z

F ðåàëèçóåò ìàøèíó Ìèíñêîãî. Â ïîëóãðóïïå G

ìû çàäàåì íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ ðàáîòó ìàøèíû. Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé ãðàô ñîñòîÿíèé ìà-
øèíû Ìèíñêîãî. Âåðøèíû ýòîãî ãðàôà (ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû) ìîãóò áûòü
ñîåäèíåíû îäíîé èëè íåñêîëüêèìè ñòðåëêàìè. Äëÿ êàæäîé ñòðåëêè ìû
ââîäèì íîâóþ áóêâó pij, à òàêæå ñîîòíîøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðå-
õîäó èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå ðÿäîì ñ Qi áó-
äåò ïîÿâëÿòüñÿ áóêâà pij, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðåëêå ñäåëàííîãî ïåðåõîäà.
Îñíîâíîé ïðîáëåìîé êîòîðàÿ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïðè ðåàëèçàöèè ìàøèíû
Ìèíñêîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïåðåõîä ïî ñòðåëêå â ïîëóãðóïïå ìîæíî ïðî-
õîäèòü â îáå ñòîðîíû, òàê êàê âñå ñîîòíîøåíèÿ äâóñòîðîííèå. Ïðè ýòîì,
â îäíó âåðøèíó ìîãóò âõîäèòü íåñêîëüêî ñòðåëîê. Â ñèòóàöèè, êîãäà
ðÿäîì ñ Qi ïîÿâëÿåòñÿ áóêâà-èäåíòèôèêàòîð ïîñëåäíåãî ïåðåõîäà, âåð-
íóòüñÿ ìîæíî òîëüêî ïî òîé ñòðåëêå, ïî êîòîðîé òîëüêî ÷òî ïðèøëè.
Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå îáåñïå÷èâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ïóòè ïðå-
îáðàçîâàíèé, è ýòîò ïóòü ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäàì ìàøèíû.

Ñ ïîìîùüþ ìàøèíû Ìèíñêîãî ìû îñóùåñòâëÿåì ïåðåõîä 2k → 2[kα],
ãäå [x] - öåëàÿ ÷àñòü x. Ýòîìó ïåðåõîäó ñîîòâåòñòâóåò ýêâèâàëåíòíîñòü

Et2
k

gQ0sF ≡ EtQnhs2[kα]

F.

Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå Q0 ïåðåõîäèò â êîíå÷íîå Qn. Â ïîëó-
ãðóïïå S̄ ñîãëàñíî êàíîíè÷åñêîìó âèäó ïðè ñîñòîÿíèè Qn äîëæíî áûòü
[kα] áóêâ b. Íî êîëè÷åñòâî áóêâ b íåèçìåííî. Ñàìûé êîðîòêèé ïî äëèíå
âèä ñëîâà, ýêâèâàëåíòíîãî êàíîíè÷åñêîìó ýòî LltakgQ0hb[kα]sRr. Êîëè-
÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñëîâ òàêîãî âèäà, èìåþùèõ äëèíó íå áîëåå N ðàâíî
÷èñëó öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà l + r + k + kα + 5 ≤ N , ñ
îãðàíè÷åíèÿìè l, r, k ≥ 1.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè äëÿ óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà íîðìàëü-
íûõ ñëîâ, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ìû äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî îñíîâ-
íîé ÷ëåí â ôóíêöèè ðîñòà îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëîâàìè èìåþùèìè êàíîíè÷å-
ñêèé âèä. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà,
óêàçàííóþ â óñëîâèè.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçàöèè.
Â äàëüíåéøåì, ëàòèíñêèå áóêâû n, k, m, l, d, z îáîçíà÷àþò öåëûå

íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, èíîãäà áóäåò óêàçûâàòüñÿ, â êàêèõ ïðåäåëàõ îíè
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ìîãóò èçìåíÿòñÿ. Ãðå÷åñêèå áóêâû γ, β îáû÷íî ðàâíû ëèáî 0 ëèáî 1. Âñå
îíè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñòåïåíåé áóêâ â ñëîâàõ.

4.2 Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

Ïóñòü çàäàí àëôàâèò Ψ:

{L, E, a, g, t, f, u, v, Q0, . . . , Qn, 0}.
Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó ñ íóëåì S, ïîðîæäåííóþ ñëîâàìè â ýòîì àë-

ôàâèòå. Íàøåé öåëüþ áóäåò çàäàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ñî-
îòíîøåíèé, ñîçäàþùèõ íåîáõîäèìóþ íàì ñòðóêòóðó íà ïîëóãðóïïå S.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé:



4. Ïîñòðîåíèå ïîëóãðóïïû ñ ðåêóðñèâíîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà 55

xL = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå L; (4.1)
Qix = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà, i = 0 . . . n; (4.2)

fx = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {f,Q0, a}; (4.3)
xf = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {f, a, g}; (4.4)

gt = gQi = gv = 0, ãäå i = 1 . . . n (4.5)
gg = 0; (4.6)
atg = 0; (4.7)
Lg = 0; (4.8)

Lttv = 0; (4.9)
xx = x, ãäå x = u, v, èëè f, (4.10)

Q0 = fQ0; (4.11)
ta = att; (4.12)
ag = ga; (4.13)
af = fa; (4.14)
L = LE; (4.15)
EE = E; (4.16)
Ea = aE; (4.17)

xE = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {L, a, E.} (4.18)
E = Eu; (4.19)
g = vg; (4.20)

xy = yx, ãäå x = u èëè v, y = a èëè t, (4.21)
xu = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {u, t, a, E, L}; (4.22)

vx = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà êðîìå {v, a, t, g}; (4.23)

4.3 Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ëåìì.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Ëþáîå íåíóëåâîå ñëîâî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè èìååò
âèä LkXQi

β,
ãäå X íå ñîäåðæèò L è Qi, β ∈ {0, 1}, i ∈ {0, . . . n}, k ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ñëîâå íåò áóêâ L è Qi, òî îíî óæå èìååò òðå-
áóåìûé âèä ïðè k = β = 0. Ïóñòü â ñëîâå èìååòñÿ áóêâà L. Ñîãëàñíî



4. Ïîñòðîåíèå ïîëóãðóïïû ñ ðåêóðñèâíîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà 56

xL = 0, ãäå x 6= L � ñîîòíîøåíèå (4.1), ëåâåå L äîëæíû áûòü òîæå L,
òàêèì îáðàçîì, ñëîâî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè èìååò âèä LnY , ãäå ñëîâî Y

íå ñîäåðæèò L. Òåïåðü, åñëè â ñëîâå åñòü Qi, ó÷èòûâàÿ Qix = 0 � ñîîò-
íîøåíèå (4.2), ïîëó÷àåì ÷òî cïðàâà îò Qi íå ìîæåò áûòü íèêàêèõ áóêâ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé âèä.
Ïðåäëîæåíèå 4.3.2. Ïóñòü W � íåêîòîðîå íåíóëåâîå ñëîâî.
(i) Åñëè W ñîäåðæèò Q0, òî W ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó

f . Åñëè W ñîäåðæèò f , íî íå ñîäåðæèò Q0, òî W ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó Xf , ãäå X íå ñîäåðæèò f .

(ii) Åñëè W ñîäåðæèò g, òî W ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó
v. Åñëè W ñîäåðæèò v, íî íå ñîäåðæèò g, òî W ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó Xv, ãäå X íå ñîäåðæèò v.

(iii) Åñëè W ñîäåðæèò E èëè L, òî W ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, íå ñîäåð-
æàùåìó u. Åñëè W ñîäåðæèò u, íî íå ñîäåðæèò íè L, íè E òî
W ïðèâîäèòñÿ ê âèäó Xu, ãäå X íå ñîäåðæèò u.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü W íå ñîäåðæèò Q0, íî ñîäåðæèò f . Âûáå-
ðåì êðàéíåå ñïðàâà âõîæäåíèå. Ñëîâî W èìååò âèä X1fX2, ãäå X2 íå
ñîäåðæèò f . Òàê êàê W 6= 0, òî ñîãëàñíî fx = 0, ãäå x 6= f , Qi, a � ñîîòíî-
øåíèå (4.3), ïåðâîé áóêâîé â ñëîâå X2 ìîæåò áûòü òîëüêî áóêâà a. (Áóêâ
Q0 è f ñëîâî X2 íå ñîäåðæèò.) Ó÷èòûâàÿ, ÷òî fa = af � ñîîòíîøåíèå
(4.14), f ìîæíî ïåðåäâèíóòü íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî. Äàëåå àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðîé áóêâîé â ñëîâå X2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ a. Ïðîäîëæàÿ
àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì X1fX2 ≡ X1X2f . Òåïåðü âûáåðåì êðàéíåå ñïðà-
âà âõîæäåíèå f â ñëîâî X1X2. Ïîâòîðÿÿ îïèñàííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ
ìîæíî ïîëó÷èòü âèä W ≡ Xfm, ãäå m ≥ 1. Òåïåðü ïðèìåíÿÿ íóæíîå
÷èñëî ðàç ff = f � ñîîòíîøåíèå (4.10), ïîëó÷àåì òðåáóåìûé âèä.

Åñëè W ñîäåðæèò Q0, ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå (4.3.1), èìååì W ≡
XQ0, ãäå Q0 /∈ X. Ê ñëîâó X ïðèìåíÿåì ðàññóæäåíèÿ èç ïåðâîãî ñëó÷àÿ.
Ïîëó÷àåì W ≡ Y fQ0, ãäå Q0, f /∈ Y . Ïðèìåíÿÿ fQ0 = Q0 � ñîîòíîøåíèå
(4.11), ïîëó÷àåì âèä, íå ñîäåðæàùèé f .

(ii) è (iii) ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî: ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.22)
è (4.23), ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåâà îò u ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî áóêâû u ,t,
a, E, L, à ñïðàâà îò v òîëüêî áóêâû v, a, t, g. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u è v
êîììóòèðóþò ñ a è t � ñîîòíîøåíèå (4.21), à òàêæå E = Eu, g = vg �
ñîîòíîøåíèÿ (4.19), (4.20), ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáóåòñÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 4.3.3. Ïóñòü W � íåêîòîðîå íåíóëåâîå ñëîâî.
Åñëè W ñîäåðæèò L, òî W ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó E.
Åñëè W ñîäåðæèò E, íî íå ñîäåðæèò L, òî W ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

EX, ãäå X íå ñîäåðæèò E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W íå ñîäåðæèò L, íî ñîäåðæèò E. Âûáåðåì
êðàéíåå ñëåâà âõîæäåíèå. Ñëîâî W èìååò âèä X1EX2, ãäå X1 íå ñî-
äåðæèò E. Òàê êàê W 6= 0, òî ñîãëàñíî xE = 0, ãäå x 6= L, a, E �
ñîîòíîøåíèå (4.18), ïîñëåäíåé áóêâîé â ñëîâå X1 ìîæåò áûòü òîëüêî
áóêâà a. (Áóêâ L è E ñëîâî X1 íå ñîäåðæèò.) Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ea = aE
� ñîîòíîøåíèå (4.17), E ìîæíî ïåðåäâèíóòü íà îäíó ïîçèöèþ âëåâî. Äà-
ëåå àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðîé ñïðàâà áóêâîé â ñëîâå X1 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ a. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì X1EX2 ≡ EX1X2. Òåïåðü
âûáåðåì êðàéíåå ñëåâà âõîæäåíèå E â ñëîâî X1X2. Ïîâòîðÿÿ îïèñàííûå
âûøå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü âèä W ≡ EmX , ãäå m ≥ 1. Òåïåðü
ïðèìåíÿÿ íóæíîå ÷èñëî ðàç EE = E � ñîîòíîøåíèå (4.16), ïîëó÷àåì
òðåáóåìûé âèä.

Åñëè W ñîäåðæèò L, ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå (4.3.1), èìååì W ≡ LX,
ãäå L /∈ X. Ê ñëîâó X ïðèìåíÿåì ðàññóæäåíèÿ èç ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Ïîëó-
÷àåì W ≡ LEY , ãäå L, E /∈ Y . Ïðèìåíÿÿ LE = L � ñîîòíîøåíèå (4.15),
ïîëó÷àåì âèä, íå ñîäåðæàùèé E.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.4. Ïóñòü W � íåêîòîðîå íåíóëåâîå ñëîâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç áóêâ a, t, g, ïðè÷åì g îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèòñÿ â W .

Òîãäà W ≡ aktmg, ãäå ëèáî m = 2k, ëèáî m ≥ 2k+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ gt = 0 è gg = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (4.5), (4.6),
ñïðàâà îò g ìîãóò áûòü òîëüêî a. Ó÷èòûâàÿ ga = ag � ñîîòíîøåíèå (4.13),
g ñóùåñòâóåò â åäèíñòâåííîì ýêçåìïëÿðå è ìîæíî ñäåëàòü åå êðàéíåé
ñïðàâà áóêâîé. Ïîëó÷èì Ug, ãäå U ñîñòîèò èç t è a. Òåïåðü, åñëè â êàêîì-
òî ìåñòå ñëîâà âñòðå÷àåòñÿ ïîäñëîâî ta, ìû çàìåíÿåì åãî íà ïîäñëîâî att,
èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.12). Ïîâòîðèâ ýòó îïåðàöèþ íóæíîå ÷èñëî ðàç,
ïîëó÷èì W ≡ aktmg.

Äîïóñòèì, m < 2k+1 è m 6= 2k. Òîãäà m = 2l × (2p + 1), ãäå l < k,
p ≥ 0. Èç ñîîòíîøåíèÿ att = ta � (4.12), ñëåäóåò, ÷òî at2s ≡ tsa. Òîãäà
al+1t2

l×(2p+1) ≡ tpatal. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ag = ga � ñîîòíîøåíèå
(4.13), ïîëó÷àåì aktm ≡ ak−l−1tpatgal. Ó÷èòûâàÿ atg = 0 � ñîîòíîøåíèå
(4.7), ïîëó÷àåì W ≡ 0.
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Ïðåäëîæåíèå 4.3.5. Ïóñòü W � íåêîòîðîå íåíóëåâîå ñëîâî, ñîñòî-
ÿùåå èç áóêâ L, a, t, g, E ïðè÷åì L è g îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàòñÿ â
W .

Òîãäà W ≡ Lltakg, ãäå l ≥ 1, k ≥ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèÿ (4.3.1) è (4.3.3), ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî W ≡ LlU , ãäå L,E /∈ U .

Äîïóñòèì, â ñëîâå íåò áóêâ a. Ó÷èòûâàÿ gt = 0 è gg = 0 � ñîîòíîøåíèÿ
(4.5), (4.6), g ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà è êðàéíÿÿ ñïðàâà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Lg = 0, g = vg è Lttv = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (4.8), (4.20) è (4.9), ïîëó÷àåì
W = Lltg.

Åñëè â ñëîâå íåò t, òî åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê íóëþ ñ ïîìîùüþ ag = ga

è Lg = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (4.13), (4.9)
Ïóñòü â ñëîâå åñòü a è t. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå (4.3.4) ê ñëîâó U

ïîëó÷àåì W ≡ Llaktmg, ãäå ëèáî m = 2k, ëèáî m ≥ 2k+1. Äîïóñòèì,
m ≥ 2k+1. Òîãäà ïðèìåíÿÿ 2k+1 − 2 ðàçà att = ta � ñîîòíîøåíèå (4.12),
ïîëó÷àåì W ≡ Llttaktm−2k+1

g. Èñïîëüçóÿ g = vg, va = av è vt = tv �
ñîîòíîøåíèÿ (4.20) è (4.21), ïîëó÷àåì W ≡ Llttvaktm−2k+1

g. Ó÷èòûâàÿ
Lttv = 0 � ñîîòíîøåíèå (4.9), ïîëó÷àåì W ≡ 0.

Îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü m = 2k. Â ýòîì ñëó÷àå W ≡ Lltakg.
Ïðåäëîæåíèå 4.3.6. Ïóñòü íåíóëåâîå ñëîâî W íå ñîäåðæèò L è Qi,
ãäå i = 0 . . . n.

Òîãäà W ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:
akf ;
Eγuϕaktmvλ, ãäå γ, ϕ, λ ∈ {0, 1};
Eγuϕaktmgfβ, ãäå β, γ ∈ {0, 1}, m = 2k èëè m ≥ 2k+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ è òðåòüþ ÷àñòè
ïðåäëîæåíèÿ (4.3.2) (îòíîñèòåëüíî f è u) è ïðåäëîæåíèå (4.3.3), ïîëó-
÷èì, ÷òî W ≡ EγuϕXfβ, ãäå ãðå÷åñêèå áóêâû ðàâíû 0 èëè 1, X íå
ñîäåðæèò E, u, f . Çíà÷èò, X ñîñòîèò èç áóêâ a, t, v, g.

Äîïóñòèì, X ñîäåðæèò g. Òàê êàê gv = gg = gt = 0 è ga = ag � ñîîò-
íîøåíèÿ (4.5), (4.6) è (4.13), X ïðèâîäèòñÿ ê âèäó Y g, ãäå Y ñîñòîèò èç a,
t, v. Ó÷èòûâàÿ âòîðóþ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ (4.3.2), à òàêæå ïðåäëîæåíèå
(4.3.4), ïîëó÷àåì W ≡ Eγuϕaktmgfβ, ãäå m = 2k èëè m ≥ 2k+1.

Ïóñòü òåïåðü X íå ñîäåðæèò g. Òîãäà åñëè W ñîäåðæèò f , òî W ≡
akf , èíà÷å W ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ fa = af è xf = 0, ãäå
x 6= f , a, g � ñîîòíîøåíèÿ (4.13) è (4.4). Åñëè W íå ñîäåðæèò f , òî,
âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðîé ÷àñòüþ ïðåäëîæåíèÿ (4.3.2), ïîëó÷àåì W ≡
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EγuϕY vλ, ãäå Y ñîñòîèò èç a è t. Ïðèìåíèâ íåñêîëüêî ðàç ta = att �
ñîîòíîøåíèå (4.12), ïîëó÷àåì W ≡ Eγuϕaktmvλ.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.7. Ëþáîå ñëîâî W ∈ S ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ëèáî
ê íóëþ, ëèáî ê îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

1. akf ;
2. Eγuϕaktmvλ;
3. Eγuϕaktmgfβ, ãäå m = 2k èëè m ≥ 2k+1;
4. Llaktmvλ, ãäå l ≥ 1;
5. Llakt2

k

gfβ, ãäå l ≥ 1;
6. akQi, ãäå i = 0 . . . n;
7. EγuϕaktmgQ0, ãäå m = 2k èëè m ≥ 2k+1;
8. EγuϕaktmQi, ãäå i = 1 . . . n;
9. Llakt2

k

gQ0, ãäå l, k ≥ 1;
10. LlaktmQi, ãäå l ≥ 1.
Ïðèìå÷àíèå: ãðå÷åñêèå áóêâû, ñîãëàñíî äîãîâîðåííîñòè, îáîçíà÷àþò

÷èñëî, ðàâíîå 0 èëè 1.
Äåâÿòóþ ôîðìó áóäåì íàçûâàòü ïåðâîé êàíîíè÷åñêîé, äåñÿòóþ �

âòîðîé êàíîíè÷åñêîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåíóëåâîå ñëîâî ñîäåðæèò
L è Qi, òî îíî ïðèâîäèòñÿ ê îäíîé èç êàíîíè÷åñêèõ ôîðì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè W íå ñîäåðæèò L è Qi, èìååì óñëîâèÿ ïðåäëî-
æåíèÿ (4.3.6), è ïîëó÷àåì îäíó èç ïåðâûõ òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ â óñëîâèè
ôîðì.

Åñëè W ñîäåðæèò L, íî íå ñîäåðæèò Qi, ãäå i = 0 . . . n òî ïî ïðåäëî-
æåíèÿì (4.3.1) è (4.3.6) ïîëó÷àåì ëèáî W ≡ Llakf , ëèáî W ≡ Llaktmvλ

(÷åòâåðòàÿ ôîðìà), ëèáî W ≡ Llaktmgfβ, ãäå λ, β ∈ {0, 1}, m = 2k èëè
m ≥ 2k+1.

Lakf ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ af = fa è Lf = 0 � ñîîòíîøåíèÿ
(4.14) è (4.4).

Åñëè W ≡ Llaktmgfβ, òîãäà m < 2k+1, èíà÷å ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ
ñ ïîìîùüþ att = ta, g = vg, va = av, vt = tv è Lttv = 0 � ñîîòíîøåíèÿ
(4.12), (4.20), (4.21), è (4.9). Íî òîãäà m = 2k, òàê êàê åñëè m íå äåëèòñÿ
íà 2k, òî ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ att = ta, ga = ag è atg = 0
� ñîîòíîøåíèÿ (4.12), (4.13) è (4.7). Ïîëó÷àåì ïÿòóþ ôîðìó èç óñëîâèÿ
ïðåäëîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè W ñîäåðæèò L, íî íå ñîäåðæèò Qi, ïîëó÷àåì
÷åòâåðòóþ èëè ïÿòóþ èç ïåðå÷èñëåííûõ â óñëîâèè ôîðì.
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Åñëè W ñîäåðæèò Q0, íî íå ñîäåðæèò L, òî ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèÿ
(4.3.1) è (4.3.6) è, åñëè íåîáõîäèìî, fQ0 = Q0 � ñîîòíîøåíèå (4.11), ïîëó-
÷àåì ëèáî akQ0, ëèáî EγuϕaktmvλQ0, ëèáî EγuϕaktmgQ0, ãäå m äåëèòñÿ
íà 2k. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ øåñòàÿ ôîðìà, â òðåòüåì � ñåäüìàÿ, âî
âòîðîì ñëó÷àå ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ Q0 = fQ0 è xf = 0,
x 6= f , a, g � ñîîòíîøåíèÿ (4.11) è (4.4).

Åñëè W ñîäåðæèò Qi (i>0), íî íå ñîäåðæèò L, òî ïðèìåíÿÿ ïðåä-
ëîæåíèÿ (4.3.1) è (4.3.6) ïîëó÷àåì ëèáî akQi, ëèáî EγuϕaktmvλQi, ëèáî
EγuϕaktmgQi. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ øåñòàÿ ôîðìà, â òðåòüåì ñëó-
÷àå ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ gQi = 0 � ñîîòíîøåíèå (4.5).

Âî âòîðîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî λ = 0, èíà÷å ñëîâî ìîæíî ïðèâåñòè ê
íóëþ ñ ïîìîùüþ vx = 0, ãäå x 6= v, a, t, g � ñîîòíîøåíèå (4.23). Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì âîñüìóþ èç ïåðå÷èñëåííûõ â óñëîâèè ôîðì.

Ïóñòü W ñîäåðæèò L è Qi. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ (4.3.1), W = LlU ,
ãäå L /∈ U . Ê ñëîâó U ìîæíî ïðèìåíèòü óæå ðàçîáðàííûé ñëó÷àé, êîãäà
â ñëîâå ñîäåðæèòñÿ Qi, íî íå ñîäåðæèòñÿ L (øåñòàÿ, ñåäüìàÿ èëè âîñüìàÿ
ôîðìû). Ïîëó÷àåì:

LlakQi, ãäå l ≥ 1, i = 0 . . . n, ëèáî
LlEγuϕaktmgQ0, ãäå m äåëèòñÿ íà 2k, ëèáî
LEγuϕaktmQi.
Â ïåðâîì ñëó÷àå i > 0, èíà÷å ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ

Q0 = fQ0, fa = af , Lf = 0 � ñîîòíîøåíèÿ (4.11), (4.14), (4.4).
Âî âòîðîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ L = LE è E = Eu � ñîîòíîøåíèÿ (4.19)

è (4.15), ïîëó÷àåì LlaktmgQ0. Êðîìå òîãî, åñëè m ≥ 2k+1, ñ ïîìîùüþ
ta = att, g = vg, va = av, vt = tv, � ñîîòíîøåíèÿ (4.12), (4.20), (4.21),
ñëîâî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, ñîäåðæàùåìó ïîäñëîâî Lttv, òî åñòü ê íóëþ,
ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (4.9). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì Llakt2

k

gQ0 � äå-
âÿòóþ ôîðìó (ïåðâóþ êàíîíè÷åñêóþ).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ L = LE è E = Eu � ñîîòíîøåíèÿ (4.19)
è (4.15), ïîëó÷àåì LlaktmQi � äåñÿòóþ ôîðìó (âòîðóþ êàíîíè÷åñêóþ).

4.4 Ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ.

Äîêàæåì, ÷òî êàíîíè÷åñêèå ñëîâà LlaktmQi, i > 0 è Llakt2
k

gQ0 íå ðàâíû
íóëþ.
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Ìû èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîñòè, ââåäåííîå âî âòîðîé ãëà-
âå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áóêâà x îãðàíè÷èâàåòñÿ áóêâàìè (y, z), åñëè
ëþáîå íåíóëåâîå ñëîâî, ýêâèâàëåíòíîå êàíîíè÷åñêîìó è ñîäåðæàùåå x,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå AyBxCzD, ãäå ñëîâà B è C íå ñîäåðæàò áóêâ y
è z, A íå ñîäåðæèò x, z è D íå ñîäåðæèò x, y.

Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóþò ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ:
Çàìå÷àíèå 1. Â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì îäíîìó èç êàíîíè÷åñêèõ, L

ñîñòàâëÿþò ëåâûé ïðåôèêñ, Qi ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé ñïðàâà áóêâîé.
Çàìå÷àíèå 2. Â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì ïåðâîìó êàíîíè÷åñêîìó, ñïðà-

âà îò f ìîãóò âñòðåòèòüñÿ òîëüêî a è Q0.
Çàìå÷àíèå 3. Â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì ïåðâîìó êàíîíè÷åñêîìó, f

îãðàíè÷åíà ñëåâà g è ñïðàâà Q0. Â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì âòîðîìó êà-
íîíè÷åñêîìó, f áûòü íå ìîæåò. (f ìîæåò ïîÿâèòüñÿ â ñëîâå òîëüêî ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ fQ0 = Q0, òî åñòü åñëè â ñëîâå óæå åñòü Q0).

Çàìå÷àíèå 4. Â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì ïåðâîìó êàíîíè÷åñêîìó, t

îãðàíè÷åíà ñëåâà L è ñïðàâà g.
Çàìå÷àíèå 5. Â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì îäíîìó èç êàíîíè÷åñêèõ, ñëåâà

îò E ìîãóò âñòðåòèòüñÿ òîëüêî a, E è L.
Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáåðåì âñå îáíóëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è

óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî îíè íå ìîãëè âñòðåòèòüñÿ â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì
îäíîìó èç êàíîíè÷åñêèõ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñëîâî èç ìîíîìèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ íå ìîæåò
âñòðåòèòüñÿ â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì âòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3, â ñëîâå íåò áóêâ f . Çàìåòèì, ÷òî áóêâ g òîæå
íåò, òàê êàê åñëè g åñòü â ëåâîé ÷àñòè îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, òî
îíà åñòü è â ïðàâîé ÷àñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîíîìèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ
â ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ åñòü áóêâû f èëè g, âñòðåòèòüñÿ íå ìîãóò. Òàêæå
çàìåòèì, ÷òî ñëîâà xL = 0, x 6= L è Qix = 0, x 6= R, âñòðåòèòüñÿ íå
ìîãóò, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.

Ïîäñëîâî xE, ãäå x 6= L, a, E � ñîîòíîøåíèå (4.18) âñòðåòèòüñÿ íå
ìîæåò, òàê êàê ñîãëàñíî îãðàíè÷åíèþ 5, ñëåâà îò E ìîæåò áûòü ëèøü E,
a èëè L.

Îñòàåòñÿ ïîäñëîâî Lttv � ñîîòíîøåíèå (4.9). Çàìåòèì, ÷òî ñëîâî, ýê-
âèâàëåíòíîå âòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó, íå ìîæåò ñîäåðæàòü áóêâó g, òàê
êàê ýòà áóêâà âõîäèò ëèáî â îáå ÷àñòè îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, ëèáî
íå âõîäèò íè â îäíó èç íèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðåõîäàõ ê ýêâèâàëåíò-
íûì ñëîâàì íå ó÷àñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ, ñîäåðæàùèå g. Íî òîãäà, ñëî-
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âî, ýêâèâàëåíòíîå âòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó, íå ìîæåò ñîäåðæàòü áóêâó v,
ýòà áóêâà âõîäèò ëèáî â îáå ÷àñòè îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, íå ñî-
äåðæàùåãî g, ëèáî íå âõîäèò íè â îäíó èç íèõ. Çíà÷èò, ïîäñëîâî Lttv

âñòðåòèòüñÿ íå ìîæåò.
Èòàê, íè îäíî ñëîâî èç ìîíîìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé âñòðåòèòüñÿ íå

ìîãëî. Çíà÷èò, âòîðîå êàíîíè÷åñêîå ñëîâî íå ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñëîâî èç ìîíîìèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ íå ìîæåò

âñòðåòèòüñÿ â ñëîâå, ýêâèâàëåíòíîì ïåðâîìó êàíîíè÷åñêîìó.
Ëåâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé xL = 0, x 6= L; Qix = 0, x 6= R (ñîîòíîøå-

íèÿ (4.1), (4.2)) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîâà, ãäå íàðóøàåòñÿ çàìå÷àíèå 1.
Ïîýòîìó W íåëüçÿ ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó îäíî èç ýòèõ ñëîâ.

Ïîäñëîâî fx, ãäå x 6= f , Qi, a � ñîîòíîøåíèå (4.3) âñòðåòèòüñÿ íå
ìîæåò, òàê êàê ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2, ñïðàâà îò f ìîãóò áûòü òîëüêî a

è Qi.
Ðàññìîòðèì ïîäñëîâî xf , ãäå x 6= f , a, g � ñîîòíîøåíèå (4.4). ßñíî, ÷òî

x 6= Q0, òàê êàê Q0 âñåãäà ïðàâàÿ áóêâà. Ïî çàìå÷àíèþ 3, f îãðàíè÷åíà
ñëåâà g. Çíà÷èò, ñëåâà îò x âñòðå÷àåòñÿ g. Çíà÷èò x 6= L. Åñëè x = t, òî
òàê êàê t îãðàíè÷åíà g ñïðàâà, â ñëîâå áîëåå îäíîé t, ÷òî íåâîçìîæíî.
Åñëè x = E, òî ñëåâà îò x ìîãóò áûòü òîëüêî a è L, à g áûòü íå ìîæåò.

Ïîäñëîâî gt � ñîîòíîøåíèå (4.5) âñòðåòèòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê ñîãëàñ-
íî çàìå÷àíèþ 4, ñïðàâà îò t äîëæíà âñòðåòèòüñÿ g, òîãäà â ñëîâå áîëåå
îäíîé g.

Ïîäñëîâî gg � ñîîòíîøåíèå (4.6) âñòðåòèòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê òîãäà
â ñëîâå áîëåå îäíîé g.

Ðàññìîòðèì ïîäñëîâî Lg � ñîîòíîøåíèå (4.8). Åñëè â ýòîì æå ñëîâå
åñòü t, òî ñïðàâà îò ýòîé t äîëæíî áûòü g. Òîãäà â ñëîâå áîëåå îäíîé
g. Çíà÷èò â ñëîâå îòñóòñòâóþò áóêâû t. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê â
êàíîíè÷åñêîì ñëîâå t åñòü è êðîìå òîãî, t âñåãäà âõîäèò èëè íå âõîäèò
â îáå ÷àñòè îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîýòîìó ïîëíîñòüþ èñ÷åçíóòü
èç ñëîâà íå ìîæåò.

Ïîäñëîâî xE, ãäå x 6= L, a, E � ñîîòíîøåíèå (4.18) âñòðåòèòüñÿ íå
ìîæåò, òàê êàê ñîãëàñíî îãðàíè÷åíèþ 5 ñëåâà îò E ìîæåò áûòü ëèøü E,
a èëè L.

Ðàññìîòðèì ïîäñëîâî Lttv � ñîîòíîøåíèå (4.9). Îïðåäåëèì ÷èñëî
I(U) =

∑T
j=1 2rj , ãäå T � êîëè÷åñòâî áóêâ t â ñëîâå, rj � êîëè÷åñòâî

áóêâ a íàõîäÿùèõñÿ ïðàâåå îò j-îé ïî ñ÷åòó áóêâû t. Çàìåòèì, ÷òî âå-
ëè÷èíà I íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ýêâèâàëåíòíîìó ñëîâó, åñëè ýòî
ñëîâî íå íóëü.
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Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî áóêâ a îñòàåòñÿ â ñëîâå íåèçìåííûì. Åñëè
ñëîâî ýêâèâàëåíòíî ïåðâîìó êàíîíè÷åñêîìó Llakt2

k

gQ0, òî â íåì k áóêâ
a.

ßñíî, ÷òî I(Llakt2
k

gQ0) = 2k. Äëÿ ñëîâà U , ñîäåðæàùåãî Lttv, è k

áóêâ a, ïîëó÷àåì I(U) ≥ 2k+2k = 2k+1. Ïîñêîëüêó 2k 6= 2k+1, çàêëþ÷àåì,
÷òî Lttv â íàøåì ñëîâå âñòðåòèòüñÿ íå ìîãëî.

Ðàññìîòðèì ñëîâî U , ñîäåðæàùåå atg. Òîãäà U = U1atgU2. Ïîäñëîâî
U2 íå ñîäåðæèò áóêâ t, òàê êàê ëþáàÿ t îãðàíè÷åíà g ñïðàâà � çàìå÷àíèå
4. Ïóñòü â â ïîäñëîâå U2 ñîäåðæèòñÿ x áóêâ a. Òîãäà x ≤ k − 1 òàê êàê
âî âñåì ñëîâå áóêâ a ðîâíî k. Cïðàâà îò êàæäîé áóêâû t ∈ U1 íàõîäèòñÿ
íå ìåíåå x + 1 áóêâ a, ñïðàâà îò ïîñëåäíåé t ðîâíî x áóêâ a. Òàêèì
îáðàçîì, I(U) íå äåëèòñÿ íà 2x+1, è, òàê êàê x ≤ k−1, I(U) íå äåëèòñÿ íà
2k. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî, ñîäåðæàùåå atg, íå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî
ïåðâîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

Èòàê, íè îäíî ñëîâî èç ìîíîìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé âñòðåòèòüñÿ íå
ìîãëî. Çíà÷èò, ïåðâîå êàíîíè÷åñêîå ñëîâî òîæå íå ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ.

4.5 Ïðèñîåäèíåíèå.

Äîïîëíèòåëüíî ê ïîñòðîåííîé ïîëóãðóïïå S íàì íóæíà çåðêàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ïîëóãðóïïà S̄.

Ïóñòü çàäàí àëôàâèò Ψ̄

{R, F, b, h, s, f̄ , ū, v̄, Q0, . . . , Qn}.
Îïðåäåëÿþùèå îòíîøåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Äëÿ êàæäîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ â ïîëóãðóïïå S ââåäåì ñî-

îòíîøåíèå â ïîëóãðóïïå Ψ̄, ïîëó÷àåìîå îáðàùåíèåì ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòåé è çàìåíîé áóêâ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

L → R, E → F, a → b, g → h, t → s, f → f̄ , u → ū, v → v̄, Q0 → Qn.

Áóêâû Qi, ãäå 1 ≤ i ≤ n− 1, çàìåíÿþòñÿ íà ñåáÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èòñÿ ïîëóãðóïïà, ñëîâà êîòîðîé çåðêàëüíî ñî-

îòâåòñòâóþò ñëîâàì ïîëóãðóïïû S ñ ó÷åòîì ñäåëàííîé çàìåíû.
Äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ïîëóãðóïïû S̄ âåðíû âñå òîæäåñòâà S, ñ ó÷åòîì

îáðàòíîãî íàïèñàíèÿ è ñäåëàííîé çàìåíû áóêâ. Êàíîíè÷åñêèå ñëîâà â S

ïåðåõîäÿò â êàíîíè÷åñêèå ñëîâà â S̄.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì àëôàâèò Ψ
⋃

Ψ̄ � îáúåäèíåíèå àëôàâèòîâ ïîëó-
ãðóïï S è S̄.

Áóäåì çàäàâàòü îòíîøåíèÿ äëÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû G

â ýòîì àëôàâèòå.
Âîçüìåì âñå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ îáîèõ ïîëóãðóïï, à òàêæå

äîáàâèì ñîîòíîøåíèÿ âèäà xy = yx = 0, ãäå x, y ëþáûå áóêâû èç Ψ
⋃

Ψ̄
êðîìå Qi äëÿ i ≥ 0.

Íåíóëåâûå ñëîâà èç G, ñîäåðæàùèå L è R, áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷å-
ñêèìè â G.

Èòàê, ïóñòü W � êàíîíè÷åñêîå â G ñëîâî. Åñëè áû W íå ñîäåðæàëî
Qi, òî W ≡ 0, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ áóêâ, íå ðàâíûõ Qi,
îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò S, à äðóãàÿ S̄, ðàâíî íóëþ. Çíà÷èò, W

ñîäåðæèò Qi è èìååò âèä XQiY , ãäå XQi ∈ S, QiY ∈ S̄.
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ, i = 0, i = n, è 1 ≤ i ≤ n− 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (4.3.7), ïîäñëîâî XQ0, cîäåð-

æàùåå L è Q0, ïðèâîäèòñÿ ê ïåðâîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå â S, à ïîäñëîâî
Q0Y , cîäåðæàùåå R è Q0, ïðèâîäèòñÿ êî âòîðîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå â
S̄.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (4.3.7), ïîäñëîâî XQn, cî-
äåðæàùåå L è Qn, ïðèâîäèòñÿ êî âòîðîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå â S, à
ïîäñëîâî QnY , cîäåðæàùåå R è Qn, ïðèâîäèòñÿ ê ïåðâîé êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå â S̄.

Â òðåòüåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (4.3.7), ïîäñëîâî XQi, cî-
äåðæàùåå L è Qi, ãäå 1 ≤ i ≤ n− 1, ïðèâîäèòñÿ êî âòîðîé êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå â S, à ïîäñëîâî QnY , cîäåðæàùåå R è Qi, ãäå 1 ≤ i ≤ n − 1,
ïðèâîäèòñÿ êî âòîðîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå â S̄.

Òàêèì îáðàçîì, êàíîíè÷åñêîå ñëîâî â G èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ
âèäîâ:

1. Llakt2
k

gQ0s
vbuRr, ãäå l, r, k, v, u ≥ 1.

2. LlaktmQnhs2u

buRr, ãäå l, r, k, m, u ≥ 1.
3. LlaktmQis

vbuRr, ãäå l, r, k, v, m, u ≥ 1, 0 < i < n.
Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðèìåíèòü L = LE � ñîîòíîøåíèå (4.15)

â ïîëóãðóïïå S è çåðêàëüíîå åìó ñîîòíîøåíèå R = FR â ïîëóãðóï-
ïå S̄. Ó÷èòûâàÿ Ea = aE � ñîîòíîøåíèå (4.17) â ïîëóãðóïïå S è çåð-
êàëüíîå åìó ñîîòíîøåíèå Fb = bF , âñå òðè âîçìîæíûõ êàíîíè÷åñêèõ
âèäà ïðèâîäÿòñÿ ê ôîðìå LlakM(m, v, i, β, γ)bqRr, ãäå M(m, p, i, β, γ) =
EtmgβQih

γspF , β, γ = 0 èëè 1.
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4.6 Ñîçäàíèå ìàøèíû Ìèíñêîãî â ïîëóãðóïïå

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ïîëóãðóïïó G, òàêóþ, ÷òî âñå ñëîâà, ñîäåðæà-
ùèå áóêâû L è R ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó LlakM(m, v, i, β, γ)buRr, ãäå
M(m, p, i, β, γ) = EtmgβQih

γspF , β, γ = 0 èëè 1. Êðîìå òîãî, â ãëàâå
1 ïîñòðîåíà ìàøèíà Ìèíñêîãî M , âû÷èñëÿþùàÿ [Kα] óíèâåðñàëüíî ïî
K äëÿ çàäàííîãî ðåêóðñèâíîãî ÷èñëà α.

Òåïåðü ìû ïîñòðîèì ïîëóãðóïïó, ðåàëèçóþùóþ ïîâåäåíèå ìàøèíû
Ìèíñêîãî.

Îïðåäåëåíèå 4.6.1. Èíñòðóêöèþ ñ íîìåðîì i. "Äîáàâèòü â ïåðâóþ
ÿ÷åéêó 1 è ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè j "áóäåì îáîçíà÷àòü êàê (i, 1, +, j)

Èíñòðóêöèþ ñ íîìåðîì i "Äîáàâèòü âî âòîðóþ ÿ÷åéêó 1 è ïåðåéòè ê
èíñòðóêöèè j "áóäåì îáîçíà÷àòü êàê (i, 2, +, j)

Èíñòðóêöèþ ñ íîìåðîì i "Âû÷åñòü èç ïåðâîé ÿ÷åéêè 1 è ïåðåéòè ê
èíñòðóêöèè j, åñëè â ïåðâîé ÿ÷åéêå íóëü, ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè z"áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê (i, 1,−, j, z)

Èíñòðóêöèþ ñ íîìåðîì i "Âû÷åñòü èç âòîðîé ÿ÷åéêè 1 è ïåðåéòè ê
èíñòðóêöèè j, åñëè âî âòîðîé ÿ÷åéêå íóëü, ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè z"áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê (i, 2,−, j, z)

Â ïîñòðîåííîé ìàøèíå Ìèíñêîãî M êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé N .
Ðàññìîòðèì ãðàô ñîñòîÿíèé:âåðøèíû ãðàôà � ýòî ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû
Ìèíñêîãî, íàïðàâëåííîå ðåáðî (ñòðåëêà) ñîåäèíÿåò âåðøèíû i è j, åñëè
èíñòðóêöèÿ ñ íîìåðîì i âêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê èíñòðóêöèè j
(Òî åñòü, åñëè i � èíñòðóêöèÿ ïåðâîãî ðîäà (ïðèáàâëÿþùàÿ åäèíèöó), òî
îíà äîëæíà çàêàí÷èâàòüñÿ ñëîâàìè "ïåðåéòè ê j", åñëè i � èíñòðóêöèÿ
âòîðîãî ðîäà (âû÷èòàþùàÿ åäèíèöó), òî îíà äîëæíà âêëþ÷àòü ñëîâà
"ïåðåéòè ê j"ëèáî â ñëó÷àå óñïåøíîãî âû÷èòàíèÿ, ëèáî â ñëó÷àå, êîãäà
âû÷åñòü íå óäàëîñü).

Ïðè ðàáîòå Ìàøèíà Ìèíñêîãî íà êàæäîì õîäó ìåíÿåò ñâîå ñîñòîÿ-
íèå. Òî åñòü ìû ïåðåõîäèì ïî ñòðåëêàì âíóòðè ãðàôà ñîñòîÿíèé. Ïîìè-
ìî ñîñòîÿíèé ìàøèíû, ìåíÿåòñÿ ñîäåðæèìîå ÿ÷ååê. Ïåðåõîäó îò îäíîãî
ñîñòîÿíèÿ Ìàøèíû Ìèíñêîãî ê äðóãîìó ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä îò îä-
íîãî ñëîâà ê äðóãîìó ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ. Íàøà öåëü
ââåñòè ýòè îòíîøåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëåíèþ íà ìàøèíå ðå-
êóðñèâíîé ñòåïåíè α (ïåðåõîä 2k → 2kalpha) ñîîòâåòñòâîâàë ïåðåõîä îò
ñëîâà Lakt2

k

gQ0b
n → LakQNhs2kalpha

bnR. Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü âû-
ïîëíåíî n = kα, ÷òî âûíóæäàåò íóæíóþ íàì ôóíêöèþ ðîñòà ñëîâ âèäà
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LtakgQ0b
n.

Äëÿ èíñòðóêöèè
i. "Äîáàâèòü â ïåðâóþ ÿ÷åéêó 1 è ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè j " äîáàâèì

ñîîòíîøåíèå Qi = tQj.
Äëÿ èíñòðóêöèè
i. "Äîáàâèòü âî âòîðóþ ÿ÷åéêó 1 è ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè j " äîáàâèì

ñîîòíîøåíèå Qi = Qjs.
Äëÿ èíñòðóêöèè
i. "Âû÷åñòü èç ïåðâîé ÿ÷åéêè 1 è ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè j, à åñëè â

ïåðâîé ÿ÷åéêå íóëü, ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè z" äîáàâèì äâà ñîîòíîøåíèÿ:
tQi = Qj è EQi = Qz.

Äëÿ èíñòðóêöèè
i. "Âû÷åñòü èç âòîðîé ÿ÷åéêè 1 è ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè j, à åñëè âî

âòîðîé ÿ÷åéêå íóëü, ïåðåéòè ê èíñòðóêöèè z" äîáàâèì äâà ñîîòíîøåíèÿ:
Qis = Qj è QiF = QzF .

Äëÿ ïåðåõîäà îò íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ê ïåðâîìó è îò n − 1-ãî ê n-ìó,
äîáàâèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ugQ0F = Q1F ,
EQn−1 = EQnhū.
Íàëè÷èå u â ïåðâîì èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ãàðàíòèðóåò, ÷òî â ëåâîé ÷à-

ñòè ñëîâà îñòàëèñü ëèøü áóêâû u, t, a, E, L, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (4.22).
Òî åñòü ïðè ñîñòîÿíèè Ìàøèíû Ìèíñêîãî, îòëè÷íîì îò íóëÿ, â ñëîâî íå
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê íóëþ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ Lttv = 0, ýòî
ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü êîëè÷åñòâî áóêâ t â ñëîâå, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ðàáîòó
Ìàøèíû Ìèíñêîãî.

Òàêèì îáðàçîì, ñïèñîê äîáàâëåííûõ ñîîòíîøåíèé òàêîé:

xy = yx = 0, ãäå x ∈ S, x ∈ S̄, x, y 6= Qi ; (4.24)
Qi = tQj, äëÿ èíñòðóêöèè (i, 1, +, j) ; (4.25)
Qi = Qjs, äëÿ èíñòðóêöèè (i, 2, +, j) ; (4.26)

tQi = Qj, äëÿ èíñòðóêöèè (i, 1,−, j, z) ; (4.27)
EQi = EQz, äëÿ èíñòðóêöèè (i, 1,−, j, z) ; (4.28)
Qis = Qj, äëÿ èíñòðóêöèè (i, 2,−, j, z) ; (4.29)

QiF = QzF, äëÿ èíñòðóêöèè (i, 2,−, j, z) ; (4.30)
ugQ0F = Q1F, (4.31)

EQn−1 = EQnhū. (4.32)
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Èäåÿ ââåäåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ñîîòíîøåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç çà-
äàííîãî ñëîâà-ñîñòîÿíèÿ Ìàøèíû Ìèíñêîãî ìîæíî ïåðåéòè ëèáî â ñëå-
äóþùåå ñîñòîÿíèå (ïðèìåíèâ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå èíñòðóêöèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ) ëèáî â ïðåäûäóùåå ñîñòîÿíèå (ïðè-
ìåíèâ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå èíñòðóêöèè ïðåäû-
äóùåãî ñîñòîÿíèÿ, â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó). Òî åñòü, íà ãðàôå ñî-
ñòîÿíèé, èç òåêóùåé âåðøèíû i ìîæíî ïåðåéòè â âåðøèíó, êóäà âåäåò
èñõîäÿùàÿ ñòðåëêà, ëèáî âåðíóòüñÿ â âåðøèíó, îòêóäà âûõîäèò âõîäÿ-
ùàÿ â i ñòðåëêà.

Çàìåòèì, ÷òî íà ãðàôå ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü öèêëû. Òîãäà â îäíó
è òó æå âåðøèíó ìîãóò âåñòè áîëåå îäíîé ñòðåëêè, òî åñòü äîáàâëÿåòñÿ
�íåñàíêöèîíèðîâàííàÿ� âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà íàçàä ïî ñòðåëêå, îòëè÷-
íîé îò òîé, ïî êîòîðîé ìû ïðèøëè â âåðøèíó. Ìàøèíà íà÷èíàåò ñâîþ
ðàáîòó â ñîñòîÿíèè Q0, â ïåðâîé ÿ÷åéêå � 2k, âî âòîðîé � 0. Äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ êðèòè÷íî, ÷òîáû ìàøèíà íå ìîãëà âåðíóòüñÿ â íóëåâîå ñîñòîÿíèå
ñ äðóãèì çíà÷åíèåì â ïåðâîé ÿ÷åéêå. Òî åñòü, íàïðèìåð, ïðè âûïîëíå-
íèè ïåðåõîäà 2k → 3k5k (êîïèðîâàíèå ðåãèñòðà) äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà
íåâîçìîæíîñòü âîçâðàùåíèÿ â íóëåâîå ñîñòîÿíèå ñî çíà÷åíèåì â ïåðâîé
ÿ÷åéêå, íå ðàâíûì íóëþ. Ïåðåõîä 2k → 3k5k ðåàëèçóåòñÿ êàê öåïî÷êà
ïåðåõîäîâ 2k → 2k−13 → 2k−232 → · · · → 3k5k

Ïðè ïåðâîì ïåðåõîäå ýòîé öåïî÷êè äåëàåòñÿ 2k−1 �õîäîâ�, ïðè îñòàëü-
íûõ ïåðåõîäàõ ÷èñëî õîäîâ äåëèòñÿ íà òðè. Îðãàíèçóåì ãðàô ñîñòîÿíèé
ïðåäñòàâëåííûé íà äèàãðàììå.

Øåñòü âåðøèí ãðàôà, îòâå÷àþùèõ ñîñòîÿíèÿì, ñîåäèíåíû öèêëè÷å-
ñêè. Ìàøèíà õîäèò ïî êðóãó, âû÷èòàÿ ïî 2 èç ïåðâîé ÿ÷åéêè (è êàæäûé
âòîðîé õîä ïðèáàâëÿÿ 15 âî âòîðóþ). Êîãäà â ïåðâîé ÿ÷åéêå îêàæåòñÿ
íóëü, ìàøèíà áóäåò íàõîäèòñÿ â òðåòüåì èëè ïÿòîì ñîñòîÿíèè, â çàâè-
ñèìîñòè îò îñòàòêà ïðè äåëåíèè k íà òðè. Çàòåì ïðîèñõîäèò ïåðåáðîñêà
ñîäåðæèìîãî âòîðîé ÿ÷åéêè (15× 2k−1 ) â ïåðâóþ. Ïîñëå ýòîãî ìàøèíà
ïðîäîëæàåò äâèæåíèå ïî öèêëó. Òåïåðü ÷èñëî õîäîâ äî ìîìåíòà, êîãäà
â ïåðâîé ÿ÷åéêå áóäåò íóëü, äåëèòñÿ íà øåñòü, òî åñòü ìàøèíà âåðíåò-
ñÿ â ýòî æå ñîñòîÿíèå, òðåòüå èëè ïÿòîå. Çàòåì ïîâòîðÿåòñÿ ïåðåáðîñêà
èç âòîðîé ÿ÷åéêè â ïåðâóþ è òàê äàëåå. Ïîñëåäíèé ïåðåõîä íà÷èíàåòñÿ
ñî çíà÷åíèåì â ïåðâîé ÿ÷åéêå 3k−1 × 5k−1 × 2. Ïðè ïîñëåäíåì ïåðåõîäå
äåëàåòñÿ 3k−1×5k−1 õîäîâ (äåëèòñÿ íà òðè, íî íå íà øåñòü), è ìàøèíà ïå-
ðåõîäèò âî âòîðîå èëè ïÿòîå ñîñòîÿíèå, äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåáðîñêà
â ïåðâóþ ÿ÷åéêó è âûõîä.

ßñíî, ÷òî â äàííîì ãðàôå ñîñòîÿíèé âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíóþ âåðøèíó



4. Ïîñòðîåíèå ïîëóãðóïïû ñ ðåêóðñèâíîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà 68

ìîæíî, òîëüêî åñëè â ïåðâîé ÿ÷åéêå � 2k.
Òàêèì ìåòîäîì (ïðîâåðÿÿ äåëèìîñòü íà ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòîå ÷èñ-

ëî) îðãàíèçóåòñÿ íåâîçìîæíîñòü âîçâðàòà â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîäïðî-
ãðàììû.

ßñíî, ÷òî ëþáîå ñëîâî èç ïîëóãðóïïû G è ñîäåðæàùåå Q èìååò âèä
XQiY , ãäå X ∈ S, Y ∈ S̄.

Òàê êàê ìû ñîáèðàåìñÿ ïðèìåíèòü êîíñòðóêöèþ äîáàâëåíèÿ êðàåâ
(ïîäðîáíî ðàññìîòðåííóþ â ïðåäûäóùåé ãëàâå), íàì íåîáõîäèìî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî ñëîâ, íå ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó èç áóêâ L èëè
R ðàñòåò íå áûñòðåå íåêîòîðîãî ïîëèíîìà. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ
(4.3.7).

Â òî æå âðåìÿ, ìû ñîáèðàåìñÿ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ÷èñëî ñëîâ, ñîäåð-
æàùèõ îáå áóêâû L è R, âûðàæàåòñÿ êàê const × NT+α, ãäå N � äëèíà
ñëîâà, α � çàäàííîå ðåêóðñèâíîå ÷èñëî, T (α) � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, çàâèñÿùåå îò α.

Åñëè â ñëîâå íåò Q, íî åñòü L è R, òî îíî, î÷åâèäíî, ïðèâîäèòñÿ ê
íóëþ.

ßñíî, ÷òî ïåðåõîäÿ ïî îáðàòíûì íàïðàâëåíèÿì ñòðåëîê, ñëîâî â ïî-
ëóãðóïïå G, ñîäåðæàùåå L, R, Qi ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê íóëþ, ëèáî ê âè-
äó, ñîäåðæàùåìó Q0. Íî åñëè â ñëîâå åñòü Q0, òîãäà â ïåðâîé ÿ÷åéêå
� 2k, âî âòîðîé ÿ÷åéêå � íóëü. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ëèøü ðàçîáðàòü-
ñÿ ñî ñëîâàìè Lakt2

k

gQ0b
nR. Ïðîâîäÿ âåñü öèêë ðàáîòû ìàøèíû, ýòî

ñëîâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó LakQns
2[kα]

bnR. Òî åñòü, ñëîâî íå ðàâíî íó-
ëþ, òîëüêî åñëè n = [kα]. Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìå ñ Q0, ïîëó÷àåì ñëîâî
Lakt2

k

gQ0b
kα

R, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå LtakgQ0b
kα

R. Êîëè÷åñòâî
òàêèõ ñëîâ ðàñòåò êàê const×Nk+α, ãäå N � äëèíà ñëîâà, α � çàäàííîå
ðåêóðñèâíîå ÷èñëî. Îêîí÷àòåëüíî, ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè äîáàâëåíèÿ
êðàåâ, äîñòèãàåì òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ñëîâ áóäåò ðàñòè áûñòðåå,
÷åì êîëè÷åñòâî ñëîâ áåç êàêîãî-òî êðàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî
ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà ïîñòðîåííîé ãðóïïû áóäåò ðàâíà
T + α, ãäå T � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.



5. ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÏÎËÓÃÐÓÏÏÛ,
ÑÎÄÅÐÆÀÙÅÉ ÍÅÍÈËÜÏÎÒÅÍÒÍÛÉ ÍÈËÜ-ÈÄÅÀË

Íà äàííûé ìîìåíò, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé íèëü-
ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
çàäàòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó-
ãðóïïó, â êîòîðîé âñå ñëîâà, ñîäåðæàùèå çàäàííóþ âûäåëåííóþ áóêâó è
êâàäðàò íåêîòîðîãî ñëîâà, ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà 5.0.1. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà H, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(i) Ñóùåñòâóåò íåíèëüïîòåíòíûé èäåàë I = LH, ãäå L � áóêâà â H;

(ii) Åñëè ñëîâî A ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A = XY Y Z, ãäå
X, Y, Z ∈ G, òîãäà LA = 0.

Ïóñòü çàäàí àëôàâèò Φ:

{L, M, P, Q, R, g, s1, s2, t1, t2, t3, a1, a2, a3, 0.}
Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó ñ íóëåì H, ïîðîæäåííóþ ñëîâàìè â ýòîì àë-

ôàâèòå. Íàøåé öåëüþ áóäåò çàäàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ñî-
îòíîøåíèé, ñîçäàþùèõ íåîáõîäèìóþ íàì ñòðóêòóðó íà ïîëóãðóïïå H.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé:
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xL = xM = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà èç Φ; (5.1)
L = MPg, (5.2)

gai = aig, i = 1 . . . 3 (5.3)
gx = 0, ãäå x � ëþáàÿ áóêâà èç Φ êðîìå a1, a2, a3; (5.4)

aigaj = aiRs1Qaj, i, j = 1 . . . 3; (5.5)
tix = xti, ãäå x ∈ {R, a1, a2, a3}, i = 1 . . . 3; (5.6)

Paiti = aiPs1; (5.7)
Pajti = ajPs2, i, j = 1 . . . 3, i 6= j; (5.8)

sjai = aisj, i = 1 . . . 3, j = 1, 2; (5.9)
s1R = Rs1; (5.10)

s1Qai = tiaiQ, i = 1 . . . 3; (5.11)
PRs1 = 0; (5.12)

s2Rai = ais2R, i = 1 . . . 3; (5.13)
s2RQai = RtiaiQ, i = 1 . . . 3. (5.14)

Ïðåäëîæåíèå 5.0.1. Ëþáîå íåíóëåâîå ñëîâî W ∈ H, ñîäåðæàùåå L,
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè èìååò ôîðìó W ≡ LA, ãäå A � ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç
áóêâ a1, a2, a3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W ñîäåðæèò L. Ó÷èòûâàÿ xL = 0, äëÿ ëþáîé
áóêâû x � ñîîòíîøåíèå (5.1), ïîëó÷àåì, ÷òî L ìîæåò áûòü òîëüêî ïåðâîé
áóêâîé â ñëîâå W . Ïóñòü W = LU . Ïðèìåíÿÿ L = MPg � ñîîòíîøå-
íèå (5.2), ïîëó÷àåì LU ≡ MPgU . Ó÷èòûâàÿ gai = aig è gx = 0 äëÿ
x 6= a1, a2, a3 � ñîîòíîøåíèÿ (5.3) è (5.4) ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè â ñëîâå U

âñòðå÷àåòñÿ ëþáàÿ áóêâà êðîìå a1, a2, a3, òî W ïðèâîäèòñÿ ê íóëþ.
Ïðåäëîæåíèå 5.0.2. Ïóñòü X, Y íåêîòîðûå íåíóëåâûå ñëîâà. Òîãäà
ñëîâî LXY ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê íóëþ, ëèáî ê âèäó MPXRs1QY .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X èëè Y ñîäåðæèò êàêóþ-ëèáî áóêâó êðîìå ai,
òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (5.0.1) ñëîâî LXY ðàâíî íóëþ. Ïóñòü X è
Y ñîñòîÿò èç áóêâ a1, a2, a3. Ïðèìåíÿÿ L = MPg � ñîîòíîøåíèå (5.2)
ïîëó÷àåì LXY ≡ MPgXY . Äàëåå, ïðèìåíÿÿ (5.3) è (5.5) ïîëó÷àåì
MPgXY ≡ MPXgY ≡ MPXRs1QY .
Ïðåäëîæåíèå 5.0.3. Ïóñòü U � ñëîâî ñîñòîÿùåå èç áóêâ a1, a2, a3.
Òîãäà PaiURti ≡ aiPURs1.

Êðîìå òîãî, ïðè i 6= j, PajURti ≡ ajPUs2R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.6) PaiURti ≡ PaitiUR.
Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (5.7), ïîëó÷àåì PaitiUR ≡ aiPs1UR. Ó÷èòûâàÿ
ñîîòíîøåíèÿ (5.9) è (5.10), ïîëó÷àåì aiPs1UR ≡ aiPURs1.

Ïóñòü i 6= j. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.6) PajURti ≡ PajtiUR. Ïðè-
ìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (5.8), ïîëó÷àåì PajtiUR ≡ ajPs2UR. Ó÷èòûâàÿ ñî-
îòíîøåíèå (5.9), ïîëó÷àåì ajPs2UR ≡ ajPUs2R.
Ïðåäëîæåíèå 5.0.4. Ïóñòü V � ñëîâî ñîñòîÿùåå èç áóêâ a1, a2, a3.
Òîãäà s1V Qai ≡ tiV aiQ è s2RV Qai ≡ tiV RaiQ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (5.9) è (5.10) s1V Qai ≡
V s1Qai. Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (5.11), ïîëó÷àåì V s1Qai ≡ V tiaiQ. Ó÷è-
òûâàÿ ñîîòíîøåíèå (5.6), ïîëó÷àåì V tiaiQ ≡ tiV aiQ.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.13) s2RV Qai ≡ V s2RQai. Ïðèìåíÿÿ ñîîò-
íîøåíèå (5.14), ïîëó÷àåì V s2RQai ≡ V RtiaiQ. Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå
(5.6), ïîëó÷àåì V RtiaiQ ≡ tiV RaiQ.
Ïðåäëîæåíèå 5.0.5. Ïóñòü X, V Z � ñëîâà ñîñòîÿùåå èç áóêâ
a1, a2, a3. Òîãäà PXV RZs1QX ≡ XPV Rs1ZXQ è PXs2V RQX ≡
XPV Rs1XQ ≡ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâóþ ýêâèâàëåíòíîñòü èíäóêöèåé ïî
äëèíå X. Äëÿ X = ai âñå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé (5.0.3) è (5.0.4).
Ïóñòü X = aiU , òî åñòü ai � ïåðâàÿ áóêâà X. Ïî ïðåäëîæåíèþ
(5.0.4), PXV RZs1QX = PXV RZs1QaiU ≡ PXV RZtiaiQU . Ïðèìå-
íÿÿ (5.6), ïîëó÷àåì PXV RZtiaiQU ≡ PXV RtiZaiQU . Ïî ïðåäëîæå-
íèþ (5.0.3), PXV RtiZaiQU = PaiUV RtiZaiQU ≡ aiPUV Rs1ZaiQU ≡
aiPUV RZais1QU . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëîâî PUV RZais1QU ,
äëÿ êîòîðîãî âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü àíàëîãè÷íà ïåðâîé, òîëüêî íà ïåðâîì ýòàïå
èñïîëüçóåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ (5.0.4).
Ïðåäëîæåíèå 5.0.6. Ïóñòü i, j, k ∈ {1 . . . 3} è i 6= j. Òîãäà Pgaiajak =
aiPgajak.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.3) è (5.5), ïîëó÷èì Pgaiajak ≡
PaiRs1Qajak. Ïî ñîîòíîøåíèþ (5.11), PaiRs1Qajak ≡ PaiRtjajQak. Äà-
ëåå, ïî ñîîòíîøåíèÿì (5.6) è (5.6), PaiRtjajQak ≡ PaitjRajQak ≡
aiPs2RajQak. Ïî ñîîòíîøåíèþ (5.13), aiPs2RajQak ≡ aiPajs2RQak è, ïî
ñîîòíîøåíèþ (5.14), aiPajs2RQak ≡ aiPajRtkakQ. Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ñî-
îòîøåíèå (5.5), ïîëó÷àåì aiPajRtkakQ ≡ aiPajgak. Ïðèìåíÿÿ gaj = ajg,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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Ïðåäëîæåíèå 5.0.7. Ïóñòü X, Y, Z � íåïóñòûå ñëîâà. Òîãäà
LXY Y Z ≡ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå (5.0.1), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
X, Y, Z � ñëîâà ñîñòîÿùèå èç áóêâ a1, a2, a3.

Ïðèìåíèì ñîîòíîøåíèå (5.1) LXY Y Z ≡ MPgXY Y Z. Ïðèìå-
íÿÿ ïðåäëîæåíèå (5.0.6) íóæíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷àåì MPgXY Y Z ≡
MXPgY Y Z.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïîäñëîâî PgY Y . Ó÷èòûâàÿ (5.0.2), Ïîëó÷àåì
PgY Y ≡ PY Rs1QY . Òåïåðü ïî ïðåäëîæåíèþ (5.0.5) (ñ ïóñòûìè ñëîâàìè
V è Z) è ñîîòíîøåíèþ (5.12), ïîëó÷àåì PY Rs1QY ≡ Y PRs1Y Q ≡ 0.

Ïðåäëîæåíèå 5.0.8. Ïóñòü íåíóëåâîå ñëîâî W ñîäåðæèò áóêâó L.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñëîâà U , ýêâèâàëåíòíîãî W , âîçìîæåí îäèí èç òðåõ
ñëó÷àåâ:

(i) Ñëîâî U èìååò âèä LA, ãäå A � ñëîâî ñîñòîÿùåå èç áóêâ a1, a2, a3;

(ii) Ñëîâî U èìååò âèä MA1PA2gA3, ãäå A1, A2, A3 � ñëîâà, ñîñòîÿùèå
èç áóêâ a1, a2, a3;

(iii) Â ñëîâå U íåò áóêâ L è g, ïðè ýòîì U ñîäåðæèò îäíó áóêâó (ïåð-
âóþ) M , îäíó áóêâó P , îäíó R, îäíó Q è îäíó áóêâà èç ìíîæåñòâà
{t1, t2, t3, s1, s2, }. Ïðè ýòîì, áóêâû P , Q, R âõîäÿò èìåííî â
òàêîì ïîðÿäêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ñëîâà W ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

I0(W ) � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî áóêâ L è M â ñëîâå.
I1(W ) � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî áóêâ L è P â ñëîâå.
I2(W ) � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî â ñëîâå áóêâ L, g, R.
I3(W ) � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî â ñëîâå áóêâ L, g, Q.
I4(W ) � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî â ñëîâå áóêâ L, g, t1, t2, t3, s1, s2.
Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà I0, I1, I2, I3, I4 îäèíàêîâû äëÿ ëåâîé è ïðà-

âîé ÷àñòè ëþáîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ÷èñ-
ëà íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ýêâèâàëåíòíîìó ñëîâó, òî åñòü ÿâëÿ-
þòñÿ èíâàðèàíòàìè. Ïî ïðåäëîæåíèþ (5.0.1), W ìîæåò áûòü ïðèâå-
äåíî ê âèäó LA, ãäå A � ïðîèçâåäåíèå áóêâ a1, a2, a3. Çàìåòèì, ÷òî
I0(LA) = I1(LA) = I2(LA) = I3(LA) = I4(LA) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ íåíóëåâîãî ñëîâà âñå ÷åòûðå èíâàðèàíòà ðàâíû åäèíèöå.
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Åñëè â ñëîâå ïðèñóòñòâóåò áóêâà L, òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ (5.0.1)
áóêâ P , g, R, Q, t1, t2, t3, s1, s2 â íåì íåò. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ
ïåðâûé ñëó÷àé èç óñëîâèÿ íàñòîÿùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Åñëè â ñëîâå íåò áóêâû L, òî â íåì åñòü ðîâíî îäíà áóêâà M (I0 = 1),
ïðè÷åì îíà ìîæåò áûòü òîëüêî ïåðâîé ñëåâà, òàê êàê åñòü òîëüêî îäíî
íåìîíîìèàëüíîå ñîîòíîøåíèå ñ ó÷àñòèåì L è M è ýòî L = MPg. Êðîìå
òîãî, â ñëîâå òîëüêî îäíà P , òàê êàê I1 = 1. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü â ñëîâå åñòü áóêâà g. Òîãäà îíà ðîâíî îäíà, è â ñëîâå íåò áóêâ
R, Q, t1, t2, t3, s1, s2 òàê êàê I2 = I3 = I4 = 1. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî
èìååò âèä MA1PA2gA3, ãäå A1, A2, A3 � ñëîâà ñîäåðæàùèå òîëüêî áóêâû
a1, a2, a3.

Ïóñòü òåïåðü â ñëîâå íåò áóêâû g. Òàê êàê I1 = I2 = I3 = I4 = 1, òî â
ñëîâå îäíà áóêâà P , îäíà R, îäíà Q è îäíà áóêâà èç ìíîæåñòâà {t1, t2,
t3, s1, s2}. Îêîí÷àòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäëîæåíèþ (5.0.1) âñå ñëîâà
ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó LA, è èç ýòîãî âèäà ìîæíî ïîëó÷èòü âèä
ñîäåðæàùèé áóêâû P , Q, R â äàííîì ïîðÿäêå. Êðîìå òîãî, íèêàêîå îïðå-
äåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå íå ìîæåò ïîìåíÿòü ýòîò ïîðÿäîê. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì òðåòèé ñëó÷àé èç ïåðå÷èñëåííûõ â óñëîâèè ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.0.9. Ïóñòü U � ñëîâî, ñîñòîÿùèå èç áóêâ a1, a2, a3,
íå ñîäåðæàùåå äâóõ îäèíàêîâûõ ïîäñëîâ, èäóùèõ ïîäðÿä. Òîãäà LU 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, LU ≡ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ýêâè-
âàëåíòíûõ ñëîâ, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ LU è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íóëåì. Êàæ-
äûé ïåðåõîä â ýòîé öåïî÷êå èñïîëüçóåò êàêîå-ëèáî îïðåäåëÿþùåå ñîîò-
íîøåíèå. Ïîñëåäíèì ïåðåõîäîì ÿâëÿåòñÿ îäíî èç ÷åòûðåõ ñîîòíîøåíèé:
xL = 0, gx = 0, tiajQ = 0, PRs1 = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçáåðåì êàæäîå
èç íèõ è óáåäèìñÿ, ÷òî íè îäíî èç íèõ âñòðåòèòüñÿ íå ìîæåò.

xL = 0 âñòðåòèòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê åñëè áóêâà L ïðèñóòñòâóåò â
ñëîâå, òî îíà ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé ñëåâà (à åñëè îòñóòñòâóåò, òî êðàéíåé
ñëåâà ÿâëÿåòñÿ M).

gx = 0 íå ìîæåò âñòðåòèòüñÿ, òàê êàê åñëè â ñëîâå åñòü g, òî îíî ïî
ïðåäëîæåíèþ (5.0.8) áóäåò èìåòü âèä MA1PA2gA3, ãäå â ñëîâå A3 íåò
áóêâ, îòëè÷íûõ îò a1, a2, a3.

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå tiajQ = 0. Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîì ñëîâå, ýê-
âèâàëåíòíîì LA (ãäå A ñîñòîèò ëèøü èç áóêâ a1, a2, a3) âûïîëíåíî ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî: åñëè s1 âõîäèò â ñëîâî, òî ïîñëåäíÿÿ áóêâà a èç ïîäñëîâà
ìåæäó R è Q ñîâïàäàåò ñ áóêâîé, áëèæàéøåé ñëåâà ê P . Äåéñòâèòåëüíî,
ñíà÷àëà â ñëîâå íåò Q. Ïîÿâèòüñÿ îíà ìîæåò ëèøü ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-
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øåíèÿ (5.5): aigaj = aiRs1Qaj. Òî åñòü, ïîêà ìåæäó R è Q íåò áóêâ
a. Ïóñòü ìû ïåðåøëè ê êàêîìó-ëèáî ýêâèâàëåíòíîìó ñëîâó, â êîòîðîì
òîæå åñòü s1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì ïåðåõîäå íàì ïðèøëîñü áû
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Paiti = aiPs1 è s1Qai = tiaiQ â ÷åðå-
äóþùåìñÿ ïîðÿäêå è ðàâíîå ÷èñëî ðàç. (Àíàëîãè÷íî ñ cîîòíîøåíèÿìè
Pajti = ajPs2 è s2RQai = RtiaiQ). ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ áóêâà
a èç ïîäñëîâà ìåæäó R è Q ñîâïàäåò ñ áóêâîé, áëèæàéøåé ñëåâà ê P . Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè â s1 âõîäèò â ñëîâî, òî ïîñëåäíÿÿ áóêâà a èç ïîäñëîâà
ìåæäó R è Q ñîâïàäàåò ñ áóêâîé, áëèæàéøåé ñëåâà ê P .

Èòàê, äîïóñòèì, åñòü ñëîâî MA0PA1RA2tiajQA3.
Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå PRs1 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåõîäîâ, âåäóùàÿ îò ñëîâà A0PA1Rs1QA2 ê
ñëîâó B0PRs1B1QB2, ãäå ñëîâà Ai, Bi ñîñòîÿò èç áóêâ a1, a2, a3, ïðè-
÷åì A0A1A2 = B0B1B2 � ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ðàâåíñòâî. Áóäåì íàçûâàòü
ðàññòîÿíèåì ìåæäó áóêâàìè X è Y êîëè÷åñòâî áóêâ a1, a2, a3, íàõîäÿ-
ùèõñÿ ìåæäó X è Y Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå êàê d(X, Y ). Çàìåòèì, ÷òî
âåëè÷èíà "d(P, Q)+ êîëè÷åñòâî áóêâ s1 èëè s2 â ñëîâå" ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòîì â äàííîé öåïî÷êå ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåõîäîâ (â äàííûõ ïåðåõîäàõ
íå ó÷àñòâóþò ñëîâà, ñîäåðæàùèå g). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïðè ýêâè-
âàëåíòíîì ïåðåõîäå èç áóêâ s1 è s2 ïîëó÷àåòñÿ îäíà èç òðåõ áóêâ t1, t2, t3,
à èç áóêâû ti � áóêâà s1 èëè s2. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâà â îñíîâíîé öåïî÷-
êå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åðåäóþùèåñÿ ãðóïïû, òàê ÷òî â
îäíîé ãðóïïå âñå ñëîâà ñîäåðæàò ti, â ñëåäóþùåé - s1 èëè s2, è òàê äàëåå.
Ðàññìîòðèì ïåðåõîäà, êîãäà ìû âûõîäèì èç öåïî÷êè, òî åñòü â ðåçóëü-
òàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ïåðâîå ñëîâî ñëåäóþùåé öåïî÷êè. Ïîñëå ýòîãî
ïåðåõîäà âî âñåõ ñëîâàõ â êà÷åñòâå si âõîäèò s1. Ïîñêîëüêó ýòîò ïåðåõîäà
çàêàí÷èâàåò öåïî÷êó, â íåì èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñîäåðæàùèå s2

òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû. Òî åñòü s2 ïðåâðàùàåòñÿ â îäíó èç òðåõ áóêâ t1,
t2, t3. Òàêèõ ñîîòíîøåíèé âñåãî äâà: ajPs2 = Pajti è s2RQai = RtiaiQ.

Äîïóñòèì ïåðåõîä, âûâîäÿùèé èç öåïî÷êè, ãäå âñå ñëîâà ñîäåðæàò
s2, ïðîèçîøåë ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ ajPs2 = Pajti. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðâîå ñëîâî ñëåäóþùåé öåïî÷êè (âñå ñëîâà êîòîðîé ñîäåðæàò ti) èìå-
åò âèä A0PajtiA1RA2QA3. Òàê êàê ìû âûáèðàëè ïîñëåäíþþ öåïî÷êó ñ
s2, âñå ïîñëåäóþùèå öåïî÷êè õàðàêòåðèçóþòñÿ ëèáî s1, ëèáî ti. Òî åñòü
âñå ïîñëåäóþùèå ïåðåõîäû ìåæäó öåïî÷êàìè ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèé s1Qai = tiaiQ è Paiti = aiPs1. Ïðè ýòîì ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî ïðèìåíÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ê ñëîâó A0PajtiA1RA2QA3 ðàññòîÿíèå
ìåæäó P è R ìåíüøå ñäåëàòü íåëüçÿ, òàê êàê j 6= i.
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Ïóñòü òåïåðü ïåðåõîä, âûâîäÿùèé èç öåïî÷êè, ïðîèçîøåë ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ s2RQai = RtiaiQ. Òîãäà, ïåðâîå ñëîâî ñëåäóþùåé öåïî÷êè
(âñå ñëîâà êîòîðîé ñîäåðæàò ti) èìååò âèä A0PA1RtiaiQA3. Ïîñêîëüêó
â äàëüíåéøåì, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñîäåðæàùèå s2 íå ïðèìåíÿ-
þòñÿ, âñå ïîñëåäóþùèå ïåðåõîäû ìåæäó öåïî÷êàìè ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñîîòíîøåíèé s1Qai = tiaiQ è Paiti = aiPs1. Òîãäà â äàëüíåéøåì
äåéñòâóåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî: åñëè â ñëîâå åñòü s1, òî áëèæàéøèå ê P

è Q ñëåâà áóêâû ai îäèíàêîâû, è åñëè â ñëîâå åñòü tj, òî áëèæàéøèå ê
Q ñëåâà áóêâà (èç a1, a2 a3) ðàâíà aj. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî R íå
ìåíÿåò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ âíóòðè ñëîâà. Èòàê, ïóñòü â êàêîé-òî ìîìåíò
ìû ïîëó÷èëè ïîäñëîâî PRs1. Òîãäà, ñîãëàñíî âûøåèçëîæåííîìó, ìû ïå-
ðåøëè îò ñëîâà A0PA1RtiaiQA3 ê ñëîâó A0A1PRs1aiÃ3QA4. Ïðè ýòîì
ïðè êàæäîì øàãå âïðàâî ñëåâà îò P è Q îñòàâàëàñü îäíà è òà æå áóêâà
ai. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâà A1 è aiÃ3 ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ðàâíû, òî åñòü
èçíà÷àëüíî ñëîâî èç áóêâ a1, a2, a3 ñîäåðæàëî äâà îäèíàêîâûõ ïîäñëîâà,
èäóùèõ ïîäðÿä. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, íè îäíî èç ñëîâ, ðàâíûõ íóëþ, ïîëó÷èòü íåëüçÿ.
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