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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû
Øèðîêî èçâåñòíà áåðíñàéäîâà ïðîáëåìàòèêà, îõâàòûâàþùàÿ áîëü-
øîé êðóã âîïðîñîâ, êàê â òåîðèè ãðóïï, òàê è â ñìåæíûõ îáëà-
ñòÿõ. Ïðîáëåìàì áåðíñàéäîâñêîãî òèïà ïîñâÿùåíà îáçîðíàÿ ñòà-
òüÿ Å.È.Çåëüìàíîâà.1 Â PI-ñëó÷àå âîïðîñû ëîêàëüíîé êîíå÷íî-
ñòè àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáð ðåøàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî. Â àññîöèàòèâ-
íîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí È.Êàïëàíñêèì
è Ä.Ëåâèöêèì. ×èñòî êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ àññî-
öèàòèâíîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû Øèðøîâà î âûñî-
òå.2 Äëÿ PI-àëãåáð Ëè ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí
Å.È.Çåëüìàíîâûì è À.È.Êîñòðèêèíûì. Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî
ýòîìó âîïðîñó èçëîæåíà â ìîíîãðàôèè À.È.Êîñòðèêèíà.3

Ïåðâûé êîíòðïðèìåð ê �íåîãðàíè÷åííîé� ïðîáëåìå áûë íàéäåí
Å. Ñ. Ãîëîäîì â 1964 ãîäó íà îñíîâå óíèâåðñàëüíîé êîíñòðóêöèè
Å. Ñ. Ãîëîäà� È. Ð. Øàôàðåâè÷à. Âîïðîñ î ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè
ãðóïï ñ òîæäåñòâîì xn = 1 áûë ðåøåí îòðèöàòåëüíî â çíàìåíè-
òûõ ðàáîòàõ Ï. Ñ. Íîâèêîâà è Ñ. È. Àäÿíà [1968]: áûëî äîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n > 4381 áåñêîíå÷íîé ãðóïïû
ñ m > 1 îáðàçóþùèìè, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó xn = 1. Ýòà
îöåíêà áûëà óëó÷øåíà äî n > 665 Ñ. È. Àäÿíîì [1975]. Ïîçäíåå
À. Þ. Îëüøàíñêèé ïðåäëîæèë ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíûé âàðèàíò
äîêàçàòåëüñòâà äëÿ íå÷åòíûõ n > 1010. Â êîíå÷íî-îïðåäåëåííîì ñëó-
÷àå âñå ïîäîáíûå âîïðîñû ñèëüíî óñëîæíÿþòñÿ. Â ýòîì íàïðàâëåíèè
ðàáîòàþò ìíîãèå èññëåäîâàòåëè, è îïðåäåëåííîãî ïðîãðåññà äîñòèãëè
Ì. Ñàïèð è È. Ðèïñ.

Ïîñòðîåíèÿ â ãðóïïàõ, êàê ïðàâèëî, áîëåå ñëîæíû, ÷åì â ïîëó-
ãðóïïàõ. Íàïðèìåð, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé
íèëü-ïîëóãðóïïû, òî åñòü ïîëóãðóïïû, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé â
íåêîòîðîé ñòåïåíè îáðàùàåòñÿ â íóëü, èìååò òðèâèàëüíûé ïîëîæè-

1 Zelmanov E. On the nilpotency of nilalgebras // Lect. Notes Math., 1988, 1352,
227�240.

2 Øèðøîâ À. È. Î íåêîòîðûõ íåàññîöèàòèâíûõ íèëü-êîëüöàõ è àëãåáðàè÷å-
ñêèõ àëãåáðàõ // Ìàò. ñá., 1957, 41, 3, 381�394. // Î êîëüöàõ ñ òîæäåñòâåííûìè
ñîîòíîøåíèÿìè // Ìàò. ñá., 1957, 43, 2, 277�283.

3 Êîñòðèêèí À. È. Âîêðóã Áåðíñàéäà. // Ì.: Íàóêà, 1986, 232.
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òåëüíûé îòâåò: óæå â àëôàâèòå èç äâóõ áóêâ èìåþòñÿ ñëîâà ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé äëèíû, íå ñîäåðæàùèå òðåõ ïîäðÿä îäèíàêîâûõ ïîä-
ñëîâ (êóáîâ). Ïåðâàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêîãî ðîäà ïðèíàäëåæèò Òóý
[1912]. Îäíàêî, åñëè ïîòðåáîâàòü îò ïîëóãðóïïû âîçìîæíîñòü åå çà-
äàíèÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñèòóàöèÿ ñèëü-
íî óñëîæíÿåòñÿ � âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ïîëóãðóïïû îòêðûò
(ñì. [Ñâåðäëîâñêàÿ Òåòðàäü]).

Íà ïðîáëåìàòèêó, ñâÿçàííóþ ñ ïîñòðîåíèåì ðàçíîãî ðîäà ýêçîòè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-
øåíèé îáðàòèë âíèìàíèå Â. Í. Ëàòûøåâ. Èì æå áûëà ïîñòàâëåíà
ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííîãî íèëü-êîëüöà.4

Â êà÷åñòâå ïðîäâèæåíèÿ â ðåøåíèè ýòîãî âîïðîñà ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü ðåçóëüòàòû Õèãìàíà, Ã. Ï. Êóêèíà5, Â. ß. Áåëÿåâà6 î âëî-
æåíèÿõ ðåêóðñèâíî-îïðåäåëåííûõ îáúåêòîâ â êîíå÷íî-îïðåäåëåííûå,
â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíà òåîðåìà Õèãìàíà î âëîæåíèè ðåêóðñèâíî-
îïðåäåëåííûõ ãðóïï â êîíå÷íî-îïðåäåëåííûå. Â ýòîì êîíòåêñòå ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé
ïîëóãðóïïû, ñîäåðæàùåé íåíèëüïîòåíòíûé íèëü-èäåàë, ðàññìàòðè-
âàåìûé â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Õîòÿ äî ñèõ ïîð è íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåðû ê ïðîáëå-
ìàì áåðíñàéäîâñêîãî òèïà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî íàáîðà îïðåäåëÿ-
þùèõ ñîîòíîøåíèé, áûëè ïîñòðîåíû êîíå÷íî îïðåäåëåííûå îáúåê-
òû ñ ðàçíîãî ðîäà �ýêçîòè÷åñêèìè� ñâîéñòâàìè. Â. À. Óôíàðîâñêèì7

áûë ïîñòðîåí ïðèìåð êîíå÷íî-îïðåäåëåíîé àëãåáðû ñ ïðîìåæóòî÷-
íûì ðîñòîì. Ýòîò ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ îáåð-
òûâàþùóþ àëãåáðó àëãåáðû Ëè ñî ñòåïåííûì ðîñòîì. Â äàííîé äèñ-
ñåðòàöèè ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû
ñ íåöåëîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïï ñ ïîäîáíûìè
�ýêçîòè÷åñêèìè� ñâîéñòâàìè ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåò-

4 Äíåñòðîâñêàÿ òåòðàäü: îïåðàòèâíî-èíôîðìàö. ñáîðíèê � 4-å èçä. // Íîâî-
ñèáèðñê: èçä. èí�òà ìàòåì. ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1993, 73.

5 Kukin G. P. The variety of all rings has Higman's property // Algebra and
Analysis. Irkutsk. 1989 91�101

6 Belyaev V. Ya. Imbeddability of recursively de�ned inverse semigroups in �nitely
presented semigroups // Sibirsk. Math. Journal 25 no. 2., 1984. 50�54.

7 Óôíàðîâñêèé Â. À. Î ðîñòå àëãåáð // Âåñòíèê ÌÃÓ. âûï 1, 1978, 4, 59�65.
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ñÿ ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàøèíû Ìèíñêîãî. Ìàøèíà
Ìèíñêîãî ýêâèâàëåíòíà Ìàøèíå Òüþðèíãà, íî â åå êîíñòðóêöèè èñ-
ïîëüçóåòñÿ òîëüêî äâà ðåãèñòðà. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ åå óäîáñòâî ïðè
èñïîëüçîâàíèè â àëãåáðàè÷åñêèõ êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äàííûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîñòîðîåíèÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû ñ ðàçìåðíîñòüþ
Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà, ðàâíîé N + α, ãäå α � íåêîòîðîå ðåêóðñèâ-
íîå ÷èñëî, N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò α. Â ïðîöåññå ïî-
ñòðîåíèÿ â ïîëóãðóïïå ðåàëèçóåòñÿ ìàøèíà Ìèíñêîãî, âû÷èñëÿþùàÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåêóðñèâíîå α. Êðîìå òîãî, ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé
îïðåäåëÿåò êàíîíè÷åñêèé âèä ñëîâà äëÿ ðåàëèçàöèè òðåáóåìîé ðàç-
ìåðíîñòè Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà.

Ïîñòðîåíèå ðàçíîãî ðîäà êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ýêçîòè÷åñêèõ
îáúåêòîâ òåñíî ñâÿçàíî ñ àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìàòèêîé. Èçâåñò-
íî, ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà â êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïå, à
ñëåäîâàòåëüíî, è àëãåáðå, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ýòà ïðîáëåìà ðàçðåøèìà, åñëè èäåàë ñîîòíîøåíèé çàäàí
êîíå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.8
Â ýòîé ñâÿçè Â. Í. Ëàòûøåâ â 1980 ãîäó ïîñòàâèë îïðîñ î ñóùåñòâîâà-
íèè àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ýëåìåíò äåëèòåëåì
íóëÿ èëè íèëüïîòåíòîì â ñëó÷àå, êîãäà èäåàë ñîîòíîøåíèé çàäàí êî-
íå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà.

Êðîìå ýòîãî, Â. Í. Ëàòûøåâûì áûë ïîñòàâëåí òàêæå àíàëîãè÷-
íûé âîïðîñ äëÿ ìîíîìèàëüíûõ àâòîìàòíûõ àëãåáð. Äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ýëåìåíò
íèëüïîòåíòîì, áûëî óñòàíîâëåíî Â. Â. Áîðèñåíêî, à ñóùåñòâîâàíèå
àëãîðèòìà äëÿ äåëèòåëåé íóëÿ � À. ß. Áåëîâûì è Â. Â. Áîðèñåí-
êî.9 Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà êâàäðàòè÷íûõ
àëãåáð áûë ïîëó÷åí Í. Ê. Èûóäó,10 à òàêæå Ä. È. Ïèîíòêîâñêèì.11

8 Bergman G. The diamond lemma for ring theory // Adv. Math., 1978, 29, 2,
178�218.

9 Belov A. J., Borisenko V. V., Latysev V. N. Monomial Algebras // NY. Plenum,
1997.

10 Èûóäó Í. Ê. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ äå-
ëèòåëåé íóëÿ â îäíîì êëàññå àëãåáð // Ôóíä. è ïðèêë. ìàòåì., 1995, 2, 1, 541�544.

11 Ïèîíòêîâñêèé Ä. È. Áàçèñ Ãð�åáíåðà è êîãåðåíòíîñòü ìîíîìèàëüíîé àññîöè-
àòèâíîé àëãåáðû // Ôóíä. è ïðèêë. ìàòåì., 1996, 2, 2, 501�509.
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Âñå ýòè ðåçóëüòàòû âûòåêàþò èç ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ
ðåêóðåíòîâ íà äåðåâå.12 Èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû À. ß. Áåëîâà âûòåêà-
åò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà äëÿ óñòàíîâëåíèÿ äåëèòåëåé íóëÿ
äëÿ öåëîãî êëàññà àëãåáð ñ îãðàíè÷åíîé ïåðåðàáîòêîé (àíàëîãè÷íîé
óñëîâèþ ìàëûõ ñîêðàùåíèé â òåîðèè ãðóïï.

Ïóñòü íà ìîíîìàõ àëãåáðû A ñ ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìîé îáðà-
çóþùèõ åñòü ïîðÿäîê, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íîðìàëüíûé áàçèñ,
ò.å. áàçèñ èç ìîíîìîâ, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ìåíüøèõ. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ îãðàíè÷åííîé ïåðå-
ðàáîòêîé ñïðàâà, åñëè ïðè íåêîòîðîì d ∈ N äëÿ ëþáîãî íîðìàëüíîãî
ñëîâà W â àëãåáðå A è ëþáîé îáðàçóþùåé ai âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
Wai = W̄ · (∑j λijWj), ãäå λj ∈ F äëÿ âñåõ j, êðîìå òîãî, Wj ñóòü
íîðìàëüíûå ñëîâà àëãåáðû A, |Wj| 6 2d, à ñëîâî W̄ åñòü íà÷àëüíûé
êóñîê ñëîâà W äëèíû |W | − d.

Åñëè ìíîæåñòâî ñëîâ íîðìàëüíîãî áàçèñà îáðàçóåò ðåãóëÿðíûé
ÿçûê, êàæäîìó ñëîâó îòâå÷àåò âåðøèíà àâòîìàòà è âñå êîýôôèöèåí-
òû λij çàâèñÿò òîëüêî îò òèïà âåðøèíû ãðàôà, îòâå÷àþùåãî ñëîâó W ,
òî A åñòü àâòîìàòíàÿ àëãåáðà ñ îãðàíè÷åííîé ïåðåðàáîòêîé ñïðàâà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ (àâòîìàòíàÿ) àëãåáðà ñ
îãðàíè÷åííîé ïåðåðàáîòêîé ñëåâà.

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé äèññåðòàöèè ïîêàçûâàåò,
÷òî óñëîâèå îãðàíè÷åííîé ïåðåðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ìû
ñòðîèì àëãåáðó ñ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé äåëè-
òåëåé íóëÿ, è èäåàëîì ñîîòíîøåíèé, çàäàííûì êîíå÷íûì áàçèñîì
Ãð�åáíåðà. Òåì ñàìûì äàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâ-
ëåííûé Â. Í. Ëàòûøåâûì.

Ïîñòðîåíèå îñíîâàíî íà ïîäõîäå, ñâÿçàííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàøèíû Ìèíñêîãî. Äëÿ ýòîãî â ïîëóãðóïïå êîíñòðóèðóåòñÿ ìàøè-
íà Ìèíñêîãî, ðåàëèçóþùàÿ óíèâåðñàëüíóþ ìàøèíó Òüþðèíãà, îä-
íà ýëåìåíòàðíàÿ îïåðàöèÿ ðàáîòû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ
ñëåâà íà âûäåëåííóþ áóêâó. Îñòàíîâêà ìàøèíû ñîîòâåòñòâóåò îáíó-
ëåíèþ ñëîâà.

12 Áåëîâ À. ß. Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ íà äåðåâå // Ìàòåìàòè÷å-
ñêèå çàìåòêè, 78, N5, 643�651.
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Öåëü Ðàáîòû
Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïðèìåðîâ êîíå÷íî-
îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïï è àëãåáð ñ îñîáåííûìè ñâîéñòâàìè. Áîëü-
øîå âíèìàíèå óäåëåíî ðåàëèçàöèè ìàøèíû Ìèíñêîãî â êîíå÷íî-
îïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Â ðàáîòå ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, îñíîâíûìè èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.

[1] Ïîñòðîåí ïðèìåð àëãåáðû, èäåàë ñîîòíîøåíèé êîòîðîé çàäàí
êîíå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà, â êîòîðîé âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ýëå-
ìåíò äåëèòåëåì íóëÿ, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèì.

[2] Ïîñòðîåí ïðèìåð êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû ñ ðåêóð-
ñèâíîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà- Êèðèëëîâà.

[3] Ïîñòðîåí ïðèìåð áåñêîíå÷íîé êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóï-
ïû, ñîäåðæàùåé íåíèëüïîòåíòíûé íèëüèäåàë.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïîëóãðóïï ñ íóëåì è ïî-
ëóãðóïïîâûõ àëãåáð, ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé. Îñíîâíûì ýëåìåíòîì êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ìàøè-
íû Ìèíñêîãî. Â ïåðâîé ãëàâå ðåàëèçóåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè. Ïðè ïîñòðî-
åíèè ïîëóãðóïï ñ íåöåëîé è ðåêóðñèâíîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà�
Êèðèëëîâà ìàøèíà èñïîëüçóåòñÿ êàê âû÷èñëÿþùèé èíñòðóìåíò.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìî-
ãóò áûòü ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïï è
àëãåáð.
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Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìíîãîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà
ñåìèíàðå "Êîëüöà è ìîäóëè"êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ â 2000-
2006 ãã. , à òàêæå íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìíîãîêðàòíî (ìàé 2000 ã., ìàé
2001 ã., îêòÿáðü 2002 ã., ìàðò, ìàé 2004 ã., àïðåëü 2005 ã., àï-
ðåëü, ñåíòÿáðü 2006 ã.) äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå "Êîëüöà è ìî-
äóëè"êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ, à òàêæå íà ñëåäóþùèõ êîíôå-
ðåíöèÿõ:

[1] Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ â ÷åñòü Å. Ñ. Ëÿ-
ïèíà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 1999.

[2] 65-th International Workshop in Algebra (AAA65) and Conference
of Young Algebraists (CYA), Potsdam University, 2003.

Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 3 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1-3].

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû, êîòîðûé âêëþ÷àåò 25 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ àëãåáðû ñ èäåàëîì ñîîòíîøå-
íèé, çàäàííûì êîíå÷íûì áàçèñîì Ãð�åáíåðà, â êîòîðîé âîïðîñ, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè ýëåìåíò äåëèòåëåì íóëÿ, àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèì.

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì K. Ôèêñèðóåì êîíå÷íûé àëôàâèò
îáðàçóþùèõ {a1, . . . , aN}. Ñëîâîì â àëãåáðå íàçûâàåòñÿ ñëîâî â àë-
ôàâèòå îáðàçóþùèõ. Ïîðÿäêó íà îáðàçóþùèõ îòâå÷àåò ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ñëîâ.

Ñëîâà â àëôàâèòå îáðàçóþò ïîëóãðóïïó. Îñíîâíîé èäååé ïîñòðî-
åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà â ýòîé

6



ïîëóãðóïïå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Ïðè ýòîì ïîë-
íîìó ñîñòîÿíèþ ìàøèíû Òüþðèíãà (âìåñòå ñ ëåíòîé) îòâå÷àåò ñïå-
öèàëüíîå ñëîâî. Îäíîé îïåðàöèè íà ìàøèíå Òüþðèíãà ñîîòâåòñòâóåò
óìíîæåíèå ýòîãî ñëåâà íà íåêîòîðóþ ñòåïåíü áóêâû àëôàâèòà t.

Ïîñëå ââåäåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé è îïèñàíèÿ ïðîöåññà
ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó ñîñòîÿíèþ, äîêàçûâàþòñÿ ïðåäëîæåíèÿ, èç-
ëàãàþùèå ïåðåõîä íà ìàøèíå Òüþðèíãà â òåðìèíàõ ýêâèâàëåíòíûõ
ñëîâ. Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå, ÷òî åñëè ìàøèíà îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. Ïî-
ñëå ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìáèíàòîðíûå èíâàðèàíòû, ïîçâîëÿþ-
ùèå äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî åñëè ñëîâî ÿâëÿåòñÿ äåëè-
òåëåì íóëÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàøèíà îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàøèíà Ìèíñêîãî è åå ïðèìå-
íåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèé. Ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîÿòñÿ ìàøèíû äëÿ ñëî-
æåíèÿ, óìíîæåíèÿ, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ. Â êîíöå
ñòðîèòñÿ ìàøèíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåêóðñèâíîé ñòåïåíè íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà, ñ îêðóãëåíèåì â ñòîðîíó ìåíüøåãî öåëîãî. Äàííàÿ ìàøèíà
èñïîëüçóåòñÿ â ÷åòâåðòîé ãëàâå.

Â òðåòüåé ãëàâå ñòðîèòñÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ
íåöåëîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S � ïîëóãðóïïà ïîðîæäåííàÿ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì áóêâ {s1, . . . , sm}.

Ïóñòü Un � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñëîâ ri1 . . . rin , ãäå ij =
1, . . . , m. n = 0, 1, 2, . . .. Òîãäà Un ∈ S è Un ñîñòîèò èç ñëîâ äëèíû
n. Ïóñòü gU(n) ýòî ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ â U1

⋃
U2

⋃
. . .

⋃
Un.

gU(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðîñòà ïîëóãðóïïû S
Îïðåäåëåíèå. Ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà ïîëóãðóïïû

S îïðåäåëÿåòñÿ êàê

GKdim(S) = lim sup
n→∞

(logn gU(n)) = lim sup
n→∞

log gU(n)

log n
.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ íåöå-

ëîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà� Êèðèëëîâà.
Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ââîäèòñÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà îïðåäå-

ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Ïîñëå ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå
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ñëîâà è íàõîäÿòñÿ íåñêîëüêî êàíîíè÷åñêèõ ôîðì. Ââîäèòñÿ ñèñòåìà
êîìáèíàòîðíûõ èíâàðèàíòîâ. Ïîñëå ýòîãî ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ôóíêöèè
ðîñòà âñåõ âîçìîæíûõ ôîðì è íàõîäèòñÿ ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà-
Êèðèëëîâà ïîëóãðóïïû.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷åííàÿ ìàøèíà Ìèíñêîãî, à òàêæå ïðèå-
ìû ïîñòðîåíèÿ, ðàññìîòðåííûå â òðåòüåé ãëàâå, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
êîíñòðóèðîâàíèÿ áîëåå ñëîæíîãî îáúåêòà: êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïî-
ëóãðóïïû, ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðå-
êóðñèâíûì ÷èñëîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå îáîáùàåòñÿ íà âû-
÷èñëÿåìûå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ÷èñëà.

Ïîñòðîåíèå èñïîëüçóåò ìàøèíó Ìèíñêîãî èç âòîðîé ãëàâû, à òàê-
æå ìåòîäû òðåòüåé ãëàâû: îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, êàíîíè÷å-
ñêèå ôîðìû ñëîâ, êîìáèíàòîðíûå èíâàðèàíòû.

Â ïÿòîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïî-
ëóãðóïïû, ñîäåðæàùåé íåíèëüïîòåíòíûé íèëü-èäåàë.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà H, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(i) Ñóùåñòâóåò íåíèëüïîòåíòíûé èäåàë I = LH, ãäå L � áóêâà â
H;

(ii) Åñëè ñëîâî A ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A = XY Y Z, ãäå
X, Y, Z ∈ G, òîãäà LA = 0.

Áëàãîäàðíîñòè
Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì � äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Àëåêñåþ ßêîâëåâè÷ó Áå-
ëîâó è äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àëåêñàíäðó Âàñèëüå-
âè÷ó Ìèõàëåâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è ïî-
ñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Òàêæå àâòîð õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü çà âíèìàíèå è îáñóæäåíèÿ
ðàáîòû äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Âèêòî-
ðà Íèêîëàåâè÷à Ëàòûøåâà, è äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîðà Âÿ÷åñëàâà Àëåêñàíäðîâè÷à Àðòàìîíîâà.
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Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü êàíäèäàòó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Èëüå Èãîðåâè÷ó Áîãäàíîâó çà äåòàëü-
íîå îáñóæäåíèå ðàáîòû.

Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
[1] Belov A. Ya. Ivanov I. A Construction of Semigroups with Some

Exotic Properties, Comm. in Algebra, Òîì 31, 2, 2003, ñòð. 673�
696. Â ýòîé ðàáîòå àâòîðó ïðèíàäëåæèò ÷àñòü, ïîñâÿùåííàÿ
êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé è òåîðåìà 1.

[2] È. À. Èâàíîâ-Ïîãîäàåâ, "Àëãåáðà ñ êîíå÷íûì áàçèñîì
Ãð�åáíåðà, è íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé äåëèòåëåé íóëÿ", Ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà, òîì 12(4), 2006.

[3] Belov A. Ya. Ivanov I. A Construction of Semigroups with Some
Exotic Properties, Acta Appl. Math 85 (2005), no 1-3, 49�56. Â
ýòîé ðàáîòå àâòîðó ïðèíàäëåæèò ÷àñòü, ïîñâÿùåííàÿ ìåõàíèç-
ìó ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ è òåîðåìà 1.
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