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Спектр собственных частот колебаний 
внешне статически неопределимой фермы

Аннотация
Приводится алгоритм вывода формул для расчета 
частот собственных колебаний плоской балочной фермы с 
крестообразной решеткой на двух неподвижных шарнирных 
опорах. Алгоритм основан на индукционном выводе 
коэффициентов матрицы податливости при произвольном 
числе панелей фермы. В решении использованы операторы 
системы компьютерной математики Maple для определения 
усилий в стержнях и составления и решения рекуррентных 
уравнений.  
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Abstract
The paper presents an algorithm for derivation of formulas for 
calculating the natural oscillation frequencies of a flat beam truss with 
a cross-shaped lattice on two fixed hinge supports. The algorithm is 
based on the induction derivation of the compliance matrix coefficients 
for an arbitrary number of truss panels. The solution uses the Maple 
computer math system operators to determine the forces in the rods 
and to compose and solve recurrent equations.  
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Постановка задачи
Анализ частотных характеристик строитель-

ных конструкций – традиционная задача ин-
женеров-проектировщиков. Как правило, эта 
задача решается численно методом конечных 
элементов или каким-либо другим численным 
способом для конкретных конструкций с задан-
ными геометрическими и физическими харак-
теристиками [1, 2]. В [3] задача о колебании 
груза в узле балочной фермы с треугольной 
решеткой без учета массы самой фермы реше-
на в аналитической форме для произвольного 
числа панелей. Формула для частоты колеба-
ний получена обобщением ряда решений, най-
денных в системе компьютерной математики 
Maple для ферм с различным числом панелей. 
Жесткость фермы определялась по формуле 
Максвелла – Мора. Значительно сложнее в ана-
литической форме решить задачу со многими 
степенями свободы, когда грузы расположены 
по всем узлам нижнего пояса фермы.

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Экспериментально показано, что вве-
дение в состав пенобетона полимеров, 

имеющих аморфное строение, способствует 
повышению деформативных и энергопоглоща-
ющих свойств пенобетона.
В ходе исследования, описанного в  статье, 
получена эмпирическая взаимосвязь между 
коэффициентом рассеивания энергии, харак-
теризующим энергопоглощающие свойства пе-
нобетона, и величиной кристалло-аморфного 
соотношения, отражающего степень аморфно-
сти его структуры. Предложена конструкция до-
рожной насыпи с использованием пенобетона.
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Рассмотрим ферму с крестообразной ре-
шеткой и двумя неподвижными шарнирными 
опорами (рис. 1). В [4] для этой фермы методом 
индукции найдена аналитическая зависимость 
ее прогиба под равномерной нагрузкой от числа 
панелей. При этом выяснено, что при нечетном 
числе панелей в пролете эта ферма становится 
мгновенно геометрически изменяемой, найдена 
соответствующая схема виртуальных скоростей 
узлов. Обозначим за n число панелей в половине 
пролета.

В ферме 8 8sn n= +  стержней, включая четыре 
жесткие стержня, моделирующие опоры. Массы 
расположены в узлах нижнего пояса, горизон-
тальными колебаниями пренебрегаем, число 
степеней свободы системы в такой постановке 
равно 2n + 1.

Расчет
Уравнение колебаний масс имеет вид

 

где  – вектор вертикальных перемещений 
шарниров длиной 2n + 1;  – вектор ускоре-
ний;    – матрица жесткости;    – диаго-
нальная матрица инерции в предположении, 
что массы m грузов одинаковые. Матрицы по-
датливости [ ]nB , обратные к матрице жесткости, 
определяются по формуле Максвелла – Мора:
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Здесь ( )iSν  – усилие от действия единичной силы 
в узле i в стержне с номером ν ; lν – длина стерж-
ня; EF – жесткость стержня. Площади сечений 
стержней одинаковые. Суммирование ведется по 
всем стержням фермы, кроме четырех опорных.

Умножая (1) слева на [ ]nB , сводим задачу  
к определению собственных чисел матрицы 

[ ]nB Y Yλ=  λ[ ]nB Y Yλ= , где λ 21/ ( )mλ ω= (mω2)– собственное чис-
ло; ω – собственная частота колебаний системы 
грузов. Основная часть расчета спектра частот – 
определение аналитических выражений для эле-
ментов матрицы [ ]nB .

Расчет ряда ферм показывает, что общий вид 
матрицы можно представить суммой двух матриц

( )3 3 2[ ] [ ] / 3 [ ] / (8(2 1) ),n n nB A a C c n EFh= + +

где 2 2c a h= + .
Вывод формул для каждой из них при произ-

вольном числе панелей выполняется в три этапа. 
Рассмотрим вывод матрицы [ ]nA . Сначала при 
некотором фиксированном числе панелей, на-
пример, n = 2, по формуле (2), в которой усилия 
в стержнях находятся методом вырезания узлов 
по программе в системе Maple [3, 4], получается 
бисимметричная матрица

2

24 6 30 9 6
6 75 45 60 9

8 30 45 90 45 30
9 60 45 75 6
6 9 30 6 24

A

 
 
 
 =
 
 
  

.

Методом индукции с помощью операторов 
rgf_findrecur и rsolve системы Maple определяем 
общие члены последовательностей элементов 
строк, рассматривая только первые n + 1 строки 
правого треугольника матрицы:

3 2
1, 4 66 (266 30( 1) ) 165( 1) 147,i i

ia i i i= − + + − − − − ;
3 2

2, 1 12 162 (462 30( 1) ) 195( 1) 123,i i
ia i i i+ = − + + − − − + ;

3 2
3, 2 20 210 (370 30( 1) ) 165( 1) 405,

...

i i
ia i i i+ = − + + − − − + ;

Для обобщения этих выражений по строкам 
(второй этап, индукция по строкам j), записываем 
их общий вид:

Рис. 1. Ферма, n = 3

(1)

(2)
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3 2
, 1 3 2 1,1 1,2 0,2 0,1( ( 1) ) ( 1) .i i

j i ja i i iα α α α α α+ − = − + + − − − +

Находим общие члены последовательностей 
коэффициентов при степенях i:

2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 168 78, 32 336 980 410, 30,

16 224 980 1372 468 15( 1) , 180 15( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −

;
2 3 2

3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 168 78, 32 336 980 410, 30,

16 224 980 1372 468 15( 1) , 180 15( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −

2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 168 78, 32 336 980 410, 30,

16 224 980 1372 468 15( 1) , 180 15( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 168 78, 32 336 980 410, 30,

16 224 980 1372 468 15( 1) , 180 15( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −

Последний этап — обобщение по числу па-
нелей n. При n = 3 выражение (3) имеет коэф-
фициенты:

2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 216 102, 32 432 1556 674, 42,

16 288 1556 2340 816 21( 1) , 336 21( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 216 102, 32 432 1556 674, 42,

16 288 1556 2340 816 21( 1) , 336 21( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −

2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 216 102, 32 432 1556 674, 42,

16 288 1556 2340 816 21( 1) , 336 21( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 216 102, 32 432 1556 674, 42,

16 288 1556 2340 816 21( 1) , 336 21( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −

При n = 4:
2 3 2

3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 264 126, 32 528 2260 1002, 54,

16 352 2260 3564 1260 27( 1) , 540 27( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 264 126, 32 528 2260 1002, 54,

16 352 2260 3564 1260 27( 1) , 540 27( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −

2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 264 126, 32 528 2260 1002, 54,

16 352 2260 3564 1260 27( 1) , 540 27( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −2 3 2
3 2 1,1 1,2

4 3 2
0,1 0,2

8 4, 24 264 126, 32 528 2260 1002, 54,

16 352 2260 3564 1260 27( 1) , 540 27( 1) .j j

j j j j j j

j j j j

α α α α

α α

= − = − + − = − + − =

= − + − + + − = + −

Обобщая коэффициенты этих выражений, по-
лучим:

2
3 2

3 2
1,1 2 1 0

2 2
2 1 0

1,2

4 3 2
0,1 3 2 1 0,1 0,2

2 2
3 2 1

8 4, 2( 12 (24 36) 12 15),

2(16 ),

48 72, 2(16 64 53), 16 52 37,
12 6,

16 ( 1) ,

64 96, 4(16 64 53), 4(32 82 51)

j

j j n j n
j j j

n n n n n
n

j j j j

n n n n n

α α

α γ γ γ

γ γ γ
α

α β β β β β

β β β

= − = − + + − −

= − + −

= + = + + = + +
= +

= − + − + + −

= + = + + = + +
2

0,1 0,2

2
0,2 0 0,2 0

,

12(4 9 5), 6 3,

( 1) , 12(2 3 1).j

n n n

n n

β β

α ϕ β ϕ

= + + = +

= + − = + +

2
3 2

3 2
1,1 2 1 0

2 2
2 1 0

1,2

4 3 2
0,1 3 2 1 0,1 0,2

2 2
3 2 1

8 4, 2( 12 (24 36) 12 15),

2(16 ),

48 72, 2(16 64 53), 16 52 37,
12 6,

16 ( 1) ,

64 96, 4(16 64 53), 4(32 82 51)

j

j j n j n
j j j

n n n n n
n

j j j j

n n n n n

α α

α γ γ γ

γ γ γ
α

α β β β β β

β β β

= − = − + + − −

= − + −

= + = + + = + +
= +

= − + − + + −

= + = + + = + +
2

0,1 0,2

2
0,2 0 0,2 0

,

12(4 9 5), 6 3,

( 1) , 12(2 3 1).j

n n n

n n

β β

α ϕ β ϕ

= + + = +

= + − = + +

2
3 2

3 2
1,1 2 1 0

2 2
2 1 0

1,2

4 3 2
0,1 3 2 1 0,1 0,2

2 2
3 2 1

8 4, 2( 12 (24 36) 12 15),

2(16 ),

48 72, 2(16 64 53), 16 52 37,
12 6,

16 ( 1) ,

64 96, 4(16 64 53), 4(32 82 51)

j

j j n j n
j j j

n n n n n
n

j j j j

n n n n n

α α

α γ γ γ

γ γ γ
α

α β β β β β

β β β

= − = − + + − −

= − + −

= + = + + = + +
= +

= − + − + + −

= + = + + = + +
2

0,1 0,2

2
0,2 0 0,2 0

,

12(4 9 5), 6 3,

( 1) , 12(2 3 1).j

n n n

n n

β β

α ϕ β ϕ

= + + = +

= + − = + +

2
3 2

3 2
1,1 2 1 0

2 2
2 1 0

1,2

4 3 2
0,1 3 2 1 0,1 0,2

2 2
3 2 1

8 4, 2( 12 (24 36) 12 15),

2(16 ),

48 72, 2(16 64 53), 16 52 37,
12 6,

16 ( 1) ,

64 96, 4(16 64 53), 4(32 82 51)

j

j j n j n
j j j

n n n n n
n

j j j j

n n n n n

α α

α γ γ γ

γ γ γ
α

α β β β β β

β β β

= − = − + + − −

= − + −

= + = + + = + +
= +

= − + − + + −

= + = + + = + +
2

0,1 0,2

2
0,2 0 0,2 0

,

12(4 9 5), 6 3,

( 1) , 12(2 3 1).j

n n n

n n

β β

α ϕ β ϕ

= + + = +

= + − = + +

2
3 2

3 2
1,1 2 1 0

2 2
2 1 0

1,2

4 3 2
0,1 3 2 1 0,1 0,2

2 2
3 2 1

8 4, 2( 12 (24 36) 12 15),

2(16 ),

48 72, 2(16 64 53), 16 52 37,
12 6,

16 ( 1) ,

64 96, 4(16 64 53), 4(32 82 51)

j

j j n j n
j j j

n n n n n
n

j j j j

n n n n n

α α

α γ γ γ

γ γ γ
α

α β β β β β

β β β

= − = − + + − −

= − + −

= + = + + = + +

= +

= − + − + + −

= + = + + = + +
2

0,1 0,2

2
0,2 0 0,2 0

,

12(4 9 5), 6 3,

( 1) , 12(2 3 1).j

n n n

n n

β β

α ϕ β ϕ

= + + = +

= + − = + +

2
3 2

3 2
1,1 2 1 0

2 2
2 1 0

1,2

4 3 2
0,1 3 2 1 0,1 0,2

2 2
3 2 1

8 4, 2( 12 (24 36) 12 15),

2(16 ),

48 72, 2(16 64 53), 16 52 37,
12 6,

16 ( 1) ,

64 96, 4(16 64 53), 4(32 82 51)

j

j j n j n
j j j

n n n n n
n

j j j j

n n n n n

α α

α γ γ γ

γ γ γ
α

α β β β β β

β β β

= − = − + + − −

= − + −

= + = + + = + +

= +

= − + − + + −

= + = + + = + +
2

0,1 0,2

2
0,2 0 0,2 0

,

12(4 9 5), 6 3,

( 1) , 12(2 3 1).j

n n n

n n

β β

α ϕ β ϕ

= + + = +

= + − = + +

2
3 2

3 2
1,1 2 1 0

2 2
2 1 0

1,2

4 3 2
0,1 3 2 1 0,1 0,2

2 2
3 2 1

8 4, 2( 12 (24 36) 12 15),

2(16 ),

48 72, 2(16 64 53), 16 52 37,
12 6,

16 ( 1) ,

64 96, 4(16 64 53), 4(32 82 51)

j

j j n j n
j j j

n n n n n
n

j j j j

n n n n n

α α

α γ γ γ

γ γ γ
α

α β β β β β

β β β

= − = − + + − −

= − + −

= + = + + = + +

= +

= − + − + + −

= + = + + = + +
2

0,1 0,2

2
0,2 0 0,2 0

,

12(4 9 5), 6 3,

( 1) , 12(2 3 1).j

n n n

n n

β β

α ϕ β ϕ

= + + = +

= + − = + +

Не все приведенные выше коэффициенты 
были получены из коротких последовательностей 
при n = 2, 3, 4. Для того чтобы операторы rgf_

findrecur и rsolve смогли выявить рекуррентные 
уравнения, необходимые для решения задачи, 
и выдать достоверный результат, потребова-
лось исследовать фермы при n > 10. Проверка 
полученных решений произведена при разных 
значениях n численно.

Остальные элементы матрицы (элементы n 
нижних строк правого треугольника и все эле-
менты левого треугольника) получаются от-
ражением относительно главной диагонали 

, , , 1,..., 2 1, 1,..., 2 1i j j ia a j n i j n= = + = + +  
 
и побочной 

,2 2 2 2 , , 1,..., 2 1, 1,..., 2 1i n j n i ja a j n i j n+ − + −= = + = + + .
Решение для элементов матрицы [ ]nC  на-

ходится несколько проще. Эта матрица в силу 
симметрии фермы также бисимметричная. При-
ведем окончательные формулы, опуская проме-
жуточные выкладки. Как и для матрицы [ ]nA , это 
решение получается в три этапа и справедливо 
для верхних n + 1 строк правого треугольника 
матрицы:

2
, 1 1 0

2
1 0

( ( 1) 4 2) ( 1) 4(2 3) 4 4 5,

4 2, 4 8 3.

i i
j i jc q j i q n j j n

q n q n n
+ − = − − + − − + + − − −

= + = + +

;

Частоты колебаний выражаются через соб-
ственные числа матрицы [ ]nB ωk 1/ ( )k kmω λ= .

Анализ
Рассмотрим пример. Ферма имеет длину 

панели a = 3 м, высоту h = 4 м, продольную 
жесткость стержней 42,0 10EF = ⋅  кН. В узлах 
нижнего пояса расположены массы m = 200 кг. 
Вычисляя собственные числа матрицы с помощью 
оператора Eigenvalues системы Maple для фер-
мы с n панелями, получаем 2n + 1 собственных 
чисел и столько же частот спектра колебаний. 
Частоты колебаний ωk каждой фермы (n = 2, 3, 
4, …, 15) отметим точками на отдельной кривой 
(рис. 2). Здесь k – номер частоты в спектре. Число 
собственных частот зависит от числа панелей, 

5,...,2 1.k n= +  Число точек, соответствующих ча-
стотам, на кривой, построенной для фермы с n 
панелями, равно 2n + 1.

Особенности полученных решений сразу же 
бросаются в глаза. Прежде всего видна верхняя 
грань высших частот колебаний. Эта граница 
с увеличением n немного падает, оставаясь при 
этом ярко выраженной. Более важным являет-

(3)
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ся наблюдаемое сгущение 
низших частот, наиболее 
интересных для расчетчи-
ков. Любопытны также «сту-
пеньки», появляющиеся на 
кривых с большим числом 
n, означающие совпадение 
частот, или внутренний ре-
зонанс системы (кривая при 
n = 15, k = 16, 17 и т. д.).

Заметим также, что по-
лученное решение лишь 
частично аналитическое. 
Заключительный этап ре-
шения – расчет собственных 
чисел матрицы – выполняет-
ся численно. Однако наи-
более важная и в целом 
трудоемкая часть расчета 
по организации матрицы 
податливости доведена до 
конечных аналитических вы-
ражений, справедливых при любом, в том числе 
весьма большом числе панелей. Это существенно 
сокращает время расчетов, повышает точность 
и надежность результатов.

Отметим также и чисто практические труд-
ности, которые связаны с самой конструкцией 
фермы, преодоленные в процессе решения за-
дачи. Решетка фермы не позволяет рассчитать 
усилия в стержнях традиционными способами – 
последовательным вырезанием узлов и методом 
сечений. Здесь оказалось весьма полезным ис-
пользовать аналитические методы расчета усилий 
с применением метода индукции и системы Maple.
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Рис. 2. Частоты колебаний (рад/с) при разном числе панелей фермы 
в половине пролета

Для внешне статически неопределимой 
распорной фермы приведен трехэтап-

ный алгоритм вывода элементов матрицы 
податливости, определяющей собственные 
частоты конструкции. Численная реализация 
результатов показала некоторые особен-
ности распределения частот в спектре. При-
веденный алгоритм можно использовать для 
других ферм, имеющих регулярную струк-
туру.




