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1 Ââåäåíèå.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ íàõîäèò ñâîå ïðèìåíåíèå â ñà-
ìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, â àëãåáðå ïðè èçó÷åíèè áà-
çèñîâ è íîðìàëüíûõ ôîðì, â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, â ñèìâîëè÷åñêîé
äèíàìèêå. Ðÿä ïðîáëåì, îòíîñÿùèõñÿ ê êîìáèíàòîðèêå ñëîâ íàõîäèòñÿ
íà ñòûêå àëãåáðû è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìíîãèå ïðîáëåìû êîì-
áèíàòîðèêè ñëîâ ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé
òåîðèè ãðóïï ([19],[1]), â òåîðèè àëãåáð Ëè, âîïðîñàõ áåðíñàéäîâñêîãî
òèïà è çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ìîíîìèàëüíûìè àëãåáðàìè. Êîìáèíàòîðíàÿ
òåõíèêà, îòíîñÿùàÿñÿ ê òåîðèè ãðóïï, ðàçâèâàëàñü â ðàáîòàõ Ì. Äýíà,
Å. Ñ. Ãîëîäà è È. Ð. Øàôàðåâè÷à, Ï. Ñ. Íîâèêîâà, Ñ. È. Àäÿíà,
È. Ðèïñà, Ì. Ãðîìîâà, À. Þ. Îëüøàíñêîãî, Ì. Â. Ñàïèðà.

Å. Ñ. Ãîëîä è È. Ð. Øàôàðåâè÷ [9], [10] ïîñòðîèëè êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííóþ áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ãðóïïó (ñ íåîãðàíè÷åííîé ýêñïîíåí-
òîé) íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì àëãåáð è îöåíêè ôóíêèé
ðîñòà. Ï. Ñ. Íîâèêîâ è Ñ. È. Àäÿí [1] ïðîâåëè äåòàëüíîå èññëåäîâà-
íèå ñâîéñòâ ïåðèîäè÷íîñòè, íàõîäÿùåå ñâîå ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ
ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Èìè áûëî âïåðâûå ïîñòðîåíû ïðèìåðû áåñêîíå÷-
íûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï îãðàíè÷åíîé ýêñïîíåí-
òû (ò.å. ðåøåíà ïðîáëåìà Áåðíñàéäà) ñì. îáçîð [2]. Ñâîéñòâà ïåðèîäè÷-
íîñòè òàêàæå íàõîäÿòñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Â îñíîâå çàìå÷àòåëüíûõ ðàáîò Ì. Ãðîìîâà è À. Þ. Îëüøàíñêîãî ëå-
æèò òåõíèêà äèàãðàìì Âàí-Êàìïåíà, âîçíèêøàÿ â êîìáèíàòîðíîé òîïî-
ëîãèè. Ïîäðîáíåå (à òàêæå ëèòåðàòóðó ïî ýòîé òåìå) ñì. â ìîíîãðàôèè
[23].

Êîìáèíàòîðíûå ñîîáðàæåíèÿ, âîçíèêøèå â ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå
(àâòîìàòíûå ãðóïïû), íàøëè ñâîå ïðèìåíåíèå â ðàáîòàõ Ñ. Â. Àëåøèíà
[3, 4, 5] è è Ð. È. Ãðèãîð÷óêà [11], [12], [13] ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû Ìèëíî-
ðà � ïîñòîðåíèè ãðóïï ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà (ïðè ýòîì ãðóïïû Ãðèãîð-
÷óêà ïåðèîäè÷íû). Âïåðâûå àâòîìàòíûå ïîëóãðóïïû áûëè ïîñòðîåíû â
ðàáîòàõ Ñ. Â. Àëåøèíà. (Èçëîæåíèå ïðèìåðà Ñ. Â. Àëåøèíà � ñì. â êíè-
ãå [14]) Àâòîìàòíûå êîíñòðóêöèè àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ
ñèòóàöèÿõ (ñì. [7], [26], [24], [18]). Âîçíèêàþò îíè è ó íàñ (ãðàôû Ðîçè).

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â àëãåáðàõ Ëè, îñîáåííî â
ïðîáëåìàõ áåðíñàéäîâñêîãî òèïà [17]. Â òåîðèè àëãåáð Ëè îïèñàíèå áàçè-
ñà äàåòñÿ â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìûõ �ïðàâèëüíûõ ñëîâ� (áàçèñ Õîëëà-
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Øèðøîâà). Ñëîâî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì åñëè îíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
áîëüøå ëþáîãî åãî öèêëè÷åñêè ñîïðÿæåííîãî (ñëîâà v1, v2 öèêëè÷åñêè
ñîïðÿæåíû, åñëè v1 = u1u2, v2 = u2u1 äëÿ íåêîòîðûõ u1 è u2). (À çàïèñü
ñëîâà ïî öèêëó èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ãðóïï, òåñíî ñâÿçàííîé ñ òåîðèåé
àëãåáð Ëè.) Òîëüêî â ïðàâèëüíîì ñëîâå (ïðè÷åì îäíîçíà÷íî) ìîæíî ðàñ-
ñòàâèòü ëèåâû ñêîáêè òàê, ÷òîáû ïðè èõ ðàñêðûòèè èñõîäíîå ñëîâî îêà-
çàëîñü ñòàðøèì ÷ëåíîì ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîëèíîìà. Òåì ñàìûì ïðàâèëü-
íûå ñëîâà çàäàþò áàçèñ ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè (áàçèñ Õîëëà�Øèðøîâà).
Ïðèìåíèâ ìåòîäû ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè (ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå
ñëîâà è ñîîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîñòè) Ä. Áýêåëèí óñòàíîâèë, ÷òî ëþáîå
ñâåðõñëîâî ñîäåðæèò ïîäñëîâî âèäà uvu, ãäå u è v � ïðàâèëüíûå ñëîâà,
ïîëó÷èâ, òåì ñàìûì, êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíî-
ñòè ïîäàëãåáðû àëãåáðû Ëè, ïîðîæäåííîé ñýíäâè÷àìè, óïðîñòèâ ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàáîòû À. È. Êîñòðèêèíà [26].

Ïðèìåíèâ ãîìîëîãè÷åñêîå ñîîáðàæåíèå, ñâÿçàííîå ñ íåâîçìîæíîñòüþ
çàöåïëåíèÿ ïðàâèëüíîãî ñëîâà çà ñàìîãî ñåáÿ, À. È. Øèðøîâ ïîêàçàë
àëãîðèòìè÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â àëãåáðàõ Ëè ñ
îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì.

Ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðèêè ñëîâ À. È. Øèðøîâ [30] äîêàçàë òåîðåìó
î ñâîáîäå ïîäàëãåáðû ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè. Äëÿ ñóïåðàëãåáð ýòî îáîá-
ùèë À. À. Ìèõàëåâ [20], [21]. Îí ïîêàçàë àëãîðèòìè÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû ðàâåíñòâà äëÿ àëãåáð ëè ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíè-
åì.

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ïðîáëåìàõ áåðíñàéäîâ-
ñêîãî òèïà, â òåîðèè PI-àëãåáð, äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü çíàìåíèòóþ òåî-
ðåìó Øèðøîâà î âûñîòå [27], [28] óòâåðæäàþùóþ âîçìîæíîñòü ïðèâåäå-
íèÿ ñëîâ ê êóñî÷íî ïåðèîäè÷åñêîìó âèäó.

Òåîðåìà À.È.Øèðøîâà î âûñîòå. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íàÿ PI-àëãåáðà ñòåïåíè m. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåí-
òîâ Y è ÷èñëî h ∈ N òàêèå, ÷òî A ëèíåéíî ïðåäñòàâèìà (òî åñòü
ïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè) ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ âè-
äà:

w = u1
k1u2

k2 · · ·ur
kr, ãäå ui ∈ Y è r ≤ h.

Ïðè ýòîì â îñíîâå îðèãèíàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ À. È. Øèðøîâà (êàê
òåîðåìû î ñâîáîäå òàê è òåîðåìû î âûñîòå) ëåæàëà òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ
ïðåîáðàçîâàíèåì àëôàâèòà ïóòåì ïîäñòàíîâîê. Ýòà æå òåõíèêà èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè ðàáîòå ñ ðàâíîìåðíî�ðåêóððåíòíûìè ñëîâàìè è â ñèìâîëè÷å-
ñêîé äèíàìèêå.
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Ïîñëåäóþùèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î âûñîòå [37] è åå îáîáùåíèå
äëÿ àëãåáð Ëè [22] èñïîëüçîâàëè àíàëèç ñâîéñòâ ïåðèîäè÷íîñòè.

Ïîíÿòèå ðîñòà â àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì êîìáèíàòîðíûì èíâàðè-
àíòîì, åìó ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [51] (ñì. òàêæå [26], [7]). Åñëè ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñëîâàìè ñòåïåíè íå âûøå n îò
îáðàçóþùèõ A ðàñòåò êàê nλ, òî âåëè÷èíà λ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà àëãåáðû A. Ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà ìî-
æåò áûòü ðàâíîé 0, 1, à òàêæå ëþáîìó ÷èñëó≥ 2,∞ èëè íå ñóùåñòâîâàòü.
Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îíà íå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷å-
íèÿ íà èíòåðâàëå (1, 2) ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå çíàìåíèòîé Bergman gap
theorem. Àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà 0
êîíå÷íîìåðíà. Ë. Ñìîëë ïîêàçàë, ÷òî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ðàçìåðíî-
ñòè Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà 1 ÿâëÿåòñÿ PI-àëãåáðîé. Áàçèñû àññîöèàòèâ-
íûõ àëãåáð ðàçìåðíîñòè Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà áîëüøå 1 ñ ìèíèìàëü-
íîé ôóíêöèåé ðîñòà èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ À. Ò. Êîëîòîâà [15], [16].
Èõ îïèñàíèå äàåòñÿ â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Øòóðìà íàõîäÿùåéñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðîñòà íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå ðÿäà êîðàçìåðíîñòåé, ââåäåííîå À. Ðåãåâûì. Ïåðâîíà÷àëüíîå äî-
êàçàòåëüñòâî À. Ðåãåâà îá ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêå ðÿäà êîðàçìåðíîñòè
îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíûõ àëãåáð áûëî óëó÷øåíî Â. Í. Ëàòûøåâûì ñ ïî-
ìîùüþ ÷èñëà ïîëèëèíåéíûõ n-ðàçáèâàåìûõ ñëîâ íà îñíîâå òåîðåìû Äè-
ëóîðñà [?]. Ñàìî æå ïîíÿòèå n-ðàçáèâàåìîãî ñëîâà âîçíèêëî ó À. È. Øèð-
øîâà â åãî òåîðåìå î âûñîòå. Ðÿäû êîðàçìåðíîñòè èññëåäîâàëèñü òàêæå
â ðàáîòàõ Â. Í. Ëàòûøåâà, Ñ. Ï. Ìèùåíêî, Ì. Â. Çàéöåâà, A. Giambruno.
Ïîíÿòèþ ðîñòà ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [51].

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ ðàáîòàåò â òåîðèè ïîëóãðóïï. Ñëåóåò óêàçàòü
ðàáîòû Åêàòåðèíáóðãñêîé øêîëû Ë. Í. Øåâðèíà, â ÷àñíîñòè, ðàáîòû
Ì. Â. Ñàïèðà, Î. Ã. Õàðëàìïîâè÷. Îíè àêòèâíî ïðèìåíÿëè ìåòîäû
ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå ê òåîðèè ïîëóãðóïï.

Â òåîðèè ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð êîìáèíàòîðèêà ñëîâ èìååò îñíîâîïî-
ëàãàþùåå çíà÷åíèå è íàõîäèòñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ ðàáîòû [7].

Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ìîíîìèàëüíûìè àëãåáðàìè, ïðèâîäÿò èçó÷å-
íèþ áåñêîíå÷íûõ (â îäíó èëè îáå ñòîðîíû) ñëîâ èëè ñâåðõñëîâ. Ôóíäà-
ìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè ñâåðõñëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî-
ðåêóððåíòíîãî ñëîâà, ââåäåííîå Õ. Ôþðñòåíáåðãîì [44]. Ñëîâî W íàçû-
âàåòñÿ ðàâíîìåðíî-ðåêêóðåíòíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäñëîâà v ⊂ W

ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N(v), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà u ⊂ W
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äëèíû íå ìåíåå, ÷åì N(v), v ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì u.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü W � áåñêîíå÷íîå ñâåðõñëîâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òà-

êîå ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîå ñëîâî Ŵ , âñå ïîäñëîâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ïîäñëîâàìè W .

Ýòà òåîðåìà èñêëþ÷èòåëüíî âàæíà â êîìáèíàòîðèêå ñëîâ, ïîñêîëüêó
î÷åíü ÷àñòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè èçó÷åíèå ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ ê èçó÷åíèþ
ðàâíîìåðíî-ðåêêóðåíòíûõ ñëîâ.

Â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûõ ñëîâ ñòðîèòñÿ òåîðèÿ ðàäèêà-
ëîâ ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð ([7]). Ìîíîìèàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ìî-
íîìèàëüíî ïî÷òè ïðîñòîé, åñëè ôàêòîð ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ïî
ëþáîìó ìîíîìó, íèëüïîòåíòåí.

Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ñëîâ â ïî÷òè ïðîñòîé ìîíîìèàëüíîé àëãåáðå
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñëîâ íåêîòîðîãî ðàâíîìåðîíî-ðåêóððåíòíîãî ñëî-
âà.

Ïåðåñå÷åíèå æå èäåàëîâ ñ ïî÷òè ïðîñòûì ôàêòîðîì ñîâïàäàåò ñ íèëü-
ðàäèêàëîì ìîíîìèàëüíîé àëãåáðû, à òàêæå åå ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà
(ñì. [36]).

Â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûõ ñëîâ òàêæå ïîëó÷àåòñÿ îïèñà-
íèå ñëàáî íåòåðîâûõ ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð. Êàæäîå íåíóëåâîå ñëîâî ñëà-
áî íåòåðîâîé ìîíîìèàëüíîé àëãåáðû åñòü ïîäñëîâî èç íàáîðà (ñâåðõ)ñëîâ,
óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: êàæäîå ñëîâî èç ýòîãî íàáîðà
ëèáî êîíå÷íîå, ëèáî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì (îäíîñòîðîííèìè èëè äâóõ-
ñòîðîííèìè) ñëîâîì, êîòîðîå ïðè âûáðàñûâàíèè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
êóñêà ðàñïàäàåòñÿ íà ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûå ÷àñòè.

Ñóùåñòâóåò ðàçíûå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ ñâåðõñëîâ:

1. Íåïîñðåäñòâåííî êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ñëîâ

2. Ãðàôû ïîäñëîâ, èëè ãðàôû Ðîçè

3. Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìèêà

Êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàìè ïî òåîðèè êîìáèíàòîðèêè ñëîâ ÿâëÿþòñÿ ìî-
íîãðàôèè [54, 55], [60].

Äðóãèì èíñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ ñâåðõñëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ãðàôîâ
ïîäñëîâ èëè ãðàôîâ Ðîçè. Åñëè W � áåñêîíå÷íîå ñâåðõñëîâî íàä àëôàâè-
òîì A, òî k-ãðàôîì Ðîçè íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàçëè÷íûì ïîäñëîâàì W äëèíû k. Èç âåðøèíû w1 â âåðøèíó w2
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âåäåò ñòðåëêà, åñëè ìàêñèìàëüíûé ñóôôèêñ w1 ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëü-
íûì ïðåôèêñîì w2, òî åñòü w1 = a1u, w2 = ua2, ãäå a1, a2 ∈ A.

Îáùèé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ îïèñàíèåì ñëîâ ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, ñëåäóþùèé. Ïóñòü W = {wn} � áåñêîíå÷íîå ñëîâî. τ({wn}) =
{wn+1} � îïåðàòîð ñäâèãà. Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå òðàåêòîðèè ñëîâà îò-
íîñèòåëüíî ìåòðèêè Õýììèíãà X ∈ A∗. Ïðÿìûå çàäà÷è ñèìâîëè÷åñêîé
äèíàìèêè ñâÿçàíû ñ ïîëó÷åíèåì èíôîðìàöèè î äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
(X, τ) ïî èíôîðìàöèè î ñëîâå W .

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñëîâî W ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíî, òî ïîëó÷åííàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìèíèìàëüíà, òî åñòü íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ
çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ òðàåêòîðèé.

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó [8], èçó÷àþùóþ ñëîâà, ïîëó÷àåìûå èç
âçÿòèÿ äðîáíûõ ÷àñòåé ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñòàðøèì èððàöèîíàëüíûì êîýô-
ôèöèåíòîì â öåëûõ òî÷êàõ.

Îáðàòíî, ïóñòü èìååòñÿ äèñêðåòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, òî åñòü çàäàíî êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , ãî-
ìåîìîðôèçì f : M → M è íåñêîëüêî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ

U1, U2, . . . , Un−1.

Ïîëîæèì òàêæå
Un = M \ U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Un−1.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ òî÷êó x ∈ M è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé
f (−1)(x), x, f(x), . . .. Ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ñëîâî
W = {wn} íàä àëôàâèòîì A = {a1, a2, . . . , an} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wi = ak, åñëè f (i)(x) ∈ Uk. Ïî ñâîéñòâàì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ðàç-
ìåðíîñòü ìíîæåñòâà M , ýðãîäè÷íîñòü) ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î
ñëîâå W .

Âàæíûì ïðèìåðîì â èçó÷åíèè ñâåðõñëîâ äèíàìè÷åñêèì ïîäõîäîì ÿâ-
ëÿþòñÿ ñëîâà ñ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ðîñòà ñëîâà V (n) (òî åñòü ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñëîâàìè ñòåïåíè íå âûøå n) ïðè
íåêîòîðîì n óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó V (n) < n(n + 3)/2, òî àëãåáðà
èìååò ëèíåéíûé ðîñò.

Â ðàáîòå Êîëîòîâà [15] ïîñòðîåíû àëãåáðû ñ �ïðåäåëüíîé� ôóíêöèåé
ðîñòà (òî åñòü êîãäà V (n) = n(n + 3)/2), êîòîðûå îïèñàíû â òåðìèíàõ
ïîâîðîòà îêðóæíîñòè. À èìåííî, âñå òàêèå àëãåáðû, êðîìå ñ÷åòíîãî ìíî-
æåñòâà, ñòðîÿòñÿ êàê àëãåáðû AW , ãäå W = {wi} � ñëîâî íàä àëôàâèòîì
{0, 1}, çàäàâàåìàÿ èððàöèîíàëüíûìè α, β ∈ (0, 1)): wi = g(i + 1) − g(i),
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ãäå g(i) = [αi + β]. Â êîìáèíàòîðèêå ñëîâ ÷àùå ïîä ôóíêöèåé ðîñòà ïî-
íèìàåòñÿ ôóíêöèÿ T (n) � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ äëèíû n. È,
òàêèì îáðàçîì, V (n) =

∑
k Tk.

Ñëîâà ñ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà T (n) = n+1 îáðàçóþò êëàññ òàê
íàçûâàåìûõ ñëîâ Øòóðìà (Sturmian words), äðóãîå íàçâàíèå � ñëîâà
Áåòòè (Beaty words), êîòîðûå âïåðâûå áûëè óïîìÿíóòû â ðàáîòå [56]
Hedlund, Morse �Symbolic dynamics II. Sturmian trajectories�.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñëîâ Øòóðìà îïèñàíà â îáçîðàõ [40], [52].
Ê íàèáîëåå âàæíûì ðåçóëüòàòàì â òåîðèè ñëîâ Øòóðìà îòíîñèòñÿ

òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü òðåõ êëàññîâ ñâåðõñëîâ íàä äâóáóêâåííûì àëôàâèòîì:

Òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè.([56]) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñëîâî W
ýêâèâàëåíòíû:
1. Ñëîâî W èìååò ôóíöèþ ñëîæíîñòè TW (n) = n + 1.

2. Ñëîâî W ñáàëàíñèðîâàííî è íåïåðèîäè÷íî.

3. Ñëîâî W ïîðîæäàåòñÿ ñèñòåìîé (S1, U, Tα) ñ èððàöèîíàëüíûì óã-
ëîì âðàùåíèÿ α.

Ïîñëåäíèå ïðîäâèæåíèÿ â òåîðèè ñëîâ Øòóðìà îïèñàíû â îáçîðå [41]
J. Berstel �Recent results in Sturmian words�.

Åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿþòñÿ ñëîâà ñ ìèíè-
ìàëüíûì ðîñòîì, òî åñòü ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà T (n) = n + K, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî n. Äëÿ äâóáóêâåííûõ àëôàâèòîâ îíè íîñÿò íàçâàíèå
êâàçèøòóðìîâûõ ñëîâ. Ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà, óäîâëåòâîðÿþùåé ñî-
îòíîøåíèþ limn→∞ T (n)/n = 1 èçó÷åíû â ðàáîòå [34] A.Aberkane �Words
whose complexity satis�es lim p(n)/n = 1�.

Äðóãèì îáîáùåíèåì ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå, ñâÿçàííîå ñ
ïîíÿòèåì ñáàëàíñèðîâàííîñòè, à òàêæå m-ñáàëàíñèðîâàííîñòè. Ñáàëàí-
ñèðîâàííûå íåïåðèîäè÷åñêèå ñëîâà íàä n-áóêâåííûì àëôàâèòîì èçó÷å-
íû â ðàáîòå [45] Graham �Covering the Positive Integers by disjoints sets
of the form {nα + β} : n = 1; 2; . . .�. Ïîñòðîåíèå ïîðîæäàþùåé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû.

Îïèñàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ ñâÿçàíî ñ ãèïîòåçîé
Ôðåíêåëÿ (Fraenkel's conjecture), óòâåðæäàþùåé, ÷òî âñå ñáàëàíñèðîâàí-
íûå ïåðèîäè÷åñêèå ñëîâà íàä àëôàâèòîì A = {a1, . . . , an} èç n ñèìâîëîâ
èìåþò âèä

W = (Un)
∞,
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ãäå Un çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíî:
Un = (Un−1anUn−1), U3 = a1a2a1a3a1a2a1.

Äëÿ 3-õ áóêâåííîãî àëôàâèòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Ð. Òàéäåìàíîì
([63, 64]). Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ãèïîòåçà äîêàçàíà äëÿ àëôàâèòîâ ñîñòî-
ÿùèõ íå áîëåå ÷åì èç 7 ñèìâîëîâ.

Ïðîäâèæåíèå â çàäà÷àõ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè äëÿ ñëîâ ñ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé ðîñòà ïîëó÷åíî â ðàáîòå [35] P. Arnoux, G.Rauzy �Representation
geometrique des suites the complexite 2n+1�. Â ýòîé ðàáîòå ïîñòðîåíà äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ ñëîâ ñ ôóíêöèåé ðîñòà T (n) = 2n + 1, îáëàäàþ-
ùèõ äîïîëíèòåëüíûì êîìáèíàòîðíûì ñâîéñòâîì. Â ðàáîòå [61] G.Rote,
�Sequences with subword complexity 2n� â òåðìèíàõ ýâîëþöèè ãðàôîâ Ðî-
çè îïèñàíû ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà 2n.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëîâà c ëèíåéíîé ôóíêöèåé ðîñòà, òî åñòü ñ ôóíê-
öèåé ðîñòà T (n) = kn + l, äëÿ n > N .

Ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëóæàò îáîáùåíè-
åì âðàùåíèÿ êðóãà. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè ââåäåíû Îñèëåäåöîì [33],
ñëåäîâàâøèì èäåå Àðíîëüäà [31], (ñì. òàêæå [32]). Ðîçè [59] âïåðâûå ïîêà-
çàë, ÷òî ñâÿçü ìåæäó âðàùåíèÿìè êðóãà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Øòóð-
ìà îáîáùàåòñÿ åñëè ðàññìàòðèâàòü ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì îí çàäàë âîïðîñ îïèñàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïåðå-
êëàäûâàíèÿìè îòðåçêîâ.

Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ åùå îäíèì åñòåñòâåííûì îáîá-
ùåíèåì ñëîâ Øòóðìà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ k = 3 îòðåçêîâ, îïèñàíèå
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [47], à ðàáîòå [49]
áûëè èçó÷åíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæäàåìûõ ïåðå-
êëàäûâàíèåì 4-õ îòðåçêîâ.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ òàêæå ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñ-
íûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòå [48] ïîëó÷åí êîìáèíàòîðíûé êðèòåðèé íà ïî-
ðîæäàåìîñòü ñëîâ, ïîëó÷àåìûõ ñèììåòðè÷íûì ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåç-
êîâ, òî åñòü ïåðåêëàäûâàíèåì, ñâÿçàííûì ñ ïåðåñòàíîâêîé 1 → k, 2 →
k − 1, . . . , k → 1.

Â ðàáîòå [50] ïîëó÷åí êðèòåðèé ïîðîæäàåìîñòè ñëîâ ïðåîáðàçîâàíèåì
ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: òðà-
åêòîðèÿ êàæäîé êîíöåâîé òî÷êè îòðåçêà ïåðåêëàäûâàíèÿ íå ïîïàäàåò
íà êîíöåâóþ îòðåçêà ïåðåêëàäûâàíèÿ, â òîì ÷èñëå ñàìà íà ñåáÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå, êàê íå ñëîæíî âèäåòü, ñëîâà áóäóò èìåòü ôóíêöèþ ñëîæíîñòè
T (n) = (k − 1)n + 1.
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Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ èçó÷àþòñÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ, íå ìå-
íÿþùèå îðèåíòàöèþ îòðåçêîâ, à õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà ñîâïàäà-
þò ñ îòðåçêàìè ïåðåêëàäûâàíèÿ. Â íàøåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ÿçûêà ãðà-
ôîâ Ðîçè ìû ñíà÷àëà èçó÷àåì ñëîâà, ïîðîæäàåìûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì îòðåçêà, à çàòåì ïîêàçûâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæå-
ñòâà òàêèõ ñëîâ è ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ ïåðåêëàäûâàíèÿìè. Ýòîò ìåòîä
äàåò âîçìîæíîñòü îïèñàòü ð.ð. ñëîâà, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðå-
êëàäûâàíèåì îòðåçêà, áîëåå òîãî, ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñâóþùèå ñèìâîëàì àëôàâèòà, ñîâïàäàëè ñ ïå-
ðåêëàäûâàåìûìè îòðåçêàìè.

Öåëü ðàáîòû. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íîðìàëü-
íûõ áàçèñîâ àëãåáð ìåäëåííîãî ðîñòà, à òàêæå èññëåäîâàíèþ âçàèìîñâÿ-
çè ìåæäó êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè ñëîâ, öåïî÷êàìè ïîðîæäàþùèõ
èõ àâòîìàòîâ (ãðàôîâ Ðîçè) è ïîðîæäàþùèìè èõ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñðåäè
íèõ ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå:

1. Àñèìïòîòè÷åñêîå îïèñàíèå íîðìàëüíûõ áàçèñîâ àëãåáð ñ ìèíèìàëü-
íîé ôóíêöèåé ðîñòà T (n) = n + K.

2. Ïîñòðîåíèå îáùåãî êðèòåðèÿ ïîðîæäàåìîñòè ñëîâà ïðåîáðàçîâàíè-
åì ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ â àâòîìàòíûõ òåðìèíàõ.

3. Ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ íåïåðèî-
äè÷åñêèõ ñëîâ íàä ïðîèçâîëüíûì àëôàâèòîì.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûìè èíñòðóìåíòàìè èññëåäîâà-
íèÿ â ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèå öåïî÷êè àâòîìàòîâ (ãðàôîâ Ðî-
çè), ïîðîæäàþùèõ ñâåðõñëîâî, à òàêæå òåõíèêà ïîäñòàíîâîê, âîñõîäÿ-
ùèõ ê À. È. Øèðøîâó. Ìû ïîëüçóåìñÿ ðàçëè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè
ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûõ ñëîâ è ñëîâ Øòóðìà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäàþùåé ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà èñïîëüçóþò-
ñÿ ðåçóëüòàòû ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, à òàêæå ëåììà Êðîíåêåðà-Âåéëÿ îá
èððàöèîíàëüíûõ ñäâèãàõ òîðà.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïîëåçíû â êîìáèíàòîðíîé
òåîðèè êîëåö è ïîëóãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè ìîíîìèàëüíûõ
àëãåáð, à òàêæå â ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-
ëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ:

1. �Êîëüöà è ìîäóëè� êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ â 2000-2006 ãã.

2. �Àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ� êàôåäðû òåîðèè ÷èñåë ÌÃÓ â 2004-2005ã.

3. Dynamics seminar, Einstein Institute of Mathematics ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîôåññîðà Õ.Ôþðñòåíáåðãà (H.Furstenberg) â 2004ã.

4. Ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ôðåíêåëÿ (A. Freankel) â
2004ã., Weizman Institute of Science.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäå-
íèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðûé âêëþ÷àåò 58 íàèìåíî-
âàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåì íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-
ëÿì � äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Àëåêñåþ ßêî-
âëåâè÷ó Áåëîâó è äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àëåêñàíäðó Âà-
ñèëüåâè÷ó Ìèõàëåâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è ïî-
ñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Òàêæå àâòîð õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü çà âíèìàíèå è îáñóæäåíèÿ ðà-
áîòû äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Âèêòîðà Íèêî-
ëàåâè÷à Ëàòûøåâà, äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Íèêîëàÿ Ãåð-
ìàíîâè÷à Ìîùåâèòèíà è äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àíäðåÿ
Ìèõàéëîâè÷à Ðàéãîðîäñêîãî.

Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó óíèâåð-
ñèòåòà Âàéñìàíà À.Ôðåíêåëþ (A. Freankel) çà äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ðà-
áîòû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáçîðó è äîêà-
çàòåëüñòâó áàçîâûõ ðåçóëüòàòîâ êîìáèíàòîðèêè ñëîâ.
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Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè ñëîâ Øòóðìà, ïðåä-
ñòàâëåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå èñïîëüçóåò-
ñÿ â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Òàêæå äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èç
òåîðèè ãðàôîâ Ðîçè.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ íàä ïðî-
èçâîëüíûì àëôàâèòîì. Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ èððàöè-
îíàëüíûìè ñäâèãàìè òîðà.

Ïóñòü W � ñëîâî íàä áèíàðíûì àëôàâèòîì, ïîðîæäàåìîå ñäâèãîì
îäíîìåðíîãî òîðà, òî åñòü äèíàìèêîé (S1, U, Tα, x0).

Îáîçíà÷èì β = α/q + r/q, Uq = {x|qx ∈ U}, y0 = x0/q, ãäå q, r �
öåëûå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèíàìèêà (S1, Tβ, Uq, y0) ïîðîæäàåò òî
æå ñëîâî W . Ïåðåõîä îò ïåðâîé äèíàìèêè êî âòîðîé ìû íàçîâåì q�
ðàçìíîæåíèåì

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äèíàìèê:

Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü äâà ñëîâà W1 è W2 ïîðîæäåííûå äèíàìèêàìè (S1, Tα, U, x0)
è (S1, Tβ, V, y0) ñîâïàäàþò. Òîãäà ñóùåñòâóþò p è q òàêèå, ÷òî ìíîæå-
ñòâà U è V ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìíîæåíèÿõ ñîâïàäàþò c òî÷-
íîñòüþ äî ïîâîðîòà,ò.å. Up = Tδ(Vq) äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.

Äàëåå ïðîâîäèì ðåäóêöèþ îò ñáàëàíñèðîâàííîãî ñëîâà W íàä n-áóêâåííûì
àëôàâèòîì ê n áèíàðíûì ñëîâàì Øòóðìà:

Ïîñòðîèì ñëîâà W1,W2, . . . , Wn íàä áèíàðíûìè àëôàâèòàìè

A1 = {a1, ā1}, A2 = {a2, ā2}, . . . , An = {an, ān}
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wi = (wi
n)n∈Z

wi
n = wn =

{
ai, wn = ai

āi, wn 6= ai

Êàæäîìó ñëîâó Wi ñîîòâåòñòâóåò îäíîìåðíàÿ äèíàìèêà (S1, Tαi
, ∆i, xi),

åå ïîðîæäàþùàÿ, ñëåäîâàòåëüíî ñëîâî W ïîðîæäàåòñÿ ñâèãîì íà n-
ìåðíîì òîðå ñ âåêòîðîì ñäâèãà γ = (α1, . . . , αn).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M çàìûêàíèå òðàåêòîðèè íà÷àëüíîé òî÷êè x = (x1, x2, . . . , xn)
ïðè äåéñòâèè Tγ.

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 1.2 M ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâó S1 × {1, 2, . . . , N}.
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Òåïåðü âèäíî, ÷òî äèíàìèêà ðåàëèçóåòñÿ íà ìíîæåñòâå
M = S1 × {1, 2, . . . , N}, à îòîáðàæåíèå èìååò âèä:
f : (x, k) → (x + α, k + 1 mod N).
Áóäåì òåïåðü ïîíèìàòü ïîä Ui õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ

ñèìâîëà ai, êîòîðîå ëåæèò íà çàìûêàíèè òðàåêòîðèè, è ïóñòü òàêæå Uk
i

îáîçíà÷àåò ÷àñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ëåæèò íà k-îé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè (îêðóæíîñòè) M . Äàëåå èçó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü W � ñáàëàíñèðîâàííîå íåïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî íàä
àëôàâèòîì A. Òîãäà äëÿ W ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M, f),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. M = S1 × Zm êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

2. f : M → M åñòü êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà α â S1 è ñäâèãà íà 1 â
Zm. Äëèíà S1 ðàâíà m.

3. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà S × {k} k = 1, . . . , n ðàçáèòà íà 2m äóã: m
êðàñíûõ è m ñèíèõ; âñå êðàñíûå èìåþò äëèíó α, âñå ñèíèå 1 −
α,êðàñíûå è ñèíèå äóãè ÷åðåäóþòñÿ.

4. Ñèíèé öâåò èìååò l îòòåíêîâ, êðàñíûé � k îòòåíêîâ, k+l = |A|�
÷èñëî áóêâ â àëôàâèòå. Âñå ñåðåäèíû äóã äàíîãî îòòåíêà îáðàçóþò
âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà (�ïðàâèëüíûé 1-óãîëüíèê� �
ýòî òî÷êà íà îêðóæíîñòè,�ïðàâèëüíûé 2-óãîëüíèê� � ïàðà äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê).

5. Ïðè ïåðåõîäå îò êîìïîíåíòû S × {k} ê êîìïîíåíòå S × {k + 1}
(S× {m + 1} = S× {1}) ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ îòòåíêîâ âíóòðè
êðàñíûõ è ñèíèõ êîìïîíåíò ñîõðàíÿåòñÿ, à ñàìè êðàñíûå è ñèíèå
äóãè (�ðóëåòêè�) ïðîâîðà÷èâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà 1.
Òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå f ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ íà α îòíîñèòåëü-
íî êðàñíûõ êîìïîíåíò è íà 1 − α (â îáðàòíóþ ñòîðîíó) îòíîñè-
òåëüíî ñèíèõ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äðóãîìó îáîáùåíèþ ñëîâ Øòóðìà � ñëîâàì
ìåäëåííîãî ðîñòà. Ñëîâî W íàçûâàåòñÿ ñëîâîì ìåäëåííîãî ðîñòà, åñëè
FW (n) = n + K, äëÿ âñåõ n ≥ N . Â ñëîâàõ Øòóðìà FW (n) = n + 1
è FW (n + 1) − F (n) = 1. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì áóäóò ñëîâà, äëÿ

14



êîòîðûõ F (n) = n + K, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ F (n + 1) − F (n) = 1 äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñëîâà ñóùåñòâóåò ãðàô Ðîçè,
ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîìó ñëîâó Øòóðìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > N âûïîëíÿåòñÿ T (n) = n + K, òî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ êàæäîãî n > N â ñëîâå W ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ïðàâîå è îä-
íî ëåâîå ñïåöèàëüíîå ñëîâî äëèíû n. Òî åñòü â ãðàôàõ Ðîçè òàêèõ ñëîâ
åñòü îäíà âõîäÿùàÿ è îäíà âûõîäÿùàÿ ðàçâèëêà, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
ñëîâî Øòóðìà ñ òàêîé æå ýâîëþöèåé k-ãðàôîâ, ÷òî è äàííîå. Äàëüøå
ïðîñõîäèò ðåäóêöèÿ ê òåîðåìå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü W � ðåêóððåíòíîå ñëîâî íàä ïðîèçâîëüíûì êîíå÷-
íûì àëôàâèòîì A. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñëîâî W ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî ôóíêöèÿ ðîñòà ñëîâà W

ðàâíà TW (n) = n + K, äëÿ n ≥ N è íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî íàòó-
ðàëüíîãî K.

2. Ñóùåñòâóþò òàêîå èððàöèîíàëüíîå α è öåëûå n1, n2, . . . nm, ÷òî
ñëîâî W ïîðîæäàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (S1, Tα, Ia1

, . . . , Ian
, x),

ãäå Tα � ñäâèã îêðóæíîñòè íà èððàöèîíàëüíóþ âåëè÷èíó α, Iai
�

îáúåäèíåíèå äóã âèäà (njα, nj+1α).

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñëîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåêëàäû-
âàíèåì îòðåçêîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îðèåíòàöèÿ îòðåçêîâ
ñîõðàíÿåòñÿ è êîãäà íåò. Â òåðìèíàõ ãðàôîâ Ðîçè äàåòñÿ êîìáèíàòîð-
íîå îïèñàíèå ñâåðõñëîâ ïîðîæäàþùèõñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ. Â
öåíòðå âíèìàíèÿ ñëîâà, èìåþùèå ôóíêöèþ ðîñòà TW (n) = kn + l. Åñëè
ñëîâî îáëàäàåò òàêîé ôóíêöèåé ðîñòà, òî TW (n + 1)− TW (n) = k.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïåðåêëàäûâàíèå k îòðåçêîâ ðåãóëÿðíî, òî åñòü òðà-
åêòîðèÿ ëþáîãî èç êîíöîâ îòðåçêîâ ïåðåêëàäûâàíèÿ íå ïîïàäàåò íà äðó-
ãîé êîíåö ëþáîãî îòðåçêà, òî ýâîëþöèÿ ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì ñ
ðîñòîì TW (n) = kn + l.

Ìû èùåì óñëîâèÿ íà ñëîâî W , ïðè êîòîðûõ îíî ïîðîæäàëîñü áû ïðå-
îáðàçîâàíèåì ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùåãîñÿ ðå-
ãóëÿðíûì. Îòìåòèì, ÷òî ñäâèã îêðóæíîñòè, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëà-
äûâàíèåì äâóõ îòðåçêîâ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîäñëîâàìè è ïîäìíîæåñòâàìè M .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ui,
òî åå ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ñèìâîëà ai. Ðàññìîòðèì îáðàçû ìíîæåñòâ
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Ui ïðè îòîáðàæåíèÿõ f (−1), f (−2), . . .. ßñíî, ÷òî åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó

T (−n)(Uin) ∩ T−(n−1)(Uin−1
) ∩ . . . ∩ T (−1)(Ui1) ∩ Ui0,

òî ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñî ñëîâà ai0ai1 · · · ain. Ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ ñóùåñòâåííûõ ýâîëþöèé äëèíû n + 1 ðàâíî êîëè÷å-
ñòâó ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà M íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ãðàíèöàìè ïîä-
ìíîæñòâ ∂Ui è èõ îáðàçàìè ïðè îòîáðàæåíèÿõ f−1, f−2, . . . , f−n+1. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Iu ìíîæåñòâî ðàçáèåíèÿ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñëîâó u.
ßñíî, ÷òî ñïåöèàëüíûì ïîäñëîâàì ñîîòâåòñòâóþò òå èíòåðâàëû, êîòî-
ðûå äåëÿòñÿ îáðàçàìè êîíöîâ ïåðåêëàäûâàåìûõ èíòåðâàëîâ. Äëÿ äàííî-
ãî ñëîâà u íàçîâåì ñëîâî v ëåâûì (ñîîòâ. ïðàâûì) ïîòîìêîì, åñëè u �
ñóôôèêñ (ñîîòâ. ïðåôèêñ) ñëîâà v, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì íàçûâàòü
âåðøèíó â Gn ëåâûì (ñîîòâ. ïðàâûì) ïîòîìêîì âåðøèíû â Gk, n > k.
Ïðîîáðàç êîíöà èíòåðâàëà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé òîëüêî äëÿ
äâóõ èíòåðâàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ñïåöèàëüíûå ïîäñëîâà ìîãóò èìåòü âà-
ëåíòíîñòü òîëüêî ðàâíóþ 2. Ñôîðìóëèðóåì

Ïðàâèëî 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áåñêîíå÷íîå ñëîâî W ïîðîæäàëîñü ñè-
ñòåìîé (I, T, U1, . . . , Uk) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëþáîå ñïåöèàëüíîå ñëîâî èìå-
ëî âàëåíòíîñòü 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì íàëîæèòü óñëîâèå íà ýâîëþöèþ ãðàôîâ
Ðîçè: íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k âñå k-ãðàôû Ðîçè èìåþò âõîäÿùèå è èñ-
õîäÿùèå ðàçâèëêè ñòåïåíè 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîìó ïîäñëîâó w

ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé èíòåðâàë, ïîëíîñòüþ ëåæàùèé âíóò-
ðè èíòåðâàëà ïåðåêëàäûâàíèÿ. Ïóñòü òî÷êà A ∈ [0, 1] äåëèò Iw íà äâà
èíòåðâàëà, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â Iak

è Ial
ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êà

B ∈ [0, 1] � äåëèò íà èíòåðâàëû, ïðîîáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â Iai
è Iaj

ñîîòâåòñòâåííî.
Âûáîð ìèíèìàëüíîãî íåâñòðå÷àþùåãîñÿ ñëîâà, à, çíà÷èò, óäàëÿåìîãî

ðåáðà, îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîðàñïîëîæåíèåì òî÷åê A è B, à òàêæå ñîõðà-
íåíèåì èëè ñìåíîé îðèåíòàöèè îòîáðàæåíèÿ íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Èòîãî,
èìååòñÿ 8 âàðèàíòîâ, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ïàðû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå îäèíàêîâûì íàáîðàì ñëîâ. Íàïðèìåð, ñëîâó aiwak ñîîòâåòñòâóåò
ñèòóàöèÿ

B < A, T−1([xw, B]) ⊂ Iai
, T ([xw, A] ⊂ Iak

).

Ââåäåì ïîíÿòèå ðàçìå÷åííîãî ãðàôà Ðîçè. Ãðàô Ðîçè íàçûâàåòñÿ ðàç-
ìå÷åííûì, åñëè
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1. Ðåáðà êàæäîé ðàçâèëêè ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè l (�left�) è r (�right�)

2. Íåêîòîðûå âåðøèíû ïîìå÷åíû ñèìâîëîì ���.

Ïîñëåäîâàòåëåì ðàçìå÷åííîãî ãðàôà Ðîçè íàçîâåì îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ åãî ïîñëåäîâàòåëåì êàê ãðàôà Ðîçè, ðàçìåòêà ðåáåð
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

1. Ðåáðà, âõîäÿùèå â ðàçâèëêó äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû òåìè æå ñèìâî-
ëàìè, êàê è ðåáðà, âõîäÿùèå â ëþáîãî ëåâîãî ïîòîìêà ýòîé âåðøèíû;

2. Ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ðàçâèëêè äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû òåìè æå ñèì-
âîëàìè, êàê è ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ëþáîãî ïðàâîãî ïîòîìêà ýòîé
âåðøèíû;

3. Åñëè âåðøèíà ïîìå÷åíà çíàêîì ���, òî âñå åå ïðàâûå ïîòîìêè òàêæå
äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû çíàêîì ���.

Çàìå÷àíèå. Ïîÿñíèì ñìûñë ðàçìåòêè ãðàôà. Ïóñòü ðåáðà âõîäÿùåé
ðàçâèëêè ñîîòâåòñòâóþò ai è aj, ñèìâîëû l è r ñîîòâåòñòâóþò ëåâîìó
è ïðàâîìó ìíîæåñòâó â ïàðå (T (Iai

), T (Iaj
)). Åñëè ñèìâîëû ak è al ñî-

îòâåòñòâóþò ðåáðàì èñõîäÿùåé ðàçâèëêè, òî ñèìâîëû l è r ñòàâÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì �ëåâî-ïðàâî� â ïàðå (Iak

, Ial
). Çíàê ��� ñòàâèò-

ñÿ â âåðøèíå, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî, åé ñîîòâåòñòâóþùåå,
ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ïåðåêëàäûâàíèÿ, íà êîòîðîì ìåíÿåòñÿ îðèåíòà-
öèÿ.

Óñëîâèå äëÿ ïåðåõîäà îò ãðàôà Gn ê Gn+1:
Ïðàâèëî 2.

1. Åñëè â ãðàôå íåò äâîéíûõ ðàçâèëîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ áèñïåöèàëü-
íûì ïîäñëîâàì, òî ïðè ïåðåõîäå îò Gn ê Gn+1 èìååì Gn+1 = D(Gn);

2. Åñëè âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèñïåöèàëüíîìó ñëîâó íå ïîìå÷åíà
çíàêîì ���, òî ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå çàïðåùåííûì ñëîâàì âûáè-
ðàþòñÿ èç ïàð lr è rl

3. Åñëè âåðøèíà ïîìå÷åíà çíàêîì ���, òî óäàëÿåìûå ðåáðà äîëæíû
âûáèðàòüñÿ èç ïàðû ll èëè rr.

Íàçîâåì ýâîëþöèþ ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè ïðàâèëüíîé, åñëè ïðà-
âèëà 1 è 2 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåé öåïî÷êè ýâîëþöèè ãðàôîâ, íà÷èíàÿ ñ
G1, íàçîâåì ýâîëþöèþ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé, åñëè ïðàâèëà 1 è
2 âûïîëíÿþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî Gn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýâîëþöèÿ
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ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè îðèåíòèðîâàííà, åñëè â k-ãðàôàõ íåò âåðøèí,
ïîìå÷åííûõ çíàêîì ���.

Òåîðåìà 1.5 Ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîå ñëîâî W

1. Ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñëîâî îáåñïå÷èâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé ýâîëþöè-
åé ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè.

2. Ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòà-
öèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî îáåñïå÷èâàåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè ïðàâèëüíîé îðèåíòèðîâàííîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðà-
ôîâ Ðîçè.
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2 Ïðîñòðàíñòâî ñëîâ è ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà.
2.1 Ïðîñòðàíñòâî ñëîâ.
Â ýòîé ÷àñòè ìû îïðåäåëèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðèêè ñëîâ. Â
äàëüíåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòü êîíå÷íûé àëôàâèò, òî åñòü íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ (ñèìâîëîâ). ×åðåç A+ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êî-
íå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñèìâîëîâ, èëè ñëîâ.

Êîíå÷íîå ñëîâî âñåãäà ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå

w = w1 · · ·wn, ãäå wi ∈ A, 1 ≤ i ≤ n. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ äëèíîé ñëîâà
w è îáîçíà÷àåòñÿ |w|

Ìíîæåñòâî A+ âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ íàä A îáðàçóåò ïðîñòóþ ïîëóãðóï-
ïó, ãäå ïîëóãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîíêàòåíàöèÿ (ïðèïè-
ñûâàíèå).

Åñëè ê ìíîæåñòâó ñëîâ äîáàâèòü ýëåìåíò Λ (ïóñòîå ñëîâî), òî ïîëó÷èì
ñâîáîäíûé ìîíîèä A∗ íàä A. Äëèíà Λ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà 0.

Ñëîâî u åñòü ïîäñëîâî (èëè ôàêòîð) ñëîâà w, åñëè ñóùåñòâóþò ñëîâà
p, q ∈ A+ òàêèå, ÷òî w = puq.

Åñëè ñëîâî p (èëè q) ðàâíî Λ, òî u íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñîì (èëè ñóô-
ôèêñîì) ñëîâà w.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Pref(w) ( Suf(w)) ìíîæåñòâî âñåõ ïðåôèêñîâ
(ñîîòâåòñòâåííî ñóôôèêñîâ) ñëîâà w.

Äëÿ ëþáîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî 1 ≤ i ≤ j ≤ n ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç w[i, j] ïîäñëîâî w[i, j] = wi · · ·wj.

Åñëè w = w1 · · ·wn wi ∈ A, i = l, · · ·n � ñëîâî, òî îáðàòíîå ñëîâî
w̃ äëÿ w îïðåäåëÿåòñÿ êàê w̃ = wn · · ·wl. Áîëåå òîãî, ìû ïîëàãàåì, ÷òî
Λ̃ = Λ.

Ñëîâî íàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì, åñëè w̃ = w. Ìíîæåñòâî âñåõ ïàëèí-
äðîìîâ îáîçíà÷àåòñÿ PAL.

Ïóñòü w = w1 · · ·wn wi ∈ A, i = l, . . . , n � íåêîòîðîå ñëîâî. Íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî q íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì w, åñëè wi = wi + q äëÿ âñåõ
i ∈ [1, . . . , n − q]. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü pw, èëè ïðîñòî p, ìèíèìàëüíûé
ïåðèîä w.

Ñëîâî w íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè p ≤ [|w|/2] (çäåñü [x] îáîçíà-
÷àåò öåëóþ ÷àñòü x) ×åðåç N (ñîîòâåòñòâåííî N+) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
íåîòðèöàòåëüíûå (ïîëîæèòåëüíûå) öåëûå ÷èñëà.

Îäíîñòîðîííåå (ñîîòâåòñòâåííî äâóñòîðîííåå) áåñêîíå÷íîå ñëîâî íàä
àëôàâèòîì A � ýòî îòîáðàæåíèå
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w : N+ → A, (ñîîòâåòñòâåííî w : Z→ A).
Äëÿ êàæäîãî n, ìû ïîëàãàåì wn = w(n) è îáîçíà÷èì W = w1w2 · · · .
Ñëîâî u ∈ A+ � êîíå÷íîå ïîäñëîâî W , åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå i, j ∈ N ,

(1 ≤ i ≤ j), ÷òî u = wi · · ·wj. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w[i, j] = wi · · ·wj

íàçîâåì âõîæäåíèåì u â W .
Ñëîâî W íàçîâåì â ñóùåñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê W = uv∞ = uvvv · · · , ãäå u ∈ A∗, v ∈ A+.
Áåñêîíå÷íîå â îáå ñòîðîíû ñëîâî íàçîâåì ïðîñòî ïåðèîäè÷íûì, åñëè

îíî èìååò âèä
W = v∞ = · · · vvv · · ·

×åðåç F (W ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñëîâ (êîíå÷íûõ è áåñêî-
íå÷íûõ) ñëîâà W .

Îïðåäåëåíèå 2.1 Äâà áåñêîíå÷íûõ ñëîâà W è V íàä àëôàâèòîì A íà-
çîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè F (W ) = F (V ).

Ìîðôèçìàìè íà ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íûõ ñëîâ ìû áóäåì íàçûâàòü îáû÷-
íûå ïîëóãðóïïîâûå ìîðôèçìû, òî åñòü îòîáðàæåíèå ϕ : A∗ → A∗ � ìîð-
ôèçì ñëîâ, åñëè îíî ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ êîíêàòåíàöèè (ïðèïèñûâàíèÿ):
ϕ(uv) = ϕ(u)ϕ(v) äëÿ ëþáûõ u, v ∈ A∗. Ýòî îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äëÿ ìîðôèçìîâ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ.

Ïîíÿòèÿìîíîìîðôèçìà, ýïèìîðôèçìà è èçîìîðôèçìà ââîäÿòñÿ îáû÷-
íûì ïóòåì.

2.2 Ðåêóððåíòíîñòü è ðàâíîìåðíàÿ ðåêóððåíòíîñòü
Îïðåäåëåíèå 2.2 Ñëîâî W íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì, åñëè êàæäîå
åãî ïîäñëîâî âñòðå÷àåòñÿ â íåì áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç (â ñëó÷àå äâó-
ñòîðîííåãî áåñêîíå÷íîãî ñëîâà, êàæäîå ïîäñëîâî âñòðå÷àåòñÿ áåñêîíå÷-
íî ìíîãî ðàç â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ). Ñëîâî W íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî-
ðåêóððåíòíûì èëè (ð.ð ñëîâîì), åñëè îíî ðåêóððåíòíî è äëÿ êàæäîãî
ïîäñëîâà v ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N(v), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäñëî-
âà W u äëèíû íå ìåíåå, ÷åì N(v), v ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì u.

Ïóñòü W � áåñêîíå÷íîå ñëîâî. Äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà v ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ìíîæåñòâî âîçâðàùàåìûõ ñëîâ RetW (v), à èìåííî, ñëîâî u � âîç-
âðàùàåìîå äëÿ v, åñëè vuv � ïîäñëîâî W è v � íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì u.
ßñíî, ÷òî äëÿ ðåêóððåíòíûõ ñëîâ ìíîæåñòâî âîçâðàùàåìûõ ñëîâ Ret(v)
êàæäîãî ïîäñëîâà v áóäåò íåïóñòûì, à â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ðåêóððåíò-
íîñòè ìíîæåñòâî äëèí ñëîâ èç Ret(v) áóäåò îãðàíè÷åííûì.

20



Îïðåäåëåíèå 2.3 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà W ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíê-
öèþ ðîñòà:

TW (n) = Card Fn(W )

ßñíî, ÷òî åñëè TW (n) = 0 äëÿ êàêîãî-òî n, òî W � êîíå÷íîå ñëîâî. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå.

Òåîðåìà 2.4 Ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà áåñêîíå÷íîãî ñëîâà W ðàâíîñèëü-
íû:

à) äëÿ ëþáîãî k ìîæíî íàéòè N(k) òàêîå, ÷òî ëþáîé ó÷àñòîê W

äëèíû k ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷àñòêå W äëèíû N(k);
á) åñëè âñå êîíå÷íûå êóñêè ñëîâà V ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè êóñêàìè

ñëîâà W , òî è âñå êîíå÷íûå êóñêè ñëîâà W ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè êóñ-
êàìè ñëîâà V . ¤

Ëåììà 2.5 (î êîìïàêòíîñòè) Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ñëîâ íåîãðà-
íè÷åííîé äëèíû íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì A. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñ-
êîíå÷íîå ñëîâî V , âñå ïîäñëîâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäñëîâàìè ñëîâ èç
M. ¤

Ñëåäñòâèå 2.6 Åñëè u � ïîäñëîâî ñëîâà W , è â ñëîâå W åñòü ñêîëü
óãîäíî äëèííûå ïîäñëîâà, íå ñîäåðæàùèå u, òî ñóùåñòâóåò ñëîâî W ′,
êîòîðîå áåäíåå êóñêàìè, ÷åì W . Ïðè ýòîì ìîæíî âûáðàòü W òàê,
÷òîáû u íå âõîäèëî â W ′. ¤

Ñëåäñòâèå 2.7 Äëÿ ëþáîé óáûâàþùåé â ñìûñëå îòíîøåíèÿ w öåïî÷êè
ñâåðõñëîâ íàéäåòñÿ èíôèìóì. ¤

Ñëåäñòâèå 2.8 Äëÿ ñëîâà W íàéäåòñÿ áåäíåéøåå ïî ïîäñëîâàì ñëîâî
W ′ òàêîå, ÷òî W w W ′. ¤

Ìû èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, îçíà÷àþùóþ, ÷òî èç êóñêîâ ëþáîãî
ñëîâà ìîæíî ñîñòàâèòü ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîå ñëîâî.

Òåîðåìà 2.9 Ïóñòü W � áåñêîíå÷íîå ñëîâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàâíî-
ìåðíî ðåêóððåíòíîå ñëîâî Ŵ , âñå ïîäñëîâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäñëî-
âàìè W . ¤

Ýòà òåîðåìà èñêëþ÷èòåëüíî âàæíà â êîìáèíàòîðèêå ñëîâ, ò.ê. î÷åíü
÷àñòî ïîçâîëÿåò ñâîäèòü èçó÷åíèå ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ ê èçó÷åíèþ ð.ð.
ñëîâ.
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2.3 Ñïåöèàëüíûå ïîäñëîâà
Îïðåäåëåíèå 2.10 Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå (îäíîñòîðîííåå èëè äâó-
ñòîðîííåå) ñëîâî íàä àëôàâèòîì A. Ïóñòü v � åãî ïîäñëîâî è x ∈ A.
Òîãäà

1. Ñèìâîë x � ëåâîå (ïðàâîå) ðàñøèðåíèå v, åñëè xv (ñîîòâ. vx) ïðè-
íàäëåæèò F (W ).

2. Ïîäñëîâî v íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) ñïåöèàëüíûì ïîäñëîâîì,
åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóþò äâà èëè áîëåå ëåâûõ (ïðàâûõ) ðàñøèðå-
íèÿ.

3. Ïîäñëîâî v íàçûâàåòñÿ áèñïåöèàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ è ëåâûì,
è ïðàâûì ñïåöèàëüíì ïîäñëîâîì îäíîâðåìåííî.

4. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ëåâûõ (ïðàâûõ) ðàñøèðåíèé ïîäñëîâà íàçî-
âåì ëåâîé (ïðàâîé) âàëåíòíîñòüþ ýòîãî ïîäñëîâà.

2.4 Ìîðôèçìû
Êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ áåñêîíå÷íûõ (â îäíó ñòîðîíó) ñëîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ èòåðàöèÿ ïîäñòàíîâîê (èëè ìîðôèçìîâ). Ðàññìîòðèì îòîáðàæå-
íèå ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ïîäñëîâ íàä àëôàâèòîì A â ñåáÿ: ϕ : A∗ → A∗,
êîòîðîå ñíà÷àëà îïðåäåëèì íà áóêâàõ àëôàâèòà:

a1 → ϕ(a1)
a2 → ϕ(a2)...
an → ϕ(an).

Ïðîäîëæèì ýòî îòîáðàæåíèå íà êîíå÷íûå ñëîâà:

ϕ(x1x2 · · · xk) = ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xk)

.
Äëÿ áåñêîíå÷íûõ (âïðàâî) ñëîâ îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì:
ϕ(x1x2x3 · · · ) = ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) · · ·

Â ñëó÷àå, åñëè äëÿ êàêîãî-òî ñèìâîëà a ∈ A ϕ(a) íà÷èíàåòñÿ ñ a, òî
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èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåôèêñîâ:

ϕ(a) = au, u ∈ A∗

ϕ2(a) = ϕ(au) = ϕ(a)ϕ(u)
ϕ3(a) = ϕ(ϕ2(a)) = ϕ2(a)ϕ2(u)
...

È òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, ϕ(a), ϕ2(a), . . . çàäàåò áåñêî-
íå÷íîå ñëîâî W òàêîå, ÷òî ϕ(W ) = W . Òàêèå ñëîâà íàçûâàþòñÿ èíâàðè-
àíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè ϕ .

Ïðèìåð 1. Ñëîâî Ôèááîíà÷è. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ
íàä àëâàôèòîì A = {a, b}:

f0 = b, f1 = a,f2 = ab, f3 = aba, . . ., fn = fn−1fn−2. Ïðåäåë ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ, ò.å. ñëîâî W = abaababaabaab · · · , íàçûâàåòñÿ
ñëîâîì Ôèááîíà÷è. Îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè ϕ(a) =
ab, ϕ(b) = a

Ïðèìåð 2. Ñëîâî Òóå-Ìîðñà. Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó ϕ(a) = ab,
ϕ(b) = ba. Òîãäà:

ϕ2(a) = ϕ(ab) = abba

ϕ3(a) = ϕ(abba) = abbabaab
...

Ñëîâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ϕ, íàçûâàåòñÿ ñëîâîì Òóå-Ìîðñà
(Thue-Morse word). Ýòî ñëîâî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: îíî ñâî-
áîäíî îò êóáîâ, òî åñòü íå ñîäåðæèò ïîäñëîâ âèäà u3. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûõ ñëîâ íàä äâóáóêâåííûì, ñâîáîäíûõ îò
êâàäðàòîâ, òî åñòü ïîäñëîâ âèäà u2.

Ïðèìåð 3. Ñëîâî Òðèááîíà÷è. Ðàññìîòðèì ñëîâî íàä òðåõáóêâåííûì
àëôàâèòîì A = {a, b, c}, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè ϕ(a) =
ab, ϕ(b) = ac, ϕ(c) = a, íàçûâàåòñÿ ñëîâîì Òðèááîíà÷è.

2.5 Âîïðîñû ïåðèîäè÷íîñòè
Ñàìûì ïðîñòûì ïðèìåðîì áåñêîíå÷íîãî ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå,
èëè ñóùåñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèå (ñ ïðåäïåðèîäîì) ñëîâà. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.11 Ïóñòü W � áåñêîíå÷íîå âïðàâî ñëîâî íàä êîíå÷íûì àë-
ôàâèòîì A (Card(A) ≥ 2). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñëîâî W ñóùåñòâåííî ïåðèîäè÷íî.
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2. Â ñëîâå W êîíå÷íîå ÷èñëî ïðàâûõ ñïåöèàëüíûõ ïîäñëîâ.

3. Ñóùåñòâóåò n òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîäñëîâà äëèíû áîëüøåé n

ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî âîçâðàùàåìîå ñëîâî

4. Ñóùåñòâóåò n òàêîå, ÷òî TW (n) = TW (n + 1)

Ïðåäëîæåíèå 2.12 Ìíîæåñòâî L êîíå÷íûõ ñëîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì ïîäñëîâ áåñêîíå÷íîãî ñëîâà W = w1w2w3 · · · òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà

1. Êàæäîå ñëîâî äëèíû n â L ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ñëîâå äëèíû
n + 1 â L è

2. Ïîäìíîæåñòâà L1, L2, L3, . . ., ãäå Ln = w ∈ L : |w| = n,

2.6 Ãðàôû Ðîçè ïîäñëîâ.
Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ ñëîâà W ÿâëÿåòñÿ ãðàôû ïîäñëîâ,
èëè ãðàôû Ðîçè (Rauzy's graphs), ââåäåííûå Ðîçè [57], êîòîðûå ñòðîÿòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: k-ãðàô ñëîâà W � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíû
êîòîðîãî âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ïîäñëîâàì äëèíû k ñëîâà
W , èç âåðøèíû A â âåðøèíó B âåäåò ñòðåëêà, åñëè â W åñòü ïîäñëîâî
äëèíû k + 1, ó êîòîðîãî ïåðâûå k ñèìâîëîâ � ïîäñëîâî ñîîòâåòñòâóþùåå
A, ïîñëåäíèå k ñèìâîëîâ � ïîäñëîâî, ñîîòâåòñòâóþùåå B. òàêèì îáðàçîì,
ðåáðà k-ãðàôà áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþò (k + 1)-ïîäñëîâàì ñëîâà W .
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ab ba

aa

aba

bab

baaaab

abaa baab aaba

ababbaba

aabaa

baaba

aabab

ababa

babaa

abaab

2-,3-,4-,5-ãðàôû Ðîçè äëÿ ñëîâà Ôèááîíà÷è.

ßñíî, â k-ãðàôå G ñëîâà W ïðàâûì ñïåöèàëüíûì ñëîâàì ñîîòâåò-
ñòâóþò âåðøèíû, èç êîòîðûõ âûõîäèò (ñîîòâ. â êîòîðûå âõîäèò) áîëüøå
îäíîé ñòðåëêè. Òàêèå âåðøèíû ìû áóäåì íàçûâàòü ðàçâèëêàìè. Ãðàô
G áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè èç ëþáîé âåðøèíû â ëþáóþ
âåðøèíó ìîæíî ïåðåéòè ïî ñòðåëêàì.

Ïîñëåäîâàòåëåì îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü îðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô Fol(G) ïîñòðîåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðøèíû ãðà-
ôà G áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ãðàôà G, èç âåðøèíû A â âåðøè-
íó B âåäåò ñòðåëêà, åñëè â ãðàôå G êîíå÷íàÿ âåðøèíà ðåáðà A ÿâëÿåòñÿ
íà÷àëüíîé âåðøèíîé ðåáðà B.

Ñâÿçíîñòü ãðàôîâ Ðîçè è ðåêóððåíòíîñòü ñîîòâåòñâóþùåãî ñëîâà ñâÿ-
çàíû åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.13 Ïóñòü W � áåñêîíå÷íîå (â îäíó ñòîðîíó) ñëîâî.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñëîâî W � ðåêóððåíòíî.

2. Äëÿ âñåõ k ñîîòâåòñòâóþùèé k-ãðàô ñëîâà W ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
ñâÿçíûì.

3. Êàæäîå ïîäñëîâî W âñòðå÷àåòñÿ íå ìåíüøå äâóõ ðàç.
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4. Ëþáîå ïîäñëîâî ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæàåìûì ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå 4 èìïëèêàöèè:
(i) → (ii). Ïóñòü w è v � äâà ïîäñëîâà äëèíû k ñëîâà W . Òàê êàê

W � ðåêóððåíòíî, òî â W ñóùåñòâóåò ïîäñëîâî âèäà wAvBw, ãäå A,B �
íåêîòîðûå ïîäñëîâà. Ñîîòâåòñòâåííî, â Gk ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû,
ñîîòâåòñòâóþùåé w â âåðøèíó v è ïóòü èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé v
â âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ w. Çíà÷èò, Gk ñèëüíî ñâÿçàííûé.

(ii) → (iii). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü v � ïîäñëîâî, âñòðå÷àþ-
ùååñÿ ðîâíî ðàç â W , òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåôèêñ v′, êîòîðûé ñîäåðæèò v

è êîòîðûé òîæå âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ðàç â W . Íî òîãäà Gk (ãäå k � äëèíà
v′) íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ñâÿçàííûì.

(iii) → (iv). Ïóñòü v � ïîäñëîâî W è ñëîâî v âñòðå÷àåòñÿ â W ìèíèìóì
äâàæäû. ßñíî, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæàåìûì (îò âòîðîãî âõîæäåíèÿ ê
ïåðâîìó).

(iv) → (i). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü W íå ðåêóððåíòíî. Ïóñòü
v ïîäñëîâî, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç â W . Òîãäà ïóñòü
v′ � ïðåôèêñ W äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëèíû, òî åñòü ñîäåðæàùèé âñå
âõîæäåíèÿ v. Ñëîâî v′ áîëüøå íå âñòðå÷àåòñÿ â W ñëåäîâàòåëüíî, íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæàåìûì ñëåâà.

¤
Â òåðìèíàõ ãðàôîâ Ðîçè ìîæíî âûðàçèòü òàêèå âàæíûå ïîíÿòèÿ, êàê

ðîñò ïîäñëîâ, ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ ïîäñëîâ, ìèíèìàëüíûå çàïðåùåí-
íûå ñëîâà è ò.ä.

2.7 Ñëîâà, ïîðîæäàåìûå äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.
Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U ⊂ M � åãî îòêðû-
òîå ïîäìíîæåñòâî, f : M → M � ãîìåîìîðôèçì êîìïàêòà â ñåáÿ è x ∈ M

� íà÷àëüíàÿ òî÷êà.
Ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ñëîâî

íàä áèíàðíûì àëôàâèòîì:

wn =

{
a, f (n)(x0) ∈ U

b, f (n)(x0) 6∈ U

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ýâîëþöèåé òî÷êè x0. Ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà èñ-
ñëåäóåò âçàèìîñâÿçü ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (M, f) è êîìáèíà-
òîðíûõ ñâîéñòâ ñëîâà Wn.
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Äëÿ ñëîâ íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì èç áîëüøåãî ÷èñëà ñèìâîëîâ
íóæíî ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ: U1, . . . , Un.

Çàìåòèì, ÷òî ýâîëþöèÿ òî÷êè êîððåêòíî îïðåäåëåíà òîëüêî â ñëó-
÷àå, êîãäà òðàåêòîðèÿ òî÷êè íå ïîïàäàåò íà ãðàíèöó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ ∂U1, ∂U2, . . ..

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü òðàåêòîðèþ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, ìû
ââåäåì ïîíÿòèå ñóùåñòâåííîé ýâîëþöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.14 Êîíå÷íîå ñëîâî vf íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé êî-
íå÷íîé ýâîëþöèåé òî÷êè x∗, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗ ñóùå-
ñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî V , ëþáàÿ òî÷êà x ∈ V èç êîòîðîãî îáëàäàåò
ýâîëþöèåé vf . Áåñêîíå÷íîå ñëîâî W íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ýâîëþöè-
åé òî÷êè x∗, åñëè ëþáîå åãî íà÷àëüíîå ïîäñëîâî � ñóùåñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ
ýâîëþöèÿ òî÷êè x∗.

Ïîä ýâîëþöèåé òî÷êè, êîãäà ýòî íå âûçûâåò íåäîðàçóìåíèé, áóäåì
ïîíèìàòü, ñóùåñòâåííóþ ýâîëþöèþ. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà ìîæåò èìåòü
íåñêîëüêî ñóùåñòâåííûõ ýâîëþöèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.15 Ïóñòü V � êîíå÷íîå ñëîâî. Òîãäà ìíîæåñòâî òî-
÷åê ñ êîíå÷íîé ñóùåñòâåííîé ýâîëþöèåé V çàìêíóòî. Àíàëîãè÷íîå óòâåð-
æäåíèå âåðíî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñëîâà W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [8]

Îïðåäåëåíèå 2.16 Ìîðôèçìîì äâóõ äèíàìèê G : (M1, f1) → (M2, f2)
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : M1 → M2 òàêîå, ÷òî äèàãðàììà

M1
f1−→ M2

↓ g ↓ g

M1
f2−→ M2

êîììóòàòèâíà.

Ïîíÿòèå ìîíîìîðôèçìà, ýïèìîðôèçìà è èçîìîðôèçìà ââîäèòñÿ îáû÷-
íûì îáðàçîì.

Ôàêòîð äèíàìèêà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íà ôàêòîð-òîïîëîãèè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ïåðåñòàâëÿåò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îòîá-
ðàæåíèÿ f . Îòìåòèì, ÷òî ïðîîáðàçû òî÷åê ïðè ìîðôèçìàõ çàìêíóòû.
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2.8 Ôóíêöèÿ ðàññîãëàñîâàíèÿ.
Âìåñòå ñ ìåòðèêîé Õýììèíãà, ðàçäåëÿþùåé ëþáûå äâà ðàçëè÷íûå ñëîâà
ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãóþ ìåðó, íàçûâàåìóþ ïëîòíîñòüþ ðàññîãëàñî-
âàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.17 Ïóñòü V = {vn} è W{wn} � äâà áåñêîíå÷íûõ ñëîâà
íàä àëôàâèòîì A. Ôóíêöèÿ ρ = ρ(V, W ) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàññî-
ãëàñîâàíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

ρ(U,W ) = lim
n→∞

∑n
i=−n ρ(i)

2n

ãäå
ρ(i) =

{
0, vi = wi

1, vi 6= wi

åñòü ôóíêöèÿ ðàññîãëàñîâàíèÿ.

2.9 Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëîâàìè è ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà.
Òåïåðü ïîñìîòðèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëîâàìè è ïîäìíîæåñòâàìè M .
Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó Ui, òî åå ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ñèìâîëà ai. Ðàññìîòðèì îáðàçû
ìíîæåñòâ Ui ïðè îòîáðàæåíèÿõ f (−1), f (−2), . . ., n ∈ N.

ßñíî, ÷òî åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

f (−n)(Uin) ∩ f−(n−1)(Uin−1
) ∩ . . . ∩ f (−1)(Ui1) ∩ Ui0,

òî ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñî ñëîâà ai0ai1 · · · ain.
Ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñóùåñòâåííûõ ýâîëþöèé äëè-

íû n + 1 ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà M íà íåïóñòûå ïîä-
ìíîæåñòâà ãðàíèöàìè ïîäìíîæñòâ ∂Ui è èõ îáðàçàìè ïðè îòîáðàæåíèÿõ
f (−1), f (−2), . . . , f (−n).

Çàìå÷àíèå. Êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ñóùåñòâåííûõ ýâîëþöèé íàïðÿ-
ìóþ ñâÿçàíî ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà M . ßñíî, íà-
ïðèìåð, ÷òî åñëè ãîìåîìîðôíî îòðåçêó èëè îêðóæíîñòè, òî îäíà òî÷êà
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ãðàíè÷íîé òîëüêî äëÿ äâóõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ M

è, ñîîòâåòñòâåííî, èìåòü òîëüêî äâå ñóùåñòâåííûå ýâîëþöèè. Åñëè M

ãîìåîìîðôíî ÷àñòè ïëîñêîñòè R2 � òî ñóùåñòâåííûõ ýâîëþöèé ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî.
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2.10 Ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ.
Ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ñäâèãà îêðóæ-
íîñòè � â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ îêðóæíîñòè íà äóãè äëèíû α è 1−α è âåëè-
÷èíû ñäâèãà, ðàâíîé α, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ñîâïàäàåò ñ ïåðåêëàäûâàíèåì
äâóõ îòðåçêîâ.

Áîëåå òîãî, ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è òåî-
ðèè ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé:
Ïóñòü îòðåçîê [0, 1] ðàçáèò íà ïîëóèíòåðâàëû äëèí λ1, λ2, . . . , λn è

σ ∈ Sn � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}.
Èíòåðâàëû ðàçáèåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç äëèíû îòðåçêîâ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xi =

[∑
i<j

λj,
∑
i≤j

λj

)

Ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ �ïåðåñòàâëÿåò� îòðåçêè (X1, X2, . . . , Xn) ðàç-
áèåíèÿ ìåæäó ñîáîé, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íîâîå ðàçáèåíèå

(Xσ(1), Xσ(2), . . . , Xσ(n))

.
Áîëåå òî÷íî, ïðåîáðàçîâàíèå T ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå

x ∈ Xi :
T (x) = x + ai

ãäå
ai =

∑

k<σ−1(i)

λσ(k) −
∑

k<i

λk

Åñëè æå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîðà÷èâàåò íåêîòîðûé îòðåçîê, òî âñå
òî÷êè äîïîëíèòåëüíî ñèììåòðè÷íî îòðàæàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû
ýòîãî îòðåçêà. Â ñëó÷àå, åñëè ïåðåêëàäûâàíèå íå ïåðåâîðà÷èâàåò îòðåç-
êè, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêîå ïåðåêëàäûâàíèå ñîõðàíÿåò îðèåíòà-
öèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.18 Ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ T íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè ai, ãäå Xi = [ai, ai+1), T n(ai) 6= aj

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó:
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Òåîðåìà 2.19 Ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðàåêòîðèÿ ëþáîé òî÷êè âñþäó ïëîòíà â [0, 1]

Òåîðåìà 2.20 Ïóñòü ñëîâî W ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöèåé íåêîòîðîé òî÷êè
ïðè ðåãóëÿðíîì ïåðåêëàäûâàíèè k îòðåçêîâ. Òîãäà ëþáîå ïîäñëîâî W

èìååò ðîâíî k âîçâðàùàåìûõ ñëîâ.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ ïåðåêëàäûâàíèÿìè îòðåçêîâ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è ïðè ñäâèãå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå îòðèöàòåëüíûõ
îðáèò êîíöîâ èíòåðâàëîâ ïåðåêëàäûâàíèÿ:

0 = a1 < a2 < . . . < ak+1 = 1,

ãäå
Xi = [ai, ai+1), (i ∈ {1, . . . , k}).
Ìíîæåñòâî êîíöîâ èíòåðâàëîâ ïåðåêëàäûâàíèÿ {ai|1 ≤ i ≤ k + 1}

îáîçíà÷èì X1. Ñëîâî w äëèíû n ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ýâîëþöèè òî÷êè x,
òî åñòü áåñêîíå÷íîãî ñëîâà U(x), òîãäà òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé èíòåðâàë Iw ⊂ [0, 1] è òî÷êà y ∈ Iw òàêèå, ÷òî ñëîâî w ðàâíî
êîíêàòåíàöèè ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ:

I(x)I(T (x)) · · · I(T n−1(x)) = w,

ãäå I(x) = ai ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ Xi

Ïðåäëîæåíèå 2.21 Ïóñòü T � ðåãóëÿðíîå ïåðåêëàäûâàíèå k îòðåçêîâ.
Òîãäà ýâîëþöèÿ U(x) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x èìååò ôóíêöèþ ñëîæíî-
ñòè TU(x)(n) = n(k − 1) + 1, äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

2.11 Ñëîâà Øòóðìà.
Â ýòîé ÷àñòè ìû äàäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå
ñî ñëîâàìè Øòóðìà (òàêæå íàçûâàåìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Áåòòè,
ñáàëàíñèðîâàííûìè ñëîâàìè è ò.ä.), à òàêæå ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì
òåîðåìó ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.22 Áåñêîíå÷íîå âïðàâî (ñîîòâåòñòâåííî, äâóñòîðîíåå áåñ-
êîíå÷íîå) ñëîâî W = (w)n∈N (ñîîòâåòñòâåííî, W = (w)n∈Z ) íàä êîíå÷-
íûì àëôàâèòîì A íàçûâàåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà, åñëè åãî ôóíêöèÿ ñëîæ-
íîñòè ðàâíà TW (n) = n + 1 äëÿ âñåõ n ≥ 0.
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Ïðèìå÷àíèå 1. Òàê êàê TW (1) = 2, òî ñëîâî Øòóðìà ïî îïðåäåëå-
íèþ ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì íàä äâóõñèìâîëüíûì àëôàâèòîì. Çäåñü è äàëåå â
ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëîâà òîëüêî íàä áèíàðíûìè àëôà-
âèòàìè.

Ïðåäëîæåíèå 2.23 Åñëè W = (w)n∈N � ñëîâî Øòóðìà, òî W ðåêóð-
ðåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è íåêîòîðîå ïîäñëîâî u âñòðå-
÷àåòñÿ â W êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü îíî íå âñòðå÷àåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ N -îé
ïîçèöèè. Ðàññìîòðèì ñëîâî V = (v)n∈N: vk = wk +N . Òîãäà âñå ïîäñëîâà
V ÿâëÿþòñÿ ïîäñëîâàìè W è â V íåò ïîäñëîâà u, çíà÷èò TV (n) ≤ n äëÿ
êàêîãî-òî n, à ñëåäîâàòåëüíî, ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà ïåðèîäè÷íî. ¤

Ïðèìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî â îáå ñòîðîíû ñëîâà ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè àíàëîãè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñëîâà Øòóðìà âîçíèêàþò èñ-
êëþ÷èòåëüíûå êëàññû ñëîâ, íàïðèìåð:

V1 = · · · aaabbb · · · , V2 = · · · aaabaaa · · · . Ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè äâó-
ñòîðîííèõ ñëîâ Øòóðìà ìû áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü ðåêóððåíòíîñòü.

Ïðèìåð. Ñëîâî Ôèááîíà÷è. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ íàä
àëôàâèòîì A = {a, b}:

f0 = b, f1 = a,f2 = ab, f3 = aba, . . ., fn = fn−1fn−2. Íàïîìíèì
(ñì. 2.11), ÷òî ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ, ò.å. ñëîâî W =
abaababaabaab · · · , íàçûâàåòñÿ ñëîâîì Ôèááîíà÷è.

Äëÿ ïîäñëîâ íåáîëüøîé äëèíû íåòðóäíî çàìåòèòü:
TW (1) = Card{a, b} = 2
TW (2) = Card{aa, ab, ba} = 3,
TW (3) = Card{aba, baa, bab, aab} = 4,
TW (4) = Card{abaa, abab, baab, baba, aaba} = 5

Ïðåäëîæåíèå 2.24 Ñëîâî Ôèááîíà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà.

¤

2.12 Ñòðóêòóðà ñëîâ Øòóðìà.
Ïðåäëîæåíèå 2.25 Ñëîâî Øòóðìà ñîäåðæèò ðîâíî îäíî èç äâóõ ïîä-
ñëîâ: aa èëè bb.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, TW (2) = 3, îäíàêî, åñëè ñëîâî ñîäåð-
æèò è aa è bb, òî îíî îáÿçàíî, â ñèëó ðåêóððåíòíîñòè, ñîäåðæàòü è ab è
ba, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. ¤
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Îïðåäåëåíèå 2.26 Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî Øòóðìà èìååò òèï
”a”, åñëè â íåì âñòðå÷àåòñÿ ïîäñëîâî aa, è òèïà ”b”, åñëè âñòðå÷àåòñÿ
ïîäñëîâî bb.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ñëîâ Øòóðìà ÷åðåç äðóãîå ïîíÿòèå
� ñâîéñòâî ñáàëàíñèðîâàííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.27 Ñëîâî W íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ åãî äâóõ ïîäñëîâ u, v îäèíàêîâîé äëèíû âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî:

||u|a − |v|a| ≤ 1 (1)

ßñíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (1) àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò ||u|b − |v|b| ≤ 1
Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ m-

ñáàëàíñèðîâàííîñòü:

Îïðåäåëåíèå 2.28 Ñëîâî W íàä àëôàâèòîì A íàçûâàåòñÿ m-ñáàëàíñèðîâàííûì
ïî ñèìâîëó a ∈ A, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîäñëîâ u, v ⊂ W òàêèõ ÷òî |u| = |v|
âûïîëíÿåòñÿ ||u|a − |v|a| ≤ m. Ñëîâî íàçûâàåòñÿ m-ñáàëàíñèðîâàííûì,
åñëè îíî ñáàëàíñèðîâàíî ïî êàæäîìó ñèìâîëó àëôàâèòà.

Ñâîéñòâî ñáàëàíñèðîâàííîñòè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ñëî-
âà W ñèìâîëû a è b ïåðåìåøàíû �íàèëó÷øèì îáðàçîì�. Åñëè äëÿ êàêîãî-
òî k áóäåò âûïîëíÿòüñÿ áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå, òî åñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ
ñëîâ äëèíû k êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ a (à ñîîòâåòñòâåííî è b) áûëî áû
îäèíàêîâûì, òî ñëîâî W áûëî áû ïåðèîäè÷íûì ñ ïåðèîäîì k.

Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùåå âàæíîå

Ïðåäëîæåíèå 2.29 Ïóñòü ñëîâî W íå ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî u (âîçìîæíî, ïóñòîå), ÷òî ñëîâà aua è
bub ÿâëÿþòñÿ ïîäñëîâàìè W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñëîâî W íå ñáàëàíñèðîâàíî, òî ñóùåñòâóþò äâà
ïîäñëîâà îäèíàêîâîé äëèíû v1 è v2 òàêèå, ÷òî ||v1|a − |v2|a| ≥ 2. Áó-
äåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ñëîâà èìåþò íàèìåíüøóþ äëèíó ñðåäè âñåõ
ïîäñëîâ, îáëàäàþùèõ äàííûì ñâîéñòâîì.

Îáîçíà÷èì vk
1 , v

k
2 � ïðåôèêñû äëèíû k ñëîâ v1 è v2 .

Ïóñòü òàêæå dk = ||vk
1 |a − |vk

2 |a|. ßñíî, ÷òî dn ≥ 2 (ãäå n = |v1| = |v2|)
è |dk+1 − dk| ðàâíî 0 èëè 1.
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Ïîëîæèâ äëÿ óäîáñòâà d0 = 0 è ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü dk

îò k = 0 äî k = n, ìû îáíàðóæèì ïåðâûé ìîìåíò, êîãäà dk = 2. Â ñèëó
ìèíèìàëüíîñòè äëèíû ñëîâ v1 è v2, èìååì k = n

Ïóñòü òåïåðü v1 = a1a2 · · · an è v2 = b1b2 · · · bk. Òîãäà ÿñíî, ÷òî an 6= bn,
èíà÷å ïðè îáðåçàíèè n-õ ñèìâîëîâ ìû îïÿòü ïîëó÷èëè áû áîëåå êîðîòêèå
ñëîâà ñ ýòèì æå ñâîéñòâîì. Àíàëîãè÷íî, a1 6= b1. Òàêæå ÿñíî, ÷òî a1 = an,
b1 = bn, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëîâà a2 · · · an−1 è b2 · · · bn−1 òàêæå
îáëàäàëè áû ýòèì ñâîéñòâîì. Ïóñòü a1 = an = a è b1 = bn = b.

Íî òîãäà a2 = b2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïÿòü ïîëó÷àòñÿ áîëåå êîðîòêèå
ñëîâà ñ ðàçíèöåé ñèìâîëîâ, á�îëüøåé 1.

Ðàññìàòðèâàÿ òàêæå äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåôèêñîâ, èíäóêòèâ-
íî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì ak = bk, k = 2, . . . , n−1, ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî
u = a2 · · · an−1 � èñêîìîå. ¤

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ÷àñòüþ îáùåé òåîðåìû ýê-
âèâàëåíòíîñòè:

Òåîðåìà 2.30 Ñëîâî W ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíî ñóùåñòâåííî íåïåðèîäè÷íî è ñáàëàíñèðîâàííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ñíà÷àëà èìïëèêàöèþ ⇒. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå, òî åñòü ñëîâî W íå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà. Ïîêàæåì òî-
ãäà, ÷òî îíî íå ñáàëàíñèðîâàííî. Ðàññìîòðèì òàêîå íàèìåíüøåå n0, ÷òî
TW (n0) ≥ n0 + 2. ßñíî, ÷òî n0 ≥ 2, òàê êàê TW (1) = 2 ïî îïðåäåëå-
íèþ. Òàê êàê n0 � ìèíèìàëüíîå, òî TW (n0 − 1) = n0 + 1, ýòî çíà÷èò,
÷òî ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì äâà ïîäñëîâà u è v, êîòîðûå èìåþò ïî äâà
ðàçíûõ ïðîäîëæåíèÿ ñïðàâà. Èç ìèíèìàëüíîñòè n0 îïÿòü æå ñëåäóåò,
÷òî u è v ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî â ïåðâûõ ñèìâîëàõ, èíà÷å áîëåå êîðîòêèå
ñóôôèêñû òàêæå îáëàäàëè áû ýòèì ñâîéñòâîì, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâó-
åò ïîäñëîâî w òàêîå, ÷òî u = aw è v = bw. Òàê êàê u, v èìåþò ïî äâà
ðàçíûõ ïðîäîëæåíèÿ, òî â W âñòðåòÿòñÿ ïîäñëîâà awa è bwb, çíà÷èò W
íå ñáàëàíñèðîâàííî.

Òåïåðü äîêàæåì èìïëèêàöèþ ⇐. Ïðåäïîëîæèì , ÷òî W íå ñáàëàí-
ñèðîâàííî. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 2.29, íàéäåòñÿ òàêîå ïîäñëîâî u =
w0w1 · · ·wn, ÷òî aua è bub � òàêæå ïîäñëîâà W . Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî u èìååò ìèíèìàëüíóþ äëèíó èç âñåõ ñëîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî, èñõîäÿ èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïàðà
ñëîâ îäèíàêîâîé äëèíû u1, u2 íå ñáàëàíñèðîâàíà, òî ñëîâà èìåþò äëèíó,
íå ìåíüøå, ÷åì n + 3. Äåéñòâèòåëüíî, èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ
2.29, ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ äëèíà òàêîãî u íå áîëüøå íàèìåíüøåé
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äëèíû íå ñáàëàíñèðîâàííîé ïàðû óìåíüøåííîé íà 2. Ïîýòîìó ëþáàÿ íå
ñáàëàíñèðîâàííàÿ ïàðà èìååò äëèíó íå ìåíüøå |u|+ 2 = n + 3.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäëîæåíèþ u íå ïóñòî, èíà÷å â ñëîâå W âñòðåòè-
ëèñü áû ñëîâà aa è bb.

Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå, w0 = wn, w1 = wn−1 è áîëåå îáùå, wk = wn−k, òî
åñòü u�ïàëèíäðîì.

Òåïåðü, ìû çíàåì, ÷òî ðàçëè÷íûõ ñëîâ äëèíû n+1 ðîâíî n+2. Ñëîâî
u ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äâóìÿ ïóòÿìè êàê âëåâî, òàê è âïðàâî. Ñîîò-
âåòñòâåííî, ðîâíî îäíî èç ñëîâ au èëè bu (ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî au)
ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî âïðàâî äâóìÿ ïóòÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, aua, aub

è bub � ïîäñëîâà W , à bua � íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì. Ïóñòü i � ïåðâûé
ìîìåíò, êîãäà ïîäñëîâî bub âñòðå÷àåòñÿ â W . Äîêàæåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.31 Ñëîâî au íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà

v = wiwi+1 · · ·wi+2n+3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëèíà v ðàâíà 2n + 4, äëèíà bub ðàâíà n + 3 è äëèíà
au ðàâíà n+2, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäëîæåíèè â òî÷íîñòè óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî ïåðâûé ñèìâîë âõîæäåíèÿ au íå ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â bub. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî íà÷àëî au ïåðåêðûâàåòñÿ ñ bub. ßñíî,
÷òî ïåðåêðûòèå ïðîèñõîäèò íå â ïåðâîé ïîçèöèè bub, åñëè ïåðåêðûòèå
ïðîèñõîäèò ïîçèöèè wk, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî aw0 · · ·wn−k = wk · · ·wnb è
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî wk = a è wn−k = b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî u �
ïàëèíäðîì. ¤

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.30
Ïîíÿòíî, ÷òî â ñëîâå v = wiwi+1 · · ·wi+2n+3 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî n + 3

ïîäñëîâà äëèíû n + 2. Íî èç ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè íèõ íåò
ïîäñëîâà au, ñëåäîâàòåëüíî, êàêîå-òî ïîäñëîâî âñòðå÷àåòñÿ êàê ìèíèìóì
äâà ðàçà. Âñå ïîäñëîâà èç v ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû âïðàâî åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì, òàê êàê äâóìÿ ñïîñîáàìè ïðîäîëæàåòñÿ âïðàâî òîëüêî au.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðõñëîâî W ñóùåñòâåííî ïåðèîäè÷íî. ¤

Òåïåðü îòìåòèì åùå îäíó âàæíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñëîâ Øòóðìà �
ïëîòíîñòü âõîæäåíèÿ ñèìâîëà.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå � îïðåäåëåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.32 Îïðåäåëèì ïëîòíîñòü âõîæäåíèÿ ñèìâîëà a â
ñëîâå W = (w)N êàê ïðåäåë

ρ(a) = lim
n→∞

|w0 · · ·wn|a/n
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Åñëè W � ñëîâî Øòóðìà, òî ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ρ(a) èððàöèîíàëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, åñ-
ëè W � ñëîâî Øòóðìà. Ïóñòü an � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ
â ïîäëñëîâå W äëèíû n. Èç ñáàëàíñèðîâàííîñòè W ñëåäóåò, ÷òî ìàê-
ñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé ðàâíî an + 1. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an/n è åãî èððàöè-
îíàëüíîñòü.

Ñëîâî äëèíû kq + r ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà k ñëîâ äëèíû q è îäíî
ñëîâî äëèíû r, èç ÷åãî íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

kaq ≤ akq+r ≤ k(aq + 1) + r (2)
Åñëè ðàññìîòðåòü äîñòàòî÷íî áîëüøèå n, òî åñòü n > q2, ìû ìîæåì

çàïèñàòü n = kq + r, ãäå k ≥ q è 0 ≤ r < q. Òàê êàê r < k, òî íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî r/n < k/n < 1/q, ñëåäîâàòåëüíî, èç âòîðîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (2) èìååì : an/n ≤ aq/q + 2/q.

Äàëåå, òàê êàê n ≥ an ≥ kaq > raq, òî èç ïåðâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(1) âûòåêàåò (aq − 1)n/q = kaq + (raq − n)/q ≤ an çíà÷èò, ïîñëå äåëåíèÿ
íà n èìååì:

aq

q
− 1

q
≤ an

n
≤ aq

q
+

2

q
.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an/n ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè,
à, çíà÷èò, èìååò ïðåäåë.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ýòîò ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñ-
ëîì p/q. Èç íåðàâåíñòâà kan ≤ akn < akn + 1 ≤ k(an + 1), ñëåäóåò, ÷òî
åñëè n′ äåëèò n, òî an/n ≤ an′/n

′ < (an′ + 1)/n′ ≤ (an + 1)/n.
Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a2nq/2

nq)n∈N ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþ-
ùåé, à (a2nq + 1/2nq)n∈N � óáûâàþùåé.

Òîãäà èìååì íåðàâåíñòâà:
aq

q
≤ a2nq

2nq
<

a2nq + 1

2nq
≤ aq + 1

q
.

Íî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê p/q, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
aq = p è a2nq = 2np äëÿ âñåõ n

Äðóãîé çàìå÷àòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿåòñÿ èõ
îïèñàíèå ÷åðåç äèíàìèêó íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 2.33 Ïóñòü S1 � îêðóæíîñòü åäèíè÷íîé äëèíû, U ⊂ S1

� äóãà äëèíû α, Tα � ñäâèã îêðóæíîñòè íà èððàöèîíàëüíóþ âåëè÷èíó
α. Òîãäà äèíàìèêà ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïîðîæäàåò ñëîâî ñ ôóíêöèåé
ñëîæíîñòè TW (n) = n + 1, ò.å. ñëîâî Øòóðìà.
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà (ïîäðîáíåå ñì. [54, 55]). Ðàññìîòðèì
îáðàçû U ïðè èòåðàöèÿõ T (−1)(U), T (−2)(U), · · · . Ïîñêîëüêó äëèíà äóãè
ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé ñäâèãà, òî ïðè ïåðâîé òàêîé èòåðàöèè ïîÿâèòñÿ
ðîâíî îäíà íîâàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà è, ñîîòâåòñòâåííî, îäíî íîâîå ìíî-
æåñòâî ðàçáèåíèÿ, ïðè êàæäîé ñëåäóþùåé èòåðàöèè òàêæå áóäåò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ ðîâíî îäíà äîïîëíèòåëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, îñòàëüíûå ãðàíè÷-
íûå òî÷êè áóäóò ïåðåõîäèòü äðóã â äðóãà. Òàê êàê êîëè÷åñòâî ìíîæåñòâ
ðàçáèåíèÿ � ýòî è åñòü êîëè÷åñòâî ïîäñëîâ äàííîé äëèíû, à èçíà÷àëüíî
áûëî äâà ìíîæåñòâà, òî ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè TW (n) = n + 1

Ñëîâà, ïîëó÷àåìûå òàêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, èíîãäà íàçû-
âàþò ìåõàíè÷åñêèìè ñëîâàìè (mechanical words).

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
Âîïðîñ: Ëþáîå ëè ñëîâî Øòóðìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñäâèãà

îêðóæíîñòè.
Îòâåò íà íåãî ïîëîæèòåëüíûé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðî-

âàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó ýêâèâàëåíòíîñòè:
Òåîðåìà 2.34 Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñëîâî W ýêâèâàëåíòíû:
1. Ñëîâî W èìååò ôóíêöèþ ñëîæíîñòè TW (n) = n + 1.
2. Ñëîâî W ñáàëàíñèðîâàííî è íå ïåðèîäè÷íî.
3. Ñëîâî W ïîðîæäàåòñÿ ñèñòåìîé (S1, U, Tα) ñ èððàöèîíàëüíûì α.

¤
Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó íàä àëôàâèòîì A = {a, b}: σ(a) = ab è

σ(b) = a. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, σ(a), σ2(a). . . . çàäàåò ñëîâî Ôèá-
áîíà÷è(ñì. 2.11):

W = abaababaabaab · · ·
Ïîäñòàíîâêà σ íàçûâàåòñÿìîðôèçìîì Ôèááîíà÷è, òàê êàê äëèíà σn(a)

ðàâíà n-ìó ÷èñëó Ôèááîíà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîä-
ñòàíîâêà óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ σn+2(a) = σn+1(a)σn(a),
à çíà÷èò, è ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ íà äëèíû.

Ïîäñòàíîâêà σ îáëàäàåò åùå îäíèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè
ñëîâî W íàä áèíàðíûì àëôàâèòîì ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà, òî σ(W )
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà.

Äàäèì òåïåðü áîëåå îáùåå
Îïðåäåëåíèå 2.35 Ìîðôèçì ϕ : A∗ → A∗ íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì
Øòóðìà, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà Øòóðìà W ñëîâî ϕ(W ) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà.
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Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî áûòü ìîðôèçìîì Øòóðìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íûì, òî åñòü åãî ìîæíî ïðîâåðèòü íà êîíå÷íûõ ñëîâàõ. Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.36 (S.Berstel, P.S�e�ebold) Ìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèç-
ìîìØòóðìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç ñëîâà u = abbabbababbaba

ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì.
Äëÿ ïðèìåðà, ìîðôèçì Ôèááîíà÷è ïåðåâîäèò ñëîâî u â ñëîâî
σ(u) = abaaabaaabaabaaabaab, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì.
Òåïåðü ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 2.37 ÑëîâîØòóðìà W íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
(èëè ñòàíäàðòíûì), åñëè âñå åãî ïðåôèêñû ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè ñïåöèàëü-
íûìè ïîäñëîâàìè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå ýêâèâàëåíòíîñòè, äëÿ çàäàííîãî α ñóùåñòâóåò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ñëîâ Øòóðìà ñ ïëîòíîñòüþ ñèìâîëîâ α è 1 − α ñîîòâåò-
ñòâåííî, à èìåííî ñëîâà, ïîðîæäåííûå äèíàìèêàìè (S1, Tα, ∆, x0), êîòî-
ðûå îòëè÷àþòñÿ âûáîðîì íà÷àëüíîé òî÷êè x0. Ñòàíäàðòíîå ñëîâî Øòóð-
ìà îòâå÷àåò íà÷àëüíîé òî÷êå x0 = 0.

Êàê ïîêàçàíî â [54], ñòàíäàðòíûå ñëîâà Øòóðìà ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sn êîíå÷íûõ ñëîâ, çàäàâàåìûõ ðå-
êóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì: sn = sdn

n−1sn−2, ãäå n ≥ 1, s−1 = b, s0 = a è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ dn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ d0 ≥ 0, dn > 0, ïðè
n > 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (dn) ñâÿçàíà ñ âåëè÷èíîé ñäâèãà α ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: íåïðåðûâíàÿ äðîáü [0, 1 + d0, d1, d2, . . .] ðàâíà â òî÷íîñòè
α.

Åùå îäíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿåòñÿ èõ îïèñàíèå ÷åðåç
êîëè÷åñòâî ïîäñëîâ-ïàëèíäðîìîâ. Íàïîìíèì, ÷òî êîíå÷íîå ñëîâî w =
w1w2 · · ·wn íàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì, åñëè w = w̃ = wnwn−1 · · ·w1.

Ïàëèíäðîìè÷åñêèì çàìûêàíèåì êîíå÷íîãî ñëîâà u íàçûâàåòñÿ íàè-
ìåíüøåå ïî äëèíå ñëîâî � u+, êîòîðîå èìååò u â êà÷åñòâå ïðåôèêñà.

Ïðèìåð. Äëÿ ñëîâà u = abaabab ïàëèíäðîìè÷åñêîå çàìûêàíèå ðàâíî
u+ = abaababaaba.

Ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñòàíäàðòíûõ ñëîâ Øòóðìà ïîëó÷åíà A.
de Luca [52]:
Ïðåäëîæåíèå 2.38 Áåñêîíå÷íîå âïðàâî ñëîâî W íàä áèíàðíûì àëôà-
âèòîì A = {a, b} ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñëîâîì Øòóðìà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ñëîâî ∆(W ) = a0a1 · · · ,
â êîòîðîì îáà ñèìâîëà âñòðå÷àþòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç òàêîå, ÷òî:
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W = lim
n→∞

un,

ãäå u0 = ε è un+1 = (unan)
(+), n ≥ 1.

Áîëåå îáùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà A.Droubay è J.Pirillo (ñì.[42]):

Ïðåäëîæåíèå 2.39 Áåñêîíå÷íîå ñëîâî W ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñëîâî W èìååò
ðîâíî îäíî ïîäñëîâî-ïàëèíäðîì äëèíû n, åñëè n � ÷åòíîå è ðîâíî äâà
ïîäñëîâà-ïàëèíäðîìà äëèíû n, åñëè n � ÷åòíîå.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ðåêóððåíòíîãî ñëîâà W è åãî ïîäñëîâà u âîçâðà-
ùàåìûå ñëîâà � ýòî ìàêñèìàëüíûå ïî äëèíå ñëîâà, íàõîäÿùèåñÿ ìåæäó
äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè âõîæäåíèÿìè u â W .

Äëÿ ñëîâ Øòóðìà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîé-
ñòâî:

Ïðåäëîæåíèå 2.40 Ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíîå ñëîâî W ÿâëÿåòñÿ ñëî-
âîì Øòóðìà, åñëè è òîëüêî åñëè êàæäûé åãî ïðåôèêñ èìååò ðîâíî äâà
âîçâðàùàåìûõ ñëîâà.

2.13 Ñëîâà Àðíî-Ðîçè.
Åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿþòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûå
ñëîâà íàä ïðîèçâîëüíûì àëôàâèòîì, è ñëîâà ñ ìåäëåííûì ðîñòîì, î êî-
òîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ãëàâàõ 3 è 4. Äðóãîé ïîäõîä ê îáîáùåíèþ ñëîâ
Øòóðìà áûë èññëåäîâàí â ðàáîòàõ Ï. Àðíî è Ã.Ðîçè (ñì. [58]), ïîëó-
÷åííûé êëàññ ñëîâ íîñèò íàçâàíèå ñëîâ Àðíî-Ðîçè (Arnoux-Rauzy words)
èëè AR-ñëîâ.

Áåñêîíå÷íîå ñëîâî W íàä k-áóêâåííûì àëôàâèòîì íàçûâàåòñÿ AR-
ñëîâîì, åñëè äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî
ëåâîå è ðîâíî îäíî ïðàâîå ñïåöèàëüíîå ïîäñëîâî äëèíû n, ïðè÷åì âà-
ëåíòíîñòü ýòèõ ñïåöèàëüíûõ ïîäñëîâ ðàâíà â òî÷íîñòè k.

ßñíî, ÷òî ñëîâà Øòóðìà ÿâëÿþòñÿ AR-ñëîâàìè. Ïðèìåðîì AR-ñëîâà
íàä àëôàâèòîì áîëåå ÷åì èç äâóõ ñèìâîëîâ ÿâëÿåòñÿ ñëîâî Òðèáîíà÷è
(2.4). Îíî ñòðîèòñÿ íàä àëôàâèòîì èç 3-õ ñèìâîëîâ.

Ãðàôû Ðîçè äëÿ AR-ñëîâ íàä k-áóêâåííûì àëôàâèòîì èìåþò âèä.
ñõîæèé ñ ãðàôàìè Ðîçè äëÿ ñëîâ Øòóðìà. Îíè èìåþò ðîâíî îäíó âåðøè-
íó â êîòîðóþ âõîäÿò k ðåáåð è ðîâíî îäíó, èç êîòîðîé âûõîäÿò k ðåáåð.
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Â ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå ñïåöèàëüíîå ïîäñëîâî ÿâëÿ-
åòñÿ ïàëèíäðîìîì, òî îíî ÿâëÿåòñÿ áèñïåöèàëüíûì, òî åñòü è ïðàâûì
è ëåâûì îäíîâðåìåííî. Îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà èìåþò îäíî âõîäÿ-
ùåå è îäíî èñõîäÿùåå ðåáðî. Âñå AR-ñëîâà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî-
ðåêóððåíòíûìè ñëîâàìè.

AR-ñëîâî W íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, åñëè âñå åãî ïðåôèêñû
ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè ñïåöèàëüíûìè ïîäñëîâàìè. Â ÷àñòíîñòè, ñëîâî Òðèáî-
íà÷÷è ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñëîâîì.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå AR-ñëîâà ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ òàê
íàçûâàåìîãî ïðàâèëà Ðîçè (Rauzy's rules). Ïðàâèëî çàêëþ÷àåòñÿ â ñïî-
ñîáå ïîëó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî (ïðàâî) ñëîâà ïîñðåäñòâîì èòåðàöèè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìîðôèçìîâ îïðåäåëåííîãî âèäà. Òî÷íåå, äëÿ çàäàííîãî
àëôàâèòà A ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ τa : A∗ → A∗, a ∈ A:

τa(b) =

{
a, b = a

ab, b 6= a

Äëÿ çàäàííîãî ñëîâà w = a1 · · · an îïðåäåëèì τw = τa1
· · · τan

. Íàïðè-
ìåð, τabc(a) = τab(ca) = τa(bcba) = abacaba.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.41 Ïðîèçâîëüíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå AR-ñëîâî íàä
àëôàâèòîì A ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
((τdn

(a))n≥1 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A, ãäå dn åñòü ïðåôèêñ äëèíû n íåêîòî-
ðîãî áåñêîíå÷íîãî ñëîâà ∆, êîòîðîå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî âõîæ-
äåíèé êàæäîãî ñèìâîëà èç A.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 2.38 äëÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ AR-ñëîâ áûë ïîëó÷åí [43]:

Òåîðåìà 2.42 Ïðîèçâîëüíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå AR-ñëîâî ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (un)n≥0 ñëîâ, ãäå un+1 = (unan)

+

� ïàëèíäðîìè÷åñêîå çàìûêàíèå unan, u0 = ε, è áåñêîíå÷íîå ñëîâî ∆ =
a0a1a2 · · · ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî âõîæäåíèé êàæäîãî ñèìâîëà èç
A.
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3 Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
3.1 Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû.
Ïîíÿòèå ñáàëàíñèðîâàííîñòè èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè
êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ñëîâ, à òàêæå â òåîðèè áèëëèàðäîâ è òåîðèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ ñëîâ íàä àëôàâèòîì A = {a1, a2, . . . , an} ñâîéñòâî ñáàëàíñèðîâàí-
íîñòè (èëè �ðàâíîìåðíîé ïåðåìåøàííîñòè�) îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáûõ äâóõ
ïîäñëîâàõ îäèíàêîâîé äëèíû êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ îäíîãî ñîðòà (íàïðè-
ìåð, ñèìâîëîâ a1) ïî÷òè îäíî è òî æå. Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n,
è ëþáûõ äâóõ ïîäñëîâ îäèíàêîâîé äëèíû, êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ ai â íèõ
îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1.

Áåñêîíå÷íûå íåïåðèîäè÷åñêèå ñëîâà íàä àëôàâèòîì èç äâóõ ñèìâîëîâ
� ýòî â òî÷íîñòè ñëîâà Øòóðìà.

Èç òåîðåìû ýêâèâàëåíòíîñòè 2.34 ñëåäóåò, ÷òî ñáàëàíñèðîâàííîå íåïå-
ðèîäè÷åñêîå ñëîâî ïîðîæäàåòñÿ ñäâèãîì íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî
åñòü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wn =

{
a, T

(n)
α (x0) ∈ U

b, T
(n)
α (x0) 6∈ U,

ãäå Tα : x → x + α(mod1) � ñäâèã íà âåëè÷èíó α, U � äóãà äëèíû α è
x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà.

Íàøà öåëü � îáîáùåíèå äàííîãî ðåçóëüòàòà íà ñáàëàíñèðîâàííûå
ñëîâà íàä áîëåå ÷åì äâóõáóêâåííûì àëôàâèòîì, òî åñòü ïîñòðîåíèå äëÿ
êàæäîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ñëîâà òàêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ
ïîðîæäàëà áû äàííîå ñëîâî.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ â àðèôìåòè÷åñêîé ôîð-
ìå áûëè ïîëó÷åíû Ð.Ãðýõåìîì [45] , à ïîçäíåå îïèñàíèå â ôîðìå áèíàð-
íûõ ñëîâ Øòóðìà áûëî ïîëó÷åíî Ï.Õóáåðòîì [46].

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî îïèñàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ Øòóðìà ñâÿçàíî
ñ èçâåñòíîé ïðîáëåìîé Ôðåíêåëÿ (Fraenkel conjecture, [64]) î ïîêðûòèè
ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Áåòòè (äðóãîå íàçâàíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà).

3.2 Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè è îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , an} � êîíå÷íûé àëôàâèò, W � áåñêîíå÷íîå (â îáå
ñòîðîíû) ñëîâî, òî åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ èç
A.
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Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè TW (n) îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ äëèíû n ñëîâà W

Ñëîâî Øòóðìà � ýòî áåñêîíå÷íîå ñëîâî ñ ôóíêöèåé ñëîæíîñòè TW (n)=n+1,
n ≥ 1.

Äëÿ êîíå÷íîãî ïîäñëîâà u ⊂ W îáîçíà÷èì âåëè÷èíû |u| � äëèíà ñëîâà
è |u|ai

� êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé â ïîäñëîâî u ñèìâîëîâ ai. ßñíî, ÷òî |u| =∑
ai∈A |u|ai

.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Áåñêîíå÷íîå ñëîâî W íàä àëôàâèòîì A = {a1, a2, . . . , an}
íàçûâàåòñÿ m-ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäñëîâ u, v ⊂
W è ëþáîãî ñèìâîëà ai ∈ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

||u|ai
− |v|ai

| ≤ m.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñëîâî 1-ñáàëàíñèðîâàííî, áóäåì ïðîñòî ãîâîðèòü, ÷òî îíî
ñáàëàíñèðîâàííî.

Îòìåòèì, ÷òî 0-ñáàëàíñèðîâàííîñòü âåäåò ê ïåðèîäè÷íîñòè:

Ïðåäëîæåíèå 3.2 Ïóñòü äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñëîâà W ñóùåñòâóåò òà-
êîå íàòóðàëüíîå k, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäñëîâ u, v äëèíû k è ëþáîãî
ñèìâîëà ai âûïîëíÿåòñÿ |u|ai

= |v|ai
. Òîãäà ñëîâî W ïåðèîäè÷íî

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè, ñáàëàíñèðîâàííîñòü îçíà÷àåò ìèíèìàëü-
íîå îòêëîíåíèå îò ïåðèîäè÷íîñòè, òàêæå, êàê è ìèíèìàëüíûé ðîñò.

3.3 Êîíå÷íûå ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà
Ïðåäëîæåíèå 3.3 Ïóñòü k ≥ 2, òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ñëîâà u,
u2 ñáàëàíñèðîâàííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñáàëàíñèðîâàííî uk.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. ßñíî, ÷òî åñëè u2 íå ñáàëàíñèðîâàííî, òî è uk íå
ñáàëàíñèðîâàííî.

2. Ïóñòü uk íå ñáàëàíñèðîâàííî, òîãäà ïóñòü v è v′ � äâà ïîäñëîâà uk

ìèíèìàëüíîé äëèíû òàêèå, ÷òî ||v|a − |v′|a| ≥ 2.
Åñëè |v| ≥ |u|, òî v = xy, v′ = x′y′ è |x| = |x′| = |u|. Ñëîâà x è

x′ ñîïðÿæåíû ñ u è, çíà÷èò, |x|a = |x′|a = |u|a. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
||y|a − |y′|a| ≥ 2, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ìèíèìàëüíîñòüþ |v|.
Ñëåäîâàòåëüíî, |v| < |u| è ñëîâî v ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì u2. ¤
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Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ñëîâà w íàä àëôàâèòîì
A = {a, b}, ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå n, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè âõîæäåíèÿìè ñèìâîëà b íàõîäèòñÿ ðîâíî n èëè n + 1 ñèìâîë a.

Áîëåå òîãî, êàæäîå òàêîå ñáàëàíñèðîâàííîå ñëîâî w ìîæåò íà÷èíàòü-
ñÿ è îêàí÷èâàòüñÿ íå áîëåå, ÷åì n + 1 ñèìâîëîì a è, çíà÷èò, ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå w = SA1A2 · · ·AkP , ãäå k ≥ 0, S = al (0 ≤ l ≤ n+1),
Ai ∈ {ban, ban+1} (1 ≤ i ≤ k) è P = bal (0 ≤ l ≤ n + 1). Åñëè ñëîâî w (íå
îáÿçàòåëüíî ñáàëàíñèðîâàííîå) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â òàêîì âèäå,
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ n-ñâîäèìûì èëè, ïðîñòî, ñâîäè-
ìûì.

Äëÿ çàäàííîãî ñâîäèìîãî ñëîâà w = SA1A2 · · ·AkP ìû ìîæåì ïî-
ñòðîèòü íîâîå ñëîâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì Red(w) = sa1a2 · · · akp òàêîå,
÷òî:

• s = ε, åñëè S 6= an+1, èíà÷å s = b

• ai = a, åñëè Ai = ban

• ai = b, åñëèAi = ban+1

• p = ε, åñëè P 6= ban+1, èíà÷å s = b

Åñëè n ≥ 1, òî îïåðàöèÿ ñâåäåíèÿ íåòðèâèàëüíà, äåéñòâèòåëüíî, òîãäà
|Red(w)| ≤ |w|/2 (òàê êàê |s| ≤ |S|/2 , p ≤ |P |/2 è |ai| ≤ |Ai|/2 ).

Ñ ïðåäëîæåííîé îïåðàöèåé ñâåäåíèÿ ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.4 Ïóñòü êîíå÷íîå ñëîâî w íàä àëôàâèòîì A ñîäåðæèò íå
ìåíåå îäíîãî ñèìâîëà b. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñëîâî w ñáàëàíñèðîâàííî.

2. Ñëîâî w n-ñâîäèìî (äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n > 0) è ñëîâî Red(w)
ñáàëàíñèðîâàííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëþáîå ñáàëàíñèðîâàííîå ñëîâî ñâîäèìî, äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî n-ñâîäèìîå ñëîâî íå ñáàëàíñèðîâàííî, åñëè è
òîëüêî åñëè íå ñáàëàíñèðîâàííî ñëîâî Red(w). Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì,
÷òî w íå ñáàëàíñèðîâàííî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîäñëîâî v, ÷òî ava è bvb � ïîäñëîâà w.

Åñëè |v|b = 0, òî v = an èëè v = an+1. Â ýòîì ñëó÷àå an+2 ÿâëÿåòñÿ
ïîäñëîâîì ava è òîãäà w íå ÿâëÿåòñÿ n-ñâîäèìûì.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå l, ÷òî alb ÿâëÿåòñÿ ïðeôèêñîì ñëîâà v.
Òàê êàê bvb � ïîäñëîâî w, òî l = n èëè l = n+1. Òàê êàê an+2 íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäñëîâîì w è aal ïîäñëîâî av, ìû èìååì l = n.

Àíàëîãè÷íî, ban ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì v, çíà÷èò v = anhn(u)ban, ãäå
u ∈ {a; b}∗. Òàê êàê banhn(u)banb � ïîäñëîâî w, òî aua � ïîäñëîâî Red(w).

Òàê êàê an+1hn(u)ban+1 � ïîñäëîâî w, òî bub � ïîäñëîâî Red(w). Ñëå-
äîâàòåëüíî, Red(w) íå ñáàëàíñèðîâàííî.

Òåïåðü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Red(w) íå ñáàëàíñèðîâàííî. Èç ïðåäëîæå-
íèÿ 3, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäñëîâî v, ÷òî ava è bvb � ïîäñëîâà Red(w). Òàê
êàê bvb � ïîäñëîâî Red(w), òî an+1hn(v)ban+1 � ïîäñëîâî w. Òåïåðü çàìå-
òèì, ÷òî åñëè ava � ñóôôèêñ Red(w), òî ñóùåñòâóåò öåëîå l, (0 ≤ l ≤ n)
òàêîå, ÷òî hn(ava)bal � ñóôôèêñ w. Òîãäà banhn(v)banb ÿâëÿåòñÿ ïîäñëî-
âîì w, è, çíà÷èò, w íå ñáàëàíñèðîâàííî.

3.4 Ðàñøèðåíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ.
Â ýòîé ÷àñòè ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ñáàëàíñèðîâàííîå ñëîâî
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî áîëåå äëèííîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ñëîâà. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ïðåôèêñîì ïîñëåäóþùåãî, çàäàåò áåñêîíå÷íîå (âïðàâî) ñáàëàíñèðîâàí-
íîå ñëîâî. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3.5 Äëÿ ëþáîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ñëîâà íàä àëôàâè-
òîì A = {a, b} ñóùåñòâóåò íå ìåíåå äâóõ ñèìâîëîâ x è y èç A òàêèõ,
÷òî wx è yw ñáàëàíñèðîâàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wa è wb íå ñáàëàíñèðîâàíû, à w � ñáàëàíñèðîâàí-

íî. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäñëîâà v è v′, ÷òî
ava � ñóôôèêñ wa, bv′b � ñóôôèêñ wb, à bvb è av′a � ïîäñëîâà w.

ßñíî òàêæå, ÷òî |v| 6= |v′|. Åñëè |v| < |v′|, òî v′ = uav äëÿ íåêîòîðîãî
ñëîâà u. Òîãäà ava è bvb ÿâëÿþòñÿ ïîäñëîâàìè w è w íå ñáàëàíñèðîâàííî:
ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå |v| > |v′|, av′a è
bv′b � ïîäñëîâà w.

Òåïðåü, åñëè w ñáàëàíñèðîâàííî, òî è îáðàòíîå ñëîâî w̃ òîæå ñáà-
ëàíñèðîâàííî. Äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò y ∈ A, ÷òî w̃y � ñáàëàíñèðîâàííî,
çíà÷èò, è yw � ñáàëàíñèðîâàííî.

¤
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Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ íàä áèíàðíûì àëôà-
âèòîì ñóùåñòâóåò íàãëÿäíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: êîîðäèíàò-
íóþ ïëîñêîñòü è ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ ñ èððàöèîíàëüíûì òàíãåíñîì
íàêëîíà. Ðàññìîòðèì òàêèå òî÷êè íà ýòîé ïðÿìîé, ó êîòîðûõ õîòÿ áû
îäíà êîîðäèíàòà � öåëîå ÷èñëî (îòìåòèì, ÷òî â ñèëó èððàöèîíàëüíîñòè
òàíãåíñà íàêëîíà,òî÷êà ñ äâóìÿ öåëûìè êîîðäèíàòàìè ìîæåò áûòü òîëü-
êî îäíà). Òî÷êàì ñ öåëîé êîîðäèíàòîé ïî îñè X ñîïîñòàâèì ñèìâîë a,
òî÷êàì ñ öåëîé êîîðäèíàòîé ïî Y ñîïîñòàâèì b. Åñëè òî÷êà èìååò äâå öå-
ëûå êîîðäèíàòû � åé ñîïîñòàâëÿåòñÿ a, åñëè ïðÿìàÿ èìååò óãîë íàêëîíà
ìåíüøå π/4, è b â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëîâî, êîòîðîå ìîæíî ïðî÷èòàòü
âäîëü ïðÿìîé áóäåò ñëîâîì Øòóðìà è ñáàëàíñèðîâàííûì íåïåðèîäè÷å-
ñêèì.

Ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî îáîáùèòü â n-ìåðíûé àíàëîã. Â ýòîì ñëó÷àå
îáðàçóþòñÿ êëàññû ò.í. êóáè÷åñêèõ (3-ìåðíûé àíàëîã) è ãèïåðêóáè÷åñêèå
(n-ìåðíûé àíàëîã) áèëëèàðäíûå ñëîâà.

Åùå îäíîé âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé áåñêîíå÷íûõ ñëîâ ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íîñòü:
Îïðåäåëåíèå 3.6 Ïóñòü W = (wn)n∈Z � áåñêîíå÷íîå ñëîâî íàä àëôà-
âèòîì A = {a1, a2, . . . , an}. Ïëîòíîñòüþ ñèìâîëà ai íàçûâàåòñÿ ïðåäåë
(åñëè îí ñóùåñòâóåò):

ρ(ai) = lim
n→∞

|w−n · · ·w−1w0w1 · · ·wn|ai
/2n

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî âïðàâî ñëîâà:
ρ(ai) = lim

n→∞
|w0w1 · · ·wn|ai

/n

Åñëè ñëîâî W � ñëîâîØòóðìà, òî îíî ïîðîæäàåòñÿ ñäâèãîì îêðóæíîñòè.
Ñäâèã íà èððàöèîíàëüíóþ âåëè÷èíó ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì (ñì. [67]),
ïîýòîìó ïëîòíîñòü êàæäîãî ñèìâîëà ñîâïàäàåò ñ ìåðîé Õààðà õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà. Òî æå âåðíî è äëÿ ëþáîãî ñëîâà, ïîðîæäàåìîãî
ñäâèãîì îêðóæíîñòè.

Ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ áûë èçó÷åí Òàéäåìà-
íîì ([63]). Îí ïîêàçàë, ÷òî ëþáîå ïåðèîäè÷åñêîå ñáàëàíñèðîâàííîå ñëîâî
îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ ïî êàæäîìó ñèìâîëó.

3.5 Ñëîâà, ïîðîæäàåìûå ïîâîðîîòîì îêðóæíîñòè.
Â ýòîé ÷àñòè ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ óòâåð-
æäåíèé î ñäâèãå îêðóæíîñòè è ñëîâàõ, ïîðîæäàåìûõ ñäâèãîì îêðóæíî-
ñòè íà èððàöèîíàëüíóþ âåëè÷èíó.
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Ïðåäëîæåíèå 3.7 1. Òðàåêòîðèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðè èððà-
öèîíàëüíîì α âñþäó ïëîòíà (ëåììà Êðîíåêåðà)
2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñëîâà, ïîðîæäàåìûå ýòîé äèíàìèêîé
(ò.å. ñóùåñòâåííûå ýâîëþöèè) ýêâèâàëåíòíû (òî åñòü ìíîæå-
ñòâà èõ êîíå÷íûõ ïîäñëîâ ñîâïàäàþò).

Ïðåäëîæåíèå 3.8 Ïóñòü W = (wn) � ñëîâî, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ
äèíàìèêîé (S1, Tα, U, x0) è ïóñòü β = α/q + r/q, Uq = {x|qx ∈ U},
y0 = x0/q, ãäå q, r � öåëûå. Òîãäà ýâîëþöèÿ òî÷êè x0, ïîðîæäåííàÿ
äèíàìèêîé (S1, Tβ, Uq, y0) áóäåò ñîâïàäàòü ñ W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî T
(n)
α (x0) ∈ U òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T
(n)
β (y0) ∈ Uq. Òàêóþ îïåðàöèþ íàä äèíà-

ìèêîé ìû áóäåì íàçûâàòü q-ðàçìíîæåíèåì. ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè U

� ñèììåòðè÷íîå ïîäìíîæåñòâî, òî åñòü ïðè ñäâèãå íà âåëè÷èíó 1/q (q-
öåëîå) ïåðåõîäèò â ñåáÿ, òî àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî
U q = {qx|x ∈ U} è ñäâèã, â q ðàç áîëüøèé. Òàêóþ îïåðàöèþ ìû áóäåì
íàçûâàòü q-ñæàòèåì.

Ïðåäëîæåíèå 3.9 Ïóñòü äâà ñëîâà W1 è W2 ïîðîæäåííûå äèíàìèêà-
ìè (S1, Tα, U, x0) è (S1, Tβ, V, y0) ñîâïàäàþò. Òîãäà ñóùåñòâóþò p è q
òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâà U è V ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìíîæåíèÿõ
ñîâïàäàþò c òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà,ò.å. Up = Tδ(Vq) äëÿ íåêîòîðîãî
δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî 1, α è β ëèíåéíî çàâèñèìû
íàä Q (ò.å. ñóùåñòâóþò öåëûå m,n, k òàêèå, ÷òî mα + nβ = k). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü α è β ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû ñ åäèíèöåé íàä Q . Ðàññìîòðèì ñäâèã íà äâóìåðíîì òîðå T2 h :
(x, y) → (x + α, y + β) mod 1. Ñîãëàñíî ëåììå Âåéëÿ, òðàåêòîðèÿ ëþ-
áîé òî÷êè ïðè òàêîì ñäâèãå âñþäó ïëîòíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò k òàêîå,
÷òî hk(x0, y0) ∈ U × (S1/V ), íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â k-îì ñèìâîëå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷àþòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò α = p/qβ + r/s,
ãäå p, q, r, s�öåëûå. Ïîêàæåì, ÷òî äàííûå p è q � èñêîìûå. Ïîëîæèì
αp = α/p = β/q + r/sp, βq = β/q, òîãäà psαp = psβq = γ(mod1).
Ñîâìåñòèì íà÷àëüíûå òî÷êè ñäâèãîì, ïóñòü âåëè÷èíà ñäâèãà ðàâíà δ.
Ðàññìîòðèì ñäâèã íà γ. Ïîñêîëüêó γ � èððàöèîíàëüíî, òî òðàåêòîðèÿ
ëþáîé òî÷êè ïðè ñäâèãå íà γ âñþäó ïëîòíà. Ïîýòîìó, åñëè Up 6= Vq, òî
ñóùåñòâóåò ìîìåíò, êîãäà òðàåêòîðèÿ òî÷êè ïîïàäåò â Up 4 Vq (çäåñü
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A4B îáîçíà÷àåò ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B), ò.å. ñëîâà
â äàííîé ïîçèöèè ðàçëè÷àþòñÿ.

¤
Ýòî ïðåäëîæåíèå ìîæíî óñèëèòü è ïîòðåáîâàòü íå ïîëíîå ñîâïàäåíèå

ñëîâ, à èõ ñîâïàäåíèå íà ìíîæåñòâå ïîçèöèé, èìåþùåì ïîëîæèòåëüíóþ
ìåðó â Z, òî åñòü ïîòðåáîâàòü íåíóëåâóþ ïëîòíîñòü ðàññîãëàñîâàíèÿ.

Òåïåðü, ïóñòü îêðóæíîñòü ðàçáèòà íà k äóã:
{I1 = [β1, β2), I2 = [β2, β3), . . . , In = [βn, βn+1)}, βn+1 = β1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèìâîëà a ∈ A ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî Ia

Ðàññìîòðèì ñäâèã îêðóæíîñòè íà èððàöèîíàëüíóþ âåëè÷èíó α è ïî-
ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî W íàä àëôàâèòîì A = {a1, a2, . . . , an}.
Ïðåäëîæåíèå 3.10 Êîíå÷íîå ñëîâî u = x0x1x2 · · · xk ÿâëÿåòñÿ ïîäñëî-
âîì W òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k⋂

i=0

T−i
α (Ixi

) 6= ∅

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû Êðîíå-
êåðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî, òî èç âñþäóïëîòíîñòè
òðàåêòîðèè ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïîïàäåò â ïåðåñå÷åíèå (êîíå÷íîå ïå-
ðåñå÷åíèå ïîëóèíòåðâàëîâ � èíòåðâàë èëè îòðåçîê èëè ïîëóèíòåðâàë).
Êóñîê ýâîëþöèè, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè â ïåðåñå÷å-
íèå, ñ äëèíîé, ðàâíîé k + 1 áóäåò ñîâïàäàòü ñëîâó u.

¤

3.6 Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà íàä àëôàâèòîì èç n ñèìâîëîâ.
Ïóñòü W = (wn)n∈Z � áåñêîíå÷íîå â îáå ñòîðîíû íåïåðèîäè÷åñêîå ñáà-
ëàíñèðîâàííîå ñëîâî íàä àëôàâèòîì A = {a1, a2, . . . , an}.

Ïîñòðîèì ñëîâà W1,W2, . . . , Wn íàä áèíàðíûìè àëôàâèòàìè
A1 = {a1, ā1}, A2 = {a2, ā2}, . . . , An = {an, ān}
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wi = (wi
n)n∈Z,

wn
i = wn =

{
ai, wn = ai

āi, wn 6= ai
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Ïðåäëîæåíèå 3.11 Ñëîâî Wi ÿâëÿþòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì íàä àëôà-
âèòîì Ai äëÿ ëþáîãî i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñáàëàíñèðîâàííîñòè W ñëåäóåò ñáàëàíñèðîâàí-
íîñòü Wi ïî ñèìâîëó ai, äåéñòâèòåëüíî, åñëè u = wjwj+1 · · ·wk ⊂ W

è u′ = wi
jw

i
j+1 · · ·wi

k � ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäñëîâî W i, òî |u|ai
= |u′|ai

.
Ñáàëàíñèðîâàííîñòü ïî îäíîìó ñèìâîëó äëÿ ñëîâ íàä áèíàðíûì àëôà-
âèòîì âëå÷åò ñáàëàíñèðîâàííîñòü â öåëîì. ¤

Ñîãëàñíî òåîðåìå ýêâèâàëåíòíîñòè 2.34, äëÿ êàæäîãî ñëîâà Wi ñó-
ùåñòâóåò äèíàìèêà (S1, Tαi

, ∆i, xi) (i = 1, 2, . . . , n), êîòîðàÿ ïîðîæäàåò
äàííîå ñëîâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ñðåäè ñèìâîëîâ w1

k, w
2
k, . . . , w

n
k

äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí ñèìâîë èç àëôàâèòà A = {a1, a2, a3, . . .} è ðîâíî
n− 1 ñèìâîë èç àëôàâèòà Ā{ā1, ā2, ā3, . . .}.

Ïðåäëîæåíèå 3.12 1, αi, αj ëèíåéíî çàâèñèìû íàä Q äëÿ ëþáûõ i è j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ðàññìîòðèì ñäâèã íà âåê-
òîð (αi, αj) íà äâóìåðíîì òîðå T2 = S1×S1. Ñîãëàñíî ëåììå Êðîíåêåðà-
Âåéëÿ, òðàåêòîðèÿ ëþáîé òî÷êè ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ 1 íàä Q. Òîãäà
ïëîòíà è òðàåêòîðèÿ òî÷êè (xi, xj), ñëåäîâàòåëüíî, íà êàêîì-òî øàãå îíà
ïîïàäåò â ìíîæåñòâî U = {(x, y|x ∈ ∆i, y ∈ ∆j)}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà n-
ì ìåñòå â ñëîâå W îäíîâðåìåííî ñòîÿò ñèìâîëû ai è aj, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïðîòèâîðå÷èå. ¤

Ôàêòè÷åcêè, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ
ïîðîæäàåò ñëîâî W ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Tn, Tγ, U1, U2, . . . , Un, (x1, x2, . . . , xn)),

ãäå Tγ : Tn → Tn � ñäâèã íà n-ìåðíîì òîðå íà âåêòîð γ = (α1, α2, . . . , αn),
à Ui = {(y1, y2, . . . , yn) ∈ Tn|yi ∈ ∆i}.

Îäíàêî ÿñíî, ÷òî â ñèëó ïîïàðíîé ðàöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè íàä Q,
äèíàìèêà ðåàëèçóåòñÿ íà ìåíüøåì ìíîæåñòâå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M çàìûêàíèå òðàåêòîðèè òî÷êè x = (x1, x2, . . . , xn)
ïðè äåéñòâèè Tγ.

Ïðåäëîæåíèå 3.13 M ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâó S1 × {1, 2, . . . N}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñå αi ïîïàðíî ëèíåéíî çàâèñèìû ñ åäèíèöåé
íàä Q, òî ñóùåñòâóåò òàêîå α (íàïðèìåð, α1 ) òàêîå, ÷òî
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α1 = r1/s1α + p1/q1

α2 = r2/s2α + p2/q2...
α1 = rn/snα + pn/qn,

ãäå ri, si, pi, qi ∈ Z.
Òî åñòü γ = α(r1/s1, . . . , rn/sn) + (p1/q1, . . . , pn/qn) = α~ρ1 + ~ρ2, ãäå

~ρ1, ~ρ2 � ðàöèîíàëüíûå âåêòîðû.
Îòñþäà âèäíî, ÷òî, òàê êàê ñäâèãè ìåæäó ñîáîé êîììóòèðóþò, òî çà-

ìûêàíèå òðàåêòîðèè åñòü ïðÿìàÿ íàïðàâëåííàÿ âäîëü âåêòîðà ~ρ1 è âñå
åå îáðàçû ïðè ñäâèãå íà âåêòîðà âèäà m~ρ2 (m ∈ Z). Ïîñêîëüêó ~ρ1 �
ðàöèîíàëüíûé âåêòîð, òî ïðÿìàÿ íà òîðå áóäåò çàìêíóòà, òî åñòü ãîìåî-
ìîðôíà îêðóæíîñòè, à ïîñêîëüêó ~ρ2 � ðàöèîíàëåí, òî ðàçëè÷íûõ îáðàçîâ
ýòîé îêðóæíîñòè ïðè ñäâèãàõ íà m~ρ2 áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî. ¤

Òåïåðü âèäíî, ÷òî äèíàìèêà ðåàëèçóåòñÿ íà ìíîæåñòâå

M = S× {1, 2, . . . , N},
à îòîáðàæåíèå èìååò âèä:

f : (x, k) → (x + α, k + 1 mod N).

Áóäåì òåïåðü ïîíèìàòü ïîä Ui õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ ñèì-
âîëà ai, êîòîðîå ëåæèò íà çàìûêàíèè òðàåêòîðèè, è ïóñòü òàêæå Uk

i îáî-
çíà÷àåò ÷àñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ëåæèò íà k-îé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè (îêðóæíîñòè) M .

Èç âñþäóïëîòíîñòè òðàåêòîðèè íà M ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïðè-
íàäëåæèò êàêîìó-òî ìíîæåñòâó Uk

i . Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ îáùåé êàðòèíû íàì
íåîáõîäèìî îïèñàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 3.14 Êàæäîå ìíîæåñòâî U l
i ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ki

äóã, ïåðèîäè÷åñêè ðàçáèâàþùèõ îêðóæíîñòü (òî åñòü èíâàðèàíòíîå
îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà 1/ki), ïðè÷åì ki íå çàâèñèò îò íîìåðà êîìïî-
íåíòû l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëîâî, ïîðîæäàåìîå íà l-îé êîìïîíåíòå
è õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîæåñòâå U l

i êîòîðîå ìû ïîñòðîèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó òðàåêòîðèè x0, êîòîðàÿ ïî-
ïàäàåò íà l-þ êîìïîíåíòó, ÷åðåç N øàãîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ f îíà ñíîâà
ïîïàäåò íà ýòó æå îêðóæíîñòü, ñìåñòèâøèñü íà âåêòîð Nα, ñëåäóþùàÿ
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èòåðàöèÿ � òàêîå æå ñìåùåíèå íà Nα è ò.ä. Ïðè ïîïàäàíèè â U l
i çàïèñû-

âàåì ai, ïðè íåïîïàäàíèè � āi. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ñëîâî ñîâïàäàåò ñî
íåêîòîðûì ñëîâîì âèäà {vk = wi

kN} ñîñòàâëåííîãî èç N -õ ñèìâîëîâ ñëîâà
Wi, òî åñòü ñîâïàäàåò ñî ñëîâîì, ïîðîæäåííûì äèíàìèêîé (S1, TNαi, ∆).
Èç ïðåäëîæåíèÿ è ñëåäñòâèÿ ê íåìó ñëåäóåò, ÷òî Uk

i åñòü îáúåäèíåíèå ki

äóã, ïåðèîäè÷åñêè ðàçáèâàþùèõ îêðóæíîñòü. ¤
Áóäåì îáîçíà÷àòü äëèíû äóã, êîòîðûå îáðàçóþò Ui ÷åðåç λi.

Ïðåäëîæåíèå 3.15 Äëÿ êàæäîãî i âûïîëíÿåòñÿ α = λi + li/ki èëè
α = −λi + li/ki

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäëîæå-
íèÿ 3.9. ¤

Òåïåðü ðàçîáüåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà íà äâà êëàññà: òå Ui,
äëÿ êîòîðûõ α = λi + li/ki äëÿ óäîáñòâà îêðàñèì â êðàñíûé öâåò (à ðàç-
ëè÷àòü ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà áóäåì ïî îòòåíêàì), îñòàëüíûå àíàëîãè÷íî
îêðàñèì â ñèíèé. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ, åñëè èç ëå-
âîãî êîíöà êðàñíîé ñäâèíóòüñÿ íà α òî ïîïàäåì â ïðàâûé êîíåö äóãè
òîãî æå öâåòà (è îòòåíêà), à åñëè èç ïðàâîãî êîíöà äóãè ñèíåãî öâåòà
ñìåñòèòüñÿ íà α, òî ïîïàäåì â ëåâûé êîíåö äóãè òîãî æå öâåòà (ëåâûé è
ïðàâûé êîíöû îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî îðèåíòàöèè îêðóæíîñòè)

Ïðåäëîæåíèå 3.16 Âñå äóãè îäíîãî öâåòà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì äëÿ êðàñíîãî öâåòà. Òàê êàê α = λi+li/ki =
λj + lj/kj, òî λi−λj ∈ Q, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà λi = λj. Äëÿ ñèíåãî
öâåòà äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî. ¤

Ïðåäëîæåíèå 3.17 Íà îäíîé êîìïîíåíòå äóãè, èìåþùèå îáùóþ ãðà-
íèöó, èìåþò ðàçíûé öâåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü êàêèå-òî äâå äóãè
(x1, x2), (x2, x3) � êðàñíûå. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äðóãàÿ ñîñåäíÿÿ ñ
äóãîé (x1, x2), äóãà (x0, x1) � ñèíÿÿ (ñëó÷àé äâóõ ñèíèõ äóã ðàññìàòðèâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íî). Ðàññìîòðèì îáðàçû òî÷åê x1, x2 ïðè ñäâèãå íà α. Òàê
êàê α = λ+ li/ki äëÿ äóã ãðàñíîãî öâåòà, òî x1 +α ÿâëÿåòñÿ êîíöîì äóãè
òîãî æå öâåòà, ÷òî è (x1, x2), à x2 +α � êîíöîì äóãè òîãî æå öâåòà, ÷òî è
(x2, x3). Òàê êàê äëèíû êðàñíûõ äóã ðàâíû λ, òî òî÷êà x1 + α ÿâëÿåòñÿ
ëåâûì êîíöîì äóãè òîãî æå öâåòà ÷òî è (x2, x3).
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Íî x1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì äóãè ñèíåãî öâåòà, ñëåäîâàòåëü-
íî, x1 + α äîëæåí áûòü ëåâûì êîíöîì äóãè ýòîãî æå öâåòà, çíà÷èò, x1

îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì äâóõ ðàçíûõ äóã. Ïðîòèâîðå÷èå.¤
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî íà îäíîé êîìïîíåíòå ðàçáèåíèå íà õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà, èëè ðàñêðàñêà, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Êàæäîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî Ui ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú-
åäèíåíèå äóã îäíîé äëèíû, íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñåðåäèíû äóã
îáðàçóþò ïðàâèëüíûé ki-óãîëüíèê (òî åñòü èíâàðèàíòíû ïðè ñäâèãå
íà 1/ki).

2. Äóãè ðàçáèòû íà äâà öâåòà, êðàñíûé è ñèíèé. Äóãè îäíîãî öâåòà
èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó

3. Íà îäíîé êîìïîíåíòå (îêðóæíîñòè) êðàñíûå è ñèíèå äóãè ÷åðåäó-
þòñÿ.

Îñòàëîñü ïîíÿòü êàê ìåíÿåòñÿ ðàñêðàñêà ïðè ïåðåõîäå îò i-îé ê (i+1)-
îé êîìïîíåíòå. Ïóñòü m � êîëè÷åñòâî êðàñíûõ (à, çíà÷èò, è ñèíèõ äóã
íà îäíîé êîìïîíåíòå)

Ïðåäëîæåíèå 3.18 Ïðè ïåðåõîäå îò i-îé ê (i+1)-îé êîìïîíåíòå äóãè
êðàñíîãî öâåòà îñòàþòñÿ íà ìåñòå, äóãè ñèíåãî öâåòà ïîâîðà÷èâàþòñÿ
íà 1/m. Êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò N êðàòíî m.

3.7 Îñíîâíàÿ òåîðåìà î íåïåðèîäè÷åñêèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ
ñëîâàõ íàä ïðîèçâîëüíûì àëôàâèòîì

Äëÿ áîëåå íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé òåîðåìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî îêðóæíîñòü íà, êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ äèíàìèêà èìååò äëèíó m

Òåîðåìà 3.19 Ïóñòü W� ñáàëàíñèðîâàííîå íåïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî íàä
àëôàâèòîì A. Òîãäà äëÿ W ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M, f),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1. M = S× Zm êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

2. f : M → M åñòü êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà α â S è ñäâèãà íà 1 â
Zm. Äëèíà S1 ðàâíà m.

3. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà S1 × {k} k = 1, . . . , n ðàçáèòà íà 2m äóã: m

êðàñíûõ è m ñèíèõ; âñå êðàñíûå èìåþò äëèíó α, âñå ñèíèå 1 −
α,êðàñíûå è ñèíèå äóãè ÷åðåäóþòñÿ.
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4. Ñèíèé öâåò èìååò l îòòåíêîâ, êðàñíûé � k, k+l = |A| � ÷èñëî áóêâ
â àëôàâèòå. Âñå ñåðåäèíû äóã äàííîãî îòòåíêà îáðàçóþò âåðøèíû
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà (�ïðàâèëüíûé 1-óãîëüíèê� � ýòî òî÷-
êà íà îêðóæíîñòè,�ïðàâèëüíûé 2-óãîëüíèê� � ïàðà äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êè).

5. Ïðè ïåðåõîäå îò êîìïîíåíòû S1 × {k} ê êîìïîíåíòå S1 × {k + 1}
( S1×{m + 1} = S1×{1}) ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ îòòåíêîâ âíóò-
ðè êðàñíûõ è ñèíèõ êîìïîíåíò ñîõðàíÿåòñÿ, à ñàìè êðàñíûå è ñè-
íèå äóãè ("ðóëåòêè") ïðîâîðà÷èâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà
íà 1. Òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå f ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ íà α îòíî-
ñèòåëüíî êðàñíûõ êîìïîíåíò è íà 1 − α ( â îáðàòíóþ ñòîðîíó)
îòíîñèòåëüíî ñèíèõ.

Ïðèìåð.

a
b

c

a
b

c

b

c

a
b

c

a

S X{k} S X {k+1}

d

e

d
e

d

e
e

d

e
d

e

d

Ïåðåõîä îò k-îé êîìïîíåíòû ê (k + 1)-îé: òðè êðàñíûõ �äâóóãîëüíèêà�
(ñèìâîëû a, b è c) è äâà ñèíèõ òðåóãîëüíèêà (ñèìâîëû d è e).

Çàìå÷àíèÿ.

1. Èç âèäà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè �ñêëåéêå� âñåõ îò-
òåíêîâ êðàñíîãî â îäèí öâåò, à âñåõ îòòåíêîâ ñèíåãî � â äðóãîé,
ïîëó÷èòñÿ áèíàðíîå ñëîâî Øòóðìà.

2. Ïîñêîëüêó âñå ñåðåäèíû äóã îäíîãî öâåòà íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ïðà-
âèëüíîãî m-óãîëüíèêà, è îòòåíêè âíóòðè öâåòà òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåð-
øèíàìè ïðàâèëüíûõ ki-óãîëüíèêîâ, òî ïî òåîðåìå î ïîêðûòèè ìíî-
æåñòâà öåëûõ àðèôìåòè÷åñêèìè ïðîãðåññèÿìè, íàéäóòñÿ äâà îäè-
íàêîâûõ ìíîãîóãîëüíèêà.
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3.8 Çàìå÷àíèÿ î ïåðèîäè÷åñêèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâàõ íàä
ïðîèçâîëüíûì àëôàâèòîì

Â ðàññóæäåíèÿõ î íåïåðèîäè÷åñêèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâàõ ìû èñ-
ïîëüçîâàëè âñþäóïëîòíîñòü òðàåêòîðèè äëÿ êàæäîãî ñëîâà Wi. Â ïåðè-
îäè÷åñêîì ñëó÷àå ýòè ðàññóæäåíèÿ íå ïðîõîäÿò. Îäíàêî èç èìåþùåéñÿ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ïåðèîäè÷åñêîå ñáàëàíñè-
ðîâàííîå ñëîâî.

Ïðåäëîæåíèå 3.20 Ïóñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì îñíîâíîé òåîðåìû ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî α � ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì ïå-
ðèîäè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñáàëàíñèðîâàííîñòü ïî ïðîèçâîëüíîìó ñèì-
âîëó ai. Â íàøåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå "ñêëåèì"âñå öâåòà, îòëè÷íûå îò
öâåòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ai. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòå-
ìà áóäåò ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå, ïîäîáíîé ñèñòåìå, ïîðîæäàþùåé ñëîâà
Øòóðìà, íî ñ ðàöèîíàëüíîé âåëè÷èíîé ñäâèãà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.7 ýòî
ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñáàëàíñèðîâàííûì. ¤

Âîçíèêàåò åñòåñòâííûé
Âîïðîñ: ëþáîå ëè ïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òà-

êèì ïóòåì?
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç

çàìå÷àíèÿ ê îñíîâíîé òåîðåìå, â ñëó÷àå àëôàâèòîâ áîëåå, ÷åì èç äâóõ
ñèìâîëîâ, äëÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ, ïîðîæäàþùèõÿ òàêîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé, îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò ñèìâîëû, èìåþùèå îäèíàêîâóþ
ïëîòíîñòü.

Íî óæå äëÿ àëôàâèòà èç òðåõ ñèìâîëîâ ñóùåñòâóåò ñëîâî ñ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè ïëîòíîñòÿìè ñèìâîëîâ:

W = (abacaba)∞

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì. Ýòó êîí-
ñòðóêöèþ ìîæíî ðàñøèðèòü íà àëôàâèòû èç áîëüøåãî ÷èñëà ñèìâîëîâ
ðåêóððåíòíûì îáðàçîì:

Wk = (Uk−1akUk−1), U3 = a1a2a1a3a1a2a1 (3)
Â ñâÿçè ñ ýòèì ñôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó Ôðåíêåëÿ:
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Ãèïîòåçà (Fraenkel). Åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíî-
âîê) ñáàëàíñèðîâàííîå ñëîâî íàä àëôàâèòîì èç k ≥ 3 ñèìâîëîâ ñ ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûìè ïëîòíîñòÿìè åñòü ñëîâî (3).

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ãèïîòåçà äîêàçàíà äëÿ k = 3, 4, 5, 6, 7.
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4 Ñëîâà ñ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà.
Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ äðóãîå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ñëîâ Øòóðìà �
ñëîâà ñ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà, òî åñòü ñ ôóíêöèåé ðîñòà, óäîâëå-
òâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ FW (n + 1) − FW (n) = 1 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n.

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Äðóãèì îáîáùåíèåì ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿþòñÿ ñëîâà ñ ìèíèìàëüíîé ôóíê-
öèåé ñëîæíîñòè. Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãëà áû ïîðîæäàòü ñëîâà ìåäëåííîãî ðîñòà. Â
ýòîé ÷àñòè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëîâà íàä ïðîèçâîëüíûì àëôàâè-
òîì A = {a1, a2, . . . , an}.

Ïóñòü ñëîâî W áóäåò ñëîâîì ìåäëåííîãî ðîñòà, òî åñòü, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî N âåðíî TW (k + 1) = TW (k) + 1, k ≥ N .

Ðàññìîòðèì k-ãðàôû ýòîãî ñëîâà äëÿ k ≥ N . Òàê êàê ðåáðà ãðàôà
ñîîòâåòñòâóþò (k + 1)-ñëîâàì, òî â ýòîì ãðàôå m âåðøèí è m + 1 ðåáðî
è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò îäíó âõîäÿùóþ è îäíó âûõîäÿùóþ ðàçâèëêó,
êîòîðûå, âîçìîæíî, ñîâïàäàþò (åñëè äàííàÿ âåðøèíà ñîîòâåòñòâóåò áè-
ñïåöèàëüíîìó ñëîâó).

Èìååòñÿ äâà òèïà òàêèõ ãðàôîâ:

a) b)

Äâà òèïà ãðàôîâ ñ îäíîé âõîäÿùåé è îäíîé âõîäÿùåé ðàçâèëêîé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàô òèïà a) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, à â ñëó-
÷àå b) � ÿâëÿåòñÿ. Ñëîâà ñ k-ãðàôàìè òèïà b) èìåþò âèä u∞V v∞ è íå
ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûìè

Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé a).
Íàçîâåì ïóòü, âåäóùèé èç âõîäÿùåé ðàçâèëêè â âûõîäÿùóþ ïåðåãî-

ðîäêîé, à äâà ïóòè èç âûõîäÿùåé ðàçâèëêè áóäåì íàçûâàòü äóãàìè.
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Ïðåäëîæåíèå 4.1 Ïóñòü k-ãðàô ñëîâà W èìååò ïåðåãîðîäêó äëèíû
l ≥ 1 è äóãè äëèíû r, s. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü Fol(G) èìååò ïåðåãîðîäêó
äëèíû l− 1, äóãè äëèíû r +1 è s+1 è ñîâïàäàåò ñ (k +1)-ãðàôîì ñëîâà
W .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ïåðåãîðîäêà âûðîæäà-
åòñÿ, òî åñòü âõîäÿùàÿ ðàçâèëêà ñîâïàäàåò ñ âûõîäÿùåé. Â ýòîì ñëó÷àå
ðàçâèëêà ñîîòâåòñòâóåò áèñïåöèàëüíîìó ñëîâó.

Ïðåäëîæåíèå 4.2 Ïîñëåäîâàòåëü ãðàôà ñ âûðîæäåííîé ïåðåãîðîäêîé
èìååò äâå âõîäÿùèå è äâå âûõîäÿùèå ðàçâèëêè

Ïóñòü u � áèñïåöèàëüíîå ïîäñëîâî W , òî åñòü ïðè íåêîòîðûõ ai, aj, ar, as ∈
A aiu, aju, uar, uas � òîæå ïîäñëîâà W . Òîãäà ðàçâèëêàìè (âõîäÿùèìè è
âûõîäÿùèìè) â Fol(G) áóäóò âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñëîâàì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (k + 1)-ãðàôà ñëîâà W èìååòñÿ 4 âîçìîæíîñòè
äëÿ óäàëåíèÿ îäíîãî ðåáðà èç Fol(G), ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîìó
çàïðåùåííîìó (k+2)-ñëîâó: aiuar, aiuas, ajuas, ajuar, Â äâóõ ñëó÷àÿõ ìû
ïîëó÷àåì ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, à â äâóõ � íå ñèëüíî ñâÿçíûé.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé äîêàçûâàåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 4.3 Ïóñòü â ãðàôå G ïåðåãîðîäêà âûðîæäåíà, à äóãè
èìåþò äëèíó r, s ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (k + 1)-ãðàô èìååò âèä (s −
1, 1, r + 1) èëè (r − 1, 1, s + 1).

Ïðåäëîæåíèå 4.4 Ëþáîé ãðàô G ñ îäíîé âõîäÿùåé è îäíîé âûõîäÿùåé
ðàçâèëêîé èìååò ïðåäøåñòâåííèêà, ïðè÷åì òîëüêî îäíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô èìååò âèä (l, r, s). Çàìåòèì, ÷òî ãðàôà ñ
r = s = 1 íå áûâàåò. Â ñëó÷àå, åñëè r, s > 1 ãðàô ïðåäøåñòâåííèêà èìååò
âèä (l +1, r− 1, s− 1), åñëè èìååò âèä (l, 1, s), s > 1 , òî ïðåäøåñòâåííèê
� (0, l+1, s−1), åñëè (l, r, 1), r > 1 � òî (0, s+1, l−1). Ãðàô âèäà (0, 1, k)
èìååò ïðåäøåñòâåííèêà (0, 1, k − 1). ¤

ßñíî, ÷òî ëþáîé ãðàô ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ãðàôà òèïà (0, 1, 2)
èëè (0, 2, 1). Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëîâà ñ ìèíèìàëüíîé
ôóíêöèåé ðîñòà W ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî Øòóðìà V è òàêèå íàòóðàëü-
íûå n è l, ÷òî k-ãðàôû äëÿ ñëîâà W ñîâïàäàþò ñ (k + l)-ãðàôàìè ñëîâà
Øòóðìà V äëÿ k ≥ n.
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4.2 Ñâîéñòâà ñëîâ ñ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà
Ïðåäëîæåíèå 4.5 Ïóñòü W � ñëîâî ñ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà,
òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå k, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà v ⊂ W

òàêîãî, ÷òî |v| ≥ k, ñóùñòâóåò ðîâíî äâà âîçâðàùàåìûõ ñëîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëîâî Øòóðìà, òàêîå ÷òî ýâîëþöèÿ k-
ãðàôîâ Ðîçè ñëîâà W è ãðàôîâ ñëîâà V ñîâïàäàþò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðî-
ãî n. Òîãäà k-ñëîâàì ñëîâà W áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþò (k + l)-ñëîâàì
ñëîâà V . Ïîñêîëüêó äëÿ ïîäñëîâ ñëîâà Øòóðìà ñóùåñòâóåò ðîâíî 2 âîç-
âðàùàåìûõ ñëîâà, òî ýòî æå âåðíî è äëÿ ïîäñëîâ ñëîâà W . ¤

Èç ýòèõ æå ñîîáðàæåíèé äîêàçûâàåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 4.6 ðåêóððåíòíîå ñëîâî ñ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ðî-
ñòà ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíî.

¤

4.3 Ýâîëþöèè k-ãðàôîâ ñëîâ ìåäëåííîãî ðîñòà
Â ýòîé ÷àñòè ìû ðàññìàòðèâàåì ýâîëþöèþ k-ãðàôîâ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ ñ
ìèíèìàëüíûì ðîñòîì, òî åñòü òàêèõ ñëîâ W, ó êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñëîæ-
íîñòè ðàñòåò ìèíèìàëüíî: TW (n + 1) − TW (n) = 1, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî�òî
n.

Â ñëó÷àå, êîãäà TW (n + 1) − TW (n) = 1 äëÿ âñåõ n > 0, ìû ïîëó÷èì
ýâîëþöèþ k-ãðàôîâ ñëîâ Øòóðìà.

Òàê êàê ðåáðà ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò (k + 1)�ñëîâàì, òî â òàêîì ãðàôå
m âåðøèí è m + 1 ðåáðî è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò îäíó âõîäÿùóþ è
îäíó âûõîäÿùóþ ðàçâèëêó, êîòîðûå, âîçìîæíî, ñîâïàäàþò (åñëè äàííàÿ
âåðøèíà ñîîòâåòñòâóåò áèñïåöèàëüíîìó ñëîâó).

Èìååòñÿ äâà òèïà òàêèõ ãðàôîâ: â îäíîì ñëó÷àå ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
ñâÿçíûì, â äðóãîì � íåò.

Ñëîâà ñ k-ãðàôàìè òèïà b) èìåþò âèä u∞V v∞. Äëÿ íàñ èíòåðåñíûì
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé à).

Íàçîâåì ïóòü, âåäóùèé èç âõîäÿùåé ðàçâèëêè â âûõîäÿùóþ ïåðåãî-
ðîäêîé, à äâà ïóòè èç âûõîäÿùåé ðàçâèëêè áóäåì íàçûâàòü äóãàìè.

Ïðåäëîæåíèå 4.7 Ïóñòü k-ãðàô ñëîâà W èìååò ïåðåãîðîäêó äëèíû
l ≥ 1 è äóãè äëèíû r, s. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü Fol(G) èìååò ïåðåãîðîäêó
äëèíû l− 1, äóãè äëèíû r +1 è s+1 è ñîâïàäàåò ñ (k +1)-ãðàôîì ñëîâà
W .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ. ¤

l-1ll

r

s

r+1

s+1

Gn Gn+1=F(Gn)

Ïåðåõîä îò Gn ê Gn+1 äëÿ íåâûðîæäåííîé ðàçâèëêè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ïåðåãîðîäêà âûðîæäà-
åòñÿ, òî åñòü âõîäÿùàÿ ðàçâèëêà ñîâïàäàåò ñ âûõîäÿùåé. Â ýòîì ñëó÷àå
ðàçâèëêà ñîîòâåòñòâóåò áèñïåöèàëüíîìó ñëîâó.

Ïðåäëîæåíèå 4.8 Ïîñëåäîâàòåëü ãðàôà ñ âûðîæäåííîé ïåðåãîðîäêîé
èìååò 2 âõîäÿùèå è äâå âûõîäÿùèå ðàçâèëêè

Ïóñòü u � áèñïåöèàëüíîå ïîäñëîâî W , òî åñòü ïðè íåêîòîðûõ ai, aj, ar, as ∈
A aiu, aju, uar, uas � òîæå ïîäñëîâà W . Òîãäà ðàçâèëêàìè (âõîäÿùèìè è
âûõîäÿùèìè) â Fol(G) áóäóò âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñëîâàì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (k+1)�ãðàôà ñëîâà W èìååòñÿ ÷åòûðå âîçìîæíî-
ñòè äëÿ óäàëåíèÿ îäíîãî ðåáðà èç Fol(G), ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëü-
íîìó çàïðåùåííîìó (k + 2)-ñëîâó: aiuar, aiuas, ajuas, ajuar, Â äâóõ ñëó-
÷àÿõ ìû ïîëó÷àåì ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, à â äâóõ � íå ñèëüíî ñâÿçíûé.

Ïðåäëîæåíèå 4.9 Ïóñòü â ãðàôå G ïåðåãîðîäêà âûðîæäåíà, à äóãè
èìåþò äëèíó r, s ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (k + 1)-ãðàô èìååò âèä (s −
1, 1, r + 1) èëè (r − 1, 1, s + 1).

Ïðåäëîæåíèå 4.10 Ëþáîé ãðàô G ñ îäíîé âõîäÿùåé è îäíîé âûõîäÿ-
ùåé ðàçâèëêîé èìååò ïðåäøåñòâåííèêà, ïðè÷åì òîëüêî îäíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô èìååò âèä (l, r, s). Çàìåòèì, ÷òî ãðàôà ñ
r = s = 1 íå áûâàåò. Â ñëó÷àå, åñëè r, s > 1 ãðàô ïðåäøåñòâåííèêà èìååò
âèä (l +1, r− 1, s− 1), åñëè èìååò âèä (l, 1, s), s > 1 , òî ïðåäøåñòâåííèê
åñòü (0, l + 1, s− 1), åñëè (l, r, 1), r > 1 � òî (0, s + 1, l − 1).
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Ãðàô âèäà (0, 1, k) èìååò ïðåäøåñòâåííèêà (0, 1, k − 1).
ßñíî, ÷òî ëþáîé ãðàô ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ãðàôà òèïà (0, 1, 2) èëè

(0, 2, 1).

4.4 ×àñòîòû ïîäñëîâ â ñëîâàõ ìåäëåííîãî ðîñòà
Íàïîìíèì, ÷òî ÷àñòîòîé êàêîãî-ëèáî ïîäñëîâà w ⊂ W áåñêîíå÷íîãî
ñëîâà W íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò):

µ(w) = lim
n→∞

µn(w), (4)

ãäå µn(w) � êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé ïîäñëîâà w â ïðåôèêñ W äëèíû n.
Â ñëó÷àå ñëîâ Øòóðìà ïðåäåë ñóùåñòâóåò âñåãäà è ðàâåí äëèíå õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî èíòåðâàëà äëÿ äàííîãî ïîäñëîâà, ÷òî ñëåäóåò èç ðàâ-
íîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà {αn + β} äëÿ èð-
ðàöèîíàëüíûõ α. Äîêàæåì ïîëåçíîå
Ïðåäëîæåíèå 4.11 Ïóñòü W � ñëîâî ñ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà
è ïóñòü (v, ai, u) � ðåáðî â åãî k�ãðàôå, ãäå k ≥ N . Òîãäà:
1. Ëþáîå êîíå÷íîå ïîäñëîâî ñëîâà W îáëàäàåò ÷àñòîòîé, òî åñòü

ñóùåñòâóåò ïðåäåë (4).
2. Åñëè v íå ïðàâîå ñïåöèàëüíîå ïîäñëîâî, à u � íå ëåâîå ñïåöèàëüíîå,

òî µ(u) = µ(v).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ k ãðàôîâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ñèìâîë aj ∈ A òàêîé, ÷òî uai = ajv ∈ Fn+1(W ). Òàê êàê uak, alv /∈
FW (n+1) äëÿ ëþáûõ ak 6= ai è al 6= aj, òî µ(u) = µ(uai) = µ(ajv) = µ(v).

¤
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ò.í. òåîðåìû î òðåõ

ðàññòîÿíèÿõ (three distance theorem).
Òåîðåìà 4.12 Ïóñòü W � ñëîâî ìåäëåííîãî ðîñòà íàä ïðîèçâîëüíûì
àëôàâèòîì A ñ ôóíêöèåé ðîñòà TW (n) êàê â ïðåäëîæåíèè 4.11. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî n ≥ N ïîäñëîâà äëèíû n ìîãóò ïðèíèìàòü íå áîëåå òðåõ
çíà÷åíèé. Åñëè îíè ïðèíèìàþò òðè çíà÷åíèÿ, òî îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé äâóõ äðóãèõ.

Ýâîëþöèÿ ãðàôîâ ñ îäíîé ðàçâèëêîé ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé
ñëîâ ñ ôóíêöèåé ñëîæíîñòè TW (n), óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ

lim
n→∞

TW (n)/n = 1

.
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4.5 Êîíñòðóêöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
Òåïåðü ìû ïîêàæåì, êàê ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ãðàôó ñëîâ ïîñòðîèòü
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîðîæäàëà áû äàííîå ñëîâî.

Ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìû îñóùåñòâèì äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Ïåðâûé ñïîñîá îïèðàåòñÿ íà óæå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò î ñëîâàõ Øòóð-
ìà. Âòîðîé ñïîñîá � áîëåå êîíñòðóêòèâíûé è îáîáùàþùèéñÿ íà ñëó÷àé
íåñêîëüêèõ ðàçâèëîê.

Èòàê, ïóñòü ñëîâî W èìååò ìèíèìàëüíûé ðîñò, ò.å., ñ íåêîòîðîãî k

åãî k-ãðàôû ñëîâà W èìåþò âèä a).
Ïîñêîëüêó êàæäûé ãðàô èìååò åäèíñòâåííîãî ïðåäøåñòâåííèêà, òî

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ òèïà a) G′
1, G

′
2, . . . , G

′
n òàêèõ, ÷òî

G′
l+1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì G′

l, à ãðàô G′
n ñîâïàäàåò ñ k-ãðàôîì

ñëîâà W .
Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ýâîëþöèÿ k-ãðàôîâ òèïà a), íà÷èíàÿ ñ

k = 1, ÷òî n-ûé ãðàô â ýâîëþöèè ñîâïàäàåò ñ k-ãðàôîì ñëîâà W , (n+1)-
ûé ñîâïàäàåò ñ (k + 1)-ãðàôîì ñëîâà W è ò.ä.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ òàêîãî òèïà îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêî-
òîðîìó ñëîâó Øòóðìà V .

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó k-ñëîâàìè
ñëîâà W è n-ñëîâàìè ñëîâà Øòóðìà V , ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèå ïðîäîë-
æàåòñÿ íà (k + 1)-ñëîâà W è (n + 1)-ñëîâà V è ò.ä.

Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà k = 1, òî åñòü óæå 1-ãðàô ñëîâà W

èìååò âèä à). Ñèìâîëàì àëôàâèòà A âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâó-
þò n-ñëîâà íåêîòîðîãî ñëîâà Øòóðìà V . Ïî òåîðåìå ýêâèâàëåíòíîñòè,
ñëîâî V ïîðîæäàåòñÿ ñäâèãîì îêðóæíîñòè Tα. Êàê ïîêàçàíî â ÷àñòè
2, n - ñëîâàì â äèíàìèêå ñîîòâåòñòâóþò èíòåðâàëû ðàçáèåíèÿ: ñëîâó
w = w1w2 . . . wn (wi ∈ {a, b}) ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë

Iw = T (−n+1)
α (Iw1

) ∪ T (−n+2)
α (Iw2

) ∪ . . . ∪ Iwn
,

ãäå Iwi
� õàðàêòåðèñòè÷åñèé èíòåðâàë äëÿ wi.

Äëÿ ñäâèãà îêðóæíîñòè èíòåðâàëû Iw, ñîîòâåòñòâóþùèå n-ñëîâàì, áó-
äóò èìåòü âèä Iw = (niα, ni+1α), ãäå ni � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà.

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà èç àë-
ôàâèòà A áóäåò ÿâëÿòüñÿ èíòåðâàë Iw, òàêîé, ÷òî ñëîâî w ñîîòâåòñòâóåò
äàííîìó ñèìâîëó. ßñíî òîãäà, ÷òî ñëîâî W áóäåò ïîðîæäàòüñÿ òåì æå
ñäâèãîì Tα è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè Iw.

Òåïåðü ðàçáåðåì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü k-ñëîâàì ñëîâà W ñîîòâåòñòâó-
þò n-ñëîâà ñëîâà Øòóðìà V . Òî÷íî òàêæå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñîîò-
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âåòñòâèå ìåæäó èíòåðâàëàìè ðàçáèåíèÿ äëÿ n-ñëîâ ñëîâà Øòóðìà Iw è
k-ñëîâàìè ñëîâà V . Ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ êàæ-
äîãî ñèìâîëà èç A.

À, èìåííî, ñèìâîëó ai ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âñå èíòåðâàëû, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò ñëîâàì, íà÷èíàþùèìñÿ íà ai. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèìâîëà ìîæåò áûòü íåñâÿç-
íûì è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ èíòåðâàëîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàé-
äåòñÿ òî÷êà, ÷üÿ ýâîëþöèÿ áóäåò ñîâïàäàòü ñ W .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñëîâî W íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîãî k-ñëîâà w =
w1w2 · · ·wk. Åìó ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èíòåðâàë Iw. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé k + 1 ñèìâîë wk+1; ýòîìó (k + 1)-ñëîâó ìû ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå èíòåðâàë Iw ∪ Iw′, ãäå w′ = w2w3 · · ·wk+1, è ò.ä.

Áåñêîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåôèêñàì äàí-
íîãî ñëîâà áóäåò ñîäåðæàòü òî÷êó, ýâîëþöèÿ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ W .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.13 Ïóñòü W � ðåêóððåíòíîå ñëîâî íàä ïðîèçâîëüíûì êî-
íå÷íûì àëôàâèòîì A. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñëîâî W ýêâèâà-
ëåíòíû:

1. Ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè ñëî-
âà W ðàâíà TW (n) = n + K, äëÿ n ≥ N è íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî
íàòóðàëüíîãî K.

2. Ñóùåñòâóþò òàêîå èððàöèîíàëüíîå α è öåëûå n1, n2, . . . , nm, ÷òî
ñëîâî W ïîðîæäàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé

(S1, Tα, Ia1
, Ia2

, . . . , Ian
, x),

ãäå Tα � ñäâèã îêðóæíîñòè íà èððàöèîíàëüíóþ âåëè÷èíó α, Iai
�

îáúåäèíåíèå äóã âèäà (njα, nj+1α).
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5 Ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ.
5.1 Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñëîâ, ïîëó÷àåìûõ èç ïåðåêëàäûâàíèÿ
îòðåçêîâ. Êàæäîå òàêîå ñëîâî W óäîâëåòâîðÿåò ñîòíîøåíèþ:

FW (n + 1)− FW (n) = k, k ≥ N,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî n-ïîäñëîâ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n óâåëè÷èâàåòñÿ íå ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó k. Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷à-
åì, êîãäà W ðåêóððåíòíî. Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü êîìáèíàòîðíûé êðèòå-
ðèé ïîðîæäàåìîñòè ñëîâà W ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ.

Íàïîìíèì (ñì. 2.10), ÷òî åñëè ïåðåêëàäûâàíèå k îòðåçêîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ðåãóëÿðíûì, òî ýâîëþöèÿ ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì ñ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé ñëîæíîñòè: TU(x)(n) = n(k − 1) + 1.

5.2 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ïîðîæäàåìîñòè ñëîâà ïåðåêëà-
äûâàíèåì îòðåçêîâ

Ïóñòü ñëîâî W ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöèåé òî÷êè x ∈ [0, 1] ïðè ïåðåêëàäûâà-
íèè k îòðåçêîâ è õàðàêòåðèñòè÷åêèõ ìíîæåñòâàõ U1, U2, . . . , Un. Êàæ-
äîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî Ui ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëü-
êèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ èëè ïîëóèíòåðâàëîâ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ÷àñòè 2.9, ïîäñëîâà äëèíû k âçàèìíîîäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþò k-ðàçáèåíèÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Ïîñêîëüêó
òî÷êà ãðàíèöû îäíîìåðíîãî ìíîæåñòâà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ãðàíèöåé òîëüêî
äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ, òî k-ïîäñëîâî ñëîâà W ìîæåò èìåòü ìàêñèìóì äâà
ïðîäîëæåíèÿ. Ìû ïîëó÷èëè ïåðâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû
ñëîâî ïîðîæäàëîñü ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ:

Ïðåäëîæåíèå 5.1 Ïóñòü ñëîâî W ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îò-
ðåçêîâ. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî N âñå ñïåöèàëüíûå ñëîâà ïîäñëîâà äëèíû,
íå ìåíüøå N äîëæíû èìåòü âàëåíòíîñòü, ðàâíóþ 2.

Ýòî óñëîâèå àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî N âñå k-ãðàôû
ñëîâà W (k ≥ N) äîëæíû èìåòü âõîäÿùèå è èñõîäÿùèå ðàçâèëêè ñòåïåíè
2.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ìû ïîëó÷èì íà ÿçûêå ãðàôîâ Ðîçè. Ïóñòü ðåêóð-
ðåíòíîå ñëîâî W èìååò ôóíêöèþ ðîñòà FW (n) = Kn + L äëÿ n > N è
ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêà. Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ k-ãðàôîâ
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Ðîçè ñëîâà W , íà÷èíàÿ ñ k ≥ N + 1. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, âñå âõî-
äÿùèå è âûõîäÿùèå ðàçâèëêè èìåþò ñòåïåíü 2, ïîýòîìó ó âñåõ k-ãðàôîâ
åñòü ðîâíî K âõîäÿùèõ è K èñõîäÿùèõ ðàçâèëîê.

Â ìèíèìàëüíîì ñëó÷àå, îïèñàííîì â ïðåäûäóùåé ãëàâå, êîãäà FW (n) =
n + L, ãðàôû Ðîçè èìåþò ðîâíî îäíó âõîäÿùóþ è îäíó èñõîäÿùóþ ðàç-
âèëêó. Åñëè âõîäÿùàÿ è âûõîäÿùàÿ ðàçâèëêà ñîâïàäàþò, òî â ýòîì ñëó-
÷àå âûáîð óäàëÿåìîãî ðåáðà â ïîñëåäîâàòåëå D(G) îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-
çíà÷íî èç óñëîâèÿ ñèëüíîé ñâÿçàííîñòè ãðàôà.

Áîëåå èíòåðåñíûì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ ãðàôû ñëîâ, â êîòîðûõ åñòü áî-
ëåå îäíîé ðàçâèëêè. Ðàññìîòðèì åãî ïîäðîáíî. Ïðè ïåðåõîäå îò ãðàôà
Gn ê Gn+1 âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1. Â ãðàôå Gn íåò ñöåïëåííûõ öèêëîâ (òî åñòü, íåò âõîäÿùèõ ðàçâèëîê,
ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî èñõîäÿùèìè). Â ýòîì ñëó÷àå ãðàô Gn+1

ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëåì D(Gn).

2. Â ãðàôå Gn îäíà ðàçâèëêà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî âõîäÿùåé è âû-
õîäÿùåé. Ãðàô ïîñëåäîâàòåëÿ D(Gn) â ýòîì ñëó÷àå èìååò òðè ðàç-
âèëêè, òàê êàê îäíà ðàçâèëêà ðàçìíîæèëàñü. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô
Gn+1 ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäîâàòåëÿ D(Gn) ïóòåì óäàëåíèÿ îäíîãî
ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîìó íåâñòðå÷àþùåìóñÿ ñëîâó.

3. Â ãðàôå åñòü äâå ðàçâèëêè èëè áîëåå ðàçâèëîê, ÿâëÿþùèõñÿ îä-
íîâðåìåííî âõîäÿùèìè è âûõîäÿùèìè. Ãðàô Gn+1 ïîëó÷àåòñÿ èç
D(Gn) óäàëåíèÿ äâóõ èëè áîëåå ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàëü-
íûì íåâñòðå÷àþùèìñÿ ñëîâàì.

Ïîñêîëüêó ñëîâî W ðåêóððåíòíî, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 2.13 ñëåäóåò, ÷òî
ïðè óäàëåíèè ðåáåð äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü, òî åñòü èç
ëþáîé âåðøèíû ìîæíî ïî ñòðåëêàì ïåðåéòè â ëþáóþ äðóãóþ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âòîðîé ñëó÷àé. Ïóñòü â Gk åñòü îäíà äâîé-
íàÿ ðàçâèëêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â W åñòü ðîâíî îäíî áèñïåöèàëüíîå
ïîäñëîâî w äëèíû k. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òàêèå ai, aj, ak, al ∈ A, ÷òî
aiw, ajw, wak, wal � ïîäñëîâà W . Òîãäà (k + 1)-ãðàô Gk+1 ïîëó÷àåòñÿ èç
ïîñëåäîâàòåëÿ ïóòåì óäàëåíèÿ êàêîãî-òî ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îä-
íîìó èç ÷åòûðåõ ñëîâ: aiwak, aiwal, ajwak, ajwal. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë,
ÿâëÿþùèéñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì äëÿ ñëîâà Iw = [xw, yw].

Òàê êàê w � ïðàâîå ñïåöèàëüíîå ñëîâî, òî Iw ⊂ T−1(Iak
∪ Ial

), òàê êàê
w � ëåâîå ñïåöèàëüíîå, òî Iw ⊂ T (Iai

∪ Iaj
).
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Ïóñòü òî÷êà A ∈ [0, 1] äåëèò Iw íà äâà èíòåðâàëà, îáðàçû êîòîðûõ
ëåæàò â Iak

è Ial
ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êà B ∈ [0, 1] � äåëèò íà èíòåðâàëû,

ïðîîáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â Iai
è Iaj

ñîîòâåòñòâåííî.
Âûáîð ìèíèìàëüíîãî íåâñòðå÷àþùåãîñÿ ñëîâà, à , çíà÷èò, óäàëÿåìîãî

ðåáðà, îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîðàñïîëîæåíèåì òî÷åê A è B, à òàêæå ñîõðà-
íåíèåì èëè ñìåíîé îðèåíòàöèè îòîáðàæåíèÿ íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Èòîãî,
èìååòñÿ 8 âàðèàíòîâ, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ïàðû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå îäèíàêîâûì íàáîðàì ñëîâ:

1. B < A, T−1([xw, B]) ⊂ Iai
, T ([xw, A] ⊂ Iak

)

2. B < A, T−1([xw, B]) ⊂ Iaj
, T ([xw, A] ⊂ Iak

)

3. B < A, T−1([xw, B]) ⊂ Iai
, T ([xw, A] ⊂ Ial

)

4. B < A, T−1([xw, B]) ⊂ Iaj
, T ([xw, A] ⊂ Ial

)

5. B > A, T−1([xw, B]) ⊂ Iai
, T ([xw, A] ⊂ Iak

)

6. B > A, T−1([xw, B]) ⊂ Iaj
, T ([xw, A] ⊂ Iak

)

7. B > A, T−1([xw, B]) ⊂ Iai
, T ([xw, A] ⊂ Ial

)

8. B > A, T−1([xw, B]) ⊂ Iaj
, T ([xw, A] ⊂ Ial

)

Iw

Iwa Iwb aI Ib

xT
-n
(x)

Ðàçáèåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà äëÿ ñëîâà w íà n-ì øàãå.

Âàðèàíòû 1 è 5 ñîîòâåòñòâóþò çàïðåùåííîìó ñëîâó aiwak.
Âàðèàíòû 2 è 6 ñîîòâåòñòâóþò çàïðåùåííîìó ñëîâó aiwal.
Âàðèàíòû 3 è 7 çàïðåùåííîìó ñëîâó ñîîòâåòñòâóþò ajwak.
Âàðèàíòû 4 è 8 ñîîòâåòñòâóþò çàïðåùåííîìó ñëîâó ajwal.
Äâå ïàðû âàðèàíòîâ ñîîòâåòñòâóþò îäíîâðåìåííîé ñìåíå èëè ñîõðàíå-

íèþ îðèåíòàöèè îòîáðàæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èíòåðâàëàõ, à äâå
ïàðû � ðàçëè÷íûì îðèåíòàöèÿì.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, ó
íàñ îñòàåòñÿ òîëüêî äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà äëÿ óäàëÿåìîãî ðåáðà.
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Â ñëó÷àå, êîãäà ìû ðàçðåøàåì îòîáàæåíèþ ìåíÿòü îðèåíòàöèþ îò-
ðåçêîâ ïðè ïåðåêëàäûâàíèè, âîçìîæíû âñå ÷åòûðå âàðèàíòà.

Ââåäåì ïîíÿòèå ðàçìå÷åííîãî ãðàôà Ðîçè. Ãðàô Ðîçè íàçûâàåòñÿ ðàç-
ìå÷åííûì, åñëè

1. Ðåáðà êàæäîé ðàçâèëêè ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè l (�left�) è r (�right�)

2. Íåêîòîðûå âåðøèíû ïîìå÷åíû ñèìâîëîì ���.

Ïîñëåäîâàòåëåì ðàçìå÷åííîãî ãðàôà Ðîçè íàçîâåì îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ åãî ïîñëåäîâàòåëåì êàê ãðàôà Ðîçè, ðàçìåòêà ðåáåð
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

1. Ðåáðà, âõîäÿùèå â ðàçâèëêó äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû òåìè æå ñèìâî-
ëàìè, êàê è ðåáðà, âõîäÿùèå â ëþáîãî ëåâîãî ïîòîìêà ýòîé âåðøèíû;

2. Ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ðàçâèëêè äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû òåìè æå ñèì-
âîëàìè, êàê è ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ëþáîãî ïðàâîãî ïîòîìêà ýòîé
âåðøèíû;

3. Åñëè âåðøèíà ïîìå÷åíà çíàêîì ���, òî âñå åå ïðàâûå ïîòîìêè òàêæå
äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû çíàêîì ���.

Çàìå÷àíèå. Ïîÿñíèì ñìûñë ðàçìåòêè ãðàôà. Ïóñòü ðåáðà âõîäÿùåé
ðàçâèëêè ñîîòâåòñòâóþò ai è aj, ñèìâîëû l è r ñîîòâåòñòâóþò ëåâîìó
è ïðàâîìó ìíîæåñòâó â ïàðå (T (Iai

), T (Iaj
)). Åñëè ñèìâîëû ak è al ñî-

îòâåòñòâóþò ðåáðàì èñõîäÿùåé ðàçâèëêè, òî ñèìâîëû l è r ñòàâÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì �ëåâî-ïðàâî� â ïàðå (Iak

, Ial
). Çíàê ��� ñòàâèò-

ñÿ â âåðøèíå, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî, åé ñîîòâåòñòâóþùåå,
ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ïåðåêëàäûâàíèÿ, íà êîòîðîì ìåíÿåòñÿ îðèåíòà-
öèÿ.

Óñëîâèå äëÿ ïåðåõîäà îò ãðàôà Gn ê Gn+1:

Ïðåäëîæåíèå 5.2 1. Åñëè â ãðàôå íåò äâîéíûõ ðàçâèëîê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ áèñïåöèàëüíûì ïîäñëîâàì, òî ïðè ïåðåõîäå îò Gn ê
Gn+1 èìååì Gn+1 = D(Gn);

2. Åñëè âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèñïåöèàëüíîìó ñëîâó íå ïîìå-
÷åíà çíàêîì ���, òî ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå çàïðåùåííûì ñëîâàì
âûáèðàþòñÿ èç ïàð lr è rl

3. Åñëè âåðøèíà ïîìå÷åíà çíàêîì ���, òî óäàëÿåìûå ðåáðà äîëæíû
âûáèðàòüñÿ èç ïàðû ll èëè rr.
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Íàçîâåì ýâîëþöèþ ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè ïðàâèëüíîé, åñëè ïðà-
âèëà 1 è 2 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåé öåïî÷êè ýâîëþöèè ãðàôîâ, íà÷èíàÿ ñ
G1, íàçîâåì ýâîëþöèþ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé, åñëè ïðàâèëà 1 è
2 âûïîëíÿþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî Gn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýâîëþöèÿ
ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè îðèåíòèðîâàííà, åñëè â k-ãðàôàõ íåò âåðøèí,
ïîìå÷åííûõ çíàêîì ���.

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ íà ñëîâî, ïîðîæäàþùååñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ:

Òåîðåìà 5.3 Ïóñòü ðåêóððåíòíîå ñëîâî W

1. ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ. Òîãäà ýòî ñëîâî îáåñïå-
÷èâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðà-
ôîâ Ðîçè.

2. ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòà-
öèè. Òîãäà ýòî ñëîâî îáåñïå÷èâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé
îðèåíòèðîâàííîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè.

5.3 Ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 5.3 ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî,
÷òîáû ñëîâî ïîðîæäàëîñü ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ. Ñíà÷àëà ìû ïî-
êàæåì, ÷òî ñëîâî W , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû 5.3 ìîæåò ÿâ-
ëÿòüñÿ ýâîëþöèåé íåêîòîðîé òî÷êè ïðè êóñî÷íî-íåïðåðûâíîì ïðåîáðà-
çîâàíèè îòðåçêà T : I → I ñëåäóþùåãî âèäà:

1. I = [x0, x1] ∪ [x1, x2] ∪ . . . ∪ [xn−1, xn], x0 = 0, xn = 1.

2. I = [y0, y1] ∪ [y1, y2] ∪ . . . ∪ [yn−1, yn], y0 = 0, yn = 1.

3. σ ∈ Sn � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà èç n ýëåìåíòîâ.

4. T îòîáðàæàåò (xi, xi+1) íà (yσ(i), yσ(i)+1) íåïðåðûâíî è âçàèìíîîäíî-
çíà÷íî.

Çàòåì áóäåò ïîêàçàíî, êàê ñëó÷àé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê ïåðåêëàäûâàíèþ îòðåçêîâ.

Ñòðîèòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå T ìû áóäåì ïîýòàïíî.
Ïðè ïåðâîé èòåðàöèè ìû ðàçáèâàåì îòðåçîê ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà
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îòðåçêè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèì ñèìâîëàì. Äëÿ ïî-
ñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ íàì äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ ýòèõ òî-
÷åê è çàòåì èç ñîîáðàæåíèé ðåêóððåíòíîñòè ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâ-
íîñòè íà âåñü îòðåçîê.

Çàìå÷àíèå. Èç íåïðåðûâíîñòè è áèåêòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèÿ íà èíòåðâàëàõ ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè. Ìû ðàññìîò-
ðèì äâà ñëó÷àÿ:

1. Âñå îòîáðàæåíèÿ èíòåðâàëîâ ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî âîçðàñòàþùè-
ìè ôóíêöèÿìè. Íàçîâåì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿþùèì îðèåí-
òàöèþ.

2. Âî âòîðîì ñëó÷àå âñòðå÷àþòñÿ êàê âîçðàñòàþùèå, òàê è óáûâàþ-
ùèå îòîáðàæåíèÿ èíòåðâàëîâ. Ýòîò ñëó÷àé íàçîâåì íå ñîõðàíÿþ-
ùèì îðèåíòàöèþ.

Ðàçîáüåì îòðåçîê I = [0, 1] íà n = Card A èíòåðâàëîâ ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì, êîòîðûå áóäóò ÿâëÿòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîæåñòâà-
ìè äëÿ ñèìâîëîâ àëôàâèòà A: [0, 1] = Ia1

∪ Ia2
∪ . . . ∪ Ian

. Ñîîòâåòñòâèå
èíòåðâàëîâ ñèìâîëàì àëôàâèòà áóäåò îïðåäåëåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåä-
ëîæåíèåì 5.5

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå T íåïðåðûâíî íà êàæäîì ìíîæå-
ñòâå Iai

, òî åñòü òî÷êàìè ðàçðûâà îòîáðàæåíèÿ T ìîãóò áûòü òîëüêî
êîíå÷íûå òî÷êè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Èíòåðâàëû õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ èëè èõ îáðàçû, èìåþùèå îáùóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó,
áóäåì íàçûâàòü ñîñåäíèìè.

Çàìå÷àíèå. Ìû âñåãäà ìîæåì ðàñøèðèòü àëôàâèò òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû â íîâîì àëôàâèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà áûëè óñòðîåíû
ðîâíî òàê, êàê îïèñàíî âûøå. Ãðàôû k-ñëîâ äëÿ ñòàðîãî àëôàâèòà áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü 1-ãðàôàì íîâîãî àëôàâèòà, à ýâîëþöèè ãðàôîâ, íà÷èíàÿ
ñ ýòîãî ìîìåíòà, áóäóò ñîâïàäàòü.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ , T (−1) ïåðåâîäèò äâà ñîñåäíèõ ìíî-
æåñòâà ëèáî â ñîñåäíèå ìíîæåñòâà, ëèáî èõ îáðàçû íå ìîãóò öåëèêîì
ïîêðûâàòü èíòåðâàë.

Ïðåäëîæåíèå 5.5 Èíòåðâàëû ðàçáèåíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû â
ñîîòâåòñòâèå ñèìâîëàì àëôàâèòà òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè w � ñïå-
öèàëüíîå ïðàâîå 1-ñëîâî è wai, waj � ïîäñëîâà, òî Iai

è Iaj
� ñîñåäíèå
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ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íî, åñëè w � ñïåöèàëüíîå ëåâîå 1-ñëîâî è akw, alw

� ïîäñëîâà, òî Iak
è Ial

� òàêæå ñîñåäíèå ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàçâèëêó â 1-ãðàôå. Ïóñòü
èç íåå ñòðåëêè âåäóò â âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìâîëàì ai è aj.
Òîãäà ïîëîæèì Iai

= [x0, x1], Iaj
= [x1, x2],

Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëàìè, òî íà
íèõ ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè îòíîøåíèå ïîðÿäêà (òî åñòü
Iai

< Iaj
, åñëè xi < xj ), òî÷íî òàêæå ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ïîðÿäêà

è íà èõ îáðàçàõ. Åñëè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè T äëÿ êàêîé-òî ïàðû õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ïîðÿäîê ìåíÿåòñÿ, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ýòîé
ïàðå ïðåîáðàçîâàíèå ìåíÿåò îðèåíòàöèþ.

Ðàññìîòðèì îáðàçû èíòåðâàëîâ ïðè îòîáðàæåíèè T−1. ßñíî, ÷òî åñëè
ñèìâîë ai íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñïåöèàëüíûì 1-ñëîâîì è çà íèì îäíî-
çíà÷íî ñëåäóåò ñèìâîë aj, òî Iai

⊂ T−1(Iaj
), à åñëè íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

ñïåöèàëüíûì è åìó âñåãäà ïðåäøåñòâóåò ñèìâîë ak, òî T−1(Iai
) ⊂ Iak

.
Â ñëó÷àå, åñëè ñèìâîë ai ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñïåöèàëüíûì 1-ñëîâîì è

çà íèì ìîãóò èäòè ñèìâîëû aj è ak, òî Iai
⊂ T−1(Iaj

∪ Iak
), à åñëè ëåâûì

ñïåöèàëüíûì, òî T−1(Iai
) ⊂ Iaj

∪ Iak
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç In ìíîæåñòâî îáðàçîâ êîíöîâ èíòåðâàëîâ ïðè îòîá-
ðàæåíèè T−n, I0 � ìíîæåñòâî êîíöîâ èíòåðâàëîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ, òî åñòü I0 = {x0, x1, . . . , xn}.

Êàê ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé â ÷àñòè 2.9, ìíîæåñòâî, îòâå÷àþùèå ñëî-
âó w = w1w2 · · ·wn åñòü Iw = Iwn

∩ T−1(Iwn−1
) ∩ . . . ∩ T (−n+1)(Iw1

), ñî-
îòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñëîâàì äëèíû n åñòü â òî÷íîñòè I0 ∪ I1 ∪ . . . ∪ I(n−1).

Åñëè ïðàâîå ñïåöèàëüíîå ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿ áèñïåöèàëüíûì (òî åñòü
íå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ëåâûì ñïåöèàëüíûì), òî ïîëîæåíèå òî÷êè,
êîòîðàÿ äåëèò äàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî, íåñóùåñòâåííî è
åãî ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ óäàëåíèÿ äîëæ-
íî ñîîòâåòñòâîâàòü ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ïðàâèëàì.

Â ñëó÷àå íå ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ íàì ïðîñòî
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âíóòðè îòîáðàæàåìûõ îòðåçêîâ ïðè ýâîëþöèè ïðîèñ-
õîäèëî êîíå÷íîå ÷èñëî �ïåðåëîìîâ�.

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îáðàçû òî÷åê íà íåêîòîðîì ïîä-
ìíîæåñòâå N ⊂ I. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå èíòåð-
âàëû Ik = (xk, xk+1), âíóòðè êîòîðûõ íàøå ïðåîáðàçîâàíèå ìîíîòîííî.
Ìû âñåãäà ìîæåì ïðîäîëæèòü åãî ïî íåïðåðûâíîñòè äî îòîáðàæåíèÿ
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îòðåçêà â ñåáÿ. Ïîñòðîåííîå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå è åñòü
èñêîìîå. Îáîçíà÷èì åãî T . Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà, ýâîëþöèåé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èñêîìîå ñëîâî W = {wn}, ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâà âëîæåííûõ îòðåçêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðåôèêñàì w0, w0w1, w0w1w2, . . . è ò.ä.

Íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 5.6 ×òîáû ðåêóððåíòíîå ñëîâî W ïîðîæäàëîñü êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
÷òîáû ñëîâî îáåñïå÷èâàëîñü àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé îðèåíòèðî-
âàííîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè.

Â ñëó÷àå ìåíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 5.7 ×òîáû ðåêóððåíòíîå ñëîâî W ïîðîæäàëîñü êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî ÷òîáû ñëîâî îáåñïå÷èâàëîñü àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé ýâîëþöèåé
ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè.

5.4 Ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâà ð.ð ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ìíîæåñòâó ñëîâ, ïîðîæ-
äàåìûõ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ.

Ïîêàæåì âíà÷àëå, êàê ìîæíî ïåðåéòè ê äèíàìèêå, â êîòîðîé ïî÷òè âñå
òî÷êè (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) èìåþò ðàçëè÷íûå ñóùåñòâåííûå ýâîëþ-
öèè. Ðàññìîòðèì ñóùåñòâåííûå ýâîëþöèè òî÷åê ïðè ïðåîáðàçîâàíèè T .

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-íåïðåðûíîå ïðåîáðàçîâàíèå îòðåçêîâ. Èç òåîðå-
ìû î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíîé ìåðû (ñì. [25]) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå
îòîáðàæåíèå êîìïàêòà èìååò èíâàðèàíòíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó. Çíà-
÷èò, îòîáðàæåíèå T èìååò èíâàðèàíòíóþ ìåðó µ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îò-
ðåçêå ìû ìîæåì ââåñòè íîâóþ ìåòðèêó d(x1, x2) = µ((x1, x2)). Îòìåòèì,
÷òî èç òîãî, ÷òî µ(x1, x2) > 0 íå ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè èìåþò ðàçëè÷íóþ ñó-
ùåñòâåííóþ ýâîëþöèþ, ïîñêîëüêó ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü
ðàçðûâíûì. Êðîìå òîãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùóþ ìåðó.

Íàçîâåì ðàçáèåíèå îòðåçêà íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà õîðî-
øèì, åñëè äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëûì (òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê, èíòåðâàë èëè ïî-
óèíòåðâàë) è åñëè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè îäíîöâåòíîãî ìíîæåòñâà åñòü
òî÷êà ðàçðûâà � òî èõ öâåòà èõ îáðàçîâ ðàçëè÷íû.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U1, U2, . . . , Un íàçîâåì åãî äîðàçáèåíè-
åì ëþáîå ðàçáèåíèå V1, V2, . . . , Vm òàêîå, ÷òî êàæäîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ìíîæåñòâî Ui ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ Vj: Ui =
Vi1 ∪ Vi2 ∪ Vij .

Ýâîëþöèÿ äîðàçáèåíèÿ åñòü ñëîâî íàä àëôàâèòîì èç áîëüøåãî ÷èñëà
áóêâ è ýâîëþöèÿ ðàçáèåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî ïóòåì ñêëåéêè áóêâ. ßñ-
íî, ÷òî ëþáîå ðàçáèåíèå èìååò õîðîøèå äîðàçáèåíèÿ. Ñëåäóþùåå ïðåä-
ëîæåíèå ìû ñôîðìóëèðóåì äëÿ õîðîøèõ ðàçáèåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.8 Ïóñòü òî÷êè x1 < x2 èìåþò îäèíàêîâûå ýâîëþ-
öèè è ïðåîáðàçîâàíèå T íåïðåðûâíî íà èíòåðâàëå (x1, x2). Òîãäà ëþáàÿ
òî÷êà èíòåðâàëà (x1, x2) èìååò òàêóþ æå ýâîëþöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî x1, x2 èìåþò îäèíàêîâóþ ýâîëþöèþ ñëå-
äóåò, ÷òî T (x1), T (x2) òîæå èìåþò îäèíàêîâóþ ýâîëþöèþ è îáðàçîì èí-
òåðâàëà (x1, x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (T (x1), T (x2)). ¤

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ, ñêëåèâàþùóþ òî÷êè ñ îäèíà-
êîâîé ñóùåñòâåííîé ýâîëþöèåé è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôàêòîð-
äèíàìèêó. Íàøåì ñëó÷àå öåëûå îòðåçêè îêàæóòñÿ ñêëååííûìè. Îäíàêî
òàêèõ îòðåçêîâ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Â òî æå âðåìÿ, åñ-
ëè W � íåïåðèîäè÷åñêîå ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîå ñëîâî, òî êîëè÷åñòâî
ýêâèâàëåíòíûõ (òî åñòü èìåþùèõ îäèíàêîâûé íàáîð êîíå÷íûõ ïîäñëîâ)
ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûõ ñëîâ èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà (ñì. [7]).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê âíå ýòîé ñè-
ñòåìû îòðåçêîâ è ñèíãóëÿðíîñòü ìåðû íà ýâîëþöèþ ýòèõ òî÷åê âëèÿíèå
íå îêàçûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå ñëîâî W ′ W , îò-
âå÷àþùåå ïåðåêëàäûâàíèþ îòðåçêîâ. Íî òîãäà â ýòîì ïåðåêëàäûâàíèè
âñòðåòÿòñÿ âñå ñëîâà , ýêâèâàëåíòíûå W ′, â òîì ÷èñëå è ñëîâî W (â
ñìûñëå ñóùåñòâåííîé ýâîëþöèè).

Ïóñòü W � íåïåðèîäè÷åñêîå ð.ð. ñëîâî, íàáëþäàþùååñÿ ïðè êóñî÷íîì
ãîìåîìîðôèçìå ñèñòåìû îòðåçêîâ. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñ îïåðàòîðîì ñäâèãà. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ìèíèìàëü-
íîå çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî NW , îòâå÷àþùåå W [7]. Êàæäîé
òî÷êå NW îòâå÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê ñèñòåìû îòðåçêîâ ñ äàííîé ñóùå-
ñòâåííîé ýâîëþöèåé. Äàëåå, íà ïðîñòðàíñòâå NW èìååòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
èíâàðèàíòàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ñäâèãà ìåðà, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò
íà ñèñòåìå îòðåçêîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âåðîÿòíîñòíóþ èíâàðèàíòóþ
ìåðó.
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Ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ, ñêëåèâàþùóþ òî÷êè ñ íóëåâûì ðàññòîÿíèåì è
ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôàêòîð-äèíàìèêó. Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå
è áóäåò êóñî÷íîé èçîìåòðèåé, ò.å. ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.9 Ìíîæåñòâî ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì îòðåçêà ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêà.

Êàê ñëåäñòâèå, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà 5.10 ×òîáû ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîå ñëîâî W ïîðîæäàëîñü
ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêà ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî ÷òîáû ñëîâî îáåñïå÷èâàëîñü àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé îðè-
åíòèðîâàííîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè.

Â ñëó÷àå ìåíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ïåðåêëàäûâàíèÿ äîêàçàíà

Òåîðåìà 5.11 ×òîáû ðàâíîìåðî-ðåêóððåíòíîå ñëîâî W ïîðîæäàëîñü
ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû ñëîâî îáåñ-
ïå÷èâàëîñü àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðà-
ôîâ Ðîçè.
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