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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ МАТРИЧНЫХ ФАКТОРИЗАЦИЙ
УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В НЕОГРАНИЧЕННОЙ

ОБЛАСТИ

Д.А. ЖУРАЕВ

Abstract. In the paper it is considered the problem of regularization
of the Cauchy problem for systems of elliptic type equations of the first
order with constant coefficients factorisable Helmholtz operator in three-
dimensional unbounded domain. Using the results of [1-6], is constructed
explicitly Carleman matrix and, based on the regularized solution of the
Cauchy problem.

Keywords: The Cauchy problem, regularization, factorization, regular
solution, fundamental solution.

1. Введение

Рассматриваемая задача относится к некорректным задачам, т.е. она
неустойчива. В некорректных задачах теорема существования не доказывает-
ся, существование предполагается заданным априори. Более того, предполага-
ется, что решение принадлежит некоторому заданному подмножеству функци-
онального пространства, обычно компактному. Единственность решения сле-
дует из общей теоремы Холмгрена [8]. Условная устойчивость задачи следует
из работы А.Н. Тихонова [7], если сузить класс возможных решений до ком-
пакта.

В данной работе строится семейство вектор-функций Uσδ(x) = U(x, fδ) за-
висящих от параметра σ, и доказывается, что при некоторых условиях и спе-
циальном выборе параметра σ = σ(δ) при δ → 0 семейство Uσδ(x) сходится в
обычном смысле к решению U(x) в точке x ∈ G.

Juraev, D.A., The Cauchy problem for matrix factorizations of the Helmholtz
equation in an unbounded domain.
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Следуя А.Н. Тихонову [7], семейство вектор-функций Uσδ(x) назовем регу-
ляризованным решением задачи. Регуляризованное решение определяет устой-
чивый метод приближенного решения задачи. Для специальных областей за-
дача продолжения ограниченных аналитических функций в случае, когда дан-
ные задаются только на части границы, была рассмотрена Т. Карлеманом [2].
Исследования Т. Карлемана были продолжены Г.М. Голузиным и В.И. Кры-
ловым [6]. В работе [5] построен многомерный аналог формулы Карлемана
для аналитических функций многих переменных. Использование классической
формулы Грина для построения регуляризованного решения задачи Коши для
уравнения Лапласа было предложено академиком М.М. Лаврентьевым, в его
известной монографии [3]. Используя идеи М.М. Лаврентьева, Ш. Ярмухаме-
довым было построено в явном виде регуляризованное решение задачи Коши
для уравнения Лапласа [4]. В работе [1] доказана интегральная формула для
систем уравнений эллиптического типа первого порядка, с постоянными коэф-
фициентами в ограниченной области. Задача Коши для многомерной системы
Ламе рассмотрены О.И. Махмудовым и И.Э. Ниёзовым ([10]-[11]).

Для систем уравнений эллиптического типа первого порядка с постоянны-
ми коэффициентами, факторизующие оператор Гельмгольца, в работе [10] до-
казана справедливость интегральной формулы в трехмерной неограниченной
области.

Построением матрицы Карлемана для эллиптических систем занимались:
Ш. Ярмухамедов, Н.Н. Тарханов, О.И. Махмудов, И.Э. Ниёзов и другие. Си-
стема, рассматриваемая в данной работе, была введена Н.Н. Тархановым. Для
этой системы им были изучены корректные граничные задачи и найден аналог
интегральной формулы Коши в ограниченной области.

Во многих корректных задачах для систем уравнений эллиптического типа
первого порядка с постоянными коэффициентами, факторизующие оператор
Гельмгольца, недоступно вычисление значений вектор-функции на всей гра-
нице. Поэтому, задача восстановления решения систем уравнений эллиптиче-
ского типа первого порядка с постоянными коэффициентами, факторизующие
оператор Гельмгольца ([12]-[15]), является одной из актуальных задач теории
дифференциальных уравнений.

Пусть R3−трехмерное вещественное евклидово пространство,

x = (x1, x2, x3)∈ R3, y = (y1, y2, y3)∈ R3,

x′ = (x1, x2)∈ R2, y′ = (y1, y2)∈ R2.

G ⊂ R3−неограниченная односвязная область с кусочно-гладкой границей,
состоящей из плоскости T : y3 = 0 и гладкой поверхности S, лежащей в полу-
пространстве y3 > 0, т.е. ∂G = S

∪
T .

Введем следующие обозначения:

xT =

 x1
x2
x3

−транспонированный вектор x, r = |y − x| , α = |y′ − x′|,

w = i
√
u2 + α2 + y3, u ≥ 0,

∂

∂x
=

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)T

,

U(x) = (U1(x), ... , Un(x))
T , u0 = (1, ... , 1) ∈ Rn , n = 2m, m = 3,
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E(z) =

∥∥∥∥∥∥
z1 ... 0
.......
0 ... zn

∥∥∥∥∥∥−диагональная матрица, z = (z1, ... , zn) ∈ Rn .

Пусть D(xT ), (n × n)−матрица с элементами, состоящими из множества
линейных функций с постоянными коэффициентами комплексной плоскости,
для которых выполняется условие:

D∗(xT )D(xT ) = E((|x|2 + λ2)u0),

где D∗(xT )−эрмитово сопряженная матрица D(xT ), λ−вещественное число.
Рассмотрим в области G систему дифференциальных уравнений

D

(
∂

∂x

)
U(x) = 0, (1)

где D
(

∂
∂x

)
−матрица дифференциальных операторов первого порядка.

Обозначим через H(G)−класс вектор-функций в области G, непрерывных
на G = G

∪
∂G и удовлетворяющих системе (1).

Если G−ограничена и U(y) ∈ H(G), то верна следующая интегральная фор-
мула типа Коши [15]

U(x) =

∫
∂G

M(y, x)U(y)dsy, x ∈ G, (2)

где

M(y, x) =

(
E

(
−e

iλr

4πr
u0

)
D∗

(
∂

∂y

))
D(tT ).

Здесь t = (t1, t2, t3)−единичная внешняя нормаль, проведенная в точке y,
поверхности ∂G, − eiλr

4πr −фундаментальное решение уравнения Гельмгольца в
R3 [9].

Обозначим, через K(w), w = ξ + iη−целую функцию, принимающую веще-
ственные значения при вещественном w (ξ, η−действительные числа) и удо-
влетворяющую условиям:

K(ξ) ̸= 0, sup
η≥1

|ξpKp(w)| = M(ξ, p) <∞, −∞ < ξ <∞, p = 0, 1, 2. (3)

Функцию Φ(y, x) при y ̸= x определим следующим равенством:

Φ(y, x) = − 1

2π2K(x3)

∫ ∞

0

Im
K(w)

w − x3

cosλu√
u2 + α2

du. (4)

Формула (2) верна, если вместо − eiλr

4πr подставим функцию

Φ(y, x) = −e
iλr

4πr
+ g(y, x), (5)

где gσ(y, x)−регулярное решение уравнения Гельмгольца по переменной y,
включая и точку y = x.

Тогда формула (2) имеет следующий вид

U(x) =

∫
∂G

M(y, x)U(y)dsy, x ∈ G, (6)

где

M(y, x) =

(
E
(
Φ(y, x)u0

)
D∗

(
∂

∂y

))
D(tT ).

Формулу (6) обобщим для случая, когда G−неограниченная область.
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Пусть, G ⊂ R3−неограниченная область, с кусочно-гладкой границей ∂G
( ∂G−простирается до бесконечности).

Обозначим через GR часть G, лежащую внутри круга радиуса R с центром
в нуле:

GR = {y : y ∈ G, |y| < R} , G∞
R = G\GR, R > 0.

Теорема 1. Пусть U(y) ∈ H(G), G−конечно-связная неограниченная область
в R3, с кусочно-гладкой границей ∂G.

Если при каждом фиксированном x ∈ G имеет место равенство

lim
R→∞

∫
G∞

R

M(y, x)U(y)dsy = 0, (7)

то верна формула (6).

Доказательство. Действительно, при фиксированном x ∈ G (|x| < R) и учи-
тывая (6), имеем∫

∂G
M(y, x)U(y)dsy =

∫
∂GR

M(y, x)U(y)dsy+

+
∫
∂G∞

R
M(y, x)U(y)dsy = U(x) +

∫
∂G∞

R
M(y, x)U(y)dsy, x ∈ GR.

Учитывая условие (7), при R→ ∞, получаем (6).
Пусть, неограниченная область G лежит внутри слоя наименьшей ширины,

определяемого неравенством

0 < y3 < h, h =
π

ρ
, ρ > 0,

причем ∂G простирается до бесконечности.
Предположим, что для некоторого b0 > 0 площадь ∂G удовлетворяет усло-

вию роста ∫
∂G

exp [−b0 ch ρ0 |y′|] dsy <∞, 0 < ρ0 < ρ. (8)

Пусть, U(y) ∈ H(G) удовлетворяет граничному условию роста

|U(y)| ≤ exp [exp ρ2 |y′|] , ρ2 < ρ, y ∈ G. (9)

В равенство (4) положим

K(w) = exp
[
−b ch iρ1

(
w − h

2

)
− b1 ch iρ0

(
w − h

2

)]
,

K(x3) = exp
[
b cos ρ1

(
x3 − h

2

)
+ b1 cos iρ0

(
x3 − h

2

)]
,

0 < ρ1 < ρ, 0 < x3 < h,
(10)

где

b = 2a exp (ρ1 |x′|) , b1 >
b0

cos
(
ρ0

h
2

) , a ≥ 0, b > 0.

Тогда верно интегральное представление (6).
При фиксированном x ∈ G и y → ∞, оценим функцию Φ(y, x) и ее производ-

ные ∂Φ(y, x)
∂yj

, j = 1, 2 и ∂Φ
∂y3

(y, x). Для оценки ∂Φ(y, x)
∂yj

воспользуемся равенством

∂Φ(y, x)

∂yj
=
∂Φ(y, x)

∂s

∂s

∂yj
= 2(yj − xj)

∂Φ(y, x)

∂s
, j = 1, 2. (11)

Действительно,∣∣exp [−b ch iρ1 (w − h
2

)
− b1 ch iρ0

(
w − h

2

)]∣∣
= expRe

[
−b ch iρ1

(
w − h

2

)
− b1 ch iρ0

(
w − h

2

)]
= exp

[
−b ch ρ1

√
u2 + α2 cos ρ1

(
y3 − h

2

)
− b1 ch ρ0

√
u2 + α2 cos ρ0

(
y3 − h

2

)]
.
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Так как
−π

2 ≤ −ρ1

ρ · π
2 ≤ ρ1

ρ · π
2 <

π
2 ,

−π
2 ≤ −ρ1

ρ · π
2 ≤ ρ0

(
y3 − h

2

)
≤ ρ1

ρ · π
2 <

π
2 .

Следовательно,

cos ρ

(
y3 −

h

2

)
> 0, cos ρ0

(
y3 −

h

2

)
≥ cos

hρ0
2

> δ0 > 0,

не обращается в нуль в области G и

|Φ(y, x)| = O [exp (−ε ch ρ1 |y′|)] , ε > 0, y → ∞, y ∈ G
∪
∂G,∣∣∣∂Φ(y, x)

∂yj

∣∣∣ = O [exp (−ε ch ρ1 |y′|)] , ε > 0, y → ∞, y ∈ G
∪
∂G,∣∣∣∂Φ(y, x)

∂y3

∣∣∣ = O [exp (−ε ch ρ1 |y′|)] , ε > 0, y → ∞, y ∈ G
∪
∂G.

Выберем теперь ρ1 с условием ρ2 < ρ1 < ρ. Тогда выполняется условие (8)
и верна интегральная формула (6). Теорема 1 доказана. �

Условие (10) можно ослабить.
Обозначим через Hρ(G)−класс функций из H(G), удовлетворяющих следу-

ющему словию роста:

Hρ(G) = {U(y) : U(y) ∈ H(G), |U(y)| ≤ exp [o (exp ρ |y′|)] , y → ∞, y ∈ G} .
(12)

Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть U(y) ∈ Hρ(G), удовлетворяет условию роста

|U(y)| ≤ C exp
[
a cos ρ1

(
y3 − h

2

)
exp (ρ1 |y′|)

]
,

a ≥ 0, 0 < ρ1 < ρ, y ∈ ∂G,
(13)

где C−некоторая константа. Тогда справедлива формула (6).

Доказательство. Рассечем область G линией y3 = h
2 на две области

G1 =
{
y : 0 < y3 <

h
2

}
и G2 =

{
y : h

2 < y3 < h
}
.

Рассмотрим область G1. В формуле (4) вместе K(w) поставим K1(w)

K1(w) = K(w) exp
[
−δ ch iτ

(
w − h

2

)
− δ1 ch iρ(w − h

2 )
]
,

ρ < τ < 2ρ, δ > 0, δ1 > o,
(14)

Здесь K(w) определяется из (10). При этих обозначениях верна оценка (8).
Действительно, ∣∣exp [− ch iτ

(
w − h

4

)
− δ1 ch iρ

(
w − h

4

)]∣∣
= exp

[
−δ ch τ

√
u2 + α2 cos τ

(
y3 − h

4

)]
= exp

[
−δ ch τ

√
u2 + α2

]
≤ exp [−δ exp τ |y1|] ,

так как
−π

2 ≤ −τ π
4 ≤ τ

(
y3 − h

4

)
≤ τ π

2 <
h
2 и cos τ

(
y3 − h

4

)
≥ cos τ h

4 ≥ δ0 > 0.
Соответствующую Φ(y, x) обозначим через Φ+(y, x).
Так как

cos τ

(
y3 −

h

4

)
≥ δ0, y ∈ G1

∪
∂G1,
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то при фиксированных x ∈ G1, y ∈ G1

∪
∂G1, для Φ+(y, x) и ее производных

верны асимптотические оценки

|Φ+(y, x)| = O [exp(−δ0 exp (τ |y′|)] , y → ∞, ρ < τ < 2ρ,∣∣∣∂Φ+(y, x)
∂yj

∣∣∣ = O [exp(−δ0 exp (τ |y′|)] , y → ∞, ρ < τ < 2ρ,∣∣∣∂Φ+(y, x)
∂y3

∣∣∣ = O [exp(−δ0 exp (τ |y′|)] , y → ∞, ρ < τ < 2ρ.

Пусть U(y) ∈ H(G1) в области G1 удовлетворяет условию роста

|U(y)| ≤ C exp [exp (2ρ− ε) |y′|] , ε > 0. (15)

Выберем τ в (14) из неравенства 2ρ− ε < τ < 2ρ.
Тогда для области G1 выполняется условие (14), следовательно, верна сле-

дующая интегральная формула

U(x) =

∫
∂G1

M(y, x)U(y)dsy, x ∈ G1. (16)

где

M(y, x) =

(
E
(
Φ+(y, x)u0

)
D∗

(
∂

∂x

))
D(tT ).

Если U(y) ∈ H(G2) удовлетворяет в G2 условию роста (13), то при 2ρ− ε <
τ < 2ρ аналогично получим следующую интегральную формулу

U(x) =

∫
∂G2

M(y, x)U(y)dsy, x ∈ G2. (17)

где

M(y, x) =

(
E
(
Φ−(y, x)u0

)
D∗

(
∂

∂x

))
D(tT ).

Здесь Φ−(y, x) определяется формулой (4), в которой K(w) заменяется
функцией K2(w) :

K2(w) = K(w) exp

[
−δ ch iτ (w − h1)− δ1 ch iρ(w − h

2
)

]
, (18)

где

h1 =
h

2
+
h

4
,

h

2
< y3 < h,

h

2
< x3 < h1, δ > 0, δ1 > 0.

В полученных при этом формулах интегралы (согласно 9)) равномерно схо-
дятся при δ ≥ 0, когда U(y) ∈ Hρ(G). Положим в этих формулах δ = 0 и,
объединяя полученные формулы, найдем

U(x) =

∫
∂G

M(y, x)U(y)dsy, x ∈ G, x3 ̸= h

2
, (19)

где

M(y, x) =

(
E
(
Φ̃(y, x)u0

)
D∗

(
∂

∂y

))
D(tT ).

(интегралы по сечению y3 = h
2 взаимно уничтожаются)

Φ̃(y, x) = (Φ+(y, x))δ=0 = (Φ−(y, x))δ=0.

Здесь Φ̃σ(y, x)определяется формулой (4), в которой K(w) определяется из
(14), где положено δ = 0. Согласно принципу продолжения, формула (19) верна
для ∀x ∈ G. При условии (15) формула (19) верна для ∀δ1 ≥ 0. Полагая δ1 = 0
получим доказательство теоремы. Теорема 2 доказана. �



758 Д.А. ЖУРАЕВ

В формуле (4), выбирая

K(w) = 1
(w−x3+3h)2 exp(σw),

K(x3) =
1

(3h)2 exp(σx3), 0 < x3 < h, h = π
ρ ,

(20)

получим

Φσ(y, x) = − e−σx3

2π2(3h)2

∫ ∞

0

Im
exp(σw)

(w − x3 + 3h)2(w − x3)

cosλu√
u2 + α2

du. (21)

Тогда интегральная формула (6) имеет следующий вид:

U(x) =

∫
∂G

Nσ(y, x)U(y)dsy, x ∈ G, (22)

где

Nσ(y, x) =

(
E
(
Φσ(y, x)u

0
)
D∗

(
∂

∂y

))
D(tT ).

Пусть, граница области G состоит из гиперплоскости y3 = 0 и гладкой по-
верхности S, простирающейся до бесконечности и лежащей в слое

0 < y3 < h, h =
π

ρ
, ρ > 0.

Будем предполагать, что S задана уравнением

y3 = ψ(y1, y2), −∞ < y1 <∞, −∞ < y2 <∞,

где ψ(y′) удовлетворяет условию∣∣∣∣∂ψ(y′)∂yj

∣∣∣∣ ≤M <∞, y′ ∈ R2, j = 1, 2.

2. Постановка задачи

Пусть U(y) ∈ Hρ(G) и

U(y)|S = f(y), y ∈ S. (23)

Здесь, f(y)−заданная непрерывная вектор-функция на S.
Требуется восстановить вектор-функцию U(y) в области G, исходя из её

значений f(y) на S.
Справедлива следующая

Теорема 3. Пусть U(y) ∈ Hρ(G) удовлетворяет неравенству

|U(y)| ≤ 1, y ∈ T. (24)

Если

Uσ(x) =

∫
S

Nσ(y, x)U(y)dsy, x ∈ G. (25)

то справедлива оценка

|U(x)− Uσ(x)| ≤ Cρ(x)σ e
−σ x3 , σ > 1, x ∈ G. (26)

Здесь и ниже функции, зависящие от x и ρ, обозначим через Cρ(x). Причем
в различных неравенствах они различные.
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Доказательство. Используя интегральную формулу (22) и равенство (25), по-
лучим

U(x) = Uσ(x) +

∫
T

Nσ(y, x)U(y)dsy, x ∈ G.

Учитывая неравенство (24), оценим следующее

|U(x)− Uσ(x)| ≤
∫
T

|U(y)| |Nσ(y, x)| dsy ≤
∫
T

|Nσ(y, x)| dsy, x ∈ G.

Для этого оценим интегралы
∫
T
|Φσ(y, x)| dsy,

∫
T

∣∣∣∂Φσ(y, x)
∂yj

∣∣∣ dsy, (j = 1, 2) и∫
T

∣∣∣∂Φσ

∂y3
(y, x)

∣∣∣ dsy на части T плоскости y3 = 0.
Пусть σ > o. Отделяя мнимую часть равенства (21), получим

Φσ(y, x) =
eσ(y3−x3)

2π2(3h)2

[∫∞
0

(
(−α2

1+β2
1+2β1β) cosσα1

(α2
1+β2

1)
2
(α2

1+β2)

+
(2α2

1β1+α2
1β−β2

1β)
(α2

1+β2
1)

2
(α2

1+β2)
sinσα1

α1

)
cosλu du

]
,

(27)

где

α2
1 = u2 + α2, β = y3 − x3, β1 = y3 − x3 + 3h.

Будем пользоваться легко проверяемыми неравенствами∣∣∣ dk

dsk
sinσα1

α1

∣∣∣ ≤ Ck
σk

αk+1
1

, α1 ≥ 1, k = 0, 1, . . . ,∣∣∣ dk

dsk
sinσα1

α1

∣∣∣ ≤ Ck
σk

α2k
1
, 0 < α1 ≤ 1,∣∣∣ dk

dsk
cosσα1

∣∣∣ ≤ Ck
σk

αk
1
, α1 ≥ 1, k = 0, 1, . . . ,∣∣∣ dk

dsk
cosσα1

∣∣∣ ≤ Ck
σk

α
2(k−1)
1

, 0 < α1 ≤ 1, k = 2, . . . ,∣∣ d
ds cosσα1

∣∣ ≤ σ
α1
, σ > 0.

(28)

Оценим сначала
∫
y3=0

|Φσ(y, x)| dsy. Учитывая равенство (27) и неравенство
(28), при α1 ≥ 1 и 0 < α1 ≤ 1, имеем∫

y3=0

|Φσ(y, x)| dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G, (29)

∫
y3=0

|Φσ(y, x)| dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (30)

Объединяя неравенства (29)-(30), получим∫
y3=0

|Φσ(y, x)| dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (31)

Для оценки второго интеграла воспользуемся равенством

∂Φσ(y, x)

∂yj
=
∂Φσ(y, x)

∂s

∂s

∂yj
= 2(yj − xj)

∂Φσ(y, x)

∂s
, j = 1, 2. (32)
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где
∂Φσ(y, x)

∂s = eσ(y3−x3)

2π2

[∫∞
0

(
cosσα1

(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)
− σ(−α2

1+β2
1+2β1β)

2(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)
sinσα1

α1

− (−α2
1+β2

1+2β1β) cosσα1

(α2
1+β2

1)
3(α2

1+β2)
− (−α2

1+β2
1+2β1β) cosσα1

(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)

)
cosλu du

+
∫∞
0

(
(2β1+β) sinσα1

(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)
sinσα
α1

+
σ(2β1α

2
1+α2

1β−β2
1β) cosσα1

2α2
1(α

2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)

− (2β1α
2
1+α2

1β−β2
1β)

2α2
1(α

2
1+β2

1)
3(α2

1+β2)
sinσα
α1

− 2(2β1α
2
1+α2

1β−β2
1β)

(α2
1+β2

1)
3(α2

1+β2)2
sinσα
α1

− (2β1α
2
1+α2

1β−β2
1β)

(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)
sinσα
α1

)
cosλu du

]
, s = α2.

Теперь, оценим интегралы
∫
T

∣∣∣∂Φσ(y, x)
∂yj

∣∣∣ dsy, j = 1, 2. Сначала оценим∫
y3=0

∣∣∣Φσ(y, x)
∂y1

∣∣∣ dsy. Учитывая равенство (32) и неравенство (28), при α1 ≥ 1

и 0 < α1 ≤ 1, имеем∫
y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y1

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G, (33)

∫
y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y1

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (34)

Объединяя неравенства (33) и (34), получим∫
y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y1

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (35)

Теперь, аналогично оценим
∫
y3=0

∣∣∣Φσ(y, x)
∂y2

∣∣∣ dsy. Учитывая равенство (32) и
неравенство (28), при α1 ≥ 1 и 0 < α1 ≤ 1, имеем∫

y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y2

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G, (36)

∫
y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y2

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (37)

Объединяя неравенства (36) и (37), получим∫
y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y2

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (38)

Для оценки интеграла
∫
y3=0

∣∣∣Φσ(y, x)
∂y3

∣∣∣ dsy воспользуемся равенством

Φσ(y, x)
∂y3

= eσβ

2π2(3h)2

[∫∞
0

(
σ(−α2

1+β2
1+2β1β)+(4β1+2β)

(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)
cosσα1−

− 4β1(−α2
1+β2

1+2β1β) cosσα1

(α2
1+β2

1)
3(α2

1+β2)
− 2β(−α2

1+β2
1+2β1β) cosσα1

(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)2

)
cosλu du−

−
∫∞
0

(
σ(β2

1β−2α2
1β1−α2

1β)+(2β1β+β2
1−3α2

1)

(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)
sinσα1

α1
−

− 4β1(β
2
1β−2α2

1β1−α2
1β)

(α2
1+β2

1)
3(α2

1+β2)
sinσα1

α1
−

−2β(β2
1β−2α2

1β1−α2
1β)

(α2
1+β2

1)
2(α2

1+β2)2
sinσα1

α1

)
cosλu du

]
.

(39)

Учитывая равенство (39) и неравенство (28), при α1 ≥ 1 и 0 < α1 ≤ 1, имеем∫
y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y3

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G, (40)
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y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y3

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (41)

Аналогично, объединяя неравенства (40)-(41), получим∫
y3=0

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y3

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (42)

Из неравенств (31), (35), (38) и (42), получим

|U(x)− Uσ(x)| ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G.

Теорема 3 доказана. �
Следствие 1. Предельное равенство

lim
σ→∞

Uσ(x) = U(x),

имеет место равномерно на каждом компакте из области G.

Теорема 4. Пусть U(y) ∈ H(G) удовлетворяет на части плоскости y3 = 0
условию (24), а на гладкой поверхности S неравенству

|U(y)| ≤ δ, 0 < δ < 1. (43)

Тогда верна оценка

|U(x)| ≤ Cρ(x)σδ
x3
h , σ > 1, x ∈ G. (44)

Доказательство. Используя интегральную формулу (22), имеем

U(x) =
∫
∂G

Nσ(y, x)U(y)dsy
=

∫
S
Nσ(y, x)U(y)dsy +

∫
T
Nσ(y, x)U(y)dsy, x ∈ G.

Учитывая, граничное условие (24) и неравенство (43), получим оценку

|U(x)| ≤
∫
S
|U(y)| |Nσ(y, x)| dsy +

∫
T
|U(y)| |Nσ(y, x)| dsy

≤ δ
∫
S
|Nσ(y, x)| dsy +

∫
T
|Nσ(y, x)| dsy, x ∈ G.

(45)

Сначала оценим, первый интеграл неравенства (45). Для этого оценим ин-
тегралы δ

∫
S
|Φσ(y, x)| dsy, δ

∫
S

∣∣∣∂Φσ(y, x)
∂yj

∣∣∣ dsy, (j = 1, 2) и δ
∫
S

∣∣∣∂Φσ(y, x)
∂y3

∣∣∣ dsy на
гладкой поверхности S.

Оценим сначала
∫
S
|Φσ(y, x)| dsy. Учитывая равенство (27) и неравенство

(28), при α1 ≥ 1 и 0 < α1 ≤ 1, имеем

δ

∫
S

|Φσ(y, x)| dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G, (46)

δ

∫
S

|Φσ(y, x)| dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (47)

Объединяя неравенства (46) и (47), получим

δ

∫
S

|Φσ(y, x)| dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (48)

Теперь, оценим интегралы δ
∫
S

∣∣∣∂Φσ(y, x)
∂yj

∣∣∣ dsy, j = 1, 2. Сначала оценим

δ
∫
S

∣∣∣Φσ(y, x)
∂y1

∣∣∣ dsy. Учитывая равенство (32) и неравенство (28), при α1 ≥ 1 и
0 < α1 ≤ 1, имеем

δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y1

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G, (49)
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δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y1

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (50)

Объединяя неравенства (49) и (50), получим

δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y1

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (51)

Теперь, аналогично оценим δ
∫
S

∣∣∣Φσ(y, x)
∂y2

∣∣∣ dsy. Учитывая равенство (32) и
неравенство (28), при α1 ≥ 1 и 0 < α1 ≤ 1, имеем

δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y2

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G, (52)

δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y2

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (53)

Объединяя неравенства (52) и (53), получим

δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y2

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (54)

Теперь оцениваем интеграл δ
∫
S

∣∣∣∂Φσ(y, x)
∂y3

∣∣∣ dsy. Учитывая равенство (39) и
неравенство (28), при α1 ≥ 1 и 0 < α1 ≤ 1, имеем

δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y3

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G, (55)

δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y3

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (56)

Аналогично, объединяя неравенства (55) и (56), получим

δ

∫
S

∣∣∣∣Φσ(y, x)

∂y3

∣∣∣∣ dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (57)

Из неравенств (48), (51), (54) и (57), получим

δ

∫
S

|Nσ(y, x)| dsy ≤ Cρ(x)σδ e
σ(h−x3), σ > 1, x ∈ G. (58)

Известно следующее∫
T

|Nσ(y, x)| dsy ≤ Cρ(x)σ e
−σx3 , σ > 1, x ∈ G. (59)

Теперь учитывая (58)-(59), имеем

|U(x)| ≤ Cρ(x)σ

2
(δ eσ h + 1)e−σ x3 , σ > 1, x ∈ G.

Выбирая σ из равенства

σ =
1

h
ln

1

δ
, (60)

получим неравенство (44).
Теорема 4 доказана. �
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Пусть U(y) ∈ Hρ(G) и вместе с U(y) на S задано ее приближение fδ(y),
соответственно, с погрешностью 0 < δ < 1, max

S
|U(y)− fδ(y)| ≤ δ.

Положим
Uσδ(x) =

∫
S

Nσ(y, x)fδ(y)dsy, x ∈ G. (61)

Справедлива следующая

Теорема 5. Пусть U(y) ∈ Hρ(G) удовлетворяет на части плоскости y3 = 0
условию (24).

Тогда справедлива оценка

|U(x)− Uσδ(x)| ≤ Cρ(x)σδ
x3
h , σ > 1, x ∈ G. (62)

Доказательство. Из интегральной формулы (22) и (61), имеем

U(x)− Uσδ(x) =
∫
S
Nσ(y, x) {U(y)− fδ(y)} dsy

+
∫
T
Nσ(y, x)U(y)dsy, x ∈ G.

Теперь, повторяя доказательства теорем 1 и 2, получим

|U(x)− Uσδ(x)| ≤
Cρ(x)σ

2
(δ eσ h + 1)e−σ x3 , σ > 1, x ∈ G.

Отсюда, выбирая σ из равенства (60), получим (62). Теорема 5 доказана. �
Следствие 2. Предельное равенство

lim
δ→0

Uσδ(x) = U(x),

имеет место равномерно на каждом компакте из области G.

Таким образом, функционал Uσδ(x) является регуляризацией решения за-
дачи (1), (23).

В заключение автор выражает искреннюю благодарность рецензенту за по-
лезные советы.
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