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Отзыв официального оппонента

на диссертацию Белова Алексея Яковлевича “Алгебры с полиномиальными тождествами: представления и комбинаторные методы”, представленную в Диссертационный совет Д.501.001.84 в Московском государственном университете им. М.В.Ломоносова  на соискание ученой степени доктора физико-математических наук по специальности 01.01.06 - математическая логика, алгебра и теория чисел

Рассматриваемая диссертация относится к теории PI-алгебр (алгебр с полиномиальными тождествами). Теория PI-алгебр активно развивалась на протяжении последних 50 лет. Центральными направлениями теории является изучение строения алгебр и их тождеств. За длительный период развития в этой теории был получен ряд замечательных результатов; определенные итоги развития теории подведены в известных монографиях и обзорах отечественных и зарубежных математиков (Л.Роуэн, К.Прочези, Ю.П.Размыслов, Л.А.Бокуть, В.Н.Латышев, Ю.А.Бахтурин). Следует отметить, что в нашей стране, начиная с 60-х годов, проблематику, связанную с изучением тождеств, поддерживал А.И.Мальцев. Крупные достижения в изучении многообразий алгебр были получены известными алгебраистами, принадлежащими к школе А.И.Ширшова. Сказанное выше подчеркивает актуальность темы рассматриваемой диссертации. 
В центре внимания данного исследования являются проблемы конечной базируемости и представимости относительно свободных алгебр. Полученные в диссертации результаты объединены единым комбинаторным подходом к изучению алгебр и многообразий. В работе изучаются различные базисы и комбинаторные инварианты алгебр, заданных с помощью тождеств. В качестве следствий указаны приложения полученных результатов к алгоритмическим проблемам.
Диссертация состоит из введения, 7 глав, приложения и списка литературы; объем работы – около 400 страниц. Список литературы насчитывает 177 наименований, среди которых автору принадлежат 10 работ по теме диссертации и 11 работ, примыкающих к ней. 
Следует сразу отметить, что в диссертации не только приведено решение известных трудных проблем, но и даны простые доказательства известных результатов, принадлежащих другим математикам. 
Значительное место в работе отведено обсуждению различных подходов к тем или иным проблемам, поиску разного сорта параллелей и аналогий между известными результатами, попытке определить место конкретных результатов в общей теории. Этим аспектам посвящено, в частности, введение, состоящее из нескольких разделов.
 Перечислим наиболее значимые результаты диссертации, не останавливаясь детально на содержании ее глав.
1. Для мономиальных алгебр в терминах равномерно рекуррентных слов дано построение теории радикала и доказано совпадение ниль-радикала и радикала Джекобсона (известный вопрос, поставленный в обзоре В.А.Уфнаровского).

2. Доказан критерий представимости мономиальной алгебры и построены представимые алгебры с трансцендентным рядом Гильберта. 
3. Доказана алгоритмическая неразрешимость проблемы изоморфизма двух подалгебр алгебры матриц над кольцом многочленов, заданных образующими.

4. Доказана экспоненциальность оценки на высоту алгебры (положительный ответ на вопрос Е.И.Зельманова).
5. Доказано, что множество лексикографически неуменьшаемых слов в PI-алгебре имеет ограниченную высоту над множеством слов, степень которых не превышает сложности алгебры (уточнение теоремы Ширшова о высоте.)

6. Доказана теорема о высоте для йордановых алгебр (вопрос восходит к И.П.Шестакову и С.В.Пчелинцеву).

7. Доказано, что размерность Гельфанда-Кириллова совпадает с существенной высотой алгебры.

8. Доказано, что нетерова конечно порожденная PI-алгебра является конечно определенной (положительное решение вопроса, принадлежащего Л.Смоллу.)

9. Доказано, что всякое Т-первичное многообразие ассоциативных алгебр обладает центральным полиномом и слабым тождеств. В качестве следствия получен отрицательный ответ на известный вопрос И.В.Львова: существует ли PI-алгебра, совпадающая со своим коммутатором?
10. Доказана рациональность ряда Гильберта Т-пространства в относительно свободной алгебре над полем характеристики 0 (для Т-идеалов этот вопрос принадлежит К.Прочези).

11. Описаны нетеровы, конечно определенные и слабо нетеровы относительно свободные алгебры для случая произвольной характеристики.

12. Доказана локальная конечная базируемость и локальная представимость относительно свободных PI-алгебр (известные вопросы Л.А.Бокутя и И.В.Львова).
13. Доказана финитная аппроксимируемость относительно свободных ассоциативных PI-колец (гипотеза Л.А.Бокутя и И.В.Львова).
14. Подтверждена гипотеза А.И.Мальцева, высказанная в 1967 г., о существовании алгоритма, выясняющего является ли тождество следствием некоторой конечной системы тождеств.

15. Указаны бесконечно базируемые многообразия ассоциативных и йордановых алгебр над полем конечной характеристики > 2 (проблема А.И.Мальцева для ассоциативных колец и ее аналог для йордановых колец). 
Подводя итог, можно утверждать - основные результаты диссертации вносят весомый вклад в теорию PI-алгебр, представляя собой новое перспективное направление в теории колец. Считаю, что развитые в диссертации новые методы и полученные в ней результаты найдут применение при изучении тождеств не только в алгебрах, но и других, более общих, алгебраических структурах. Результаты диссертации могут быть использованы при подготовке научных монографий и чтении спецкурсов.

Автореферат точно отражает содержание диссертации.

В качестве замечания можно отметить перегруженность диссертации, можно было бы ограничиться наиболее существенными результатами. Разумеется, это замечание никоим образом не влияет на общую положительную оценку диссертации.
Считаю, что диссертационная работа Белова Алексея Яковлевича “Алгебры с полиномиальными тождествами: представления и комбинаторные методы”,  удовлетворяет требованиям, предъявляемым к докторским диссертациям по математике, соответствует специальности  01.01.06 - математическая логика, алгебра и теория чисел, а ее автор вполне заслуживает присуждения ему искомой ученой степени.
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