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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü íàáëþäåíèé

y = Xβ + ε,

y = (y1, . . . , yn)T , β = (β1, . . . , βk)T , X =
∥∥x(1), . . . , x(k)

∥∥ ∈ Rn×k ,

rank(X) = k, k ≤ n, x(j) = (x1j , . . . , xnj)
T ,

ε = (ε1, . . . , εn)T ∼ Nn(0 , σ2In), In = diag(1, . . . , 1) ∈ Rn×n.
yr = (yr1, . . . , yrm)T � m ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé äëÿ

xr = (xr1, . . . , xrk)T : yrj = xTr β + εrj , 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ r ≤ N, ãäå

εr = (εr1, . . . , εrm)T íå çàâèñèò îò ε è L(εr ) = Nm(0, σ2Im)
Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïîâòîðíûõ îòêëèêîâ y r = 1

m eTmyr ,(
ŷr ∓ t1−α

2
, n−k σ̂

√
1

m
+ xTr A

−1xr

)
, (1)
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

ãäå em = (1, . . . , 1)T ∈ Rm, A = XTX, ŷr = xTr β̂ � îöåíêà îòêëèêà

yr äëÿ xr , β̂ = A−1XTy � îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ β, íàéäåííàÿ
ïî âûáîðêå y ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ),

σ̂2 = S(β̂)/(n − k) � îöåíêà σ2, t1−α
2
, n−k åñòü 100(1− α

2
)%-é

êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà St(n − k), òàê ÷òî

1− α = P{|tn−k | < t1−α
2
, n−k}, 0 < α < 1,S(β̂) = (y − Xβ̂)T (y − Xβ̂).

Èç (1) ñëåäóþò èçâåñòíûå 100(1− α)%-å äîâåðèòåëüíûå

ïîòî÷å÷íûå èíòåðâàëû äëÿ ñðåäíåãî xTr β (ïðè m→∞) è

èíäèâèäóàëüíîãî yr = xTr β + εr (ïðè m = 1) çíà÷åíèÿ îòêëèêà äëÿ

âåêòîðà çàäàííûõ çíà÷åíèé ðåãðåññîðîâ xr , ñîîòâåòñòâåííî:(
ŷr ∓ t1−α

2
, n−k σ̂

√
xTr A

−1xr

)
,

(
ŷr ∓ t1−α

2
, n−k σ̂

√
1 + xTr A

−1xr

)
.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ÷àñòî òðåáóåòñÿ íà óðîâíå äîâåðèÿ 1− α
îöåíèòü äîâåðèòåëüíóþ ïîëîñó äëÿ ñðåäíåãî íå äëÿ êàæäîãî

îòäåëüíîãî âåêòîðà ðåãðåññîðîâ xr , (ïîòî÷å÷íûå äîâåðèòåëüíûå

ãðàíèöû � ÏÄÃ), à îäíîâðåìåííî ïî âñåé íàáëþäàåìîé îáëàñòè

ðåãðåññîðîâ xr , r = 1, . . . ,N (ñîâìåñòíûå äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû

� ÑÄÃ). Òî åñòü íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå:

P{y r ∈ Dr , ∀r = 1, . . . ,N} = P

{
N⋂
r=1

(y r ∈ Dr )

}
= 1− α, (2)

ãäå Lr = ŷr − t1−α
2
, n−k σ̂

√
1

m
+ xTr A

−1xr ,

Ur = ŷr + t1−α
2
, n−k σ̂

√
1

m
+ xTr A

−1xr , Dr = [Lr ,Ur ].
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Ìåòîäû êîððåêöèè

Ìåòîä Áîíôåððîíè (Bonferroni). Ïóñòü èìåþò ìåñòî ÏÄÃ (1) ñ

óðîâíåì äîâåðèÿ 1− αr , ò.å. 1− αr = P{(y r ∈ Dr )}, r = 1, . . . ,N.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå Áóëåâûå íåðàâåíñòâà:

P

{
N⋂
r=1

(y r ∈ Dr )

}
≥ 1−

N∑
r=1

P{(y r ∈ Dr )c} = 1−
N∑
r=1

αr ,

ãäå (·)c � îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáðàòü αr = α/N, r = 1, . . . ,N è ïîñòðîèòü

N ÏÄÃ ñ èíäèâèäóàëüíûì óðîâíåì ïîêðûòèÿ 1− αr , òî ïîëó÷èì

ÑÄÃ ñ óðîâíåì íå ìåíåå 1− α, ò. å.

P

{
N⋂
r=1

(y r ∈ Dr )

}
≥ 1− α.

Àëüòåðíàòèâíîé ïðîöåäóðîé äëÿ ìåòîäà Áîíôåððîíè ÿâëÿåòñÿ

êîððåêöèÿ äîñòèãàåìûõ p-çíà÷åíèé pr , r = 1, . . . ,N t-ñòàòèñòèê
ñîîòâåòñòâóþùèõ N ÏÄÃ ïî ôîðìóëå p̃(r) = min(1,Npr ).
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Ìåòîäû êîððåêöèè

Ìåòîä Øèäàêà (Š id àk), îñíîâàííûé íà ñïðàâåäëèâîñòè

íåðàâåíñòâà α/N ≤ 1− (1− α)1/N ïðè N ≥ 1. Äëÿ ýòîãî ìåòîäà

ïîëàãàþò αr = 1− (1− α)1/N , r = 1, . . . ,N.

Ìåòîä Õîëìà (Holm) � αr = α/(N − r + 1), r = 1, . . . ,N èëè

p̃(r) = min(1,max((N − r + 1)p(r), p̃(r−1))), ãäå p(1) ≤ · · · ≤ p(N) �

óïîðÿäî÷åííûå äîñòèãàåìûå p-çíà÷åíèÿ t-ñòàòèñòèê
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÏÄÃ.

Ìåòîä Áåíäæàìèíà-Õîõáåðãà (Benjamini- Hochberg) �

αr = αr/N, r = 1, . . . ,N èëè p̃(r) = min(1,max(Np(r)/r , p̃(r−1)));
Ìåòîä Áåíäæàìèíà-Èåêóòèåëè (Benjamini-Yekateuli) �

αr = αr/(Nc), r = 1, . . . ,N èëè p̃(r) = min(1,max(Np(r)c/r , p̃(r−1))),

ãäå c =
N∑
i=1

1

i
.
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

f (x) = 0.5x + 2, x = 1, . . . , l , f (xi ), i = 1, . . . , l , l = 10, q = 20

yij = f (xi ) + εij , i = 1, . . . , l , j = 1, . . . , q, L(ε) = N1(0, 4)
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (îáùàÿ)

Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ñîâìåñòíîé äîâåðèòåëüíîé

ïîëîñû äëÿ ñðåäíåãî ïîâòîðíûõ îòêëèêîâ âèäà(
ŷ ∓ c σ̂

√
1

m
+ xTA−1x

)
∀x ∈ D, (3)

ãäå D åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

D = {(x1, . . . , xk)T : −∞ 6 ai 6 xi 6 bi 6∞, i = 1, . . . , k}.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû

c , îïðåäåëÿåìîé êàê P{T < c}, òàêîé, ÷òîáû äîâåðèòåëüíàÿ

ïîëîñà (3) èìåëà óðîâåíü 1− α, ãäå

T = sup
xi∈[ai ,bi ],i=1,...,k

|ŷ − ym|

σ̂

√
1

m
+ xTA−1x

. (4)
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Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ c

Ïîñêîëüêó èñêîìàÿ êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà c îïðåäåëÿåò

äîâåðèòåëüíûå ïîëîñû (3) ïðè ëþáûõ m, òî äîñòàòî÷íî óìåòü

ðàññ÷èòûâàòü åå äëÿ êàêîé-íèáóäü èç ýòèõ ïîëîñ, â ÷àñòíîñòè, ïðè

m→∞ äëÿ ðåãðåññèè xTβ. Â ýòîì ñëó÷àå êîíñòàíòà c
îïðåäåëÿåòñÿ êàê P{T < c}, ãäå èç (4) èìååì

T = sup
xi∈[ai ,bi ],i=1,...,k

|xT (β̂ − β)|
σ̂
√
xTA−1x

. (5)

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî ïîõîæèõ ïîäõîäîâ [3− 5]

À.Áåëîâ (c) Ñîâìåñòíûå äîâåðèòåëüíûå ïîëîñû ÂÌÊ ÌÃÓ, 17.04.2019 9 / 19



Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ c

Ïðåäñòàâèì âåëè÷èíó T â âèäå

T = Q
‖Z‖

(σ̂/σ)
,Q = sup

xi∈[ai ,bi ],i=1,...,k

|(Px)TZ|
‖Px‖‖Z‖

, (6)

ãäå (XTX)−1 = PTP, P = (p1, . . . ,pk) ∈ Rk×k ,
Z = (PT )−1(β̂ − β)/σ ∼ Nk(0, Ik). Ïîñêîëüêó ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ T ñëîæíî, òî íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü åå ìîäåëèðîâàíèå
ïîñðåäñòâîì ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñ.â.) Z è ñ.â.

σ̂/σ ∼
√
χ2n−k/(n − k) ñ èõ äàëüíåéøåé ïîäñòàíîâêîé â (6). Îñíîâíàÿ

òðóäíîñòü ðàñ÷åòà T çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè Q. Âåëè÷èíà Q ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ çàäà÷è

Q = sup
s∈Ω

|sTZ|
‖s‖‖Z‖

, (7)

ãäå Ω = {s : s = γν, ν ∈ L, γ > 0}, L = {Px : xi ∈ [ai , bi ], i = 1, . . . , k}.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî sTZ/(‖s‖‖Z‖) åñòü êîñèíóñ óãëà ìåæäó s è Z.
Ïîýòîìó, åñëè ŝ ∈ Ω åñòü ðåøåíèå (7), òî îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

inf
s∈Ω
‖s− Z‖2.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íèæå áóäåò
èñïîëüçîâàí �active set�-àëãîðèòì, ïîäðîáíî îïèñàííûé â [5], êàê
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé è ñõîäÿùèéñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ c

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà c ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ

ñëåäóþùèì ïóòåì. Ìîäåëèðóåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî M
çíà÷åíèé Ti ñ.â. T . Òîãäà (1− α)M-å íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ĉ èç

ñãåíåðèðîâàííîãî âàðèàöèîííîãî ðÿäà ñ÷èòàåòñÿ îöåíêîé c . Òàêîé
ïîäõîä îñíîâàí íà òîì ôàêòå, ÷òî âûáîðî÷íàÿ 100(1− α)-ÿ
ïåðöåíòèëü ĉ ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå ê òåîðåòè÷åñêîé

100(1− α)-é ïåðöåíòèëè c ïðè M →∞. Ïðè ýòîì, ñ ó÷åòîì

àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ĉ ñî ñðåäíåé c è ñòàíäàðòíîé

îøèáêîé s =

√
α(1− α)

g2(c)M
ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ñòàíäàðòíàÿ

îøèáêà îöåíêè ĉ , ãäå h � ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ (â âû÷èñëåíèÿõ

íèæå h = 0, 01), g(c) � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. T ,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê

g(ĉ) ≈ 1

Mh
√
2π

M∑
i=1

exp

{
−
(
ĉ − Ti

4h

)2
}
.
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Âû÷èñëèì äîâåðèòåëüíûå ïîëîñû äëÿ ïðîñòîé ðåãðåññèè íà ìîäåëüíûõ
äàííûõ. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì l = 10 íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé ðåãðåññîðà
x = 1, . . . , l ëèíåéíîé f (x) = 0.5x + 2 çàâèñèìîñòè. Çàòåì äëÿ êàæäîãî
èç f (xi ), i = 1, . . . , l , íåçàâèñèìî ìîäåëèðóåì q ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé yij
ïóòåì àääèòèâíîãî âíåñåíèÿ â f (xi ) ñëó÷àéíîé íîðìàëüíî
ðàñïðåäåëåííîé îøèáêè L(ε) = N1(0, 4) ñ äèñïåðñèåé σ2 = 4. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îáëàêî èç n = lq çíà÷åíèé
yij = f (xi ) + εij , i = 1, . . . , l , j = 1, . . . , q, l = 10, q = 20, èçîáðàæåííûõ â
âèäå êðóæêîâ íà ðèñ. 12. Ïðè ýòîì êàæäîìó xi ñîîòâåòñòâóåò q
ïîâòîðÿþùèõñÿ íàáëþäåíèé.
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè T áûëî èñïîëüçîâàíî äî 30000 ãåíåðàöèé, ïðè ýòîì
âû÷èñëÿëàñü êðèòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ĉ è åå ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà s(ĉ). Â
òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.

Òàáëèöà: Äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ

n ×èñëî ĉ s(ĉ)
ãåíåðàöèé

1 6840 2,3943 0,0276
2 9120 2,4031 0,0222
3 11400 2,4031 0,0205
4 13680 2,4042 0,0177
. .... .... ...
8 22800 2,4073 0,0127
9 25080 2,4144 0,0120
10 27360 2,4172 0,0116
11 29640 2,4144 0,0115
12 30000 2,4155 0,0114
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Ñðàâíèâàÿ c = t1−α
2
, n−k = t0.975, 198 = 1, 972 ñ âû÷èñëåííîé ïðè

M = 30000 âåëè÷èíîé ĉ = 2, 4155 (ñì. òàáë. 1), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî øèðèíà ïîòî÷å÷íûõ äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö (1) áóäåò ìåíüøå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñìîäåëèðîâàííûõ ñîâìåñòíûõ ïîëîñ. Îäíàêî
ïîñëåäíèå ïîëîñû áîëåå óçêè, ÷åì ñîâìåñòíûå äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû,
ïîëó÷åííûå ìåíåå òî÷íûì ìåòîäîì êîððåêöèè Áîíôåððîíè [2] (äëÿ
äàííîãî ïðèìåðà c = t1− α

2l , n−k = t0.9975, 198 = 2, 839).
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Äâóõôàêòîðíûé ïðèìåð

Äëÿ äâóõôàêòîðíîé ìîäåëè k = 2 ðàññìîòðèì âûáîðêó n = 35 öåí íà
øåñòèÿäåðíûå ïðîöåññîðû ñåðèè Phenom 2 ôèðìû AMD,
ðàçëè÷àþùèåñÿ ðàáî÷åé ÷àñòîòîé (ÌÃö) è òåïëîâûäåëåíèåì (Âò) (ñì.
òàáë. 2) (äàííûå ïîëó÷åíû èç èíòåðíåò-ðåñóðñà
http://market.yandex.ru/).

Òàáëèöà: Äàííûå ïî ïðîöåññîðàì AMD

n ×àñòîòà, Òåïëî, Öåíà, n ×àñòîòà, Òåïëî, Öåíà,
ÌÃö Âò ðóá ÌÃö Âò ðóá

1 2900 95 5164 19 2600 95 5022
2 2900 95 5198 20 2600 95 5687
3 2900 95 5523 21 3250 125 6311
. ... ... ... ... ... ... ...
15 2700 95 4890 33 2800 125 4772
16 2600 95 4611 34 2800 125 4969
17 2600 95 4719 35 2800 125 5200
18 2600 95 4860
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Äâóõôàêòîðíûé ïðèìåð

Äëÿ ýòèõ äàííûõ ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äîâåðèòåëüíûõ ïîëîñ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ïîâòîðíûõ îòêëèêîâ (m = 5) è íàáëþäåíèÿ (m = 1), êîòîðûå
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 16. Äëÿ ÷èñëà ãåíåðàöèé M = 30000 èìååì
ĉ = 2, 9093, s(ĉ) = 0, 0137.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ àâòîðñêîé
ïðîãðàììû SSB (Simulation Simultaneous Bands), íàïèñàííîé â ñðåäå
MatLab âåðñèè 7.0.5. Ïðîãðàììà âêëþ÷àåò â ñåáÿ èíòåðôåéñ äëÿ
èìïîðòà äàííûõ è çàäàíèÿ æåëàåìûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëèðîâàíèÿ.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé çàïèñûâàþòñÿ â îòäåëüíûé ôàéë è ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêè äëÿ ìîäåëåé äî äâóõ ïðåäèêòîðîâ.
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Çàêëþ÷åíèå

� îïèñàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà äîâåðèòåëüíîé ïîëîñû äëÿ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ïîâòîðíûõ îòêëèêîâ â ëèíåéíîé ìíîæåñòâåííîé íîðìàëüíîé
ðåãðåññèè ñ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòüþ äëÿ ïðåäèêòîðîâ.
� ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì âû÷èñëåíèåì äîâåðèòåëüíîé ïîëîñû äëÿ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ïîâòîðíûõ îòêëèêîâ, ðåãðåññèè è îòêëèêà. Âûïîëíåí
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàññ÷èòàííûõ ïîëîñ.
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Êîíåö

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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