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1. Ââåäåíèå

Â íàøå âðåìÿ îãðîìíîå âíèìàíèå îêàçûâàåòñÿ ðàçðàáîòêå ñòàíäàðòíîé ñõåìû
äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ îöåíêè ðèñêà. Ñàìûå íàä¼æíûå ìåòîäû îöåíêè ðèñêà îñíîâà-
íû íà ïîðòôåëüíîì ïîäõîäå, òî åñòü ïðåäïîëàãàþò âîñïðèÿòèå àêòèâîâ è ïàññèâîâ
ïðåäïðèÿòèÿ, êàê ýëåìåíòîâ åäèíîãî öåëîãî � ïîðòôåëÿ, ñîîáùàþùèõ åìó õàðàê-
òåðèñòèêè ðèñêà è äîõîäíîñòè. Â ðàìêàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíêè ðèñêà ïîðòôåëÿ
öåííûõ áóìàã, äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè èíâåñòèöèé ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå õà-
ðàêòåðèñòèêè. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ TCE [1] � ñòàòèñòèêà, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü
ñðåäíèå ïîòåðè ïî ïîðòôåëþ, âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû VaR. ÒÑÅ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé óñëîâíîå ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïîòåðü, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîíåñåíî â äàííûé
ïåðèîä, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîòåðÿ ïðåâûøàåò óêàçàííîå çíà÷åíèå. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðàâèëó:

TCEX(x) := E(X|X > x),

è íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ. Èí-
òåðåñ ê ýòîé ñòàòèñòèêå îáóñëîâëåí òåì, ÷òî áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó êîãåðåíòíîñòè,
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ÒÑÅ î÷åíü óäîáíà â ñëó÷àå, êîãäà íàäî îïðåäåëèòü, êàêóþ ÷àñòü îò îáùåãî ðèñêà
ñîñòàâëÿåò ðèñê ïî k-é êîìïîíåíòå ïîðòôåëÿ. Òðóäíîñòü ýòîé çàäà÷è ñâÿçàíà ñ
òåì, ÷òî ìíîãèå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ÿâëÿþòñÿ
ìíîãîìåðíûìè, à èõ êîìïîíåíòû îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè ïî ñóùåñòâó. Ìû
ìîæåì íàáëþäàòü ýòî íà ïðèìåðå çàäà÷ èç ýêîíîìèêè, ñîöèîëîãèè, ïñèõîëîãèè,
áèîëîãèè, ìåäèöèíû è ìíîãèõ äðóãèõ. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå
ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé ìíîãîìåðíîé ìîäåëè è îöåíêå ðèñêà, ïîðîæäåííîãî îäíîé
èç êîìïîíåíò ïîðòôåëÿ.

2. Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ N(t) = (N1(t), ..., Nm(t))T ñ
íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðîöåñ-
ñîì Ïóàññîíà, à òàêæå íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Λ(t) = (Λ1(t), ...Λm(t))T ñ
âîîáùå ãîâîðÿ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, òðàåêòîðèè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåóáû-
âàþùèìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷¼ì

E(Λk(t)) = lk · t, Cov(Λk(t),Λj(t)) = Skj · t, D(Λk(t)) = Sk
2 · t.

Ðàññìîòðèì äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ Xj = (Xj1, ...Xjn)T , ñ
êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà, òàêèõ, ÷òî E(Xj) = aj = (aj1, ..., ajn)T ,

Cov(Xji, Xjk) = σik

Îïðåäåëèì ìíîãîìåðíûé îáîáùåííûé ïðîöåññ Êîêñà: C(t) = (C1(t), . . . , Cm(t)),
ãäå

Ck(t) =

Nk(Λk(t))∑
j=1

Xjk.

Òîãäà îáùèé ðèñê ïîðòôåëÿ èìååò âåëè÷èíó

S(t) := C1(t) + ...+ Cm(t) .

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà âêëàäà k-é êîìïîíåíòû Ck(t) â îáùèé
ðèñê ïî ïîðòôåëþ C(t) = (C1(t), ..., Cm(t)):

TCECk(t)|S(t)(s) := E(Ck(t)|S(t) > s) .

Âñþäó äàëåå ñèìâîëîì "⇒"ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëå-
íèé èëè ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

3. Îöåíêà âêëàäà êîìïîíåíòû ïîðòôåëÿ â îáùèé ðèñê

Â ðàáîòå [4] áûëî íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîãîìåðíîãî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà (ïðîöåññà Êîêñà)
ïðè íåñëó÷àéíîì öåíòðèðîâàíèè è íîðìèðîâêå ê ñìåñè ìíîãîìåðíîãî íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî îáîáùàåò àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èç [2], ïîëó÷åííûé â
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îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 1. Ñõîäèìîñòü

C∗(t) =
C(t)−A(t)√

t
⇒ Z , t→∞ , (1)

èìååò ìåñòî äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z, ãäå Ak(t) = ak · lk · t, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

Λ(t)− Ã(t)√
t

⇒ V , t→∞ , (2)

äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà V , ãäå Ãk(t) = lk · t. Ïðè÷åì

Zk
d
= Wk + ak · Vk , (3)

ãäå W = (W1, . . . ,Wm) èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì

0 è êîâàðèàöèÿìè min(lp, lq) · (σpq + ap
2δpq), δpq � ñèìâîë Êðîíåêåðà, W è V �

íåçàâèñèìû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ t èç (1) è (3) ñëåäóåò, ÷òî Ck(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ñëåäóþùåì âèäå:

Ck(t)
d
≈Wk ·

√
t+ ak ·

√
t · Vk + ak · lk · t .

Çàôèêñèðóåì âñå Vk. Òîãäà ïðè áîëüøèõ t âåêòîð C(t) èìååò ïðèáëèæåííî
ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè÷¼ì

E(Ck(t)|V ) = ak · lk · t+ ak ·
√
t · Vk =: µk(t) ,

D(Ck(t)|V ) = D(Wk|V ) · t = (σk
2 + ak

2) · lk · t =: d2
k · t ,

Cov(Cp(t), Cq(t)|V ) = Cov(Wp,Wq) · t = min(lp, lq) · (σpq + ap
2δpq) · t .

Òîãäà

E(S(t)|V ) =
∑
k

µk(t) ,

D(S(t)|V ) =

m∑
k=1

D(Ck(t)) +
∑
p 6=q

Cov(Cp(t), Cq(t)) =

=

m∑
k=1

d2
k · t+

∑
p 6=q

t · E(Wp ·Wq) =

=

m∑
k=1

d2
k · t+

∑
p 6=q

min(lp, lq) · (σpq + ap
2δpq) · t =: d2 · t ,

Cov(Ck(t), S(t)|V ) =

m∑
j=1

Cov(Ck(t), Cj(t)|V ) =

m∑
j=1

t · E(Wk ·Wj |V ) =
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=

m∑
j=1

t ·min(lk, lj) · (σkj + ak
2 · δkj) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

λ(x) =
φ(x)

1− Φ(x)

ôóíêöèþ ðèñêà äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ðàáîòå [3] ïðåä-
ñòàâëåíû âàæíûå ðåçóëüòàòû îá îöåíêå ðèñêà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîâîêóïíîñòü
ðèñêîâ èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð Y = (Y1, . . . , Ym) èìååò ìíîãîìåðíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ µ = (µ1, . . . , µm) è ìàòðè-

öåé êîâàðèàöèé Σ = (bkj), îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñóììó êîìïîíåíò âåêòîðà Y:

S = Y1 + . . .+ Ym. Òîãäà

E(Xk|S > x) = µk + λ((x− µS)/σS) · Cov(Xk, S)

σS
, (4)

ãäå µS = E(S), σ2
S = D(S).

Äàëåå, â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè, ìû ïðèìåíÿåì òåîðåìó 2 ïðè
ôèêñèðîâàííîì V , à çàòåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ, óñðåäíÿåì ïî V . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

E(Ck(t)|S(t) > x) = EV (E(Ck(t)|S(t) > x, V )) ≈ ak · lk · t+ ak
√
tEV (Vk)+

+EV

[
λ

((
x−

m∑
k=1

aklkt−
m∑

k=1

akVk
√
t

)
/(d
√
t)

)] m∑
j=1

min(lk, lj) · (σkj + ak
2 · δkj)

d
·
√
t .

Òàê êàê Vk öåíòðèðîâàíî, òî EV (Vk) = 0. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàí ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Âêëàä k-é êîìïîíåíòû Ck(t) â îáùèé ðèñê ïî ïîðòôåëþ

C(t) = (C1(t), ..., Cm(t)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

TCECk(t)|S(t)(x) ≈ aklkt+ EV

[
λ

(
A(x, t)−

m∑
k=1

akVk/(d
√
t)

)]
×

×


m∑
j=1

min(lk, lj) · (σkj + ak
2 · δkj)

d

 · √t ,
ãäå

A(x, t) =

x− (
∑
k

aklk) · t

d ·
√
t

.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññìîòðåííûé âûøå óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ Λ(t) èìå-
þò íåêîððåëèðîâàííûå ïðèðàùåíèÿ. Åñëè, áîëåå òîãî, îí èìååò íåçàâèñèìûå ïðè-
ðàùåíèÿ, òî ïðèìåíèìà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è ñëó÷àéíûé âåêòîð V
èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì íîëü è ìàòðèöåé êîâà-
ðèàöèé ΣV = (Skj). Òîãäà ñëó÷àéíûé âåêòîð C(t) ïðè áîëüøèõ t èìååò àñèìï-
òîòè÷åñêè ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò
ñðåäíèå aklkt è ìàòðèöó êîâàðèàöèé ΣC ñ ýëåìåíòàìè

(min(lp, lq) · (σpq + ap
2δpq) + ap · aq · Spq) · t .

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, ïîëó÷àåì:

µS =

(∑
k

aklk

)
· t ,

σ2
S =

 m∑
k=1

(
(σ2

k + a2
k) · lk + a2

k · S2
k

)
+
∑
p 6=q

(
min(lp, lq) · (σpq + ap

2δpq) + ap · aq · Spq

)·t ,
Cov(Ck(t), S(t)) =

∑
j

(
min(lk, lj)(σkj + a2

k · δkj) + ak · aj · Skj

) · t .
Äàëåå ðàñ÷åò ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (4):

E(Ck(t)|S(t) > x) ≈ ak · lk · t+

+λ


x−

(∑
j

aj lj

)
· t√√√√( m∑

j=1

(σ2
j + a2

j ) · lj + a2
j · S2

j +
∑
p 6=q

min(lp, lq) · (σpq + ap2δpq) + ap · aq · Spq

)
t

×

×

∑
j

(
min(lk, lj)(σkj + a2

k · δkj) + ak · aj · Skj

)
√√√√( m∑

j=1

(σ2
j + a2

j ) · lj + a2
j · S2

j +
∑
p 6=q

min(lp, lq) · (σpq + ap2δpq) + ap · aq · Spq

) · √t .

4. Çàêëþ÷åíèå.

Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îöåíêè êîìïîíåíòû ïîðòôåëÿ, çàäàííîãî ñ ïî-
ìîùüþ ìíîãîìåðíîãî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà, ïîçâîëÿ-
åò îñóùåñòâèòü ðàñ÷åò äàííîé âåëè÷èíû è å¼ äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå. Êðîìå òîãî,
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàñïðåäåëåíèå õâîñòà ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿþùåãî ïîðòôåëü.
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