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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время фрактальный анализ успеш�
но применяют для описания оптико�физических
свойств и морфологических особенностей агломе�
ратов, сформированных наночастицами различ�
ных типов [1–3]. Знание фрактальных характери�
стик агломератов позволяет определить ряд важ�
ных параметров в рамках электрофизического
механизма взаимодействия первичных составляю�
щих агломератов [4]. Такие характеристики можно
получить на основе анализа картин дифракции из�
лучения, просвечивающего нанообъект. Однако
получение необходимых сведений часто оказыва�
ется затруднительным из�за недостаточно прора�
ботанного вопроса о характере связи между скей�
линговыми параметрами дифрагирующих волн и
симметрией самоподобия нанокластера. В литера�
туре фрактальные свойства систем наночастиц
обычно рассматривают на основе стохастических
моделей [3, 5–6] кластеров дендритного типа, ча�
сто принимающих звездную форму [2–3, 7–8].
Применение таких моделей из�за необходимости
статистических усреднений не дает возможности
провести точные оценки.

Цель данной работы – решение указанного
выше вопроса с использованием представлений
о детерминированных конструктивных фракта�
лах с различным типом симметрии самоподо�
бия. Такой подход дает возможность провести
корректную классификацию исследуемых объ�
ектов и установить общие закономерности,
определяющие связь между скейлингом их
структуры и распределением поля дифрагирую�
щего излучения.

СВОЙСТВА ФРАКТАЛЬНЫХ СИСТЕМ 
И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ

Конструктивные фракталы по их скейлинго�
вым параметрам (коэффициентам скейлинга ζ
[9]), могут быть разделены на три группы [3], раз�
личающиеся геометрией и типом самоподобия.
Первую группу образуют фрактальные объекты с
однозначно определяемым коэффициентом скей�
линга ς, который находится по соотношению раз�
меров самоподобных элементов, формирующихся
при последовательных этапах процедуры построе�
ния фрактальной структуры [6, 9]. К первой группе
можно отнести фракталы, построенные на основе
использования числовых свойств множества Кан�
тора и его двумерных аналогов (ковер и салфетка
Серпинского). 

Ко второй группе относятся объекты, характе�
ризующиеся внутренней (или скрытой) симметри�
ей самоподобия. Часто такой тип структур образу�
ется на основе применения моделей 1D�квазикри�
сталлов, сформированных с помощью числовых
последовательностей Морса–Туэ, двойного пери�
ода, Фибоначчи и ряда “металлических сечений”
[10–12]. Так, начальные уровни числовой последо�
вательности двойного периода формируются эле�
ментами двух типов A и B:   S2 =

= ABAA;  При этом переход к более
высоким уровням генерации подчиняется следую�
щему правилу замещения:  

Наконец, третью группу фрактальных объектов
образуют структуры с неоднозначным соотноше�
нием между размерами самоподобных элементов,
принадлежащих соседним уровням используемого
итерационного алгоритма. В частности, к этой

0 ;S A= 1 ;S AB=

3 .S ABAAABAB=

;A AB→ .B AA→
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группе могут быть отнесены фрактальные объекты
со сложной природоподобной геометрией, полу�
ченные в результате применения стандартной
процедуры построения L�систем, а также звездные
фракталы различных конфигураций [13–15]. На
рис. 1 в качестве примеров указанных типов фрак�
тальных структур приведены пространственные
распределения частиц с геометрией ковра Серпин�
ского, двойного периода и звездного фрактала в ви�
де “пентаграммы”. Алгоритмы построения фрак�
тальных объектов, представленных на рис. 1а–1в,
описаны в [3, 13, 16]. Так, моделирование объектов
третьей группы, обладающих звездной геометрией,
осуществлялось на основе известной итерацион�
ной процедуры [13]. Результ ее применения – за�
дание фрактальных структур в виде замкнутых
ломаных линий, последовательные отрезки кото�
рых пересекаются под одним и тем же углом α.
Рекуррентные соотношения, по которым опреде�
ляется длина J + 2-го отрезка при известной 
длине отрезка для пространственных координат x
и y, запишем в виде

(1)

где  – заданная длина отрезка,  – функция
выбора длины звена ломаной линии [13], R – па�
раметр изменения длин (показатель уменьше�
ния),  N – общее число шагов алго�
ритма построения. Варьируя основные парамет�
ры  и  в формуле (1), можно изменять
форму фрактальных структур в широких преде�
лах. При моделировании фрактальных объектов
использовалось преобразование полученных
кривых (1) в двумерное пространственное рас�
пределение частиц, представляющих собой со�
вокупность точечных рассеивающих центров. На
рис. 2 представлены звездные структуры экспери�
ментально зарегистрированного нанокластерно�
го агломерата из наночастиц золота [7] (рис. 2а) и
его модельное представление в виде фрагмента
“пентаграммы” (рис. 2б), образованного точеч�
ными рассеивающими центрами.
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Рис. 1. Конструктивные фракталы (а–в) и их про�
странственные спектры (г–е). Ковер Серпинского
(а, г), система двойного периода (б, д), звездный
фрактал “пентаграмма” (в, е); x, y – поперечные ко�
ординаты в плоскости объекта, qx, qy – простран�
ственные частоты. Цифрами показаны наиболее
крупные самоподобные структурные элементы объ�
ектов (а, в) и элементы паттерных образований в поле
дифракции (г). Пунктир – паттерны в полях дифрак�
ции (д–е) и структурные элементы объекта (б), соот�
ветствующие паттерну (д).
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ОСОБЕННОСТИ ДИФРАКЦИИ ИЗЛУЧЕНИЯ

При анализе прохождения излучения через
фрактальные объекты структурная функция про�

пускания  задавалась в бинарной форме

(2)

где C представляет собой функцию пространствен�
ного распределения рассеивающих точечных цен�
тров, соответствующих расположению одного из
типов образующих элементов квазикристалличе�
ских структур или контурной границы для объек�
тов третьей группы. Тем самым сформированные
структуры представлялись в виде чередующихся в
определенном порядке нулей и единиц  где
значение 1 соответствует положению рассеиваю�
щего центра, а 0 – свободной вакансии. Такое
представление анализируемых систем упрощает
процедуру нахождения пространственных фурье�
спектров распределений образующих частиц в
моделях нанокластерных образований, определя�
ющих структуру дифрагирующей волны. Поле
дифракции в дальней зоне характеризуется ам�
плитудой Aq:

(3)

где  q – нормированная про�

странственная частота,  J – число элемен�
тов, s – масштабирующий множитель, δ – угол па�

дения светового луча,  задается формулой (2) [9].
Следует отметить, что фурье�спектры рассматри�
ваемых фрактальных объектов наиболее отчетли�
во передают их самоподобные свойства, что согла�
суются с известными литературными данными
[10, 17]. На рис. 1г–е приведены картины дифрак�
ции излучения на фрактальных объектах, принад�
лежащих разным группам приведенной классифи�
кации. Анализ пространственных фурье�спектров
рассматриваемых систем показал, что независимо
от их принадлежности к тем или иным группам
распределение дифракционных максимумов име�
ет четко выраженный фрактальный характер. При
этом геометрия и скейлинговые свойства присут�
ствующих в них самоподобных элементов нахо�
дятся в определенном структурном соответствии с
фрагментами исходного распределения точечных
рассеивающих центров.

Расчеты показывают, что наиболее устойчи�
вым параметром для оценки самоподобия как ис�
следуемых структур, так и различных их оптиче�
ских характеристик является коэффициент скей�
линга. Коэффициенты скейлинга ς структуры и
ее фурье�спектра (см. рис. 1а, 1г) определяются
отношением сторон выделенных квадратных об�
ластей (обозначены цифрами) по принципу боль�
шая к меньшей и равны 3.
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Аналогично для структур квазикристалличе�
ского типа второй группы были определены ко�
эффициенты скейлинга, устанавливающие связь
между морфологическими особенностями систем
и их оптическими свойствами [3, 9]. Коэффици�
енты скейлинга как в самих структурах, так и в их
пространственных фурье�спектрах равны 
(объекты Фибоначчи) и  (структуры Морса–
Туэ и двойного периода (рис. 1б, 1д)). 

1.6ς ≈

2ς ≈

500 нм

а

б

Рис. 2. Фрактальные структуры со “звездной” геомет�
рией. Звездная структура на основе золотых наноча�
стиц (а). Представление фрагментов “пентаграммы”
с помощью точечных рассеивающих центров (б).
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Примечателен факт близости оценок коэффи�
циентов скейлинга ς характеристик фрактальных
структур первой группы, второй группы и опти�
ческих 1D�фотонных кристаллов, сформирован�
ных по схожему принципу [11, 18]. (В этом случае
закон чередования образующих элементов двух
типов A и B определяет распределение слоев с вы�
соким и низким показателем преломления). Этот
факт указывает на общность и универсальность
подхода оценки скейлинговых характеристик при�
менительно к различным оптическим системам.

Иными свойствами обладает структура на
рис. 1в, принадлежащая к третьей группе иссле�
дуемых объектов. Она имеет четко выраженные
самоподобные элементы, наиболее крупные из
них отмечены цифрами. Оценку коэффициента
скейлинга можно проводить по изменению разме�
ров самоподобных звездных элементов, соответ�
ствующих соседним итерациям. Так, для звездного
фрактала типа “пентаграммы” ( )  =
=   и  где m, n – итерацион�
ные индексы. Особенность таких структур (рис. 1в)
состоит в том, что скейлинг характеристик их фу�
рье�образов можно определить единым коэффи�
циентом скейлинга. Так, соотношение размеров
фиксируемых паттерных образований в центри�
рованной картине дифракции “пентаграммы” да�
ет для него величину  При варьировании
угла α изменяется форма звездных фракталов и их
скейлинговые параметры.

Фрактальная форма пространственных фурье�
спектров излучения, дифрагирующего на рас�
сматриваемых объектах, и фиксирование в них
самоподобных образований – паттернов – указы�
вает на возможность использования методов
фрактального анализа при структурной обработ�
ке данных, получаемых в ходе просвечивания си�
стем нанокластерных образований. Оптическая
диагностика таких систем, составленных из нано�
частиц, может осуществляться на основе реги�
страции паттернов определенного типа, при этом
оценка скейлинговых коэффициентов обеспечи�
вает дополнительный контроль правильности
процедуры идентификации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполненный анализ скейлинговых и струк�
турных свойств фрактальных объектов разных
групп, различающихся геометрической конфигу�
рацией и симметрией самоподобия, указывает на
возможность установления взаимно однозначной
связи между морфологическими особенностями
структур и их пространственными фурье�спек�
трами на основе определения коэффициентов
скейлинга ς. При этом фрактальные структуры
первой группы характеризуются наличием одно�

го постоянного коэффициента скейлинга как в
структуре, так и в фурье�спектрах. Фракталопо�
добные структуры второй группы характеризуются
наличием фрактальности фурье�спектров и одного
возможного значения коэффициента скейлинга

 (системы Морса–Туэ и двойного периода) и
 (системы Фибоначчи). Конструктивные

фракталы третьей группы отличаются от первых
двух тем, что имеет место различие коэффициен�
тов скейлинга в геометрии фрактала и его фурье�
образе.

Таким образом, проведенный анализ указыва�
ет на необходимость учета особенностей преобра�
зования излучения различными типами фрак�
тальных объектов при диагностике наносистем
методом просвечивания.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ офи_м (грант № 14�22�01086).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Pramanik B., Tadepalli T., Mantena P.R. // Materials.
2012. V. 5. P. 922.

2. Hou C., Meng G., Huang Q. et al. // Chem. Commun.
2014. V. 50. P. 569.

3. Ковальчук М.В., Короленко П.В., Рыжикова Ю.В. //
Ученые записки физического факультета МГУ.
2015. № 1. С. 151401.

4. Chiganova G.A. // J. Siberian Federal Univ. Eng. Tech�
nol. 2008. V. 1(2). P. 155.

5. Dick V.V., Solov’yov I.A., Solov’yov A.V. // J. Physics:
Conf. Seri. 2010. V. 248. 012025.

6. Кроновер Р.М. Фракталы и хаос в динамических си�
стемах. М.: Техносфера, 2006.

7. Wang Z., Bharathi M.S., Hariharaputran R. et al. //
ACS Nano. 2013. V. 7. № 3. P. 2258.

8. Kohler J.M., Romanus H., Hubner U., Wagner J. //
J. Nanomater. 2007. 98134.

9. Korolenko P.V., Ryzhikov S.B., Ryzhikova Yu.V. //
Phys. Wave Phenom. 2013. V. 21(4). P. 256.

10. Macia E. // Rep. Prog. Phys. 2012. V. 75. 036502.
11. Korolenko P.V., Mishin A.Y., Ryzhikova Yu.V. // Optik –

International Journal for Light and Electron Optics.
2013. V. 124(19). P. 3946.

12. Bauer C., Giessen H. // J.Opt. 2014. V. 16 P. 114001.
13. Морозов А.Д. Введение в теорию фракталов.

Москва–Ижевск: Институт компьютерных иссле�
дований, 2002.

14. Tzanov V. // arXiv:1502.01384v1 [math.DS] 4 Feb
2015.

15. Xiao Ju., Qi L. // Nanoscale. 2011. V. 3. P. 1383. 
16. Korolenko P.V., Logachev P.A., Ryzhikova Yu.V. //

Phys. Wave Phenom. 2015. V. 23(1). P. 46.
17. Арзамасцева Г.В., Евтихов М.Г., Лисовский Ф.В.,

Мансветова Е.Г. // Изв. РАН. Сер. физ. 2010. Т. 74.
№ 10. С. 1432; Arzamastseva G.V., Evtikhov M.G., Lis-
ovskii F.V., Mansvetova E.G. // Bull. Russ. Acad. Scie.:
Physics. 2010. V. 74. № 10. P. 1370.

18. Korolenko P.V., Mishin A.Yu., Ryzhikova Yu.V. // Phys.
Wave Phenom. 2013. V. 21(1). P. 68.

4 5α = π mnς = ς

12 3,ς ≈ 23 2.4ς ≈ 34 5.1,ς ≈

2.6.ς ≈

2ς ≈

1.6ς ≈



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


