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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ïîñîáèå îáîáùàåò íàðàáîòêè àâòîðîâ ïî ÷èñëåííî-àíà-
ëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ÿâëåíèÿ ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ (blow-
up), à òàêæå èñïîëüçóåò ìíîãîëåòíèé îïûò ÷òåíèÿ êóðñà ¾×èñ-
ëåííûå ìåòîäû¿ ïåðâûì àâòîðîì íà êàôåäðå ìàòåìàòèêè îò-
äåëåíèÿ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Àâòîðû óáåæäåíû, ÷òî ýôôåêòèâíîå
èçëîæåíèå ëþáûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåâîçìîæíî áåç ñîïðîâîæ-
äåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðàêòè÷åñêèìè çàäàíèÿìè, âû-
ïîëíåíèå êîòîðûõ ñòóäåíòàìè ïîçâîëèò ïðî÷óâñòâîâàòü âñå ïðå-
èìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ,
à òàêæå ïðèîáðåñòè è çàêðåïèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàêòè÷åñêèå
íàâûêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ äàííîé ó÷åáíî-
ìåòîäè÷åñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ
÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ ïðèìåðàìè èõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ MatLab, êîòîðûå ïîçâîëÿò ó÷àùèìñÿ
íå òîëüêî óñïåøíî âûïîëíèòü ïðåäëàãàåìûå â êîíöå êàæäîãî
ðàçäåëà ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ, íî è ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííûå
ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â
ïîâñåäíåâíîé íàó÷íîé ðàáîòå.

Â ïîñîáèè èçëîæåí ìåòîä ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçðó-
øåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, îñíîâàííûé íà
îöåíêå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî Ðè÷àðäñîíó, îñíîâ-
íûå èäåè êîòîðîãî ïðåäëîæåíû â [2, 9]. Âïåðâûå î âîçìîæíîñòè
äèàãíîñòèêè ðàçðóøåíèÿ òàêèì ìåòîäîì àâòîðû óçíàëè èç [8,
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ãëàâà 8].
Ïîñîáèå ðàçäåëåíî íà òðè ãëàâû ïî ïðèíöèïó óâåëè÷åíèÿ

ñëîæíîñòè ìàòåðèàëà. Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà-
÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âî
âòîðîé � ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîñòûå íà÷àëüíî-êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
âðåìåíè. Â òðåòüåé ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûå íà÷àëüíî-
êðàåâûå çàäà÷è (óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, óðàâíå-
íèÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè è ò.ä.).
Ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîâûøåíèåì ýô-
ôåêòèâíîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ (ýêîíîìè÷íûå ñïî-
ñîáû îáðàùåíèÿ ìàòðèö, ðàöèîíàëüíàÿ îðãàíèçàöèÿ ïðîìåæó-
òî÷íûõ âû÷èñëåíèé è õðàíåíèÿ äàííûõ è ò.ï.). Îïèñàíèå âñåõ
ìåòîäîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðèìåðàìè èõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçà-
öèè íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ MatLab.

Ìàòåðèàë ïîñîáèÿ èñïîëüçóåòñÿ â êóðñå ¾×èñëåííûå ìåòî-
äû¿, êîòîðûå ïåðâûé àâòîð ÷èòàåò äëÿ ñòóäåíòîâ áàêàëàâðèàòà
è ìàãèñòðàòóðû êàôåäðû ìàòåìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ è ñòóäåíòîâ áàêàëàâðèàòà ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Áàêèí-
ñêîãî ôèëèàëà ÌÃÓ.

Îñíîâíîé öåëüþ ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäîñòàâëåíèå ÷èòàòåëÿì
èíñòðóìåíòàðèÿ, êîòîðûé ïîçâîëèò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü èç-
ëîæåííûé ìàòåðèàë (âêëþ÷àÿ ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ) äëÿ ðå-
øåíèÿ äðóãèõ ñîâðåìåííûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â íàó÷íîé ðàáî-
òå. Òàêæå àâòîðû âûðàæàþò íàäåæäó, ÷òî âûáðàííûé èìè ñòèëü
èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ïîçâîëèò ÷èòàòåëÿì îáîáùèòü ïðåäëîæåí-
íûå ìåòîäû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ çà-
äà÷, â òîì ÷èñëå è â ìíîãîìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ.
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1| Äèàãíîñòèêà ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé
ìîäåëüþ òåïëîâûäåëåíèÿ â îäíîé èç çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòè-
êè: 

du

dt
= u2, t ∈ (t0, T ],

u(t0) = u0 > 0.
(1.1)

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (1.1) äëÿ
ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, T = 2, u0 = 1. (1.2)

Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ è íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ èç çàäà÷è (1.1), áóäåò èìåòü âèä

u(t) =
1

u0 − t
(1.3)

è äëÿ u0 èç íàáîðà ïàðàìåòðîâ (1.2) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.1. Êàê
âèäíî íà ðèñóíêå, ôóíêöèÿ (1.3) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü çà
êîíå÷íîå âðåìÿ (â òî÷êå t = 1) è íå îïðåäåëåíà â òî÷êå t = 1. Îä-
íàêî ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ìû ñ÷èòàåì ëèøü ôóíêöèþ, îïðåäå-
ë¼ííóþ íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå (ïðîìåæóòêå). Ïîýòîìó ðåøåíèåì
çàäà÷è (1.1) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè (1.3) íà t ∈ [0, 1). Î
ïîäîáíîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò, ÷òî ðåøåíèå ïðåòåðïåâàåò ðàçðóøå-
íèå (èëè ¾blow-up¿).
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Ðèñ. 1.1: Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1.1) äëÿ íà-
áîðà ïàðàìåòðîâ (1.2). Øòðèõîâêîé îòìå÷åíà îáëàñòü, â êîòîðîé
ôóíêöèÿ u(t) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êî-
øè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ èç âñåõ îáëàñòåé íà-
óêè ñèòóàöèÿ, êîãäà êàêîé-ëèáî ïàðàìåòð óñòðåìëÿåòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ, íåâîçìîæíà. Îäíàêî ýòîò ïàðàìåòð
ìîæåò óñòðåìëÿòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâó-
þùåé óïðîù¼ííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðèò î âûõîäå çà ðàìêè ïðèìåíèìîñòè ýòîé ìîäåëè. Íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå çàäà÷è òåïëîâûäåëåíèÿ â õèìè÷åñêîé ðåàêöèè óõîä
íà áåñêîíå÷íîñòü â îêðåñòíîñòè t = 1 âîçìîæåí òîëüêî â ïðåäïî-
ëîæåíèè î íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå ðåàãèðóþùåãî âåùåñòâà,
ñîñðåäîòî÷åííîãî â äîñòàòî÷íî ìàëîì îáú¼ìå. Î÷åâèäíî, ÷òî òà-
êàÿ ñèòóàöèÿ íà ïðàêòèêå âñòðåòèòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê êîëè-
÷åñòâî ðåàãèðóþùåãî âåùåñòâà âñåãäà îãðàíè÷åíî, ÷òî â èòîãå
ïðèâåä¼ò ê ïðåêðàùåíèþ õîäà ðåàêöèè è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðå-
êðàùåíèþ òåïëîâûäåëåíèÿ â êàêîé-òî ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò
âðåìåíè t < 1 (ïðè ýòîì ñóììàðíîå âûäåëåíèå òåïëà áóäåò îãðà-
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íè÷åíî). Ïîýòîìó åñëè óòî÷íèòü ïðåäìåòíóþ ìîäåëü ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è è ó÷åñòü êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ, òàê è ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ðåàêöèè, òî ïîëó÷åííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
áóäåò äàâàòü ðåøåíèå, êîòîðîå ñóùåñòâóåò âî âñå ìîìåíòû âðåìå-
íè, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåâîçìîæíûì èëè ñîñòàâëåíèå òî÷íîé ìîäåëè (ââèäó ñëîæíîñòè
ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, îòñóòñòâèÿ òî÷íûõ äàííûõ è ò. ï.), èëè å¼
ðåøåíèå, äàæå ÷èñëåííîå (ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ñëîæíîñòè óðàâ-
íåíèé). Ïîýòîìó íåðåäêî îãðàíè÷èâàþòñÿ óïðîù¼ííîé ìîäåëüþ,
îïèñûâàþùåé õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïðîöåññà. Òàê, ðåàëüíî-
ìó âçðûâó (î÷åíü áîëüøîìó òåïëîâûäåëåíèþ) ìîæåò îòâå÷àòü
îáðàùåíèå ðåøåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîé ìîäåëè â áåñêîíå÷íîñòü.

Íî äàæå óïðîù¼ííûå ìîäåëè ìîãóò áûòü ñòîëü ñëîæíû, ÷òî
åäèíñòâåííûì êîíñòðóêòèâíûì ïîäõîäîì ê èõ ðåøåíèþ ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëè-
æ¼ííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. È óæå ÷èñëåííîå ðåøåíèå áóäåò
ñóùåñòâîâàòü äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé t (ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå
àïïðîêñèìàöèè, ñì. îá ýòîì çàìå÷àíèå 2 íà ñ. 19). Ïðîäåìîí-
ñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåìîé íàìè òåñòîâîé çàäà-
÷è (1.1)�(1.2).

1.1. Ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (1.1) â âèäå
du

dt
= f(u), t ∈ (t0, T ],

u(t0) = u0,
(1.4)

ãäå f(u) = u2.
Ââåä¼ì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó TM ïî âðåìåíè t ñ øàãîì τ = (T−

t0)/M : TM = {tm, 0 6 m 6M : tm = t0 +mτ}. Îòìåòèì, ÷òî ýòà
ñåòêà èìååò M + 1 óçëîâ, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, M èíòåðâàëîâ.
Â óçëàõ ñåòêè TM ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé
ôóíêöèè u(t): um ≡ u(tm), 0 6 m 6M .
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Çàïèøåì ñåìåéñòâî îäíîñòàäèéíûõ ñõåì Ðîçåíáðîêà ROS1 [5,
10] äëÿ ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (1.4):

um+1 = um + (tm+1 − tm) Rew1 , 0 6 m 6M − 1,

ãäå w1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ(
1− a11 (tm+1 − tm) fu(um)

)
w1 = f(um).

(1.5)

Çäåñü a11 � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ñâîéñòâà ñõåìû (ïîäðîá-
íîñòè ñìîòðèòå â ï. 1.2.3 ãëàâû 1 [5]). Â ÷àñòíîñòè, ïðè a11 = 0
ñõåìà (1.5) âûðîæäàåòñÿ â ÿâíóþ îäíîñòàäèéíóþ ñõåìó Ðóíãå�
Êóòòû ERK1 (ñõåìà Ýéëåðà); ïðè a11 = 1 � â îáðàòíóþ ñõåìó
Ýéëåðà DIRK1; ïðè a11 = 1/2 � â ñõåìó ¾ñ ïîëóñóììîé¿; ïðè
a11 = (1 + i)/2 � â îäíîñòàäèéíóþ ñõåìó Ðîçåíáðîêà ñ êîìïëåêñ-
íûì êîýôôèöèåíòîì CROS1.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.4) ïî ñõåìå (1.5).

1 f unc t i on u = ODESolving ( t_0 ,T,M, u_0 , f , f_u , a_11)
2

3 % Ôóíêöèÿ íàõîäèò ïðèáëèæ¼ííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå
4 % îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ/ODE)
5

6 % Âõîäíûå ïàðàìåòðû :
7 % t_0 , T - íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû ñ÷¼òà t0 è T
8 % M - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî âðåìåíè
9 % u_0 - íà÷àëüíîå óñëîâèå

10 % f è f_u - ôóíêöèè , îïðåäåëÿþùèå íåîäíîðîäíîñòü
11 % ðåøàåìîãî ÎÄÓ è å¼ ïðîèçâîäíóþ ïî u
12 % a_11 - ïàðàìåòð ñõåìû (0 - ERK1, 1 - DIRK1,
13 % 1/2 - ñõåìà "ñ ïîëóñóììîé" , (1 + 1 i )/2 - CROS1)
14

15 % Âûõîäíîé ïàðàìåòð :
16 % u - ìàññèâ , ñîäåðæàùèé ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ÎÄÓ
17

18 tau = (T - t_0)/M; % Îïðåäåëåíèå øàãà ñåòêè
19 t = t_0 : tau :T; % Îïðåäåëåíèå ñåòêè
20

21 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé u( t )
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22 u = ze ro s (1 ,M + 1 ) ;
23

24 u (1) = u_0 ; % Çàäàíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
25

26 f o r m = 1 :M
27

28 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû ROS1
29 % (äëÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ )
30 w_1 = (1 - a_11*( t (m + 1) - t (m))* . . .
31 f_u (u(m) ) )^ ( - 1)* f (u (m) ) ;
32 u(m + 1) = u(m) + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ;
33

34 end
35

36 end

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè
îáðàùåíèè ê êîìïîíåíòàì âåêòîðîâ u è t âñå èíäåêñû ñäâèíóòû
íà +1 (ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè âûøå), òàê
êàê â MatLab'å íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ íà÷èíàåòñÿ ñ 1
(ïîýòîìó u0 ≡ u(1), u1 ≡ u(2), . . . , uM ≡ u(M + 1)).

Çàïóñê ýòîé ôóíêöèè è ïîñëåäóþùàÿ îòðèñîâêà ðåøåíèÿ ìî-
ãóò áûòü îñóùåñòâëåíû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî íàáîðà êîìàíä:

1 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî âðåìåíè ñ÷¼òà
2 t_0 = 0 ; T = 2 ;
3

4 M = 50 ; % Îïðåäåëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ ñåòêè
5

6 f = @(u) u^2; % Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè f(u) = u2

7 f_u = @(u) 2*u ; % Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè fu(u) = 2u
8

9 u_0 = 1 ; % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
10

11 % Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà a11 ñõåìû ROS1
12 % (íåîáõîäèìî ðàñêîììåíòèðîâàòü íóæíûé)
13 a_11 = (1 + 1 i ) / 2 ; % CROS1
14 % a_11 = 1 ; % DIRK1
15 % a_11 = 1/2 ; % ñõåìà "ñ ïîëóñóììîé"
16 % a_11 = 0 ; % ERK1
17
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18 % Çàïóñê ôóíêöèè ODESolving ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ
19 u = ODESolving ( t_0 ,T,M, u_0 , f , f_u , a_11 ) ;
20

21 % Îòðèñîâêà ðåøåíèÿ
22 f i g u r e ;
23 % Ðèñóåòñÿ ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ
24 p lo t ( [ 0 : 0 . 01 : 2 ] , 1 . /(u_0 - [ 0 : 0 . 01 : 2 ] ) , ' - - g' , . . .
25 'LineWidth' , 2 ) ; hold on ;
26 % Ðèñóåòñÿ íàéäåííîå ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå
27 p lo t ( t_0 : (T - t_0)/M:T, u , ' - ok' ,'MarkerSize' , 3 , . . .
28 'LineWidth' , 1 ) ; hold on ;
29 ax i s ( [ 0 2 - 30 3 0 ] ) ; x l ab e l (' t' ) ; y l ab e l ('u' ) ;

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ýòîé ôóíêöèè ïî ðåøåíèþ òåñòîâîé çàäà-
÷è (1.1)�(1.2) ïî ñõåìå (1.5) äëÿ M = 50 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà a11 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.2.

Êàê âèäíî, ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ t ∈
[t0, T ] ≡ [0, 2], ïîýòîìó âîçíèêàåò ðåçîííûé âîïðîñ, êàê äèàãíî-
ñòèðîâàòü ôàêò ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ è îïðåäåëèòü, êàêîé ÷àñòè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìû ìîæåì äîâåðÿòü, à êàêîé íåò. Ýòîò âî-
ïðîñ îñîáî àêòóàëåí ïðè ðåøåíèè ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷,
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êîòîðûõ ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. Äàëåå
ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ.

1.2. ×èñëåííàÿ äèàãíîñòèêà ðàçðóøåíèÿ ðåøå-
íèÿ

Ìåòîäèêà ÷èñëåííîé äèàãíîñòèêè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòî-
ðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè, îñíîâàíà íà
âû÷èñëåíèè àïîñòåðèîðíîé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè (ñì., íàïðèìåð, � 2 ãëàâû II â [6]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ñåòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè (1.1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû ñ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè p íà
ðàâíîìåðíîé ïî âðåìåíè t ñåòêå TM ñ øàãîì τ = (T − t0)/M :
TM = {tm, 0 6 m 6 M : tm = t0 + mτ}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
âñåõ óçëîâ t ∈ TM âåðíî ðàâåíñòâî

u(t) = u(M)(t) +O(τp). (1.6)
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Ðèñ. 1.2: Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ñõåìû ROS1 (1.5) äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.1)�(1.2) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a11 è îä-
íîì è òîì æå ÷èñëå èíòåðâàëîâ ñåòêè M = 50.

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ âèäà (M) îçíà÷àåò, ÷òî u(M)(t) íàéäåíî
÷èñëåííî ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìå íà ñåòêå ñ M èíòåðâàëàìè.

Òåïåðü ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (1.6) â âèäå

u(t) = u(M)(t) + c(t)τp +O(τp+1), (1.7)

ÿâíî âûäåëÿÿ ãëàâíûé ÷ëåí R(M)(t) ≡ c(t)τp ðàçëîæåíèÿ îøèáêè
u(t) − u(M)(t) ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ u(t) â ðÿä Òåéëîðà.
Ïðè ýòîì áóäåì èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèå u(M)(t), t ∈ TM , ìû ïðî-
âîäèëè íà ôèêñèðîâàííîé ñåòêå ñ M èíòåðâàëàìè (÷åðåç ÷èñëî
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êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ øàã ñåòêè τ) ïî ñõåìå ñ èç-
âåñòíûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè p. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.7)
ñîäåðæèò äâà íåèçâåñòíûõ: u(t) è c(t). Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè
äâà íåèçâåñòíûõ, íàì íåîáõîäèìî äâà óðàâåíèÿ. Ïîëó÷èì âòî-
ðîå óðàâíåíèå, ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ íà ñãóù¼ííîé â r ðàç ñåòêå
(ò.å. íà ñåòêå, ñîäåðæàùåé rM èíòåðâàëîâ):

u(t) = u(rM)(t) + c(t)
(τ
r

)p
+O

((τ
r

)p+1
)
. (1.8)

Âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ (1.8) óðàâíåíèå (1.7) è èç ïîëó÷åííîãî
ðàâåíñòâà âûðàçèì c(t):

c(t) =
u(rM)(t)− u(M)(t)

rp − 1

rp

τp
+O(τ1).

Òàêèì îáðàçîì,

R(rM)(t) ≡ c(t)
(τ
r

)p
=
u(rM)(t)− u(M)(t)

rp − 1
+O(τp+1). (1.9)

Äðîáü, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.9), ÿâëÿåòñÿ àïî-
ñòåðèîðíîé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé îöåíêîé ÷ëåíà p-ãî ïîðÿäêà
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(t), èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, àïîñòåðèîðíîé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé îöåíêîé ãëàâ-
íîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ îøèáêè u(t) − u(rM)(t) ïðèáëèæ¼ííîãî
âû÷èñëåíèÿ u(t) â ðÿä Òåéëîðà. Òàêèì îáðàçîì,

u(t) = u(rM)(t) +R(rM)(t) +O(τp+1).

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðè τ → 0 ñëàãàåìîå R(rM)(t) ïðåâîñõîäèò
âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà îøèáêè u(t) −
u(rM)(t), åãî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê àïîñòåðèîðíóþ àñèìïòî-
òè÷åñêè òî÷íóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ u(rM)(t). Äà-
ëåå áóäåì ïîä R(rM)(t) ïîäðàçóìåâàòü, îïóñêàÿ O(τp+1) (íî ïðè
ýòîì íå çàáûâàÿ îá àñèìïòîòè÷åñêîì õàðàêòåðå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ôîðìóëû), âåëè÷èíó

R(rM)(t) =
u(rM)(t)− u(M)(t)

rp − 1
, (1.10)
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÷òî ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé Ðóíãå�Ðîìáåðãà.
Ïðîâåäÿ ðàñ÷¼òû åù¼ íà îäíîé ñåòêå � ñ ÷èñëîì èíòåðâàëîâ

r2M , � ìû ñìîæåì âû÷èñëèòü

R(r2M)(t) ≡ c(t)
( τ
r2

)p
=
u(r

2M)(t)− u(rM)(t)

rp − 1
+O(τp+1).

Çàìåòèì, ÷òî

R(rM)(t) ≡ c(t)
(τ
r

)p
, R(r2M)(t) ≡ c(t)

( τ
r2

)p
, (1.11)

è èç îòíîøåíèÿ íîðì ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé íàéä¼ì âûðàæåíèå
äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

peff = logr
‖R(rM)(t)‖
‖R(r2M)(t)‖

, (1.12)

ñ êîòîðûì âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå íà ïðîìåæóòêå
âðåìåíè t ∈ [t0, T ] è êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâîì: peff → p theor ≡
p ïðè τ → 0. Îòìåòèì, ÷òî ìû çäåñü ãîâîðèì èìåííî îá ýôôåê-
òèâíîì ïîðÿäêå òî÷íîñòè, ïîòîìó ÷òî îí âû÷èñëÿåòñÿ èñõîäÿ
èç èìåþùèõñÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé â ïðåíåáðåæåíèè ïðè-
áëèæ¼ííûì õàðàêòåðîì ôîðìóëû (1.10) (ñðàâíèòå ñ (1.9)).

Òàêæå ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñ-
ëåí è ïîòî÷å÷íî äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî óçëà ñåòêè tm ∈ TM ,
0 6 m 6 M . Ñîîâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü èç îò-
íîøåíèÿ âûðàæåíèé â (1.11):

peff (t) = logr
R(rM)(t)

R(r2M)(t)
. (1.13)

Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî àðãóìåíò ëîãàðèôìà â (1.13) ìîæåò îêà-
çàòüñÿ îòðèöàòåëüíûì, åñëè ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â
ðàçëîæåíèè îøèáêè ïî Òåéëîðó ïðåîáëàäàþò íàä ÷ëåíîì ïîðÿä-
êà p. Òàêîå ìîæåò ïðîèçîéòè, íàïðèìåð, åñëè êîýôôèöèåíò ïðè
p-ì ÷ëåíå ñëó÷àéíî îêàçàëñÿ ðàâíûì íóëþ â êîíêðåòíîé çàäà÷å
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â êîíêðåòíîé òî÷êå ëèáî åñëè ñåòêà åù¼ ñëèøêîì ãðóáàÿ. Ïîýòî-
ìó íà ïðàêòèêå, ÷òîáû èçáåæàòü àâàðèéíîé îñòàíîâêè ðàñ÷¼òà,
èìååò ñìûñë â (1.13) âçÿòü ìîäóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.

Òåïåðü ñ ó÷¼òîì ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ îïèøåì ïðàê-
òè÷åñêèé àëãîðèòì âûïîëíåíèÿ îöåíîê ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè, ÷òî â äàëüíåéøåì ïîçâîëèò íàì äèàãíîñòèðîâàòü ôàêò
ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå åãî íàëè÷èÿ.

Äëÿ íà÷àëà ââåä¼ì áàçîâóþ ñåòêó TM : {tm}, 0 6 m 6M . Ïî-
ñëå ýòîãî ïðîèçâåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîå ñãóùåíèå ñåòêè, íà÷èíàÿ
ñ áàçîâîé, è âû÷èñëèì ðåøåíèÿ

u(s)(t) ≡ u(r
s−1M)(t)

íà ïîëó÷åííûõ ñåòêàõ Trs−1M (s � íîìåð ñåòêè èç íàáîðà ñåòîê
s = 1, S) ïî ñõåìå ñ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè p. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè r
öåëîå, êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ñåòêà Trs−1M èìååò óçëû, ñîâïàäà-
þùèå ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè tm ∈ TM , 0 6 m 6M . Â ýòèõ óçëàõ
t ìû ìîæåì âûïîëíèòü àïîñòåðèîðíóþ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ
îöåíêó ïîãðåøíîñòè íà êàæäîé ñåòêå ñ íîìåðîì s ïî ôîðìóëå
Ðóíãå�Ðîìáåðãà (1.10)

∆(s)(tm) ≡ R(rs−1M)(tm) =
u(s)(tm)− u(s−1)(tm)

rp − 1
,

è îöåíèòü ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè (1.12) íà âñ¼ì ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ]

p eff(s) = logr

√
M∑
m=0

(
u(s−1)(tm)− u(s−2)(tm)

)2
√

M∑
m=0

(
u(s)(tm)− u(s−1)(tm)

)2 (1.14)

(çäåñü âûáðàíà íàèáîëåå óäîáíàÿ èç âîçìîæíûõ íîðì � åâêëè-
äîâà). Â ñëó÷àå, åñëè íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ]
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ðåøåíèå çàäà÷è èìååò íåïðåðûâíûå p-å ïðîèçâîäíûå ïî âðåìå-
íè, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

p eff(s) −−−→s→∞
p theor ≡ p.

Íàðóøåíèå ýòîé ñõîäèìîñòè ãîâîðèò î ïîòåðå ãëàäêîñòè òî÷íî-
ãî ðåøåíèÿ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ]. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, òåîðåòè÷åñêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, ðàâíûé p, õàðàêòåðèçó-
åò ñïîñîáíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëåííîé ñõåìû ïåðåäàòü ðîâ-
íî p ÷ëåíîâ (â ñëó÷àå èõ íàëè÷èÿ!) ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà
òî÷íîãî ðåøåíèÿ. À ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïîçâîëÿ-
åò íàì ñóäèòü î òîì, ñêîëüêî ðåàëüíî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Òåéëîðà òî÷íîãî ðåøåíèÿ áûëî ïåðåäàíî. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó-
÷àå p eff 6 0 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá îòñóòñòâèè âîçìîæíîñòè
ðàçëîæèòü òî÷íîå ðåøåíèå â ðÿä Òåéëîðà, ÷òî ãîâîðèò îá îò-
ñóòñòâèè ðåøåíèÿ (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, î ôàêòå ðàçðóøåíèÿ
ðåøåíèÿ â êàêîé-ëèáî òî÷êå ïðîìåæóòêà t ∈ [t0, T ]) èëè ïîòåðå
åãî ãëàäêîñòè.

Ñ öåëüþ ëîêàëèçàöèè êîíêðåòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, â êî-
òîðûé ïðîèçîøëî ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ, ìîæíî îöåíèòü ýôôåê-
òèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è ïîòî÷å÷íî (1.13) â êàæäîì óçëå
tm ∈ TM , 0 6 m 6M ,

p eff(s) (tm) = logr
|u(s−1)(tm)− u(s−2)(tm)|
|u(s)(tm)− u(s−1)(tm)|

. (1.15)

Â òî÷êàõ t, â êîòîðûõ ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è èìååò íåïðå-
ðûâíûå p-å ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

p eff(s) (t) −−−→
s→∞

p theor ≡ p

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íîé ïðè s → ∞ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, N,M → ∞).
Íàðóøåíèå ýòîé ñõîäèìîñòè ãîâîðèò î ïîòåðå ãëàäêîñòè òî÷íî-
ãî ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ñòåïåííîé ¾ñèíãóëÿðíîñòè¿
u(t) ∼ (Tbl − t)−β , ãäå Tbl � âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ (èíäåêñ ¾bl¿ �

17



ñîêðàùåíèå îò ¾blow-up¿, ¾ðàçðóøåíèå¿), äëÿ ëþáîãî t > Tbl ýô-

ôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè p eff(s) (t) −−−→
s→∞

−β. Ýòî ïîçâîëÿåò

íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòåïåíü β. Åñëè p eff(s) (t) −−−→
s→∞

−∞ äëÿ

ëþáîãî t > Tbl, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå ýêñïîíåíöè-
àëüíî âîçðàñòàåò, ò.å. u(t) =∞; åñëè p eff(s) (t) −−−→

s→∞
0 äëÿ ëþáîãî

t > Tbl, òî ðîñò ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ¾ñèíãóëÿðíîñòè¿ ÿâëÿåò-
ñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì: u(t) ∼ ln(Tbl − t). Âûâîä ñîîòâåòñòâóþùèõ
óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè â [2, 9]. Ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ ðåøå-
íèÿ Tbl ìîæåò áûòü íàéäåí ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû èíòåðâàëà
áàçîâîé ñåòêè ïî âðåìåíè TM .

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð âèäîèçìåí¼ííîé MatLab-ôóíêöèè
ODESolving, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ïîèñê ïðèáëèæ¼ííîãî ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ u(s)(t) ≡ u(r

s−1M)(t) çàäà÷è (1.4) ïî ñõåìå CROS1 íà
ñåòêå ñ íîìåðîì s, âêëþ÷àÿ âûáîð ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé òîëüêî èç
óçëîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè TM .

1 f unc t i on u_basic = ODESolving ( t_0 ,T,M_0, u_0 , f , f_u , s , r )
2

3 % Ôóíêöèÿ íàõîäèò ïðèáëèæ¼ííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå
4 % îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ/ODE)
5

6 % Âõîäíûå ïàðàìåòðû :
7 % t_0 , T - íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû ñ÷¼òà t0 è T
8 % M_0 - ÷èñëî èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè ïî âðåìåíè
9 % u_0 - íà÷àëüíîå óñëîâèå

10 % f è f_u - ôóíêöèè , îïðåäåëÿþùèå íåîäíîðîäíîñòü
11 % ðåøàåìîãî ÎÄÓ è å¼ ïðîèçâîäíóþ ïî u
12 % s - íîìåð ñåòêè , íà êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå
13 % ( åñëè s = 1 , òî ðåøåíèå èùåòñÿ íà áàçîâîé ñåòêå )
14 % r - êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè
15

16 % Âûõîäíîé ïàðàìåòð :
17 % u_basic - ìàññèâ , ñîäåðæàùèé ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ
18 % ðåøåíèÿ ÎÄÓ òîëüêî â óçëàõ ,
19 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
20

21 % Ôîðìèðîâàíèå ñãóù¼ííîé â r ^( s - 1) ðàç
22 % ñåòêè ñ íîìåðîì s
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23

24 M = M_0* r ^( s - 1 ) ; % Âû÷èñëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ
25 % íà ñåòêå ñ íîìåðîì s
26 tau = (T - t_0)/M; % Îïðåäåëåíèå øàãà ñãóù¼ííîé ñåòêè
27 t = t_0 : tau :T; % Îïðåäåëåíèå ñãóù¼ííîé ñåòêè
28

29 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ u_basic , â êîòîðîì
30 % áóäóò õðàíèòüñÿ ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ èç óçëîâ ,
31 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
32 u_basic = ze ro s (1 ,M_0 + 1 ) ;
33

34 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé
35 % ðåøåíèÿ íà ñãóù¼ííîé ñåòêå
36 u = ze ro s (1 ,M + 1 ) ;
37

38 u (1) = u_0 ; % Çàäàíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
39

40 f o r m = 1 :M
41

42 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû CROS1
43 % (äëÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ )
44 w_1 = (1 - (1 + 1 i )/2*( t (m + 1) - t (m))* . . .
45 f_u (u(m) ) )^ ( - 1)* f (u (m) ) ;
46 u(m + 1) = u(m) + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ;
47

48 end
49

50 % Èç ìàññèâà u âûáèðàþòñÿ ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ èç óçëîâ ,
51 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
52 f o r m = 1 : (M_0 + 1)
53 u_basic (1 ,m) = u ( (m - 1)* r ^( s - 1) + 1 ) ;
54 end
55

56 end

Çàìå÷àíèå 1. Íàïîìíèì åù¼ ðàç, ÷òî çäåñü è äàëåå ïðè îáðà-
ùåíèè ê êîìïîíåíòàì âåêòîðîâ u è t âñå èíäåêñû ñäâèíóòû íà
+1, òàê êàê â MatLab'å íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ íà÷èíà-
åòñÿ ñ 1 (ïîýòîìó u0 ≡ u(1), u1 ≡ u(2), . . . , uM ≡ u(M + 1) è
t0 ≡ t(1), t1 ≡ t(2), . . . , tM ≡ t(M + 1)).

Çàìå÷àíèå 2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñõåìà CROS1 (a11 =
1+i
2 ) ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ÷èñëåííîãî ïåðåïîëíåíèÿ ðåøåíèÿ â
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ñëó÷àå åãî ñòðåìëåíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðî-
âåñòè ÷èñëåííóþ äèàãíîñòèêó õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ [2, 9]. Ïî-
ýòîìó äàííàÿ MatLab-ôóíêöèÿ è âñå íèæåñëåäóþùèå ïðèìåðû
íàïèñàíû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ñõåìû CROS1.

Çàïóñê ýòîé ôóíêöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàáîðà ñåòî÷íûõ ðåøå-
íèé u(s)(t) ≡ u(r

s−1M)(t), s = 1, S, çàäà÷è (1.1)�(1.2) íà ðàçëè÷-
íûõ ñåòêàõ, íà÷èíàÿ ñ ñåòêè TM ñM = 50, ìîæåò áûòü îñóùåñòâ-
ë¼í ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî íàáîðà êîìàíä.

1 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî âðåìåíè ñ÷¼òà
2 t_0 = 0 ; T = 2 ;
3

4 M = 50 ; % Îïðåäåëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè
5

6 f = @(u) u^2; % Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè f(u) = u2

7 f_u = @(u) 2*u ; % Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè fu(u) = 2u
8

9 u_0 = 1 ; % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
10

11 S = 10 ; % ×èñëî ñåòîê , íà êîòîðûõ èùåòñÿ
12 % ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå
13 r = 2 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòîê
14

15 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâû ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé

16 % ðåøåíèé ÎÄÓ íà ðàçíûõ ñåòêàõ c íîìåðàìè s = 1, S
17 % Ïåðâûé èíäåêñ - íîìåð ñåòêè s èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
18 % ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê , íà êîòîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå
19 % Âòîðîé èíäåêñ îïðåäåëÿåò ìàññèâ (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî s ) ,
20 % â êîòîðîì õðàíÿòñÿ ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ èç óçëîâ ,
21 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
22 array_of_u = ze ro s (S ,M + 1 ) ;
23

24 % "Áîëüøîé öèêë" , êîòîðûé ïåðåñ÷èòûâàåò ðåøåíèå S ðàç
25 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê
26 % Ìàññèâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ ñîäåðæèò òîëüêî
27 % ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ èç óçëîâ ,
28 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
29 f o r s = 1 : S
30 u = ODESolving ( t_0 ,T,M, u_0 , f , f_u , s , r ) ;
31 array_of_u ( s , : ) = u ;
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32 s
33 end
34

35 % Ñîõðÿíÿåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåé äèàãíîñòèêè
36 % ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ äàííûå Workspace'à â ôàéë
37 save ('data.mat' ,'array_of_u' ,'M' ,' r' ,'S' ,'t_0' ,'T' ) ;

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âðåìÿ ðàñ÷¼òîâ íà êàæäîé î÷åðåäíîé ñåòêå
âîçðàñòàåò â r ðàç, íàõîæäåíèå ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé íà ðàç-
íûõ ñåòêàõ ðåàëèçîâàíî â âèäå âûøåïðèâåä¼ííîãî îòäåëüíîãî
êîäà, êîòîðûé âû÷èñëÿåò âñå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåé ÷èñ-
ëåííîé äèàãíîñòèêè äàííûå è çàïèñûâàåò èõ â ôàéë data.mat.
Åãî ñîäåðæèìîå áóäåò ïîäãðóæàòüñÿ ââîäèìûìè äàëåå â õîäå
èçëîæåíèÿ ôóíêöèÿìè áåç ïîâòîðíîãî ðàñ÷¼òà ðåøåíèé íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-êîäà, êîòîðûé âû÷èñëÿ-
åò ýôôåêòèâíûå ïîðÿäêè òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ íà
ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ] (1.14), èñïîëüçóÿ äàííûå èç óæå
ñôîðìèðîâàííîãî ïðåäûäóùåé ïðîãðàììîé ôàéëà data.mat.

1 % Çàãðóçêà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
2 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç S ñãóùàþùèõñÿ â r ðàç ñåòîê
3 load ('data.mat' ) ;
4

5 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ
6 % ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
7 % íà ðàçíûõ ñåòêàõ
8 p_eff = ze ro s (S , 1 ) ;
9

10 % Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè

11 p_eff (1 ) = NaN; % Âû÷èñëåíèå p eff
(1)

íåâîçìîæíî

12 p_eff (2 ) = NaN; % Âû÷èñëåíèå p eff
(2)

íåâîçìîæíî

13 f o r s = 3 : S
14 p_eff ( s ) = log ( . . .
15 s q r t (sum( ( array_of_u ( s - 1 , : ) - . . .
16 array_of_u ( s - 2 , : ) ) . ^2))/ . . .
17 s q r t (sum( ( array_of_u ( s , : ) - . . .
18 array_of_u ( s - 1 , : ) ) . ^2)))/ . . .
19 l og ( r ) ;
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20 end
21

22 % Âûâîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé p eff
(s)

23 f o r s = 1 : S
24 X = [ 'p^ef f_ (' , i n t 2 s t r ( s ) ,')=' , . . .
25 num2str ( p_eff ( s ) ,'%6. 4 f ' ) ] ;
26 di sp (X) ;
27 end

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå p eff(1) è p eff(1) íåâîçìîæíî ïîòîìó,

÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè íåîáõî-
äèìî çíàòü ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå íà äâóõ ïðåäûäóùèõ ñåòêàõ
(ñì. (1.14)).

Â òàáëèöàõ 1.1 è 1.2 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ âû÷èñ-
ëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çíà÷åíèé p eff(s) äëÿ ðàçëè÷íûõ âðå-

ìåííûõ èíòåðâàëîâ t ∈ [t0, T ]. Õîðîøî âèäíî, ÷òî äëÿ òåõ âðå-
ìåííûõ ïðîìåæóòêîâ, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1)
ñóùåñòâóåò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè p eff(s) ñõîäèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêîìó ïîðÿäêó òî÷íîñòè ptheor ≡ p.
Â ñëó÷àå æå îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì âðåìåííîì
ïðîìåæóòêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè áûñòðî ñõîäèòñÿ ê íåïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-êîäà, êîòîðûé âû÷èñëÿåò
ýôôåêòèâíûå ïîðÿäêè òî÷íîñòè (1.15) ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
â óçëàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè TM , èñïîëüçóÿ
äàííûå èç óæå ñôîðìèðîâàííîãî ôàéëà data.mat, ñ öåëüþ îïðå-
äåëåíèÿ êîíêðåòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, â êîòîðûé ïðîèñõîäèò
ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ.

1 % Çàãðóçêà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
2 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç S ñãóùàþùèõñÿ â r ðàç ñåòîê
3 load ('data.mat' ) ;
4

5 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ
6 % ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
7 % â êàæäîì óçëå tm, 1 6 m 6M ( âòîðîé èíäåêñ ìàññèâà ) ,
8 % êðîìå t0 , òàê êàê â í¼ì ðåøåíèå çàäàíî òî÷íî ,
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s T = 0.50 T = 0.90 T = 0.95 T = 0.99 T = 2.00

3 1.9994 1.9356 1.7304 0.1521 -0.9986
4 1.9998 1.9830 1.9203 0.9111 -0.9999
5 2.0000 1.9957 1.9789 1.5437 -1.0000
6 2.0000 1.9989 1.9946 1.8555 -1.0000
7 2.0000 1.9997 1.9986 1.9606 -1.0000
8 2.0000 1.9999 1.9997 1.9899 -1.0000
9 2.0000 2.0000 1.9999 1.9974 -1.0000
10 2.0000 2.0000 2.0000 1.9994 -1.0000
11 2.0000 2.0000 2.0000 1.9998 -1.0000
12 1.9999 2.0000 2.0000 2.0000 -1.0000

Òàáëèöà 1.1: Íàáîðû çíà÷åíèé p eff(s) ïî èòîãàì ðàñ÷¼òà çàäà-

÷è (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u0 = 1 äëÿ ðàçíûõ âðåìåííûõ
ïðîìåæóòêîâ t ∈ [t0, T ] ≡ [0, T ] ñ íà÷àëüíûìè ñåòêàìè TM ñ îäè-
íàêîâûì ÷èñëîì èíòåðâàëîâM = 50 è êîýôôèöèåíòîì ñãóùåíèÿ
ñåòîê r = 2.

9 % è íà ðàçíûõ ñåòêàõ (ïåðâûé èíäåêñ ìàññèâà )
10 p_eff_ForEveryTime = ze ro s (S ,M + 1 ) ;
11

12 % Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
13 f o r m = 2 : (M + 1)
14

15 % Âû÷èñëåíèå p eff
(1)

(tm) è p eff
(2)

(tm) íåâîçìîæíî

16 p_eff_ForEveryTime (1 ,m) = NaN;
17 p_eff_ForEveryTime (2 ,m) = NaN;
18

19 f o r s = 3 : S
20 p_eff_ForEveryTime ( s , 1 ) = i n f ;
21 p_eff_ForEveryTime ( s ,m) = log ( . . .
22 abs ( array_of_u ( s - 1 ,m) - array_of_u ( s - 2 ,m))/ . . .
23 abs ( array_of_u ( s ,m) - array_of_u ( s - 1 ,m) ) ) / . . .
24 l og ( r ) ;
25 end
26 end
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s T = 0.50 T = 0.90 T = 0.95 T = 0.99 T = 2.00

3 1.9994 1.9803 1.9189 0.9294 -0.9996
4 1.9998 1.9950 1.9784 1.5443 -1.0000
5 2.0000 1.9987 1.9945 1.8547 -1.0000
6 2.0000 1.9997 1.9986 1.9603 -1.0000
7 2.0000 1.9999 1.9997 1.9898 -1.0000
8 2.0000 2.0000 1.9999 1.9974 -1.0000
9 2.0000 2.0000 2.0000 1.9994 -1.0000
10 2.0000 2.0000 2.0000 1.9998 -1.0000
11 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 -1.0000
12 1.9999 2.0000 2.0000 2.0000 -1.0000

Òàáëèöà 1.2: Íàáîðû çíà÷åíèé p eff(s) ïî èòîãàì ðàñ÷¼òà çàäà-

÷è (1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u0 = 1 äëÿ ðàçíûõ âðåìåííûõ
ïðîìåæóòêîâ t ∈ [t0, T ] ≡ [0, T ] ñ ñåòêàìè TM ñ îäèíàêîâûì íà-
÷àëüíûì øàãîì τ = 0.01 (M = T/0.01) è êîýôôèöèåíòîì ñãóùå-
íèÿ ñåòîê r = 2.

27

28 % Îòðèñîâêà ðåçóëüàòîâ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ñåòêè ñ íîìåðîì s
29 % S = 8 ;
30 f i g u r e ;
31 t = t_0 : (T - t_0)/M:T; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè
32 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
33 % îò óçëà áàçîâîé ñåòêè
34 p lo t ( t , t*0 + 2 ,' -*k' ,'MarkerSize' , 3 ) ; hold on ;
35 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
36 % îò óçëà áàçîâîé ñåòêè
37 p lo t ( t ( 2 :M+1) ,p_eff_ForEveryTime (S , 2 :M + 1) , . . .
38 ' - sk' ,'MarkerSize' , 5 ,'LineWidth' , 1 ) ;
39 ax i s ( [ t (1 ) t (M + 1) - 2 . 0 3 . 0 ] ) ;
40 x l ab e l (' t' ) ; y l ab e l ('p^{ e f f }' ) ;

Íà ðèñ. 1.3 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàáîòû äàííîãî ïðîãðàìì-
íîãî êîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.2). Â êà÷åñòâå áàçîâîé
ñåòêè TM áûëà âçÿòà ñåòêà ñ M = 50 èíòåðâàëàìè, è áûëî âû-
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ïîëíåíî ïîñëåäîâàòåëüíîå ñãóùåíèå ñåòîê ñ êîýôôèöèåíòîì ñãó-
ùåíèÿ r = 2. Ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òîâ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ íà 8-é ñåòêå (s = 8), äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åí íàãëÿäíûé
âûõîä ïîòî÷å÷íûõ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
p eff(s) (tm), 0 6 m 6 M , íà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå çíà÷åíèÿ. Íà

ðèñ. 1.4 äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíû ãðàôèêè ôóíêöèé p eff(s) (t) äëÿ

ðàçëè÷íûõ s, êîòîðûå ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáðàçîì îáîñíîâûâà-
þò âûõîä íà àñèìïòîòèêó çíà÷åíèé p eff(8) (tm), ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 1.3.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ìû íå çíàåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.2),
ìîæíî ðàññóæäàòü òàê. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íà S = 8 âëîæåí-
íûõ ñåòêàõ ïîòî÷å÷íûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íî-
ñòè p eff(s) (t) ñõîäÿòñÿ ê ptheor ≡ 2 (p = 2 äëÿ èñïîëüçóåìîé ñõåìû

CROS1) äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè tm ñ m 6 24. Äëÿ çíà÷å-

íèé tm, m > 25, èìååì: p eff(s) (t25)→ −1. Çíà÷èò, ïðè t = t25 òî÷-
íîå ðåøåíèå óæå íå ñóùåñòâóåò, à ïðè t = t24 îíî, ñêîðåå âñåãî,
åù¼ ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ ïðîèñõî-
äèò â ìîìåíò Tbl ∈ (t24, t25] ≡ (0.960, 1.000]. Êðîìå òîãî, â ñèëó
ñêàçàííîãî âûøå î ñâÿçè õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ è ýôôåêòèâíî-
ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â òî÷êå Tbl
ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòü òèïà ïîëþñà u(t) ∼ (Tbl − t)−1.

Çàìå÷àíèå 3. Ê ñîæàëåíèþ, ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåäêî ìîãóò
äàòü ïîëíóþ ãàðàíòèþ ðåçóëüòàòà â òîì ñìûñëå, â êîòîðîì å¼
äà¼ò äîêàçàòåëüñòâî â êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêå. Äàæå íàðóøå-
íèå ñõîäèìîñòè p eff ê òåîðåòè÷åñêîìó ïîðÿäêó òî÷íîñòè, ñòðîãî
ãîâîðÿ, íåëüçÿ íàáëþäàòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ìû ëèøü
èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîñëå ñòîëü íàãëÿäíîãî
¾ïðèòÿæåíèÿ¿ çíà÷åíèé p eff ê ÷èñëó −1 òåíäåíöèÿ èçìåíèòñÿ,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ êðàéíå ìàëîâåðîÿòíîé íà ïðàêòèêå. À ïîñêîëüêó
òåîðèÿ óòâåðæäàåò (íà ñåé ðàç óæå âïîëíå ñòðîãî), ÷òî ïðè íà-
ëè÷èè òî÷íîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ê íåìó
ñõîäèòñÿ, òî èç îòñóòñòâèÿ òàêîé ñõîäèìîñòè ìû ìîæåì ñäåëàòü
âûâîä îá îòñóòñòâèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Áîëåå òîãî, êàê ïî-
êàçàíî â [2], ïðåäåëüíîå ïðè s→ +∞ çíà÷åíèå p eff ïîñëå ìîìåí-
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Ðèñ. 1.3: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè p eff(S) (tm), 0 6 m 6 M , çàäà÷è (1.1)�(1.2) äëÿ ñëåäóþùåãî

íàáîðà ïàðàìåòðîâ: M = 50, r = 2, S = 8.

òà ðàçðóøåíèÿ ïîçâîëÿåò äåëàòü âûâîä î õàðàêòåðå îñîáåííîñòè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàãëÿäíîå ¾ïðèòÿæåíèå¿ ýôôåêòèâíîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè ê òåîðåòè÷åñêîìó ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ êàê íà
ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â îáëàñòè òàêîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ, òàê è íà ñõîäèìîñòü ê íåìó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Â èòîãå ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, êàêîé ÷àñòè ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 1.5), ïîëó÷åííîãî íà 8-é âëîæåííîé ñåòêå,
ìû ìîæåì äîâåðÿòü, à êàêîé íåò.

Ðåøåíèå íà 8-é ñåòêå (s = 8) áûëî ïîëó÷åíî ïîñðåäñòâîì
íàáîðà ñëåäóþùèõ êîìàíä.

1 % Çàãðóçêà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
2 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç S ñãóùàþùèõñÿ â r ðàç ñåòîê
3 load ('data.mat' ) ;
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Ðèñ. 1.4: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè p eff(s) (tm), 0 6 m 6M , çàäà÷è (1.1)�(1.2) äëÿ M = 50, r = 2 è

ðàçëè÷íûõ s: s = {3, 4, 5, 7}.

4

5 % Èç ìàññèâà ðåøåíèé íà ðàçíûõ ñåòêàõ âûáèðàåòñÿ
6 % ñåòî÷íîå ðåøåíèå íà 8 - é ñåòêå
7 s = 8 ;
8

9 u = array_of_u ( s , : ) ;
10

11 % Îòðèñîâêà ðåøåíèÿ
12 f i g u r e ;
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Ðèñ. 1.5: Ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà u(s)(t) ≡ u(r
s−1M)(t) çàäà÷è (1.1)�

(1.2) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ: M = 50, r = 2, s = 8.
Îòìå÷åíû òîëüêî óçëû, ñîâïàäàþùèå ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè.

13 t = t_0 : (T - t_0)/M:T; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè ïî t
14 p lo t ( t , u , ' - ok' ,'MarkerSize' , 3 ,'LineWidth' , 1 ) ;
15 ax i s ( [ 0 2 - 0 3 0 ] ) ; x l ab e l (' t' ) ; y l ab e l ('u' ) ;

1.3. Ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ

Çàäà÷à 1. Ðåøèòå àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî (ïî ñõåìå CROS1)
çàäà÷ó Êîøè 

du

dt
= 1 + u2, t ∈ (t0, T ],

u(t0) = u0

(1.16)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, T = 1, u0 = 1.
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Ñðàâíèòå íàéäåííîå àíàëèòè÷åñêè è îöåí¼ííîå ÷èñëåííî âðå-
ìÿ ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ. Êàêîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè íàáëþäàåòñÿ ïîñëå ðàçðóøåíèÿ? (Âîñïîëüçóéòåñü ôîð-
ìóëîé (1.15) íà ñ. 17.) Ïðîâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññèôèêà-
öèþ îñîáåííîñòè.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòå àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî (ïî ñõåìå CROS1)
çàäà÷ó Êîøè 

du

dt
= eu, t ∈ (t0, T ],

u(t0) = u0

(1.17)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, T = 2, u0 = 0.

Ñðàâíèòå íàéäåííîå àíàëèòè÷åñêè è îöåí¼ííîå ÷èñëåííî âðå-
ìÿ ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ. Êàêîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè íàáëþäàåòñÿ ïîñëå ðàçðóøåíèÿ? (Âîñïîëüçóéòåñü ôîð-
ìóëîé (1.15) íà ñ. 17.) Ïðîâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññèôèêà-
öèþ îñîáåííîñòè.

Çàäà÷à 3. Ðåøèòå ÷èñëåííî (ïî ñõåìå CROS1) çàäà÷ó Êîøè
du

dt
= eu

2

, t ∈ (t0, T ],

u(t0) = u0

(1.18)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, T = 5, u0 = 0.

Íàáëþäàåòñÿ ëè íà äàííîì îòðåçêå ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ? Åñëè
äà, êàêîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íàáëþäàåòñÿ
ïîñëå ðàçðóøåíèÿ? (Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé (1.15) íà ñ. 17.)
Ïðè íàëè÷èè ðàçðóøåíèÿ ïðîâåäèòå êëàññèôèêàöèþ îñîáåííî-
ñòè.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ÷èñëåííàÿ îöåíêà âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ çíà-
÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè ñ÷¼òà (ñêàæåì, Tbl/T < 1/2), òî ðàçóì-
íî ïîâòîðèòü ðàñ÷¼òû íà ïðîìåæóòêå ìåíüøåé äëèíû, íî âçÿòü
ïðè ýòîì òî æå êîëè÷åñòâî óçëîâ áàçîâîé ñåòêè.
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2| Äèàãíîñòèêà ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïñåâäîïà-
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé äèàãíî-
ñòèêè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå Áåíäæàìåíà�
Áîíà�Ìàõîíè�Áþðãåðñà [7], êîòîðîå âîçíèêàåò â òåîðèè äëèí-
íûõ âîëí íà âîäå. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), îïðåäåë¼í-
íóþ â îáëàñòè (x, t) ∈ [a, b]× [t0, T ]1 è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå
óðàâíåíèé

∂

∂t

(
uxx − u

)
+ uxx + uux = 0, x ∈ (a, b], t ∈ (t0, T ],

u(a, t) = 0, ux(a, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit(x), x ∈ [a, b],

(2.1)

1Çàìå÷àíèå. Ìû ñòàâèì çàäà÷ó ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äî ìî-
ìåíòà âðåìåíè T âêëþ÷èòåëüíî, õîòÿ çíàåì, ÷òî ðåøåíèå â ýòîò ìîìåíò
âðåìåíè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü è, áîëåå òîãî, äàæå ìîæåò ðàçðóøèòüñÿ ðà-
íåå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû õîòèì äèàãíîñòèðîâàòü ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ
÷èñëåííî, à çíà÷èò, íàì íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå âïëîòü äî
ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè âêëþ÷èòåëüíî.
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à òàêæå äèàãíîñòèðîâàòü ôàêò ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ (â ñëó÷àå
åãî íàëè÷èÿ) è óòî÷íèòü åãî ëîêàëèçàöèþ êàê âî âðåìåíè, òàê è
â ïðîñòðàíñòâå, ïî ñðàâíåíèþ ñ àïðèîðíîé îöåíêîé (åñëè òàêîâàÿ
èìååòñÿ), ïîëó÷åííîé àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

2.1. Ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) ìû ïðèìåíèì ìåòîä ïðÿ-
ìûõ (MOL) [1, 3, 10]. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è àï-
ïðîêñèìèðóþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå. Â èòîãå èñõîä-
íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à ñ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé áîëüøîãî ÷èñëà îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (è, âîçìîæíî, íåêîòîðîãî êîëè÷å-
ñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ, àïïðîêñèìèðóþùèõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ).
Çàòåì â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ÎÄÓ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðîèçâîä-
íûå ïî âðåìåíè, ÷òî ýôôåêòèâíåå âñåãî äåëàòü ñ ïîìîùüþ îä-
íîñòàäèéíîé ñõåìû Ðîçåíáðîêà ñ êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì
CROS1 [1, 11].

Èòàê, âíà÷àëå ââåä¼ì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó XN ñ N èíòåðâà-
ëàìè òîëüêî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ñ øàãîì h =
(b − a)/N (÷òî ñîîòâåòñòâóåò N + 1 óçëó ñåòêè): XN = {xn, 0 6
n 6 N : xn = a+nh}. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé
àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñî âòîðûì ïî-
ðÿäêîì òî÷íîñòè ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñ-
êóþ ñèñòåìó, èç êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòüN+1 íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ un ≡ un(t) ≡ u(xn, t), n = 0, N :

d

dt

(un+1 − 2un + un−1
h2

− un
)

+
un+1 − 2un + un−1

h2
+

+ un
un+1 − un−1

2h
= 0, n = 1, N − 1, t ∈ (t0, T ],

u0 = 0,
− 3

2u0 + 2u1 − 1
2u2

h
= 0, t ∈ (t0, T ],

un(t0) = uinit(xn), n = 0, N.
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Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåïèøåì ýòó
ñèñòåìó â ñëåäóþùåì âèäå, óåäèíÿÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ ÷àñòü â
ëåâîé ÷àñòè êàæäîãî óðàâíåíèÿ:

dun−1
dt

−
(
2 + h2

)dun
dt

+
dun+1

dt
= −

(
un+1 − 2un + un−1

)
−

− h

2
un
(
un+1 − un−1

)
, n = 1, N − 1, t ∈ (t0, T ],

u0 = 0, u1 =
3

4
u0 +

1

4
u2, t ∈ (t0, T ],

un(t0) = uinit(xn), n = 0, N.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè-
÷åñêîé, ïîñêîëüêó âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, òàê è àëãåáðàè÷åñêèå (äâà óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè). Ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ u0 è u1
(u0 = 0, u1 = 1

4u2) â ïåðâûå äâà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
(äëÿ n = {1, 2}) ñèñòåìà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ÷èñòî äèôôåðåí-
öèàëüíîé:

1

4

(
2− h2

)du2
dt

= −1

2
u2 −

h

8
u22, t ∈ (t0, T ],

−
(7

4
+ h2

)du2
dt

+
du3
dt

= −
(
u3 −

7

4
u2

)
−

− h

2
u2

(
u3 −

1

4
u2

)
, t ∈ (t0, T ],

dun−1
dt

−
(
2 + h2

)dun
dt

+
dun+1

dt
= −

(
un+1 − 2un + un−1

)
−

− h

2
un
(
un+1 − un−1

)
, n = 3, N − 1, t ∈ (t0, T ],

un(t0) = uinit(xn), n = 0, N.

Ýòà ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿN−1 óðàâíåíèå èN−1 íåèçâåñòíóþ
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ôóíêöèþ un, n = 2, N , ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âåêòîðíîì âèäå:D
dy

dt
= f (y), t ∈ (t0, T ],

y(t0) = yinit,
(2.2)

ãäå y =
(
u2 u3 . . . uN

)T
, f =

(
f1 f2 . . . fN−1

)T
è yinit =(

u2(t0) u3(t0) . . . uN (t0)
)T
.

Çäåñü âåêòîð-ôóíêöèÿ f èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

fn =



− 1
2y1 −

h

8
y21 , åñëè n = 1,

−
(
y2 − 7

4y1

)
− h

2
y1

(
y2 − 1

4y1

)
, åñëè n = 2,

−
(
yn − 2yn−1 + yn−2

)
−

−h
2
yn−1

(
yn − yn−2

)
, åñëè n = 3, N − 1.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè f.

1 f unc t i on f = f (y , h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè
4 % ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
8 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå
9 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x

10 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11

12 % Âûõîäíûå äàííûå :
13 % f - èñêîìûé âåêòîð f
14

15 f = ze ro s (N - 1 , 1 ) ;
16

17 f ( 1 ) = - 1/2*y (1) - h/8*y (1 )^2 ;
18 f ( 2 ) = - (y (2 ) - 7/4*y ( 1 ) ) - . . .
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19 h/2*y (1)* ( y (2 ) - 1/4*y ( 1 ) ) ;
20 f o r n = 3 : (N - 1)
21 f (n ) = - (y (n) - 2*y (n - 1) + y(n - 2 ) ) + . . .
22 - h/2*y (n - 1)*( y (n) - y (n - 2 ) ) ;
23 end
24

25 end

À ìàòðèöà D èìååò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû:

Dn,n−2 =
{

1, åñëè n = 3, N − 1,

Dn,n−1 =

{
−
(

7
4 + h2

)
, åñëè n = 2,

−
(
2 + h2

)
, åñëè n = 3, N − 1,

Dn,n =

{
1
4

(
2− h2

)
, åñëè n = 1,

1, åñëè n = 2, N − 1.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ìàòðèöû D.

1 f unc t i on D = D(h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò ìàòðèöó äèôôåðåíöèàëüíîãî
4 % îïåðàòîðà ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
8 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
9

10 % Âûõîäíûå äàííûå :
11 % D - èñêîìàÿ ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
12

13 D = ze ro s (N - 1 ,N - 1 ) ;
14

15 D(1 ,1 ) = 1/4*(2 - h^2) ;
16 D(2 ,1 ) = - (7/4 + h^2) ;
17 D(2 ,2 ) = 1 ;
18 f o r n = 3 : (N - 1)
19 D(n , n - 2) = 1 ;
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20 D(n , n - 1) = - (2 + h^2) ;
21 D(n , n) = 1 ;
22 end
23

24 end

Òåïåðü ââåä¼ì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó TM ïî âðåìåíè t ñ øàãîì
τ = (T − t0)/M , êîòîðàÿ èìååò M èíòåðâàëîâ (òî åñòü M + 1
óçåë): TM = {tm, 0 6 m 6M : tm = t0 +mτ}.

Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñõåìó Ðîçåíáðîêà CROS1
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2):

y(tm+1) = y(tm) + (tm+1 − tm) Rew1 ,

ãäå w1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑËÀÓ[
D− 1 + i

2
(tm+1 − tm) f

y

(
y(tm)

)]
w1 = f

(
y(tm)

)
.

(2.3)

Çäåñü f
y
� ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè (fy)n,m ≡

∂fn
∂ym

(ìàòðèöà ßêî-

áè), êîòîðàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùèå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû:

(fy)n,n−2 = −1 +
h

2
yn−1, åñëè n = 3, N − 1,

(fy)n,n−1 =

{
7
4 −

h
2 (y2 − 1

2y1), åñëè n = 2,

2− h
2 (yn − yn−2), åñëè n = 3, N − 1,

(fy)n,n =

{
− 1

2 −
h
4 y1, åñëè n = 1,

−1− h
2 yn−1, åñëè n = 2, N − 1.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ìàòðèöû ßêîáè f

y
.

1 f unc t i on f_y = f_y (y , h ,N)
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2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò ìàòðèöó ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè
4 % ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
8 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå
9 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x

10 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11

12 % Âûõîäíûå äàííûå :
13 % f_y - èñêîìàÿ ìàòðèöà ßêîáè
14

15 f_y = ze ro s (N - 1 ,N - 1 ) ;
16

17 f_y (1 , 1 ) = - 1/2 - h/4*y ( 1 ) ;
18 f_y (2 , 1 ) = 7/4 - h/2*(y (2 ) - 1/2*y ( 1 ) ) ;
19 f_y (2 , 2 ) = - 1 - h/2*y ( 1 ) ;
20 f o r n = 3 : (N - 1)
21 f_y (n , n - 2) = - 1 + h/2*y (n - 1 ) ;
22 f_y (n , n - 1) = 2 - h/2*(y (n) - y (n - 2 ) ) ;
23 f_y (n , n) = - 1 - h/2*y (n - 1 ) ;
24 end
25

26 end

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) â âèäîèçìåí¼ííîé
ôîðìå (2.2) ïî ñõåìå (2.3), èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííûå âûøå ôóíê-
öèè f, D è f_y.

1 f unc t i on u = PDESolving (a , b ,N_0, t_0 ,T,M_0, . . .
2 u_init , s , r_x , r_t )
3

4 % Ôóíêöèÿ íàõîäèò ïðèáëèæ¼ííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå
5 % óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (Óð×Ï/PDE)
6

7 % Âõîäíûå ïàðàìåòðû :
8 % a , b - ãðàíèöû îáëàñòè [a, b] ïî ïåðåìåííîé x
9 % N_0 - ÷èñëî èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó

10 % t_0 , T - íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû ñ÷¼òà t0 è T
11 % M_0 - ÷èñëî èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè ïî âðåìåíè
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12 % u_init - ôóíêöèÿ , îïðåäåëÿþùÿÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå
13 % s - íîìåð ñåòêè , íà êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå
14 % ( åñëè s = 1 , òî ðåøåíèå èùåòñÿ íà áàçîâîé ñåòêå )
15 % r_x è r_t - êîýôôèöèåíòû ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî x è ïî t
16

17 % Âûõîäíîé ïàðàìåòð :
18 % u - ìàññèâ , ñîäåðæàùèé ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ Óð×Ï
19 % òîëüêî â óçëàõ , ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
20

21 % Ôîðìèðîâàíèå ñãóù¼ííîé
22 % â r_x^( s - 1) ðàç ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x è
23 % â r_t^( s - 1) ðàç ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t
24 % ñåòêè ñ íîìåðîì s
25

26 N = N_0*r_x^( s - 1 ) ; % Âû÷èñëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ
27 M = M_0*r_t^( s - 1 ) ; % íà ñåòêå ñ íîìåðîì s
28

29 h = (b - a )/N; % Îïðåäåëåíèå øàãà ñåòêè ïî x
30 x = a : h : b ; % Îïðåäåëåíèå ñãóù¼ííîé ñåòêè ïî x
31 tau = (T - t_0)/M; % Îïðåäåëåíèå øàãà ñåòêè ïî t
32 t = t_0 : tau :T; % Îïðåäåëåíèå ñãóù¼ííîé ñåòêè ïî t
33

34 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ u
35 % Â ñòðîêå ñ íîìåðîì (m + 1) ýòîãî ìàññèâà õðàíÿòñÿ
36 % ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ , ñîîòâåòñòâóþùèå
37 % ìîìåíòó âðåìåíè tm áàçîâîé ñåòêè ïî âðåìåíè
38 u = ze ro s (M_0 + 1 ,N_0 + 1 ) ;
39

40 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé
41 % ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
42 % òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè tm
43 y = ze ro s (1 ,N - 1 ) ;
44

45 % Çàäàíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
46 f o r n = 1 : (N - 1)
47 y (1 , n) = u_init ( x (n + 2 ) ) ;
48 end
49

50 % Èç ïåðâîé ñòðîêè ìàññèâà u_init ,
51 % ñîîòâåòñòâóþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ,
52 % âûáèðàþòñÿ ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ èç óçëîâ ,
53 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó
54 f o r n = 1 : (N_0 + 1)
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55 u (1 , n) = u_init ( x ( ( n - 1)*r_x^( s - 1) + 1 ) ) ;
56 end
57

58 % Ââåäåíèå èíäåêñà , îòâå÷àþùåãî çà âûáîð
59 % âðåìåííîãî ñëîÿ íà ñåòêå ñ íîìåðîì s ,
60 % ñîâïàäàþùåãî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
61 % âðåìåííûì ñëîåì áàçîâîé ñåòêè. Íà äàííûé ìîìåíò
62 % áóäåì îòñëåæèâàòü ñîâïàäåíèå tm íà ñãóù¼ííîé ñåòêå
63 % ñ tmbasic íà áàçîâîé ñåòêå
64 m_basic = 2 ;
65

66 f o r m = 1 :M
67

68 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû CROS1
69

70 w_1 = (D(h ,N) - (1+1 i )/2*( t (m + 1) - . . .
71 t (m))* f_y (y , h ,N) )\ f (y , h ,N) ;
72

73 y = y + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ' ;
74

75 % Âûïîëíåíèå ïðîâåðêè ñîâïàäåíèÿ tm+1

76 % íà ñãóù¼ííîé ñåòêå ñ tmbasic áàçîâîé ñåòêè
77 i f (m + 1) == (m_basic - 1)* r_t^( s - 1) + 1
78

79 % Çàïîëíåíèå ìàññèâà ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ
80 % èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ Óð×Ï
81

82 % Ó÷èòûâàþòñÿ ëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
83 u(m_basic , 1 ) = 0 ;
84 i f s==1
85 u(m_basic , 2 ) = 1/2*y ( 1 ) ;
86 e l s e
87 u(m_basic , 2 ) = y( r_x^( s - 1) - 1 ) ;
88 end
89

90 % Íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå âûáèðàþòñÿ
91 % ïðîñòðàíñòâåííûå óçëû , ñîâïàäàþùèå
92 % ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
93 % (êðîìå ãðàíè÷íûõ , êîòîðûå óæå ó÷òåíû âûøå)
94 f o r n = 3 : (N_0 + 1)
95 u(m_basic , n ) = y ( ( n - 1)*r_x^( s - 1) - 1 ) ;
96 end
97
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98 % Òåïåðü áóäåò îòñëåæèâàòüñÿ ñîâïàäåíèå tm+1

99 % íà ñãóù¼ííîé ñåòêå ñ î÷åðåäíûì tmbasic

100 % áàçîâîé ñåòêè
101 m_basic = m_basic + 1 ;
102

103 end
104

105 end
106

107 end

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ôóíêöèè
PDESolving.

1. Â ôóíêöèè óæå ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü ïîèñêà ïðèáëè-
æ¼ííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãó-
ùàþùèõñÿ ñåòîê, âêëþ÷àÿ âûáîð ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé òîëü-
êî èç óçëîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè. Ýòà îñî-
áåííîñòü íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîé äèà-
ãíîñòèêè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ñåé÷àñ æå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó
ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ òîëüêî íà îäíîé (áàçî-
âîé) ñåòêå. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ âõîäíîãî
ïàðàìåòðà s := 1, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ rx è rt íå
ñóùåñòâåííû è íè íà ÷òî íà äàííûé ìîìåíò íå âëèÿþò.

Íà ðèñ. 2.1 ïðèâåäåíà ñõåìà, îòîáðàæàþùàÿ ñòðóêòóðó âåê-
òîðà y(tm) è ïîÿñíÿþùàÿ ñòðîêè êîäà 82�88, â êîòîðûõ
ðåàëèçîâàí âûáîð óçëîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé
ñåòêè.

2. Ñ öåëüþ ýêîíîìèè ïàìÿòè (÷òî êðèòè÷íî ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ s) â ïàìÿòè õðàíèòñÿ òîëüêî íàáîð ñåòî÷íûõ çíà÷å-
íèé âåêòîðà y(tm) â òåêóùèé ðàñ÷¼òíûé ìîìåíò âðåìåíè.

3. Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè îáðàùåíèè
ê êîìïîíåíòàì âåêòîðà x âñå èíäåêñû ñäâèíóòû íà +1 (ïî
ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè âûøå), òàê êàê
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Ðèñ. 2.1: Ñòðóêòóðà âåêòîðà y(tm) íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ.

â MatLab'å íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ íà÷èíàåòñÿ ñ 1
(ïîýòîìó x0 ≡ x(1), x1 ≡ x(2), . . . , xN ≡ x(N + 1)).

Çàïóñê ôóíêöèè PDESolving ìîæåò áûòü âûïîëíåí ñ ïîìî-
ùüþ, íàïðèìåð, ñëåäóþùåãî íàáîðà êîìàíä, îôîðìëåííûõ â âè-
äå îòäåëüíîãî MatLab-ôàéëà test_2_1_PDESolving.m ñ ðàñøè-
ðåíèåì ¾.m¿, ñîäåðæèìîå êîòîðîãî ñëåäóþùåå:

1 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî âðåìåíè ñ÷¼òà
2 t_0 = 0 ; T = 1 .667 ;
3

4 % Îïðåäåëåíèå ãðàíèö îòðåçêà x ∈ [a, b]
5 a = 0 ; b = 1 ;
6

7 % Îïðåäåëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè
8 N = 50 ; M = 50 ;
9

10 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
11 u_init = @(x ) - 100* s i n ( p i*x)^100+100*x^2;
12

13 s = 1 ; % Íîìåð ñåòêè ( òîëüêî áàçîâàÿ )
14 r_x = 2 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî x
15 r_t = 2 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî t
16

17 u = PDESolving (a , b ,N, t_0 ,T,M, u_init , s , r_x , r_t ) ;
18

19

20 % Îòðèñîâêà ðåøåíèÿ
21 f i g u r e ;
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22 x = a : ( b - a )/N: b ; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè ïî x
23 f o r m = 0 :M
24 % Ðèñóåòñÿ ãðàôèê íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
25 p lo t (x , u ( 1 , : ) , ' - - k' ,'LineWidth' , 1 ) ; hold on ;
26 % Ðèñóåòñÿ ãðàôèê ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè tm
27 p lo t (x , u(m + 1 , : ) , ' - ok' , . . .
28 'MarkerSize' , 3 ,'LineWidth' , 1 ) ; hold on ;
29 ax i s ( [ a b - 120 1 2 0 ] ) ; x l ab e l ('x' ) ; y l ab e l ('u' ) ;
30 hold o f f ; drawnow ; pause (0 . 1 ) ;
31 end

Äàííûé íàáîð êîìàíä ïîçâîëèò ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ñëå-
äóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (2.1):

a = 0, b = 1, t0 = 0, T = 1.667,

uinit(x) = −100 sin(πx)100 + 100x2,
(2.4)

ñ ïàðàìåòðàìè ñåòîê ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè:

N = 50, M = 50. (2.5)

Îòìåòèì, ÷òî âðåìÿ T âçÿòî êàê òåîðåòè÷åñêàÿ âåðõíÿÿ îöåí-
êà âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ, ò.å. íàì a proiri èçâåñòíî, ÷òî ïðè âûáîðå
ïàðàìåòðîâ ñîãëàñíî (2.4) íà îòðåçêå [t0, T ] ïðîèçîéä¼ò ðàçðóøå-
íèå ðåøåíèÿ.

Íà ðèñ. 2.2 ïðèâåäåíî íåñêîëüêî íàáîðîâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé
ôóíêöèé u(x, tm) äëÿ îòäåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè tm.

2.2. Îïòèìèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà

Äëÿ ÷èñëåííîé äèàãíîñòèêè ôàêòà ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ íàì áó-
äåò íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê (â îáùåì ñëó÷àå ñãóùåíèå êàæäûé ðàç ïðî-
èçâîäèòñÿ â rx ðàç ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x è â rt ðàç �
ïî âðåìåííîé t). Ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà s ñåòêè èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè s = 1, S ðàçìåðû ñåòêè Xrs−1

x N × Trs−1
t M áûñòðî ðàñ-

òóò, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ðàáîòû
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Ðèñ. 2.2: Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) äëÿ íàáîðà ïàðàìåò-
ðîâ (2.4)�(2.5) ïî ñõåìå (2.3). Íà ðèñóíêå îòîáðàæåíî íåñêîëü-
êî íàáîðîâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé u(x, tm) äëÿ îòäåëüíûõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè tm.

ïðîãðàììû, à èíîãäà è ê íåõâàòêå êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè. Ñóùå-
ñòâåííîå óâåëè÷åíèå âðåìåíè ñ÷¼òà â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ (2.3) îáùèì ìåòîäîì Ãàóññà íåîáõî-
äèìî ñîâåðøèòü ïîðÿäêà O(N3) îïåðàöèé, ãäå N � ðàçìåðíîñòü
ðåøàåìîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó ðåøàòü ÑËÀÓ ïðèõîäèòñÿ ïðè
êàæäîì ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé, èòîãîâîå âðå-
ìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû ïðîïîðöèîíàëüíî êóáó ðàçìåðíîñòè ñåòêè
ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâîé ñòåïåíè ðàçìåðíîñòè ñåòêè ïî âðåìå-
íè. Îäíàêî ìàòðèöà ñèñòåìû (2.3) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä � å¼
âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.3 (íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû òîëüêî íà äèàãîíàëè è äâóõ íèæ-
íèõ êîäèàãîíàëÿõ). Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì ðåøå-
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Ðèñ. 2.3: Ñòðóêòóðà ìàòðèöû ÑËÀÓ (2.3).

íèÿ ÑËÀÓ òàêîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà çà O(N1) îïåðàöèé, êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ýêîíîìè÷íîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäà
Ãàóññà äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ìàòðèöàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà êàê
â ïëàíå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé (òðóäî¼ìêîñòü ðàâíà
O(N1) îïåðàöèé), òàê è â ïëàíå òðåáóåìîé äëÿ ðàáîòû àëãîðèò-
ìà ïàìÿòè (÷òî êðèòè÷íî ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà î÷åíü ãóñòûõ ñåò-
êàõ â ñëó÷àå áîëüøîãî çíà÷åíèÿ S). Ãëàâíîå, ÷òî èòîãîâîå âðåìÿ
ðàáîòû ïðîãðàììû áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðâîé ñòåïåíè ðàç-
ìåðíîñòè ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâîé ñòåïåíè ðàçìåðíîñòè
ñåòêè ïî âðåìåíè. Â äàëüíåéøåì áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü ðàçðà-
áîòàííûé àëãîðèòì âûðîæäåííûì ìåòîäîì Ãàóññà (ýòî íàçâàíèå
íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì!).

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ ÑËÀÓ âèäà AX = B ñ ìàòðèöåé A ñïå-
öèàëüíîãî âèäà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.3. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåðû ìàòðèöû ðàâíû N ×N . Ìàòðèöó A áóäåì
õðàíèòü â ïàìÿòè íå â âèäå äâóìåðíîãî ìàññèâà (÷òî òðåáóåò
õðàíåíèÿ N × N ýëåìåíòîâ), à â âèäå òð¼õ ìàññèâîâ, êîòîðûå
ñîäåðæàò íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûå íà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëÿõ (÷òî òðåáóåò õðàíåíèÿ 3×N ýëåìåí-
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òîâ).
Çàìå÷àíèå. Èç ðèñ. 2.3 âèäíî, ÷òî äèàãîíàëè èìåþò ðàçíûå

äëèíû. Îäíàêî äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèò-
ìà ìû áóäåì õðàíèòü èõ çíà÷åíèÿ â ìàññèâàõ îäèíàêîâîé äëèíû
N . Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ïåðâîé êîäèàãîíàëè áóäåì çàïèñûâàòü
â ñîîòâåòñòâóþùèé ìàññèâ íà÷èíàÿ ñî 2-ãî ýëåìåíòà ìàññèâà, à
ýëåìåíòû âòîðîé êîäèàãîíàëè � â ñîîòâåòñòâóþùèé ìàññèâ íà-
÷èíàÿ ñ 3-ãî ýëåìåíòà ìàññèâà.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëèçó-
åò îäèí èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òàêîé ÑËÀÓ AX =
B ñ ìàòðèöåé ñïåöèàëüíîãî âèäà (ðèñ. 2.3), èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå
âõîäíûõ äàííûõ òîëüêî 4 îäíîìåðíûõ ìàññèâà äëèíû N : ïåðâûå
3 ñîäåðæàò íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííûå íà
äèàãîíàëè è äâóõ êîäèàãîíàëÿõ, à ÷åòâ¼ðòûé ñîäåðæèò âåêòîð
ïðàâîé ÷àñòè.

1 f unc t i on X = Spec ia lMatr ixAlgor i thm . . .
2 (diag_m , diag_d_1 , diag_d_2 ,B)
3

4 % Ôóíêöèÿ ðåàëèçóåò ðåøåíèå ÑËÀÓ AX = B
5 % ñ ìàòðèöåé A ñïåöèàëüíîãî âèäà , êîòîðàÿ ñîäåðæèò
6 % íåíóëåâûå ýëåìåíòû òîëüêî íà äèàãîíàëè è
7 % äâóõ íèæíèõ êîäèàãîíàëÿõ
8

9 % Âõîäíûå ïàðàìåòðû :
10 % diag_m , diag_d_1 , diag_d_2 -
11 % - ìàññèâû äëèíû N, ñîäåðæàùèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû
12 % ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííûå íà äèàãîíàëè è
13 % äâóõ íèæíèõ êîäèàãîíÿëÿõ
14 % (ýëåìåíòû ìàññèâîâ diag_d_1 (1 ) , diag_d_2 (1)
15 % è diag_d_2 (2) íå èñïîëüçóþòñÿ )
16 % B - âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè äëèíû N
17

18 N = length (B) ;
19 X = ze ro s (N, 1 ) ;
20

21 % Ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñ
22 % ìàòðèöåé äèàãîíàëüíîãî âèäà
23 % çà ñ÷¼ò îáíóëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A,
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24 % ëåæàùèõ íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè
25 f o r n = 1 : (N - 2)
26 c = diag_d_1(n + 1)/diag_m(n ) ;
27 B(n + 1) = B(n + 1) - c*B(n ) ;
28 c = diag_d_2(n + 2)/diag_m(n ) ;
29 B(n + 2) = B(n + 2) - c*B(n ) ;
30 end
31 c = diag_d_1(N)/diag_m(N - 1 ) ;
32 B(N) = B(N) - c*B(N - 1 ) ;
33

34 % Âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå X
35 f o r n = 1 :N
36 X(n) = B(n)/diag_m(n ) ;
37 end
38

39 end

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî âûðîæäåí-
íîãî ìåòîäà Ãàóññà äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (2.3) íåîáõîäèìî ñíà÷àëà
ïîäãîòîâèòü ìàññèâû, êîòîðûå áóäóò ñîäåðæàòü íåíóëåâûå ýëå-
ìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëÿõ ìàòðè-
öû [

D− 1 + i

2
(tm+1 − tm) f

y

(
y(tm)

)]
.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùåé MatLab-ôóíêöèè,
êîòîðàÿ ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé ôóíêöèé D
è f_y, âûïèñàííûõ ðàíåå.

1 f unc t i on [ diag_m , diag_d_1 , diag_d_2 ] = . . .
2 Diagona l sPreparat ion (y , tau , h ,N)
3

4 % Ôóíêöèÿ ïîäãîòàâëèâàåò ìàññèâû ,
5 % êîòîðûå ñîäåðæàò íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
6 % [D - (1+1 i )/2* tau*f_y (y ) ] ,
7 % ðàñïîëîæåííûå íà äèàãîíàëè è
8 % äâóõ íèæíèõ êîäèàãîíàëÿõ
9

10 % Âõîäíûå äàííûå :
11 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
12 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå
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13 % tau - òåêóùèé øàã ïî âðåìåíè
14 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
15 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
16

17 % Âûõîäíûå ïàðàìåòðû :
18 % diag_m , diag_d_1 , diag_d_2 - èñêîìûå ìàññèâû
19

20 % Âûäåëÿåì ïàìÿòü ïîä èñêîìûå ìàññèâû
21 diag_m = ze ro s (1 ,N- 1 ) ;
22 diag_d_1 = ze ro s (1 ,N- 1 ) ;
23 diag_d_2 = ze ro s (1 ,N- 1 ) ;
24

25 diag_m(1) = 1/4*(2 - h^2) - . . .
26 (1+1 i )/2* tau *( - 1/2 - h/4*y ( 1 ) ) ;
27 diag_m(2) = 1 - (1+1 i )/2* tau *( - 1 - h/2*y ( 1 ) ) ;
28 diag_d_1 (2) = - (7/4 + h^2) - . . .
29 (1+1 i )/2* tau *(7/4 - h/2*(y (2 ) - 1/2*y ( 1 ) ) ) ;
30 f o r n = 3 : (N - 1)
31 diag_m(n) = 1 - (1+1 i )/2* tau *( - 1 - h/2*y (n - 1 ) ) ;
32 diag_d_1(n) = - (2 + h^2) - (1+1 i )/2* tau* . . .
33 (2 - h/2*(y (n) - y (n - 2 ) ) ) ;
34 diag_d_2(n) = 1 - (1+1 i )/2* tau* . . .
35 ( - 1 + h/2*y (n - 1 ) ) ;
36 end
37

38 end

Â ðåçóëüòàòå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â MatLab-
ôóíêöèè PDESolving íåîáõîäèìî çàìåíèòü êóñîê êîäà, íàõîäÿ-
ùèéñÿ â ñòðîêàõ 68�73, íà íàáîð ñëåäóþùèõ êîìàíä (ïðè ýòîì
ôóíêöèè D è f_y áîëüøå íå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ).

1 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû CROS1
2

3 % Ïîäãîòîâêà ìàññèâîâ , êîòîðûå ñîäåðæàò
4 % íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
5 % [D - (1+1 i )/2* tau*f_y (y ) ] ,
6 % ðàñïîëîæåííûå íà äèàãîíàëè è
7 % äâóõ íèæíèõ êîäèàãîíàëÿõ
8 [ diag_m , diag_d_1 , diag_d_2 ] = . . .
9 Diagona l sPreparat ion (y , t (m + 1) - t (m) , h ,N) ;

10
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11 % w_1 èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà
12 w_1 = Spec ia lMatr ixAlgor i thm . . .
13 (diag_m , diag_d_1 , diag_d_2 , f (y , h ,N) ) ;
14

15 y = y + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ' ;

Ñðàâíèì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîèçâå-
ñòè ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé ïðè ïîèñêå ïðè-
áëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) â äâóõ ñëó÷àÿõ: ïðè èñïîëüçî-
âàíèè îáùåãî ìåòîäà Ãàóññà è ïðè ïðèìåíåíèè âûøåîïèñàííîãî
ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, â ñëó÷àå îáùåãî ìåòîäà Ãàóñ-
ñà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíî êóáó ðàçìåðíîñòè
ìàòðèöû ñèñòåìû (2.3). Ò. å. â íàøåì ñëó÷àå ýòî âðåìÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíî

∼ 2

3

(
N − 1

)3 ∼ 2

3
N3 ∼ O(N3).

Â ñëó÷àå ïðåäëîæåííîé ðåàëèçàöèè âûðîæäåííîãî ìåòîäà
Ãàóññà âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî

∼ 7N − 9 ∼ O(N1).

Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûø âî âðåìåíè ñ÷¼òà â ñëó÷àå ðåàëè-
çàöèè âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà êîëîññàëåí.

2.3. Êîíòðîëü ïðàâèëüíîñòè ðåàëèçàöèè ÷èñ-
ëåííîãî àëãîðèòìà â âèäå ïðîãðàììíîãî êî-
äà

Ïðè ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è ïîñëåäóþùåì íàïèñà-
íèè ïðîãðàìì ëþáîé ÷åëîâåê ìîæåò äîïóñòèòü îøèáêó (è, ñêî-
ðåå âñåãî, íå îäíó). Ñîîòâåòñòâåííî, íåîáõîäèìî âëàäåòü ìåòî-
äàìè ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè êàê ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà, òàê è
åãî ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá òàêîãî êîí-
òðîëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåäåíèè òåñòîâûõ ðàñ÷¼òîâ äëÿ òàêîãî
íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå.
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Òîãäà â ñëó÷àå êîððåêòíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ñ óâåëè÷å-
íèåì ðàçìåðíîñòè ñåòîê, èñïîëüçóþùèõñÿ äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ,
ïðèáëèæ¼ííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå äîëæíî ñõîäèòüñÿ ê òî÷íîìó,
÷òî ìîæíî îòñëåäèòü âèçóàëüíî.

Îäíîé èç îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè êëàññà çàäà÷
ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ ñ èç-
âåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì äëÿ êàêîãî-ëèáî íàáîðà âõîäíûõ äàí-
íûõ çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùèé ïîäõîä.

Èçìåíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è (2.1) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ïðèìåð ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì, íî
ïðè ýòîì âíåñòè ìèíèìàëüíûå èçìåíåíèÿ â óæå ðàçðàáîòàííóþ
ñõåìó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì â ïðàâóþ
÷àñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íåîäíîðîäíîñòü fmodel(x, t):

∂

∂t

(
uxx − u

)
+ uxx + uux = fmodel(x, t), x ∈ (a, b], t ∈ (t0, T ],

u(a, t) = 0, ux(a, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit(x), x ∈ [a, b].

Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü çàäàâàòü â êà÷åñòâå òî÷íîãî ìîäåëüíî-
ãî ðåøåíèÿ ëþáóþ ôóíêöèþ umodel(x, t), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû òî÷íûì
ðåøåíèåì âèäîèçìåí¼ííîé çàäà÷è ÿâëÿëàñü ôóíêöèÿ

umodel(x, t) = e−t
(
100x2 − 100 sin(πx)100

)
,

îïðåäåë¼ííàÿ íà îòðåçêå [a, b] ≡ [0, 1], ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü å¼
â ñèñòåìó è â ðåçóëüòàòå îïðåäåëèòü, ÷òî

fmodel(x, t) = e−t
(
100x2 − 100 sin100(πx)

)
+

+ e−2t(200x− 10 000π cos(πx) sin99(πx)
)
×

×
(
100x2 − 100 sin100(πx)

)
,

uinit(x) = e−t0
(
100x2 − 100 sin100(πx)

)
.
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Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âèäîèçìåíåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (2.1) ñè-
ñòåìà ÎÄÓ (2.2) ïåðåñòàíåò áûòü àâòîíîìíîé, òàê êàê å¼ ïðàâàÿ
÷àñòü � âåêòîð-ôóíêöèÿ f � áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåííîé ïåðå-
ìåííîé t (êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò â íåîäíîðîäíîñòè fmodel(x, t)):D

dy

dt
= f (y, t), t ∈ (t0, T ],

y(t0) = yinit,

À èìåííî, âåêòîð-ôóíêöèÿ f áóäåò èìåòü ñëåäóþùóþ ñòðóê-
òóðó:

fn =



− 1
2y1 −

h

8
y21 + fmodel(x1, t)h

2, åñëè n = 1,

−
(
y2 − 7

4y1

)
− h

2
y1

(
y2 − 1

4y1

)
+

+fmodel(x2, t)h
2, åñëè n = 2,

−
(
yn − 2yn−1 + yn−2

)
−

−h
2
yn−1

(
yn − yn−2

)
+ fmodel(xn, t)h

2, åñëè n = 3, N − 1.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäèôèêàöèè
MatLab-ôóíêöèè f, îñíîâíûì îòëè÷èåì êîòîðîé îò ââåä¼ííîé
ðàíåå ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî âõîäíîãî àðãóìåíòà �
âðåìåíè t.

1 f unc t i on f = f (y , x , h ,N, t )
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè
4 % ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
8 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå
9 % x - ñåòêà ïî ïåðåìåííîé x

10 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
12 % t - òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè
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13

14 % Âûõîäíûå äàííûå :
15 % f - èñêîìûé âåêòîð f
16

17 f = ze ro s (N - 1 , 1 ) ;
18

19 f ( 1 ) = - 1/2*y (1) - h/8*y(1)^2 + . . .
20 f_model ( x ( 2 ) , t )*h^2;
21 f ( 2 ) = - (y (2 ) - 7/4*y ( 1 ) ) - . . .
22 h/2*y (1)* ( y (2 ) - 1/4*y(1))+ . . .
23 f_model ( x ( 3 ) , t )*h^2;
24 f o r n = 3 : (N - 1)
25 f (n ) = - (y (n) - 2*y (n - 1) + y(n - 2 ) ) + . . .
26 - h/2*y (n - 1)*( y (n) - y (n - 2 ) ) + . . .
27 f_model ( x (n + 1) , t )*h^2;
28 end
29

30 end

Çàìå÷àíèå. Âíîâü îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè îáðà-
ùåíèè ê êîìïîíåíòàì âåêòîðà x âñå èíäåêñû ñäâèíóòû íà +1
(ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè âûøå), òàê êàê â
MatLab'å íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ íà÷èíàåòñÿ ñ 1 (ïîýòî-
ìó x0 ≡ x(1), x1 ≡ x(2), . . . , xN ≡ x(N + 1)).

Òàêæå çäåñü èñïîëüçóåòñÿ MatLab-ôóíêöèÿ f_model, êîòîðàÿ
çàäà¼ò ìîäåëüíóþ ôóíêöèþ fmodel(x, t). Îíà ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàíà, íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì âèäå:

1 f unc t i on f_model = f_model (x , t )
2

3 % Ôóíêöèÿ çàäà¼ò ìîäåëüíóþ ôóíêóèþ fmodel(x, t)
4

5 f_model = exp ( - t )*(100*x^2 - 100* s i n ( p i*x)^100) + . . .
6 exp ( - 2* t )*(200*x - 10000* pi*cos ( p i*x)* . . .
7 s i n ( p i*x)^99)*(100*x^2 - 100* s i n ( p i*x )^100) ;
8 end

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñèñòåìà ÎÄÓ (2.2) òåïåðü íå ÿâëÿåòñÿ
àâòîíîìíîé (÷òî îçíà÷àëî îòñóòñòâèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè ïðàâîé
÷àñòè f îò t), îäíîñòàäèéíàÿ ñõåìà Ðîçåíáðîêà ñ êîìïëåêñíûì
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êîýôôèöèåíòîì CROS1 áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

y(tm+1) = y(tm) + (tm+1 − tm) Rew1 ,

ãäå w1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑËÀÓ[
D− 1 + i

2
(tm+1 − tm) f

y

(
y(tm), tm

)]
w1 = f

(
y(tm),

tm + tm+1

2

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ýòîé ñõåìû ïî ïåðåìåí-
íîé t ïî-ïðåæíåìó ðàâåí 2.

Â ðåçóëüòàòå âèäîèçìåí¼ííàÿ MatLab-ôóíêöèÿ PDESolving
áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíîé òîëüêî òåì, ÷òî êóñîê êîäà, íà-
õîäÿùèéñÿ â ñòðîêàõ 68�73 è îòâå÷àþùèé çà ðåàëèçàöèþ ñõåìû
CROS1, íåîáõîäèìî áóäåò çàìåíèòü íà ñëåäóþùèé íàáîð êîìàíä:

1 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû CROS1
2

3 w_1 = (D(h ,N) - (1+1 i )/2*( t (m + 1) - t (m))* . . .
4 f_y (y , h ,N) )\ f (y , x , h ,N, ( t (m + 1) + t (m) ) / 2 ) ;
5

6 y = y + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ' ;

Èëè, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà:

1 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû CROS1
2

3 % Ïîäãîòîâêà ìàññèâîâ , êîòîðûå ñîäåðæàò
4 % íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
5 % [D - (1+1 i )/2* tau*f_y (y ) ] ,
6 % ðàñïîëîæåííûå íà äèàãîíàëè è
7 % äâóõ íèæíèõ êîäèàãîíàëÿõ
8 [ diag_m , diag_d_1 , diag_d_2 ] = . . .
9 Diagona l sPreparat ion (y , t (m + 1) - t (m) , h ,N) ;

10

11 % w_1 èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà
12 w_1 = Spec ia lMatr ixAlgor i thm . . .
13 (diag_m , diag_d_1 , diag_d_2 , . . .
14 f (y , h ,N, ( t (m + 1) + t (m) ) / 2 ) ) ;
15

16 y = y + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ' ;
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È, íàêîíåö, â MatLab-ôóíêöèè draw íåîáõîäèìî ïîñëå 16-é
ñòðî÷êè âñòàâèòü ñëåäóþùèé êóñîê êîäà, êîòîðûé ïîçâîëèò
îòîáðàçèòü íà îäíîì ãðàôèêå êàê íàéäåííîå ïðèáëèæ¼ííîå ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå, òàê è òî÷íîå ìîäåëüíîå, ÷òî ïîçâîëèò âèçóàëüíî
óáåäèòüñÿ â ñõîäèìîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ïðè
èçìåëü÷åíèè ñåòîê, íà êîòîðûõ èùåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå.

1 % Ðèñóåòñÿ ãðàôèê íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
2 t = t_0 : (T - t_0)/M:T; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè ïî t
3 u_model = exp ( - t (m + 1))* . . .
4 ( - 100* s i n ( p i*x ) . ^100 + 100* x . ^2) ;
5 p lo t ( x ( 1 : k :N+1) ,u_model , ' -*g' , . . .
6 'LineWidth' , 1 ) ; hold on ;

Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ñ
èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì íåáîëüøîìó âèäîèçìåíåíèþ ïîä-
ëåæèò òîëüêî ôóíêöèÿ f è ñõåìà CROS1. Ïîñëå êîíòðîëÿ ïðà-
âèëüíîñòè ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ,
ïîëîæèâ fmodel(x, t) ≡ 0, ìû ïðèâîäèì ñèñòåìó ê èñõîäíîìó âè-
äó (2.1).

2.4. ×èñëåííàÿ äèàãíîñòèêà ðàçðóøåíèÿ ðåøå-
íèÿ

Îáîáùèì ìåòîäèêó ÷èñëåííîé äèàãíîñòèêè ðàçðóøåíèÿ ðåøå-
íèÿ, êîòîðóþ ìû îïèñàëè â ãëàâå 1 äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûê-
íîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íà ñëó÷àé ðàññìàòðè-
âàåìîé â ýòîì ðàçäåëå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ñåòî÷íîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è (2.1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû ñ ïîðÿäêîì òî÷íî-
ñòè px ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x è ñ ïîðÿäêîì òî÷íî-
ñòè pt ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t íà ðàâíîìåðíîé áàçîâîé ñåòêå
XN × TM : XN × TM = {(xn, tm), 0 6 n 6 N, 0 6 m 6 M : xn =
a + nh, tm = t0 + mτ, h = (b − a)/N, τ = (T − t0)/M}. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ óçëîâ (x, t) ∈ XN × TM âåðíî ðàâåíñòâî

u(x, t) = u(N,M)(x, t) +O(hpx + τpt). (2.6)

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ (N,M) îçíà÷àåò, ÷òî u(N,M)(x, t) íàéäåíî
÷èñëåííî íà ñåòêå ñ ðàçìåðíîñòè N × M èíòåðâàëîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî ïî x è t.

Òåïåðü ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (2.6) â âèäå

u(x, t) = u(N,M)(x, t) + cx(x, t)hpx + ct(x, t)τ
pt+

+O(hpx+1 + τpt+1), (2.7)

ÿâíî âûäåëÿÿ ãëàâíûé ÷ëåí R(N,M)(t) ≡ cx(x, t)hpx + ct(x, t)τ
pt

ðàçëîæåíèÿ îøèáêè u(x, t)− u(N,M)(x, t) ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ u(x, t) â ðÿä Òåéëîðà. Ïðè ýòîì áóäåì èñõîäèòü èç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðåðûâíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ðåøåíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèå u(N,M)(x, t), (x, t) ∈ XN ×
TM , ìû ïðîâîäèëè íà ôèêñèðîâàííîé ñåòêå ñ N è M èíòåðâàëà-
ìè (÷åðåç ÷èñëî êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ øàãè ñåòêè h
è τ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ) ïî ñõåìå ñ èçâåñòíûìè ïîðÿäêàìè
òî÷íîñòè px è pt ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì
ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.7) ñîäåðæèò òðè
íåèçâåñòíûõ: u(x, t), cx(x, t) è ct(x, t). Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè òðè
íåèçâåñòíûõ, íàì íåîáõîäèìî òðè óðàâåíèÿ. Îäíàêî, åñëè ìû áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü êîìáèíàöèþ ñëàãàåìûõ cx(x, t)hpx+ct(x, t)τ

pt

â êà÷åñòâå îäíîé íåèçâåñòíîé, íàì áóäåò íåîáõîäèìî èìåòü òîëü-
êî äâà óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå, ïðîâåäÿ âû÷èñëå-
íèÿ íà ñãóù¼ííîé â rx ðàç ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x è
â rt ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t ñåòêå (ò.å. íà ñåòêå, ñîäåðæàùåé
rxN è rtM èíòåðâàëîâ íà îòðåçêàõ [a, b] è [t0, T ] ñîîòâåòñòâåííî):

u(x, t) = u(rxN,rtM)(x, t) + cx(x, t)
( h
rx

)px
+ ct(x, t)

( τ
rt

)pt
+

+O

(( h
rx

)px+1

+
( τ
rt

)pt+1
)
. (2.8)
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Âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ (2.8) óðàâíåíèå (2.7) è èç ïîëó÷åííî-
ãî ðàâåíñòâà ïîïûòàåìñÿ âûðàçèòü cx(x, t)hpx + ct(x, t)τ

pt . Ýòî
óäàñòñÿ ñäåëàòü, òîëüêî åñëè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.8) ñëà-
ãàåìûå cx(x, t)hpx è ct(x, t)τ

pt áóäóò èìåòü îáùèé ìíîæèòåëü.
Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøå-
íèå

rx
px = rt

pt , (2.9)

÷òî îïðåäåëÿåò ñîãëàñîâàíèå êîýôôèöåíòîâ ñãóùåíèÿ ñåòîê rx è
rt ïî ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì ñ ïîðÿäêàìè òî÷íîñòè ñõåìû px è
pt (áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå îñîáåííîñòåé âûáîðà êîýôôèöè-
åíòîâ ñãóùåíèÿ â ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ñì. â ï. 4 � 2 ãëàâû
II [6]).

Â ðåçóëüòàòå ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (2.9) ìû ïîëó÷èì

cx(x, t)hpx + ct(x, t)τ
pt =

=
u(rxN,rtM)(x, t)− u(N,M)(x, t)

rtpt − 1

rt
pt

τpt
+O(h1 + τ1).

(2.10)

Òàêèì îáðàçîì,

R(rxN,rtM)(x, t) ≡ cx(x, t)
( h
rx

)px
+ ct(x, t)

( τ
rt

)pt
=

=
u(rxN,rtM)(x, t)− u(N,M)(x, t)

rtpt − 1
+O(hpx+1 + τpt+1). (2.11)

Äðîáü, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.11), ÿâëÿåòñÿ
àïîñòåðèîðíîé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé îöåíêîé ãëàâíîãî (ò.å.
íàèìåíåå áûñòðî óáûâàþùåãî) ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëî-
ðà òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x, t), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, àïîñòåðèîð-
íîé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé îöåíêîé ãëàâíîãî ÷ëåíà ðàçëîæå-
íèÿ îøèáêè u(x, t)− u(rxN,rtM)(x, t) ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ
u(x, t) â ðÿä Òåéëîðà. Òàêèì îáðàçîì,

u(x, t) = u(rxN,rtM)(x, t) +R(rxN,rtM)(x, t) +O(hpx+1 + τpt+1).
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Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðè (h, τ)→ 0 ñëàãàåìîå R(rxN,rtM)(x, t) ïðå-
âîñõîäèò âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà îøèáêè
u(x, t) − u(rxN,rtM)(x, t), åãî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê àïîñòåðè-
îðíóþ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ
u(rxN,rtM)(x, t). Äàëåå áóäåì ïîä R(rxN,rtM)(x, t) ïîäðàçóìåâàòü,
îïóñêàÿ O(hpx+1 + τpt+1) (íî ïðè ýòîì íå çàáûâàÿ îá àñèìïòîòè-
÷åñêîì õàðàêòåðå ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû), âåëè÷èíó

R(rxN,rtM)(x, t) =
u(rxN,rtM)(x, t)− u(N,M)(x, t)

rtpt − 1
, (2.12)

÷òî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Ðóíãå�
Ðîìáåðãà (1.10) íà ñëó÷àé âû÷èñëåíèé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ.

Ïðîâåäÿ ðàñ÷¼òû åù¼ íà îäíîé ñåòêå � ñ ÷èñëîì èíòåðâà-
ëîâ r2xN è r2tM ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì, � ìû ñìîæåì
âû÷èñëèòü

R(r2xN,r
2
tM)(x, t) ≡ cx(x, t)

( h
r2x

)px
+ ct(x, t)

( τ
r2t

)pt
=

=
u(r

2
xN,r

2
tM)(x, t)− u(rxN,rtM)(x, t)

rtpt − 1
+O(hpx+1 + τpt+1).

Çàìåòèì, ÷òî

R(rxN,rtM)(x, t) ≡ cx(x, t)
( h
rx

)px
+ ct(x, t)

( τ
rt

)pt
,

R(r2xN,r
2
tM)(x, t) ≡ cx(x, t)

( h
r2x

)px
+ ct(x, t)

( τ
r2t

)pt
,

(2.13)

è èç îòíîøåíèÿ íîðì ýòèõ äâóõ âûðàæåíèé ïðè óñëîâèè âûïîë-
íåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.9) íàéä¼ì âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè

peff = logrt
‖R(rxN,rtM)(x, t)‖XN×TM

‖R(r2xN,r
2
tM)(x, t)‖XN×TM

, (2.14)
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ñ êîòîðûì âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå íà ïðîìåæóò-
êå âðåìåíè t ∈ [t0, T ] è êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâîì: pt

eff →
pt
theor ≡ pt ïðè (h, τ) → 0. Íîðìû â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ñóòü åâ-

êëèäîâû íîðìû, âçÿòûå êàê êîðåíü èç ñóììû êâàäðàòîâ çíà÷å-
íèé íà áàçîâîé ñåòêå XN×TM . Îòìåòèì, ÷òî ìû ãîâîðèì èìåííî
îá ýôôåêòèâíîì ïîðÿäêå òî÷íîñòè, ïîòîìó ÷òî îí âû÷èñëÿåòñÿ
èñõîäÿ èç èìåþùèõñÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé â ïðåíåáðåæåíèè
ïðèáëèæ¼ííûì õàðàêòåðîì ôîðìóëû (2.12) (ñðàâíèòå ñ (2.11)).

Ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí è ïî
îòäåëüíîñòè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ t ∈ TM ñåòêè. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü èç îòíîøåíèÿ íîðì âûðàæåíèé
â (2.13):

pt
eff (t) = logrt

‖R(rxN,rtM)(x, t)‖XN

‖R(r2xN,r
2
tM)(x, t)‖XN

, (2.15)

ãäå íîðìû áåðóòñÿ óæå òîëüêî ïî ñåòêå XN , à t ∈ TM ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòðîì.

Òàêæå ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí
è ïîòî÷å÷íî äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî x ∈ XN â ôèêñèðîâàííûé
ìîìåíò âðåìåíè t. Ñîîâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü
èç îòíîøåíèÿ âûðàæåíèé â (2.13) â êàæäîì óçëå áàçîâîé ñåòêè
ïî îòäåëüíîñòè:

pxt
eff (x, t) = logrt

R(rxN,rtM)(x, t)

R(r2xN,r
2
tM)(x, t)

. (2.16)

Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî àðãóìåíò ëîãàðèôìà â (2.16) ìîæåò
îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëüíûì, åñëè ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
â ðàçëîæåíèè îøèáêè ïî Òåéëîðó ïðåîáëàäàþò íàä ôîðìàëüíî
ãëàâíûì ÷ëåíîì ïîðÿäêà p. Òàêîå ìîæåò ïðîèçîéòè, íàïðèìåð,
åñëè êîýôôèöèåíò â ãëàâíîì ÷ëåíå ñëó÷àéíî îêàçàëñÿ ðàâíûì
íóëþ â êîíêðåòíîé çàäà÷å â êîíêðåòíîé òî÷êå ëèáî åñëè ñåò-
êà åù¼ ñëèøêîì ãðóáàÿ. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå, ÷òîáû èçáåæàòü
àâàðèéíîé îñòàíîâêè ðàñ÷¼òà, èìååò ñìûñë â (2.16) âçÿòü ìîäóëè
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.
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Òåïåðü îïèøåì ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì âûïîëíåíèÿ îöåíîê
ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ÷òî â äàëüíåéøåì ïîçâîëèò äè-
àãíîñòèðîâàòü ôàêò ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå åãî íàëè÷èÿ.

Çàìå÷àíèå. Ìû àïïðîêñèìèðîâàëè âñå ïðîñòðàíñòâåííûå
ïðîèçâîäíûå â (2.1) ñ òî÷íîñòüþ O(h2), à ïðè ÷èñëåííîì èíòå-
ãðèðîâàíèè ñèñòåìû (2.2) èñïîëüçóåì ñõåìó CROS1 (2.3), êîòî-
ðàÿ èìååò òî÷íîñòü O(τ2). Ïîýòîìó ïîñòðîåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (2.1) èìååò òî÷íîñòü O(τ2 + h2), ò.å. px = p theorx ≡ 2 è
pt = p theort ≡ 2. Òàêèì îáðàçîì èç óñëîâèÿ (2.9) ñëåäóåò, ÷òî êî-
ýôôèöèåíòû ñãóùåíèÿ rx è rt ïî ðàçíûì ïåðåìåííûì äëÿ âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû Ðóíãå�Ðîìáåðãà (2.12)
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ rx = rt. Íàèáîëåå óäîáíî
äëÿ ñ÷¼òà âûáðàòü rx = rt ≡ 2.

Äëÿ íà÷àëà ââåä¼ì áàçîâóþ ñåòêó XN × TM : {xn, tm}, 0 6
n 6 N , 0 6 m 6 M . Ïîñëå ýòîãî ïðîèçâåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîå
ñãóùåíèå ñåòêè, íà÷èíàÿ ñ áàçîâîé, è âû÷èñëèì ðåøåíèÿ

u(s)(x, t) ≡ u(r
s−1
x N,rs−1

t M)(x, t)

íà ïîëó÷åííûõ ñåòêàõ Xrs−1
x N×Trs−1

t M (s � íîìåð ñåòêè èç íàáî-

ðà ñåòîê s = 1, S) ïî ñõåìå ñ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè px ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé x è ïîðÿäêîì òî÷íîñòè pt ïî âðåìåííîé
ïåðåìåííîé t.

Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè, êàê è îòìå÷åíî âûøå, rx è rt öåëûå,
êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ñåòêà Xrs−1

x N × Trs−1
t M èìååò óçëû, ñîâïà-

äàþùèå ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè (xn, tm) ∈ XN × TM , 0 6 n 6 N ,
0 6 m 6 M . Â ýòèõ óçëàõ (x, t) ìû ìîæåì âûïîëíèòü àïîñòåðè-
îðíóþ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè íà êàæäîé
ñåòêå ñ íîìåðîì s ïî ôîðìóëå Ðóíãå�Ðîìáåðãà (2.12)

∆(s)(xn, tm) ≡ R(rs−1
x N,rs−1

t M)(xn, tm) =

=
u(s)(xn, tm)− u(s−1)(xn, tm)

rptt − 1
,

è îöåíèòü ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè (2.14) íà âñ¼ì ïðîìå-
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æóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ]

pt
eff
(s) = logrt

√
N∑
n=0

M∑
m=0

(
u(s−1)(xn, tm)− u(s−2)(xn, tm)

)2
√

N∑
n=0

M∑
m=0

(
u(s)(xn, tm)− u(s−1)(xn, tm)

)2 (2.17)

(çäåñü âûáðàíà íàèáîëåå óäîáíàÿ èç âîçìîæíûõ íîðì � åâêëè-
äîâà). Â ñëó÷àå, åñëè íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ] ðå-
øåíèå çàäà÷è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà px ïî x
è pt ïî t, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

pt
eff
(s) −−−→s→∞

pt
theor ≡ pt.

Íàðóøåíèå ýòîé ñõîäèìîñòè ãîâîðèò î ïîòåðå ãëàäêîñòè òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ]. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, òåîðåòè÷åñêèå ïîðÿäêè òî÷íîñòè, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî px
è pt, õàðàêòåðèçóåò ñïîñîáíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëåííîé ñõå-
ìû ïåðåäàòü âñå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ, ìëàäøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ cxh

px + ctτ
pt . À ýôôåêòèâíûé

ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïîçâîëÿåò íàì ñóäèòü î òîì, áûëè ëè ðåàëüíî
ïåðåäàíû âñå ÷ëåíû, ìëàäøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ cxh

px + ctτ
pt . Â

÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå pt
eff 6 0 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá îòñóòâèè

âîçìîæíîñòè ðàçëîæèòü òî÷íîå ðåøåíèå â ðÿä Òåéëîðà, ÷òî ãî-
âîðèò îá îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, î ôàêòå
ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ â êàêîé-ëèáî òî÷êå ïðîìåæóòêà t ∈ [t0, T ])
èëè ïîòåðå åãî ãëàäêîñòè.

Ñ öåëüþ ëîêàëèçàöèè êîíêðåòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, â êî-
òîðûé ïðîèçîøëî ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ, ìîæíî îöåíèòü ýôôåê-
òèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è ïîòî÷å÷íî (2.15) â êàæäîì óçëå
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tm ∈ TM , 0 6 m 6M ,

pt
eff
(s) (tm) = logrt

√
N∑
n=0

(
u(s−1)(xn, tm)− u(s−2)(xn, tm)

)2
√

N∑
n=0

(
u(s)(xn, tm)− u(s−1)(xn, tm)

)2 (2.18)

Â òî÷êàõ t, â êîòîðûõ ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è èìååò íåïðå-
ðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà pt ïî âðåìåíè è ïîðÿäêà pt ïî ïðî-
ñòðàíñòâó, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

pt
eff
(s) (t) −−−→

s→∞
pt
theor ≡ pt

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íîé ïðè s → ∞ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, N,M → ∞).
Íàðóøåíèå ýòîé ñõîäèìîñòè ãîâîðèò î ïîòåðå ãëàäêîñòè òî÷íî-
ãî ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ñòåïåííîé ¾ñèíãóëÿðíîñòè¿
u(x, t) ∼ (Tbl − t)−β , ãäå Tbl � âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ (èíäåêñ ¾bl¿ �
ñîêðàùåíèå îò ¾blow-up¿, ¾ðàçðóøåíèå¿), äëÿ ëþáîãî t > Tbl ýô-

ôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè pt
eff
(s) (t) −−−→

s→∞
−β. Ýòî ïîçâîëÿåò

íàì íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòåïåíü β. Åñëè pt
eff
(s) (t) −−−→

s→∞
−∞

äëÿ ëþáîãî t > Tbl, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå ýêñïî-
íåíöèàëüíî âîçðàñòàåò, ò.å. u(x, t) =∞; åñëè pt

eff
(s) (t) −−−→

s→∞
0 äëÿ

ëþáîãî t > Tbl, òî ðîñò ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ¾ñèíãóëÿðíîñòè¿
ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì: u(x, t) ∼ ln(Tbl − t). Âûâîä ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè â [2, 9]. Ìîìåíò ðàçðóøå-
íèÿ ðåøåíèÿ Tbl ìîæåò áûòü íàéäåí ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû
èíòåðâàëà áàçîâîé ñåòêè ïî âðåìåíè TM .

Ïîñëå ëîêàëèçàöèè ìîìåíòà âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ t ìîæíî ëî-
êàëèçîâàòü è ïðîñòðàíñòâåííûå òî÷êè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ ïî
ïåðåìåííîé x äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ïî
ôîðìóëå (2.16) â êàæäîì óçëå tm ∈ TM , 0 6 m 6M ,

pxt
eff
(s) (xn, tm) = logrt

|u(s−1)(xn, tm)− u(s−2)(xn, tm)|
|u(s)(xn, tm)− u(s−1)(xn, tm)|

. (2.19)
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Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð íàáîðà MatLab-êîìàíä, îôîðì-
ëåííûõ â âèäå îòäåëüíîãî ôàéëà test_2_1.m, êîòîðûå ïîç-
âîëÿþò ïîñðåäñòâîì ìíîãîêðàòíîãî çàïóñêà ââåä¼ííîé ðàíåå
MatLab-ôóíêöèè PDESolving.m ïîëó÷èòü íàáîð ñåòî÷íûõ ðåøå-

íèé u(s)(x, t) ≡ u(r
s−1
x N,rs−1

t M)(x, t), s = 1, S, çàäà÷è (2.1) ñ íà-
áîðîì ïàðàìåòðîâ (2.4) íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ, íà÷èíàÿ ñ áàçîâîé
ñåòêè XN × TM ñ N = 50 è M = 50.

1 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî âðåìåíè ñ÷¼òà
2 t_0 = 0 ; T = 1 .667 ;
3

4 % Îïðåäåëåíèå ãðàíèö îòðåçêà x ∈ [a, b]
5 a = 0 ; b = 1 ;
6

7 % Îïðåäåëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè
8 N = 50 ; M = 50 ;
9

10 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
11 u_init = @(x ) - 100* s i n ( p i*x)^100+100*x^2;
12

13 S = 10 ; % ×èñëî ñåòîê , íà êîòîðûõ èùåòñÿ
14 % ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå
15 r_x = 2 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî x
16 r_t = 2 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî t
17

18 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâû ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé

19 % ðåøåíèé ÎÄÓ íà ðàçíûõ ñåòêàõ c íîìåðàìè s = 1, S
20 % Ïåðâûé èíäåêñ - íîìåð ñåòêè s èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
21 % ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê , íà êîòîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå
22 % Âòîðîé è òðåòèé èíäåêñû îïðåäåëÿþò ìàññèâ ,
23 % â ñòðîêå ñ íîìåðîì (m + 1) êîòîðîãî õðàíÿòñÿ
24 % ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ , ñîîòâåòñòâóþùåãî
25 % ìîìåíòó âðåìåíè tm , èç óçëîâ ,
26 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
27 array_of_u = ze ro s (S ,M + 1 ,N + 1 ) ;
28

29 % "Áîëüøîé öèêë" , êîòîðûé ïåðåñ÷èòûâàåò ðåøåíèå S ðàç
30 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê
31 % Ìàññèâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ ñîäåðæèò òîëüêî
32 % ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ èç óçëîâ ,
33 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
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34 f o r s = 1 : S
35 u = PDESolving (a , b ,N, t_0 ,T,M, u_init , s , r_x , r_t ) ;
36 array_of_u ( s , : , : ) = u ;
37 s
38 end
39

40 % Ñîõðàíÿåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåé äèàãíîñòèêè
41 % ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ äàííûå Workspace'à â ôàéë
42 save ('data.mat' ,'array_of_u' ,'N' ,'M' , . . .
43 'r_x' ,'r_t' ,'S' ,'a' ,'b' ,'t_0' ,'T' ) ;

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âðåìÿ ñ÷¼òà íà êàæäîé î÷åðåäíîé ñåòêå
âîçðàñòàåò â rxrt ðàç, íàõîæäåíèå ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé íà
ðàçíûõ ñåòêàõ ðåàëèçîâàíî â âèäå âûøåïðèâåä¼ííîãî îòäåëüíî-
ãî êîäà, êîòîðûé âû÷èñëÿåò âñå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåé
÷èñëåííîé äèàãíîñòèêè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ äàííûå è çàïèñû-
âàåò èõ â ôàéë data.mat. Åãî ñîäåðæèìîå áóäåò ïîäãðóæàòüñÿ
ââîäèìûìè äàëåå ïî õîäó èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ôóíêöèÿìè áåç
ïîâòîðíîãî ðàñ÷¼òà ðåøåíèé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõ-
ñÿ ñåòîê.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-êîäà, îôîðìëåííîãî â âèäå
îòäåëüíîãî ôàéëà BlowUpDiagnostics.m, êîòîðûé âû÷èñëÿåò ýô-
ôåêòèâíûå ïîðÿäêè òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ íà ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ] (2.17), èñïîëüçóÿ äàííûå èç óæå ñôîð-
ìèðîâàííîãî ïðåäûäóùåé ïðîãðàììîé ôàéëà data.mat.

1 % Çàãðóçêà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
2 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç S ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê
3 load ('data.mat' ) ;
4

5 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ
6 % ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
7 % íà ðàçíûõ ñåòêàõ
8 p_eff = ze ro s (S , 1 ) ;
9

10 % Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè

11 p_eff (1 ) = NaN; % Âû÷èñëåíèå p eff
(1)

íåâîçìîæíî

12 p_eff (2 ) = NaN; % Âû÷èñëåíèå p eff
(2)

íåâîçìîæíî
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13 f o r s = 3 : S
14 p_eff ( s ) = log ( . . .
15 s q r t (sum(sum( ( array_of_u ( s - 1 , : , : ) - . . .
16 array_of_u ( s - 2 , : , : ) ) . ^2)))/ . . .
17 s q r t (sum(sum( ( array_of_u ( s , : , : ) - . . .
18 array_of_u ( s - 1 , : , : ) ) . ^2) ) ) )/ . . .
19 l og ( r_t ) ;
20 end
21

22 % Âûâîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé p eff
(s)

23 f o r s = 1 : S
24 X = [ 'p^ef f_ (' , i n t 2 s t r ( s ) ,')=' , . . .
25 num2str ( p_eff ( s ) ,'%6. 4 f ' ) ] ;
26 di sp (X) ;
27 end

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå p eff(1) è p eff(2) íåâîçìîæíî, ïîòîìó

÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè íåîáõî-
äèìî çíàòü ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå íà òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ñåòêàõ (òåêóùàÿ è äâå ïðåäûäóùèõ) (ñì. ôîðìóëó (2.17)).

Â òàáëèöå 2.4 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çíà÷åíèé pt

eff
(s) äëÿ ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ

èíòåðâàëîâ t ∈ [t0, T ]. Õîðîøî âèäíî, ÷òî äëÿ òåõ âðåìåííûõ
ïðîìåæóòêîâ, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ñ íàáîðîì âõîä-
íûõ äàííûõ (2.4) ñóùåñòâóåò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýôôåêòèâíûõ

ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè pt
eff
(s) ñõîäèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêîìó ïîðÿäêó

òî÷íîñòè pt
theor ≡ p. Â ñëó÷àå æå îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ íà ñî-

îòâåòñòâóþùåì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýô-
ôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè áûñòðî ñõîäèòñÿ ê íåïîëîæèòåëü-
íîìó ÷èñëó.

Òåïåðü îò ¾èíòåãðàëüíîé¿ îöåíêè ýôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè äëÿ äèàãíîñòèêè ôàêòà ðàçðóøåíèÿ ¾â öåëîì¿ ïåðåéä¼ì
ê äåòàëüíîé åãî ëîêàëèçàöèè. Ñíà÷àëà ìû íàéä¼ì ìîìåíò âðå-
ìåíè, êîãäà íàñòóïàåò ðàçðóøåíèå ðåøåíèå, ñ òî÷íîñòüþ äî âå-
ëè÷èíû ïîðÿäêà øàãà ñåòêè ïî âðåìåíè. Çàòåì ïåðåéä¼ì ê ëîêà-
ëèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-êîäà, îôîðìëåííîãî â âè-

62



s T = 0.400 T = 0.600 T = 1.000 T = 1.667

3 1.7837 1.1368 -27.0854 -36.3775
4 1.9415 1.7175 -62.5598 -57.2937
5 1.9851 1.9229 -83.9025 -116.6789
6 1.9963 1.9802 -259.7775 −∞
7 1.9991 1.9950 −∞ −∞
8 1.9998 1.9950 −∞ −∞
9 2.0001 1.9998 −∞ −∞
10 1.9987 1.9985 −∞ −∞

Òàáëèöà 2.1: Íàáîðû çíà÷åíèé pt
eff
(s) ïî èòîãàì ðàñ÷¼òà çàäà-

÷è (2.1) ñ íàáîðîì âõîäíûõ äàííûõ (2.4) äëÿ ðàçíûõ âðåìåííûõ
ïðîìåæóòêîâ t ∈ [t0, T ] ≡ [0, T ] ñ íà÷àëüíûìè ñåòêàìè XN × TM
ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì èíòåðâàëîâ N = 50, M = 50 è êîýôôèöè-
åíòàìè ñãóùåíèÿ ñåòîê rx = 2, rt = 2.

äå îòäåëüíîãî ôàéëà BlowUpDiagnostics_for_each_t.m, êîòîðûé
ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïðèáëè-
æ¼ííîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè tm áàçîâîé ñåò-
êè TM (2.18), èñïîëüçóÿ äàííûå èç óæå ñôîðìèðîâàííîãî ôàéëà
data.mat. Ýòî ïîçâîëèò îïðåäåëèòü êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè,
â êîòîðûé ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ.

1 % Çàãðóçêà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
2 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç S ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê
3 load ('data.mat' ) ;
4

5 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ
6 % ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
7 % â êàæäîì óçëå tm, 1 6 m 6M ( âòîðîé èíäåêñ ìàññèâà ) ,
8 % êðîìå t0 , òàê êàê â í¼ì ðåøåíèå çàäàíî òî÷íî ,
9 % è íà ðàçíûõ ñåòêàõ (ïåðâûé èíäåêñ ìàññèâà )

10 p_eff_ForEveryTime = ze ro s (S ,M + 1 ) ;
11

12 % Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
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13 f o r m = 2 : (M + 1)
14

15 % Âû÷èñëåíèå p eff
(1)

(tm) è p eff
(2)

(tm) íåâîçìîæíî

16 p_eff_ForEveryTime (1 ,m) = NaN;
17 p_eff_ForEveryTime (2 ,m) = NaN;
18

19 f o r s = 3 : S
20 p_eff_ForEveryTime ( s , 1 ) = i n f ;
21 p_eff_ForEveryTime ( s ,m) = log ( . . .
22 s q r t (sum( ( array_of_u ( s - 1 ,m, : ) - . . .
23 array_of_u ( s - 2 ,m, : ) ) . ^2))/ . . .
24 s q r t (sum( ( array_of_u ( s ,m, : ) - . . .
25 array_of_u ( s - 1 ,m, : ) ) . ^2)))/ . . .
26 l og ( r_t ) ;
27 end
28 end
29

30 % Îòðèñîâêà ðåçóëüàòîâ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ñåòêè ñ íîìåðîì s
31 S = 9 ;
32 f i g u r e ;
33 t = t_0 : (T - t_0)/M:T; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè
34 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
35 % îò âðåìåííîãî óçëà áàçîâîé ñåòêè
36 p lo t ( t , t*0 + 2 ,' -*k' ,'MarkerSize' , 3 ) ; hold on ;
37 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
38 % îò âðåìåííîãî óçëà áàçîâîé ñåòêè
39 p lo t ( t ( 2 :M+1) ,p_eff_ForEveryTime (S , 2 :M + 1) , . . .
40 ' - sk' ,'MarkerSize' , 5 ,'LineWidth' , 1 ) ;
41 ax i s ( [ t (1 ) t (M + 1) - 2 . 0 3 . 0 ] ) ;
42 x l ab e l (' t' ) ; y l ab e l ('p^{ e f f }' ) ;

Îòìåòèì, ÷òî â óçëå t0 áàçîâîé ñåòêè TM ýôôåêòèâíûé ïî-
ðÿäîê òî÷íîñòè pt

eff
(s) (t0) íå âû÷èñëÿåòñÿ, òàê êàê â ýòîì óç-

ëå íà ëþáîé ñåòêå ðåøåíèå çàäàíî òî÷íî íà÷àëüíûì óñëîâè-
åì. Ïîñêîëüêó ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè îïðåäåëÿåò ðå-
àëüíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ, êîòîðûå ÷èñëåííàÿ ñõåìà ïåðåäà¼ò òî÷íî, ìîæíî ïîëî-
æèòü pt

eff
(s) (t0) = +∞.

Íà ðèñ. 2.4 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàáîòû äàííîãî ïðîãðàìì-
íîãî êîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (2.4)
íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ. Â êà÷åñòâå áàçîâîé ñåòêè XN × TM áûëà
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âçÿòà ñåòêà ñ N = 50 è M = 50 èíòåðâàëàìè, è áûëî âûïîëíåíî
ïîñëåäîâàòåëüíîå ñãóùåíèå ñåòîê ñ êîýôôèöèåíòàìè ñãóùåíèÿ
rx = rt = 2. Ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òîâ ïîñëå âû÷èñëå-
íèÿ ðåøåíèÿ íà 9-é ñåòêå (s = 9), äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åí ÿâíûé
âûõîä ïîòî÷å÷íûõ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
pt
eff
(s) (tm), 0 6 m 6 M , íà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå çíà÷åíèÿ. Íà

ðèñ. 2.5 äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèé pt
eff
(s) (t)

äëÿ ðàçëè÷íûõ s, êîòîðûå ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáðàçîì îáîñíî-
âûâàþò âûõîä íà àñèìïòîòèêó çíà÷åíèé pt

eff
(9) (tm), ïðåäñòàâëåí-

íûõ íà ðèñ. 2.4.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä î ïî-

ëó÷åííîì ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è çàäà÷è (2.1) äëÿ íàáîðà
ïàðàìåòðîâ (2.4). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íà S = 9 âëîæåííûõ ñåòêàõ

ïîòî÷å÷íûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè pt
eff
(s) (t)

äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè tm ∈ TM äîm = 20 âêëþ÷èòåëüíî
ñõîäÿòñÿ ê pt

theor ≡ 2, à äëÿ á�îëüøèõ çíà÷åíèé m, ïî-âèäèìîìó,
ñòðåìÿòñÿ ê −∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò â
ìîìåíò Tbl ∈ (t20, t21] ≡ (0.667, 0.700], à âèäèìîå ñòðåìëåíèå
ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïðè m > 21 ê −∞ ïîçâîëÿåò
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â òî÷êå Tbl ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòü òèïà
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ.

Åñëè íàðóøåíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ âîçíèêàåò âî âñåé îáëà-
ñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé îäíîâðåìåííî, òî îòêëîíå-
íèå ñõîäèìîñòè pt

eff
(s) (x, t) (2.19) îò 2 âîçíèêàåò âî âñåõ òî÷êàõ

ñåòêè XN ñ ïåðâîãî âðåìåííîãî ñëîÿ t > Tbl. Åñëè ðàçðóøåíèå
ðåøåíèÿ âîçíèêàåò â îäíîé-åäèíñòâåííîé òî÷êå x∗, òî îïèñàí-
íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü âî âðåìåíè ïðîöåññ ðàçðóøå-
íèÿ ðåøåíèÿ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ. Òàêàÿ äèàãíîñòèêà ïðîöåññà
ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ âîçìîæíà â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñõåìà CROS1
íå ïðèâîäèò ê ïåðåïîëåíèþ äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ðåøåíèå
çàäà÷è óñòðåìëÿåòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè [2, 9].

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-êîäà, îôîðìëåííîãî â âè-
äå îòäåëüíîãî ôàéëà BlowUpDiagnostics_for_speci�ed_t.m, êî-
òîðûé ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
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Ðèñ. 2.4: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåííèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè pt

eff
(S) (tm), 0 6 m 6 M , çàäà÷è (2.1) ñ íàáîðîì âõîäíûõ äàí-

íûõ (2.4) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ: N = 50, M = 50,
rx = 2, rt = 2, S = 9.

ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçî-
âîé ñåòêè XN ïî ïðîñòðàíñòâó, â êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè
tm ∈ TM (2.19), èñïîëüçóÿ äàííûå èç óæå ñôîðìèðîâàííîãî ôàé-
ëà data.mat, ñ öåëüþ ëîêàëèçàöèè ðàçðóøåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ïåðåìåííîé x.

1 % Çàãðóçêà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
2 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç S ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê
3 load ('data.mat' ) ;
4

5 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ
6 % ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
7 % â êàæäîì óçëå xn, 1 ≤ n ≤ N ( âòîðîé èíäåêñ ìàññèâà ) ,
8 % êðîìå x0 , òàê êàê â í¼ì ðåøåíèå çàäàíî òî÷íî ,
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Ðèñ. 2.5: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåííèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè pt

eff
(s) (tm), 0 6 m 6 M , çàäà÷è (2.1) ñ íàáîðîì âõîäíûõ äàí-

íûõ (2.4) äëÿ N = 50, M = 50, rx = 2, rt = 2 è ðàçëè÷íûõ s:
s = {3, 4, 5, 7}.

9 % è íà ðàçíûõ ñåòêàõ (ïåðâûé èíäåêñ ìàññèâà )
10 p_eff_ForSpeci f iedTime = ze ro s (S ,N + 1 ) ;
11

12 % Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
13 % âî âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷êàõ , êðîìå ëåâîé ãðàíè÷íîé
14 % íà îïðåäåë¼ííîì âðåìåííîì ñëîå tm−1 ñ íîìåðîì (m- 1)
15 % ( ñ ó÷¼òîì ñäâèãà èíäåêñà â MatLab'å íà +1)
16 m = 21 ;
17 f o r n = 2 : (N + 1)
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18

19 % Âû÷èñëåíèå p eff
(1)

(xn) è p eff
(2)

(xn) íåâîçìîæíî

20 p_eff_ForSpeci f iedTime (1 , n) = NaN;
21 p_eff_ForSpeci f iedTime (2 , n) = NaN;
22

23 f o r s = 3 : S
24 p_eff_ForSpeci f iedTime ( s , 1 ) = i n f ;
25 p_eff_ForSpeci f iedTime ( s , n ) = log ( . . .
26 abs ( array_of_u ( s - 1 ,m, n) - array_of_u ( s - 2 ,m, n ) )/ . . .
27 abs ( array_of_u ( s ,m, n) - array_of_u ( s - 1 ,m, n ) ) ) / . . .
28 l og ( r_t ) ;
29 end
30 end
31

32 % Îòðèñîâêà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ñåòêè ñ íîìåðîì s
33 % S = 9 ;
34 f i g u r e ;
35 x = a : ( b - a )/N: b ; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè
36 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
37 % îò ïðîñòðàíñòâåííîãî óçëà áàçîâîé ñåòêè
38 p lo t (x , x*0 + 2 ,' -*k' ,'MarkerSize' , 3 ) ; hold on ;
39 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
40 % îò ïðîñòðàíñòâåííîãî óçëà áàçîâîé ñåòêè
41 p lo t ( x ( 2 :M+1) , p_eff_ForSpeci f iedTime (S , 2 :N + 1) , . . .
42 ' - sk' ,'MarkerSize' , 5 ,'LineWidth' , 1 ) ;
43 ax i s ( [ x (1 ) x (N + 1) - 2 . 0 3 . 0 ] ) ;
44 x l ab e l ('x' ) ; y l ab e l ('p^{ e f f }' ) ;

Îòìåòèì, ÷òî â óçëå x0 áàçîâîé ñåòêè XN ýôôåêòèâíûé ïî-
ðÿäîê òî÷íîñòè pt

eff
(s) (x0, tm) íå âû÷èñëÿåòñÿ, òàê êàê â ýòîì óçëå

íà ëþáîé ñåòêå ðåøåíèå çàäàíî òî÷íî ñâîèì ãðàíè÷íûì óñëîâè-
åì. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé òî÷êå ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè
ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì +∞.

Íà ðèñ. 2.6 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàáîòû äàííîãî ïðîãðàìì-
íîãî êîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (2.4)
â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè äî è ïîñëå ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ.
Õîðîøî âèäíî, ÷òî èçíà÷àëüíî ðàçðóøåíèå âîçíèêàåò íà ïðà-
âîì êîíöå îòðåçêà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå, à îáëàñòü
ðàçðóøåíèÿ ïîñòåïåííî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âëåâî.

Â èòîãå ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, êàêîé ÷àñòè ÷èñëåí-
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Ðèñ. 2.6: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåííèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè pxt

eff
(S) (x, tm) çàäà÷è (2.1) ñ íàáîðîì âõîäíûõ äàííûõ (2.4)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ: N = 50, M = 50, rx = 2,
rt = 2, S = 9. Ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äëÿ m = {20, 21, 22, 30}.

íîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 2.7), ïîëó÷åííîãî íà 9-é âëîæåííîé ñåòêå,
ìû ìîæåì äîâåðÿòü, à êàêîé íåò.

Òàêæå îáðàòèòå âíèìàíèå íà îòëè÷èÿ ðåøåíèé, èçîáðàæ¼í-
íûõ íà ðèñóíêàõ 2.2 è 2.7, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî äëÿ îäíîãî è
òîãî æå íàáîðà âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû
ðàñ÷¼òîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ s.

Ðåøåíèå íà 9-é ñåòêå (s = 9) áûëî ïîëó÷åíî ïîñðåäñòâîì
íàáîðà ñëåäóþùèõ êîìàíä, îôîðìëåííûõ â âèäå îòäåëüíîãî

69



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−100

−50

0

50

100

t
1

t
4

t
10

t
15

t
18

t
0

x

u

перед

разрушением

решения

t
20

после

разрушения

решения

t
21

Ðèñ. 2.7: Ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà ðåøåíèÿ u(s)(x, t) ≡ u(r
s−1
x N,rs−1

t M)(t)
çàäà÷è (2.1) ñ âõîäíûìè äàííûìè (2.4) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà
ïàðàìåòðîâ: N = 50, M = 50, rx = 2, rt = 2, s = 9. Îòìå÷åíû
òîëüêî óçëû, ñîâïàäàþùèå ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè.

MatLab-ôàéëà draw.m.

1 % Çàãðóçêà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
2 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç S ñãóùàþùèõñÿ â r ðàç ñåòîê
3 load ('data.mat' ) ;
4

5 % Èç ìàññèâà ðåøåíèé íà ðàçíûõ ñåòêàõ âûáèðàåòñÿ
6 % ñåòî÷íîå ðåøåíèå íà 9 - é ñåòêå
7 s = 9 ;
8

9 u ( : , : ) = array_of_u ( s , : , : ) ;
10

11 % Îòðèñîâêà ðåøåíèÿ
12 f i g u r e ;
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13 x = a : ( b - a )/N: b ; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè ïî x
14 f o r m = 0 :M
15 % Ðèñóåòñÿ ãðàôèê íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
16 p lo t (x , u ( 1 , : ) , ' - g' ,'LineWidth' , 1 ) ; hold on ;
17 % Ðèñóåòñÿ ãðàôèê ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè tm
18 p lo t (x , u(m + 1 , : ) , ' - ok' , . . .
19 'MarkerSize' , 3 ,'LineWidth' , 1 ) ; hold on ;
20 ax i s ( [ a b - 120 1 2 0 ] ) ; x l ab e l ('x' ) ; y l ab e l ('u' ) ;
21 hold o f f ; drawnow ; pause (0 . 1 ) ;
22 end

2.5. Ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â ðàçíîñòíîé ñõåìå âîçíèêàåò òð¼õäèàãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà ñòàíäàðòíîé ñòðóêòóðû (ãëàâíàÿ äèàãîíàëü è ïî
îäíîé äèàãîíàëè ñâåðõó è ñíèçó îò íå¼), ìîæíî ðåøàòü ÑËÀÓ ñ
òàêîé ìàòðèöåé ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ÷èñëåííàÿ îöåíêà âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè ñ÷¼òà (ñêàæåì, Tbl/T < 1/2), òî
ðàçóìíî ïîâòîðèòü ðàñ÷¼òû íà ïðîìåæóòêå ìåíüøåé äëèíû, íî
âçÿòü ïðè ýòîì òî æå êîëè÷åñòâî óçëîâ áàçîâîé ñåòêè ïî ïåðå-
ìåííîé t.

Çàäà÷à 1. Ðåøèòå ÷èñëåííî (ïî ñõåìå CROS1) íà÷àëüíî-
êðàåâóþ çàäà÷ó

∂

∂t

(
uxx − u

)
+ eu = 0, x ∈ (a, b], t ∈ (t0, T ],

u(a, t) = 0, u(b, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit(x), x ∈ [a, b],

(2.20)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, a = 0, b = π, T = 1, uinit(x) = sinx.

Êàêîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íàáëþäàåòñÿ
ïîñëå ðàçðóøåíèÿ? (Ïðèìåíèòå ôîðìóëó (2.18).) Ïðîâåäèòå ñî-
îòâåòñòâóþùóþ êëàññèôèêàöèþ îñîáåííîñòè. Ïîñëå ýòîãî ñ ïî-
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ìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà â êàæäîì óçëå (ôîð-
ìóëà (2.19)) íà íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ñëîÿõ, ãäå ïðåäûäóùàÿ ôîð-
ìóëà äàëà ðåçóëüòàò, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûé îò òåîðåòè÷åñêîãî,
èçó÷èòå ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçðóøåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòå ÷èñëåííî (ïî ñõåìå CROS1) íà÷àëüíî-
êðàåâóþ çàäà÷ó

∂

∂t

(
uxx − u

)
+ uxx + uux + u3 = 0, x ∈ (a, b], t ∈ (t0, T ],

u(a, t) = 0, u(b, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit(x), x ∈ [a, b],
(2.21)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, a = 0, b = π, T = 4, uinit(x) = sinx.

Êàêîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íàáëþäàåòñÿ
ïîñëå ðàçðóøåíèÿ? (Ïðèìåíèòå ôîðìóëó (2.18).) Ïðîâåäèòå ñî-
îòâåòñòâóþùóþ êëàññèôèêàöèþ îñîáåííîñòè. Ïîñëå ýòîãî ñ ïî-
ìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà â êàæäîì óçëå (ôîð-
ìóëà (2.19)) íà íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ñëîÿõ, ãäå ïðåäûäóùàÿ ôîð-
ìóëà äàëà ðåçóëüòàò, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûé îò òåîðåòè÷åñêîãî,
èçó÷èòå ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçðóøåíèÿ.
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3| Äèàãíîñòèêà ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïñåâäîãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé äè-
àãíîñòèêè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî òè-
ïà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå ñîáîëåâ-
ñêîãî òèïà [12], êîòîðîå âîçíèêàåò â òåîðèè èîííî-çâóêîâûõ âîëí
â ïëàçìå. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), îïðåäåë¼ííóþ â îá-
ëàñòè (x, t) ∈ [a, b]× [t0, T ]1 è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå óðàâíå-
íèé

∂2

∂t2

(
uxx − eεu

)
+ uxx = 0, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

ux(a, t) = 0, ux(b, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit0(x), x ∈ [a, b],

ut(x, t0) = uinit1(x), x ∈ [a, b],

(3.1)

1Çàìå÷àíèå. Ìû ñòàâèì çàäà÷ó ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äî ìî-
ìåíòà âðåìåíè T âêëþ÷èòåëüíî, õîòÿ çíàåì, ÷òî ðåøåíèå â ýòîò ìîìåíò
âðåìåíè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü è, áîëåå òîãî, äàæå ìîæåò ðàçðóøèòüñÿ ðà-
íåå. Ýòî äîïóùåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû õîòèì äèàãíîñòèðîâàòü ðàçðóøå-
íèå ðåøåíèÿ ÷èñëåííî, à çíà÷èò, íàì íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå
âïëîòü äî ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè âêëþ÷èòåëüíî.
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à òàêæå äèàãíîñòèðîâàòü ôàêò ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ (â ñëó÷àå
åãî íàëè÷èÿ) è óòî÷íèòü åãî ëîêàëèçàöèþ êàê âî âðåìåíè, òàê è
â ïðîñòðàíñòâå, ïî ñðàâíåíèþ ñ àïðèîðíîé îöåíêîé (åñëè òàêîâàÿ
èìååòñÿ), ïîëó÷åííîé àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

3.1. Ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

Ïðåæäå âñåãî ñâåä¼ì èñõîäíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (3.1) ê
ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îïèñûâàåìûõ íèæå:

∂

∂t

(
uxx − eεu

)
= v, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

∂

∂t
v + uxx = 0, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

ux(a, t) = 0, ux(b, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit0(x), x ∈ [a, b],

v(x, t0) = uinit1(x)xx − εuinit1(x)eεuinit0
(x), x ∈ (a, b).

(3.2)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2) ìû ïðèìåíèì ìåòîä
ïðÿìûõ (MOL) [1, 3, 10], àïïðîêñèìèðóÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, èòîãîâàÿ çàäà÷à äëÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâ-
íî ðåøåíà ñ ïîìîùüþ îäíîñòàäèéíîé ñõåìû Ðîçåíáðîêà ñ êîì-
ïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì CROS1 [1, 11].

Ââåä¼ì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó XN ñ N èíòåðâàëàìè òîëüêî ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ñ øàãîì h = (b − a)/N (÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò N + 1 óçëó ñåòêè): XN = {xn, 0 6 n 6 N : xn =
a+ nh}. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìà-
öèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷-
íîñòè ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó,
èç êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü N + 1 íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ
un ≡ un(t) ≡ u(xn, t), n = 0, N , è N − 1 âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíê-
öèþ vn ≡ vn(t) ≡ v(xn, t), n = 1, N − 1 (v0 è vN íå âõîäÿò â
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ñèñòåìó):

d

dt

(un+1 − 2un + un−1
h2

− eεun

)
= vn, n = 1, N − 1, t ∈ (t0, T ],

d

dt
vn +

un+1 − 2un + un−1
h2

= 0, n = 1, N − 1, t ∈ (t0, T ],

− 3
2u0 + 2u1 − 1

2u2

h
= 0,

3
2uN − 2uN−1 + 1

2uN−2

h
= 0, t ∈ (t0, T ],

un(t0) = uinit0(xn), n = 0, N,

vn(t0) =
uinit1(xn+1)− 2uinit1(xn) + uinit1(xn−1)

h2
−

− εuinit1(xn)eεuinit0
(xn), n = 1, N − 1.

Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåïèøåì ýòó
ñèñòåìó â ñëåäóþùåì âèäå, óåäèíÿÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ ÷àñòü â
ëåâîé ÷àñòè êàæäîãî óðàâíåíèÿ:

dun−1
dt

−
(
2 + εh2eεun

)dun
dt

+
dun+1

dt
= h2vn, n = 1, N − 1,

dvn
dt

= −un+1 − 2un + un−1
h2

, n = 1, N − 1, t ∈ (t0, T ],

u0 =
4

3
u1 −

1

3
u2, uN =

4

3
uN−1 −

1

3
uN−2, t ∈ (t0, T ],

un(t0) = uinit0(xn), n = 0, N,

vn(t0) =
uinit1(xn+1)− 2uinit1(xn) + uinit1(xn−1)

h2
−

− εuinit1(xn)eεuinit0
(xn), n = 1, N − 1.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêîé, ïîñêîëüêó âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òàê è àëãåáðàè÷åñêèå (äâà óðàâíåíèÿ,
îïðåäåëÿåìûå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè). Ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèé äëÿ u0 è uN â äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýòà
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ñèñòåìà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ÷èñòî äèôôåðåíöèàëüíîé:

d

dt

(4

3
u1 −

1

3
u2

)
−
(

2 + εh2eεu1

)du1
dt

+
du2
dt

= h2v1, t ∈ (t0, T ],

dun−1
dt

−
(

2 + εh2eεun

)dun
dt

+
dun+1

dt
= h2vn, n = 2, N − 2,

duN−2
dt

−
(

2 + εh2eεuN−1

)duN−1
dt

+

+
d

dt

(4

3
uN−1 −

1

3
uN−2

)
= h2vN−1, t ∈ (t0, T ],

dv1
dt

= −
u2 − 2u1 +

(
4
3u1 −

1
3u2
)

h2
, t ∈ (t0, T ],

dvn
dt

= −un+1 − 2un + un−1
h2

, n = 2, N − 2, t ∈ (t0, T ],

dvN−1
dt

= −
(
4
3uN−1 −

1
3uN−2

)
− 2uN−1 + uN−2

h2
, t ∈ (t0, T ],

un(t0) = uinit0(xn), n = 0, N,

vn(t0) =
uinit1(xn+1)− 2uinit1(xn) + uinit1(xn−1)

h2
−

− εuinit1(xn)eεuinit0 (xn), n = 1, N − 1,

Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü ñèñòåìà ñîäåðæèò 2N − 2 óðàâíåíèÿ è
2N − 2 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé un è vn, n = 1, N − 1.

Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:D(y)
dy

dt
= f (y), t ∈ (t0, T ],

y(t0) = yinit,
(3.3)

ãäå y =
(
u1 u2 . . . uN−1 v1 v2 . . . vN−1

)T
, f =

(
f1 f2 . . . f2N−2

)T
è yinit =

(
u1(t0) u2(t0) . . . uN−1(t0) v1(t0) v2(t0) . . . vN−1(t0)

)T
.

Çäåñü âåêòîð-ôóíêöèÿ f èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
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fn =



h2y(N − 1 + n), åñëè n = 1, N − 1,

−
y2 − 2y1 +

(
4
3y1 −

1
3y2
)

h2
, åñëè n = N ,

−yn−N+2 − 2yn−N+1 + yn−N
h2

, åñëè n = N + 1, 2N − 3,

−
(
4
3yN−1−

1
3yN−2

)
−2yN−1+yN−2

h2
, åñëè n = 2N − 2.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè f.

1 f unc t i on f = f (y , h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè
4 % ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
8 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå
9 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x

10 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11

12 % Âûõîäíûå äàííûå :
13 % f - èñêîìûé âåêòîð f
14

15 f = ze ro s (2*N - 2 , 1 ) ;
16

17 f o r n = 1 : (N - 1)
18 f (n ) = h^2*y (N - 1 + n ) ;
19 end
20 f (N) = - (y (2 ) - 2*y (1) + (4/3*y (1) - 1/3*y ( 2 ) ) ) / h^2;
21 f o r n = (N + 1) : ( 2*N - 3)
22 f (n ) = - (y (n - N + 2) - 2*y (n - N + 1) + . . .
23 y (n - N))/h^2;
24 end
25 f (2*N - 2) = - ((4/3*y (N - 1) - 1/3*y (N - 2) ) - . . .
26 2*y (N - 1) + y(N - 2) )/h^2;
27

28 end
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À ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ D èìååò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ýëå-
ìåíòû:

Dn,n−1 =

{
1, åñëè n = 2, N − 2,

1− 1
3 , åñëè n = N − 1,

Dn,n =


4
3 −

(
2 + εh2eεy1

)
, åñëè n = 1,

−
(
2 + εh2eεyn

)
, åñëè n = 2, N − 2,

−
(
2 + εh2eεyN−1

)
+ 4

3 , åñëè n = N − 1,

1, åñëè n = N, 2N − 2,

Dn,n+1 =

{
− 1

3 + 1, åñëè n = 1,

1, åñëè n = 2, N − 2.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ìàòðè÷íîé ôóíêöèè D.

1 f unc t i on D = D( eps , y , h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò ìàòðèöó äèôôåðåíöèàëüíîãî
4 % îïåðàòîðà ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % eps - ìàëûé ïàðàìåòð
8 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
9 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå

10 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
12

13 % Âûõîäíûå äàííûå :
14 % D - èñêîìàÿ ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
15

16 D = ze ro s (2*N - 2 ,2*N - 2 ) ;
17

18 D(1 ,1 ) = 4/3 - (2 + eps*h^2*exp ( eps*y ( 1 ) ) ) ;
19 D(1 ,2 ) = - 1/3 + 1 ;
20 f o r n = 2 : (N - 2)
21 D(n , n - 1) = 1 ;
22 D(n , n) = - (2 + eps*h^2*exp ( eps*y (n ) ) ) ;
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23 D(n , n + 1) = 1 ;
24 end
25 D(N - 1 ,N - 2) = 1 - 1/3 ;
26 D(N - 1 ,N - 1) = - (2 + eps*h^2*exp ( eps*y (N- 1 ) ) ) +4/3;
27 f o r n = N: (2*N - 2)
28 D(n , n) = 1 ;
29 end
30

31 end

Çàìå÷àíèå. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñõåìà Ðîçåíáðîêà ñ êîì-
ïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì CROS1, êîòîðàÿ áóäåò ïðèìåíåíà íè-
æå, áóäåò èìåòü ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(τ2) òîëüêî â ñëó÷àå ïîñòî-
ÿííîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèèD (ïîäðîáíûå îáúÿñíåíèÿ ïðèâåäåíû
â ñòàòüÿõ [2, 9]). Íåÿâíàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ, ïîäîáíàÿ (3.3), ñ ïîñòî-
ÿííîé ìàòðèöåé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, åñëè ìû ââåä¼ì â (3.2)
åù¼ îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ g = uxx − eεu. Äàííûé
âàðèàíò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (3.1) ìû ðàññìîòðèì ïîçæå (â
êîíöå äàííîé ãëàâû). Â íàøåì æå ñëó÷àå (ñëó÷àé íåïîñòîÿííîé
ìàòðè÷íîé ôóíêöèè D(y)) ñõåìà CROS1 áóäåò èìåòü ïîðÿäîê
òî÷íîñòè O(τ1).

Äàëåå ââåä¼ì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó TM ïî âðåìåíè t ñ øàãîì
τ = (T − t0)/M , êîòîðàÿ èìååò M èíòåðâàëîâ (òî åñòü M + 1
óçåë): TM = {tm, 0 6 m 6M : tm = t0 +mτ}.

Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñõåìó Ðîçåíáðîêà CROS1
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3):

y(tm+1) = y(tm) + (tm+1 − tm) Rew1 ,

ãäå w1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑËÀÓ[
D
(
y(tm)

)
− 1 + i

2
(tm+1 − tm) f

y

(
y(tm)

)]
w1 = f

(
y(tm)

)
.

(3.4)

Çäåñü f
y
� ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè (fy)n,m ≡

∂fn
∂ym

(ìàòðèöà ßêî-

áè), êîòîðàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùèå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû:

(fy)n,N−1+n = h2, åñëè n = 1, N − 1,
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(fy)n,n−N =

{
− 1
h2 , åñëè n = N + 1, 2N − 3,

1/3−1
h2 , åñëè n = 2N − 2.

(fy)n,n−N+1 =


2−4/3
h2 , åñëè n = N ,

2
h2 , åñëè n = N + 1, 2N − 3,
−4/3+2
h2 , åñëè n = 2N − 2,

(fy)n,n−N+2 =

{
−1+1/3
h2 , åñëè n = N ,

− 1
h2 , åñëè n = N + 1, 2N − 3.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ìàòðèöû ßêîáè f

y
.

1 f unc t i on f_y = f_y (y , h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò ìàòðèöó ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè
4 % ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
8 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå
9 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x

10 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11

12 % Âûõîäíûå äàííûå :
13 % f_y - èñêîìàÿ ìàòðèöà ßêîáè
14

15 f_y = ze ro s (2*N - 2 ,2*N - 2 ) ;
16

17 f o r n = 1 : (N- 1)
18 f_y (n ,N - 1 + n) = h^2;
19 end
20 f_y (N, 1 ) = (2 - 4/3)/h^2;
21 f_y (N, 2 ) = ( - 1 + 1/3)/h^2;
22 f o r n = (N + 1) : ( 2*N - 3)
23 f_y (n , n - N) = - 1/h^2;
24 f_y (n , n - N + 1) = 2/h^2;
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25 f_y (n , n - N + 2) = - 1/h^2;
26 end
27 f_y(2*N - 2 ,N - 2) = (1/3 - 1)/h^2;
28 f_y(2*N - 2 ,N - 1) = ( - 4/3 + 2)/h^2;
29

30 end

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) â âèäîèçìåí¼ííîé
ôîðìå (3.2)�(3.3) ïî ñõåìå (3.4), èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííûå âûøå
ôóíêöèè f, D è f_y.

1 f unc t i on u = PDESolving ( eps , a , b ,N_0, t_0 ,T,M_0, . . .
2 u_init_0 , u_init_1 , s , r_x , r_t )
3

4 % Ôóíêöèÿ íàõîäèò ïðèáëèæ¼ííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå
5 % óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (Óð×Ï/PDE)
6

7 % Âõîäíûå ïàðàìåòðû :
8 % eps - ìàëûé ïàðàìåòð
9 % a , b - ãðàíèöû îáëàñòè [a, b] ïî ïåðåìåííîé x

10 % N_0 - ÷èñëî èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó
11 % t_0 , T - íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû ñ÷¼òà t0 è T
12 % M_0 - ÷èñëî èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè ïî âðåìåíè
13 % u_init_0 è u_init_1 - ôóíêöèè ,
14 % îïðåäåëÿþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
15 % s - íîìåð ñåòêè , íà êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå
16 % ( åñëè s = 1 , òî ðåøåíèå èùåòñÿ íà áàçîâîé ñåòêå )
17 % r_x è r_t - êîýôôèöèåíòû ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî x è ïî t
18

19 % Âûõîäíîé ïàðàìåòð :
20 % u - ìàññèâ , ñîäåðæàùèé ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ Óð×Ï
21 % òîëüêî â óçëàõ , ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
22

23 % Ôîðìèðîâàíèå ñãóù¼ííîé
24 % â r_x^( s - 1) ðàç ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x è
25 % â r_t^( s - 1) ðàç ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t
26 % ñåòêè ñ íîìåðîì s
27

28 N = N_0*r_x^( s - 1 ) ; % Âû÷èñëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ
29 M = M_0*r_t^( s - 1 ) ; % íà ñåòêå ñ íîìåðîì s
30
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31 h = (b - a )/N; % Îïðåäåëåíèå øàãà ñåòêè ïî x
32 x = a : h : b ; % Îïðåäåëåíèå ñãóù¼ííîé ñåòêè ïî x
33 tau = (T - t_0)/M; % Îïðåäåëåíèå øàãà ñåòêè ïî t
34 t = t_0 : tau :T; % Îïðåäåëåíèå ñãóù¼ííîé ñåòêè ïî t
35

36 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ u
37 % Â ñòðîêå ñ íîìåðîì (m + 1) ýòîãî ìàññèâà õðàíÿòñÿ
38 % ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ , ñîîòâåòñòâóþùèå
39 % ìîìåíòó âðåìåíè tm áàçîâîé ñåòêè ïî âðåìåíè
40 u = ze ro s (M_0 + 1 ,N_0 + 1 ) ;
41

42 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé
43 % ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
44 % òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè tm
45 y = ze ro s (1 ,2*N - 2 ) ;
46

47 % Çàäàíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
48 f o r n = 1 : (N - 1)
49 y (1 , n) = u_init_0 (x (n + 1 ) ) ;
50 y (1 ,N - 1 + n) = ( u_init_1 (x (n + 2)) - . . .
51 2*u_init_1 (x (n +1)) + u_init_1 (x (n ) ) ) / h^2 - . . .
52 eps*u_init_1 (x (n + 1))* . . .
53 exp ( eps*u_init_0 (x (n + 1 ) ) ) ;
54 end
55

56 % Èç ïåðâîé ñòðîêè ìàññèâà u ,
57 % ñîîòâåòñòâóþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ,
58 % âûáèðàþòñÿ ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ èç óçëîâ ,
59 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó
60 f o r n = 1 : (N_0 + 1)
61 u (1 , n) = u_init_0 (x ( ( n - 1)*r_x^( s - 1) + 1 ) ) ;
62 end
63

64 % Ââåäåíèå èíäåêñà , îòâå÷àþùåãî çà âûáîð
65 % âðåìåííîãî ñëîÿ íà ñåòêå ñ íîìåðîì s ,
66 % ñîâïàäàþùåãî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
67 % âðåìåííûì ñëîåì áàçîâîé ñåòêè. Íà äàííûé ìîìåíò
68 % áóäåì îòñëåæèâàòü ñîâïàäåíèå tm íà ñãóù¼ííîé ñåòêå
69 % ñ tmbasic íà áàçîâîé ñåòêè
70 m_basic = 2 ;
71

72 f o r m = 1 :M
73
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74 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû CROS1
75

76 w_1 = (D( eps , y , h ,N) - (1+1 i )/2*( t (m + 1) - . . .
77 t (m))* f_y (y , h ,N) )\ f (y , h ,N) ;
78

79 y = y + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ' ;
80

81 % Âûïîëíåíèå ïðîâåðêè ñîâïàäåíèÿ tm+1

82 % íà ñãóù¼ííîé ñåòêå ñ tmbasic áàçîâîé ñåòêè
83 i f (m + 1) == (m_basic - 1)* r_t^( s - 1) + 1
84

85 % Çàïîëíåíèå ìàññèâà ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ
86 % èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ Óð×Ï
87

88 % Ó÷èòûâàþòñÿ ëåâîå è ïðàâîå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
89 u(m_basic , 1 ) = 4/3*y (1) - 1/3*y ( 2 ) ;
90 u(m_basic ,N_0 + 1) = 4/3*y (N - 1) - . . .
91 1/3*y (N - 2 ) ;
92

93 % Íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå âûáèðàþòñÿ
94 % ïðîñòðàíñòâåííûå óçëû , ñîâïàäàþùèå
95 % ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
96 % (êðîìå ãðàíè÷íûõ , êîòîðûå óæå ó÷òåíû âûøå)
97 f o r n = 2 :N_0
98 u(m_basic , n ) = y ( ( n - 1)*r_x^( s - 1 ) ) ;
99 end

100

101 % Òåïåðü áóäåò îòñëåæèâàòüñÿ ñîâïàäåíèå tm+1

102 % íà ñãóù¼ííîé ñåòêå ñ î÷åðåäíûì tmbasic

103 % áàçîâîé ñåòêè
104 m_basic = m_basic + 1 ;
105

106 end
107

108 end
109

110 end

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ôóíêöèè
PDESolving.

1. Â ôóíêöèè óæå ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü ïîèñêà ïðèáëè-
æ¼ííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãó-
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ùàþùèõñÿ ñåòîê, âêëþ÷àÿ âûáîð ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé òîëü-
êî èç óçëîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè. Ýòà îñî-
áåííîñòü íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîé äèà-
ãíîñòèêè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ñåé÷àñ æå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó
ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ òîëüêî íà îäíîé (áàçî-
âîé) ñåòêå. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ âõîäíîãî
ïàðàìåòðà s := 1, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ rx è rt íå
ñóùåñòâåííû è íè íà ÷òî íà äàííûé ìîìåíò íå âëèÿþò.

2. Ñ öåëüþ ýêîíîìèè ïàìÿòè (÷òî êðèòè÷íî ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ s) â ïàìÿòè õðàíèòñÿ òîëüêî íàáîð ñåòî÷íûõ çíà-
÷åíèé âåêòîðà y(tm) â òåêóùèé ðàñ÷¼òíûé ìîìåíò âðåìå-
íè, à â êà÷åñòâå ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ñåòêå ñ íîìåðîì s
ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò íå ïîëíûé íàáîð ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé,
à òîëüêî íàáîð çíà÷åíèé â óçëàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè
áàçîâîé ñåòêè.

3. Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè îáðàùåíèè
ê êîìïîíåíòàì âåêòîðà x âñå èíäåêñû ñäâèíóòû íà +1 (ïî
ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè âûøå), òàê êàê
â MatLab'å íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ íà÷èíàåòñÿ ñ 1
(ïîýòîìó x0 ≡ x(1), x1 ≡ x(2), . . . , xN ≡ x(N + 1)).

Çàïóñê ôóíêöèè PDESolving ìîæåò áûòü âûïîëíåí ñ ïîìî-
ùüþ, íàïðèìåð, ñëåäóþùåãî íàáîðà êîìàíä:

1 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî âðåìåíè ñ÷¼òà
2 t_0 = 0 ; T = 5 ;
3

4 % Îïðåäåëåíèå ãðàíèö îòðåçêà x ∈ [a, b]
5 a = 0 ; b = pi ;
6

7 % Îïðåäåëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè
8 N = 50 ; M = 50 ;
9

10 % Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà çàäà÷è
11 ep s i l o n = 0 . 1 ;
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12

13 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé
14 u_init_0 = @(x ) 0 ;
15 u_init_1 = @(x ) - ( x*( p i - x ))^2* s i n ( x /3 ) ;
16

17 s = 1 ; % Íîìåð ñåòêè ( òîëüêî áàçîâàÿ )
18 r_x = 2 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî x
19 r_t = 4 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî t
20

21 u = PDESolving ( eps i l on , a , b ,N, t_0 ,T,M, . . .
22 u_init_0 , u_init_1 , s , r_x , r_t ) ;
23

24 % Îòðèñîâêà ðåøåíèÿ
25 f i g u r e ;
26 x = a : ( b - a )/N: b ; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè ïî x
27 f o r m = 0 :M
28 % Ðèñóåòñÿ ãðàôèê íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
29 p lo t (x , u ( 1 , : ) , ' - - k' ,'LineWidth' , 1 ) ; hold on ;
30 % Ðèñóåòñÿ ãðàôèê ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè tm
31 p lo t (x , u(m + 1 , : ) , ' - ok' , . . .
32 'MarkerSize' , 3 ,'LineWidth' , 1 ) ; hold on ;
33 ax i s ( [ a b - 20 . 5 0 .01 ] ) ; x l ab e l ('x' ) ; y l ab e l ('u' ) ;
34 hold o f f ; drawnow ; pause (0 . 1 ) ;
35 end

Äàííûé íàáîð êîìàíä ïîçâîëèò ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ñëå-
äóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (3.1):

ε = 0.1, a = 0, b = π, t0 = 0, T = 5,

uinit0(x) = 0, uinit1(x) = −
(
x(π − x)

)2
sin

x

3
,

(3.5)

ñ ïàðàìåòðàìè ñåòîê ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè:

N = 50, M = 50. (3.6)

Íà ðèñ. 3.1 ïðèâåäåíî íåñêîëüêî íàáîðîâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé
ôóíêöèé u(x, tm) äëÿ îòäåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè tm.

3.2. Îïòèìèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà

Äëÿ ÷èñëåííîé äèàãíîñòèêè ôàêòà ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ íàì áó-
äåò íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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Ðèñ. 3.1: Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) äëÿ íàáîðà ïàðàìåò-
ðîâ (3.5)�(3.6) ïî ñõåìå (3.4). Íà ðèñóíêå îòîáðàæåíî íåñêîëü-
êî íàáîðîâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé u(x, tm) äëÿ îòäåëüíûõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè tm.

ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê (ñãóùåíèå êàæäûé ðàç ïðîèçâîäèòñÿ â rx
ðàç ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è â rt ðàç � ïî âðåìåííîé).
Ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà s ñåòêè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (s = 1, S)
ðàçìåðû ñåòêè Xrs−1

x N × Trs−1
t M áûñòðî ðàñòóò, ÷òî ïðèâîäèò ê

çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû, à èíî-
ãäà è ê íåõâàòêå êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè. Ñóùåñòâåííîå óâåëè÷å-
íèå âðåìåíè ñ÷¼òà â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ðå-
øåíèè ÑËÀÓ (3.4) îáùèì ìåòîäîì Ãàóññà íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü
ïîðÿäêà O(N3) îïåðàöèé, ãäå N � ðàçìåðíîñòü ðåøàåìîé ñèñòå-
ìû. Ïîñêîëüêó ðåøàòü ÑËÀÓ ïðèõîäèòñÿ ïðè êàæäîì ïåðåõîäå
íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé, èòîãîâîå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàì-
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ìû ïðîïîðöèîíàëüíî êóáó ðàçìåðíîñòè ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó
è ïåðâîé ñòåïåíè ðàçìåðíîñòè ñåòêè ïî âðåìåíè. Îäíàêî ìàòðè-
öà ñèñòåìû (3.4) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä è ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ
áëîêîâ ðàçìåðíîñòè (N −1)× (N −1), âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà êî-
òîðûõ ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.2 (íåíóëåâûå ýëåìåíòû
ðàñïîëîæåíû òîëüêî íà îòìå÷åííûõ äèàãîíàëÿõ). Ýòî ïîçâîëÿåò
ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÑËÀÓ òàêîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà
çà O(N1) îïåðàöèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ýêîíîìè÷-
íîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäà Ãàóññà äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ìàòðèöàìè
ñïåöèàëüíîãî âèäà êàê â ïëàíå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé
(òðóäî¼ìêîñòü ðàâíà O(N1) îïåðàöèé), òàê è â ïëàíå òðåáóåìîé
äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïàìÿòè (÷òî êðèòè÷íî ïðè âû÷èñëåíèÿõ
íà î÷åíü ãóñòûõ ñåòêàõ â ñëó÷àå áîëüøîãî çíà÷åíèÿ S). Ãëàâíîå,
÷òî èòîãîâîå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî
ïåðâîé ñòåïåíè ðàçìåðíîñòè ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâîé ñòå-
ïåíè ðàçìåðíîñòè ñåòêè ïî âðåìåíè.

3.2.1. Èñïîëüçîâàíèå âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà

Ïóñòü èìååòñÿ ÑËÀÓ âèäà AX = B ñ ìàòðèöåé A ñïåöèàëüíî-
ãî âèäà, èçîáðàæ¼íàÿ íà ðèñ. 3.2. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ðàçìåðû êàæäîãî áëîêà ðàâíû N × N . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ìàòðèöà ñèñòåìû A õðàíèòñÿ â ïàìÿòè íå â âèäå äâóìåðíîãî
ìàññèâà (÷òî òðåáóåò õðàíåíèÿ â ïàìÿòè 4×N×N ýëåìåíòîâ), à
â âèäå âîñüìè ìàññèâîâ âèäà diag(i,j)m/d/u

ðàçìåðîâ 1×N , êîòî-
ðûå ñîäåðæàò íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûå íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëÿõ (÷òî òðåáóåò õðàíåíèÿ 8 × 1 × N
ýëåìåíòîâ). Çäåñü ïàðà èíäåêñîâ (i, j) îòâå÷àåò çà êîîðäèíàòû
áëîêà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãîíàëü, à ïî-
ñëåäíèé èíäåêñ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ m≡¾main¿≡¾îñíîâíàÿ¿, ëè-
áî d≡¾down¿≡¾íèæíÿÿ¿, ëèáî u≡¾up¿≡¾âåðõíÿÿ¿ è îáîçíà÷àåò
ïîçèöèþ äèàãîíàëè èëè êîäèàãîíàëè â ñîîòâåòñòâóþùåì áëîêå.

Çàìå÷àíèå. Èç ðèñ. 3.2 âèäíî, ÷òî äèàãîíàëè èìåþò ðàçíûå
äëèíû. Îäíàêî äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèò-
ìà ìû áóäåì õðàíèòü èõ çíà÷åíèÿ â ìàññèâàõ îäèíàêîâîé äëèíû
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блок
(1,1)

блок
(1,2)

блок
(2,1)

блок
(2,2)

кодиагональ(1,1)
(верхняя)

кодиагональ(1,1)
(нижняя)

диагональ(1,1)
(основная)

кодиагональ(2,1)
(верхняя)

кодиагональ(2,1)
(нижняя)

диагональ(2,1)
(основная)

диагональ(2 2, )
(основная)

диагональ(1 2, )
(основная)

Ðèñ. 3.2: Ñòðóêòóðà ìàòðèöû ÑËÀÓ (3.4).

N . Ïðè ýòîì ýëåìåíòû íèæíèõ äèàãîíàëåé áóäåì çàïèñûâàòü
â ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññèâû íà÷èíàÿ ñî 2-ãî ýëåìåíòà ìàññèâà
(ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàññèâîâ diag(1,1)d

(1) è diag(2,1)d
(1) ìîãóò

ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, òàê êàê íå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â
àëãîðèòìå), à ýëåìåíòû âåðõíèõ äèàãîíàëåé áóäóò çàïèñûâàòü-
ñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññèâû íà÷èíàÿ ñ 1-ãî ýëåìåíòà ìàññèâà
(ýëåìåíòû ìàññèâîâ diag(1,1)u

(N) è diag(2,1)u
(N) ìîãóò ïðèíè-

ìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, òàê êàê íå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â àëãî-
ðèòìå).

Îäèí èç âîçìîæíûõ (íî ïðè ýòîì ýêâèâàëåíòíûé ìíîãèì äðó-
ãèì âàðèàíòàì ðåàëèçàöèè) àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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1. Âû÷èòàíèåì ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû A|B ñ íîìåðà-
ìè N + 1, 2N èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê ñ íîìåðàìè, íà N
ìåíüøèìè, äîáèâàåìñÿ îáíóëåíèÿ äèàãîíàëè, íàõîäÿùåé-
ñÿ â áëîêå (1,2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó ÃX = B̃,
ïåðâûå N óðàâíåíèé êîòîðîé îáðàçóþò ÑËÀÓ ñ òð¼õäèà-
ãîíàëüíîé ìàòðèöåé òîëüêî îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ N êîì-
ïîíåíò âåêòîðà X.

2. Íàõîäèì ïåðâûå N êîìïîíåíò âåêòîðà X ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà ïðîãîíêè (ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñìîòðèòå, íàïðèìåð,
â ïóíêòå 2.1.4 ãëàâû 2 ó÷åáíèêà [4]), èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå
âõîäíîé èíôîðìàöèè ìåòîäà òðè âåêòîðà, ñîäåðæàùèå äèà-
ãîíàëüíûå ýëåìåíòû áëîêà (1,1) ìàòðèöû Ã, è âåêòîð, ñî-
äåðæàùèé ïåðâûå N êîìïîíåíò âåêòîðà B̃.

3. Ñòðîêè ñ íîìåðàìè n = N + 1, 2N ðàñøèðåííîé ìàòðè-
öû Ã|B̃ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèíåéíûì àëãåáðàè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåí-
íûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïåðâûõ N êîìïîíåíò âåêòîðà
X áóäóò ñîäåðæàòü òîëüêî îäíó íåèçâåñòíóþ � n-þ êîìïî-
íåíòó âåêòîðà X, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ
ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò îïèñàííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÑËÀÓ AX = B ñ ìàòðèöåé
ñïåöèàëüíîãî âèäà (ðèñ. 3.2), èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàí-
íûõ òîëüêî 9 îäíîìåðíûõ ìàññèâîâ äëèíû N : ïåðâûå 8 ñîäåð-
æàò íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A, à äåâÿòûé ñîäåðæèò âåêòîð
ïðàâîé ÷àñòè.

1 f unc t i on X = Spec ia lMatr ixAlgor i thm . . .
2 (diag_11_m , diag_11_d , diag_11_u , diag_12_m , . . .
3 diag_21_m , diag_21_d , diag_21_u , diag_22_m ,B)
4

5 % Ôóíêöèÿ ðåàëèçóåò ðåøåíèå ÑËÀÓ AX = B
6 % ñ ìàòðèöåé ñïåöèàëüíîãî âèäà , êîòîðàÿ ñîñòîèò
7 % èç ÷åòûð¼õ êâàäðàòíûõ áëîêîâ ðàçìåðíîñòè (NxN)
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8 % Êâàäðàòû (1 , 1 ) è (2 , 1 ) - òð¼õäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû
9 % Êâàäðàòû (1 , 2 ) è (2 , 2 ) - äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

10

11 % Âõîäíûå ïàðàìåòðû :
12 % diag_11_m , diag_11_d , diag_11_u , diag_12_m ,
13 % diag_21_m , diag_21_d , diag_21_u , diag_22_m -
14 % - ìàññèâû äëèíû N, ñîäåðæàùèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû
15 % ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííûå íà äèàãîíàëÿõ
16 % (ýëåìåíòû ìàññèâîâ diag_11_d (1 ) , diag_21_d (1 ) ,
17 % diag_11_u (N) è diag_21_u (N) íå èñïîëüçóþòñÿ )
18 % B - âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè äëèíû 2N
19

20 N = length (B)/2 ;
21 X = ze ro s (2*N, 1 ) ;
22

23 % Îáíóëÿåòñÿ äèàãîíàëü â êâàäðàòå (1 , 2 )
24 % Ïðè ýòîì ïåðåîïðåäåëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
25 % â áëîêå (1 , 1 ) è ïåðâûå N ýëåìåíòîâ âåêòîðà B
26 f o r n = N: - 1 : 1
27 c = diag_12_m(n)/diag_22_m(n ) ;
28 diag_11_d (n) = diag_11_d (n) - c*diag_21_d (n ) ;
29 diag_11_m(n) = diag_11_m(n) - c*diag_21_m(n ) ;
30 diag_11_u (n) = diag_11_u (n) - c*diag_21_u (n ) ;
31 B(n) = B(n) - c*B(n + N) ;
32 end
33

34 % Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîãîíêè èùóòñÿ
35 % ïåðâûå N ýëåìåíòîâ âåêòîðà X
36 X(1 :N) = Trid iagonalMatr ixAlgor i thm . . .
37 (diag_11_m , diag_11_d , diag_11_u ,B( 1 :N) ) ;
38

39 % Âû÷èñëÿþòñÿ îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû âåêòîðà X
40 % ñ èíäåêñàìè (N + 1) :2*N
41 X(N + 1) = (B(N + 1) - diag_21_m(1)*X(1) - . . .
42 diag_21_u (1)*X(2) )/ diag_22_m ( 1 ) ;
43 f o r n = 2 : (N - 1)
44 X(N + n) = (B(N + n) - diag_21_d (n)*X(n - 1) . . .
45 - diag_21_m(n)*X(n) - diag_21_u (n)*X(n+1))/ . . .
46 diag_22_m(n ) ;
47 end
48 X(2*N) = (B(2*N) - diag_21_d (N)*X(N - 1) - . . .
49 diag_21_m(N)*X(N))/diag_22_m(N) ;
50
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51 end

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ TridiagonalMatrixAlgorithm, êî-
òîðàÿ ðåàëèçóåò ìåòîä ïðîãîíêè (ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñìîòðè-
òå, íàïðèìåð, â ïóíêòå 2.1.4 ãëàâû 2 ó÷åáíèêà [4]) äëÿ ðåøåíèÿ
ÑËÀÓ AX = B (ðàçìåðíîñòè N) ñ òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé,
èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ íå ìàòðèöó ñèñòåìû A
(÷òî òðåáóåò õðàíåíèÿ â ïàìÿòè N ×N ýëåìåíòîâ), à òîëüêî òðè
âåêòîðà a, b è c (â ýòîì ñëó÷àå â ïàìÿòè áóäóò õðàíèòñÿ òîëü-
êî 3× n× 1 ýëåìåíòîâ), êîòîðûå ñîäåðæàò íåíóëåâûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëÿõ.

a(1) c(1)
b(2) a(2) c(2)

b(3) a(3) c(3)
. . .

. . .
. . .

b(n) a(n)




X(1)
X(2)
X(3)
...

X(n)

 =


B(1)
B(2)
B(3)
...

B(n)



1 f unc t i on [X] = Trid iagonalMatr ixAlgor i thm (a , b , c ,B)
2

3 % Ôóíêöèÿ ðåàëèçóåò ìåòîä ïðîãîíêè ( àëãîðèòì Òîìàñà )
4 % äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ A X = B ñ òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé
5

6 % Âõîäíûå ïàðàìåòðû :
7 % B - âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè äëèíû n ( ñòîëáåö èëè ñòðîêà )
8 % a , b , c - âåêòîðà äëèíû n , ñîäåðæàùèå ýëåìåíòû
9 % äèàãîíàëåé (b (1 ) è c (n) íå èñïîëüçóþòñÿ )

10

11 % [ a (1) c (1 ) ] [ X(1 ) ] [ B(1 ) ]
12 % [ b (2) a (2 ) c (2 ) ] [ X(2) ] [ B(2 ) ]
13 % [ b (3) a (3 ) c (3 ) ] [ ] [ ]
14 % [ . . . . . . . . . ] [ . . . ] = [ . . . ]
15 % [ . . . . . . c (n - 1 ) ] [X(n - 1 ) ] [B(n - 1 ) ]
16 % [ b(n) a (n) ] [ X(n) ] [ B(n) ]
17

18 n = length (B) ;
19 v = ze ro s (n , 1 ) ;
20 X = ze ro s (n , 1 ) ;
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21

22 w = a ( 1 ) ;
23 X(1) = B(1)/w;
24 f o r i = 2 : n
25 v ( i - 1) = c ( i - 1)/w;
26 w = a ( i ) - b( i )*v ( i - 1 ) ;
27 X( i ) = (B( i ) - b ( i )*X( i - 1 ) )/w;
28 end
29 f o r j = n - 1 : - 1 : 1
30 X( j ) = X( j ) - v ( j )*X( j + 1 ) ;
31 end
32

33 end

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî âûðîæäåí-
íîãî ìåòîäà Ãàóññà äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (3.4) íåîáõîäèìî ñíà÷àëà
ïîäãîòîâèòü ìàññèâû, êîòîðûå áóäóò ñîäåðæàòü íåíóëåâûå ýëå-
ìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëÿõ ìàòðè-
öû [

D
(
y(tm)

)
− 1 + i

2
(tm+1 − tm) f

y

(
y(tm)

)]
.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùåé MatLab-ôóíêöèè,
êîòîðàÿ ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé ôóíêöèé D
è f_y, âûïèñàííûõ ðàíåå.

1 f unc t i on [ diag_11_m , diag_11_d , diag_11_u , diag_12_m , . . .
2 diag_21_m , diag_21_d , diag_21_u , diag_22_m ] = . . .
3 Diagona l sPreparat ion ( eps , y , tau , h ,N)
4

5 % Ôóíêöèÿ ïîäãîòàâëèâàåò ìàññèâû ,
6 % êîòîðûå ñîäåðæàò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
7 % áëîêîâ ìàòðèöû ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
8

9 % Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä
10 % [D - (1+1 i )/2* tau*f_u ] è ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé è ñîñòîèò
11 % èç ÷åòûð¼õ êâàäðàòíûõ áëîêîâ ðàçìåðíîñòè (N- 1)x (N- 1)
12 % Êâàäðàòû (1 , 1 ) è (2 , 1 ) - òð¼õäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû
13 % Êâàäðàòû (1 , 2 ) è (2 , 2 ) - äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû
14

15 % Âõîäíûå äàííûå :
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16 % eps - ìàëûé ïàðàìåòð
17 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
18 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå
19 % tau - òåêóùèé øàã ïî âðåìåíè
20 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
21 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
22

23 % Âûõîäíûå ïàðàìåòðû :
24 % diag_11_m , diag_11_d , diag_11_u , diag_12_m , diag_21_m ,
25 % diag_21_d , diag_21_u , diag_22_m - èñêîìûå ìàññèâû
26

27 % Âûäåëÿåì ïàìÿòü ïîä èñêîìûå ìàññèâû
28 diag_11_m = ze ro s (1 ,N- 1 ) ; diag_11_d = ze ro s (1 ,N- 1 ) ;
29 diag_11_u = ze ro s (1 ,N- 1 ) ; diag_12_m = ze ro s (1 ,N- 1 ) ;
30 diag_21_m = ze ro s (1 ,N- 1 ) ; diag_21_d = ze ro s (1 ,N- 1 ) ;
31 diag_21_u = ze ro s (1 ,N- 1 ) ; diag_22_m = ze ro s (1 ,N- 1 ) ;
32

33 f o r n = 2 : (N - 2)
34 diag_11_d (n) = 1 ;
35 end
36 diag_11_d (N - 1) = 1 - 1/3 ;
37

38 diag_11_m(1) = 4/3 - (2 + eps*h^2*exp ( eps*y ( 1 ) ) ) ;
39 f o r n = 2 : (N - 2)
40 diag_11_m(n) = - (2 + eps*h^2*exp ( eps*y (n ) ) ) ;
41 end
42 diag_11_m(N- 1) = - (2 + eps*h^2*exp ( eps*y (N- 1 ) ) ) +4/3;
43

44 diag_11_u (1) = - 1/3 + 1 ;
45 f o r n = 2 : (N - 2)
46 diag_11_u (n) = 1 ;
47 end
48

49 f o r n = 1 : (N - 1)
50 diag_12_m(n) = - (1+1 i )/2* tau *(h^2) ;
51 end
52

53 f o r n = (N + 1) : ( 2*N - 3)
54 diag_21_d (n - N + 1) = - (1+1 i )/2* tau *( - 1/h^2) ;
55 end
56 diag_21_d (N - 1) = - (1+1 i )/2* tau *((1/3 - 1)/h^2) ;
57

58 diag_21_m(1) = - (1+1 i )/2* tau *((2 - 4/3)/h^2) ;
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59 f o r n = (N + 1) : ( 2*N - 3)
60 diag_21_m(n - N + 1) = - (1+1 i )/2* tau *(2/h^2) ;
61 end
62 diag_21_m(N - 1) = - (1+1 i )/2* tau *(( - 4/3 + 2)/h^2) ;
63

64 diag_21_u (1) = - (1+1 i )/2* tau *(( - 1 + 1/3)/h^2) ;
65 f o r n = (N + 1) : ( 2*N - 3)
66 diag_21_u (n - N + 1) = - (1+1 i )/2* tau *( - 1/h^2) ;
67 end
68

69 f o r n = N: (2*N - 2)
70 diag_22_m(n - N + 1) = 1 ;
71 end
72

73 end

Â ðåçóëüòàòå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â ôóíêöèè
PDESolving íåîáõîäèìî çàìåíèòü êóñîê êîäà, íàõîäÿùèéñÿ â
ñòðîêàõ 74�79, íà íàáîð ñëåäóþùèõ êîìàíä (ïðè ýòîì ôóíêöèè
D è f_y áîëüøå íå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ).

1 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû CROS1
2

3 % Ïîäãîòîâêà ìàññèâîâ , êîòîðûå ñîäåðæàò
4 % ýëåìåíòû äèàãîíàëåé áëî÷íîé ìàòðèöû
5 % [D(y ) - (1+1 i )/2* tau*f_u (y ) ]
6 [ diag_11_m , diag_11_d , diag_11_u , diag_12_m , . . .
7 diag_21_m , diag_21_d , diag_21_u , diag_22_m ] = . . .
8 Diagona l sPreparat ion . . .
9 ( eps , y , t (m + 1) - t (m) , h ,N) ;

10

11 % w_1 èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà
12 w_1 = Spec ia lMatr ixAlgor i thm ( . . .
13 diag_11_m , diag_11_d , diag_11_u , diag_12_m , . . .
14 diag_21_m , diag_21_d , diag_21_u , diag_22_m , . . .
15 f (y , h ,N) ) ;
16

17 y = y + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ' ;

Ñðàâíèì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîèç-
âåñòè ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé ïðè ïîèñêå
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2) â äâóõ ñëó÷àÿõ: èñïîëü-
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çîâàíèå îáùåãî ìåòîäà Ãàóññà èëè ïðèìåíåíèå âûøåîïèñàííîãî
ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, â ñëó÷àå îáùåãî ìåòîäà Ãàóñ-
ñà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíî êóáó ðàçìåðíîñòè
ìàòðèöû ñèñòåìû (3.4). Ò. å. â íàøåì ñëó÷àå ýòî âðåìÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíî

∼ 2

3

(
2(N − 1)

)3 ∼ 2

3
8N3 =

16

3
N3 ∼ 5N3 ∼ O(N3).

Â ñëó÷àå ïðåäëîæåííîé ðåàëèçàöèè âûðîæäåííîãî ìåòîäà
Ãàóññà ïðè âûïîëíåíèè 1-ãî ïóíêòà àëãîðèòìà ñîâåðøàåòñÿ
9(N − 1) îïåðàöèé, ïðè ðåàëèçàöèè 2-ãî ïóíêòà 8(N − 1) − 7
îïåðàöèé, ïðè ðåàëèçàöèè 3-ãî ïóíêòà 5 · 2 + 7(N − 1) îïåðàöèé.
Â èòîãå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî

∼ 24N − 21 ∼ O(N1).

Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûø âî âðåìåíè ñ÷¼òà â ñëó÷àå ðåàëè-
çàöèè âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà êîëîññàëåí.

3.2.2. Èñïîëüçîâàíèå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö

Âòîðîé âàðèàíò îïòèìèçàöèè ïðîöåññà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (3.4), êàê
â ïëàíå çàòðà÷èâàåìîãî íà âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè, òàê è â ïëàíå
òðåáóåìîé êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè, çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè
ìåòîäîëîãèè õðàíåíèÿ è îïåðèðîâàíèÿ ñ ìàòðèöàìè D è f

y
â

ðàçðåæåííîì ôîðìàòå çàïèñè, ôóíêöèîíàë êîòîðîãî ïðåäîñòàâ-
ëÿåòñÿ MatLab'îì.

MatLab ïîçâîëÿåò õðàíèòü ðàçðÿæåííûå ìàòðèöû, ò. å. ìàò-
ðèöû ñ ïðåîáëàäàíèåì íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, â âèäå íàáîðà òð¼õ
âåêòîðîâ i, j è s, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèÿ è çíà÷åíèÿ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå S: S

(
i(k), j(k)

)
= s(k). Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû çàäàòü ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè m×n, ó êîòîðîé â ñòðîêå
ñ íîìåðîì i(k) è ñòîëáöå ñ íîìåðîì j(k) áóäåò ñòîÿòü ýëåìåíò
ìàòðèöû ñî çíà÷åíèåì s(k), íåîáõîäèìî ñãåíåðèðîâàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âåêòîðà, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäîé sparse.
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1 S = spar s e ( i , j , s ,m, n)

Ë¼ãêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðèâåä¼ííûõ âûøå MatLab-ôóíêöèéD
è fy ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôóíêöèè, ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû, õðàíèìûå â ðàçðåæåííîì ôîðìà-
òå.

1 f unc t i on D = D( eps , y , h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò ìàòðèöó äèôôåðåíöèàëüíîãî
4 % îïåðàòîðà ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % eps - ìàëûé ïàðàìåòð
8 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
9 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå

10 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
12

13 % Âûõîäíûå äàííûå :
14 % D - èñêîìàÿ ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
15 % (â ðàçðåæåííîé ôîðìå çàïèñè )
16

17 i = ze ro s (1 ,4*N - 6 ) ;
18 j = ze ro s (1 ,4*N - 6 ) ;
19 s = ze ro s (1 ,4*N - 6 ) ;
20

21 k = 1 ;
22 i ( k ) = 1 ; j ( k ) = 1 ; s ( k ) = 4/3 - . . .
23 (2 + eps*h^2*exp ( eps*y ( 1 ) ) ) ;
24 k = k + 1 ;
25 i ( k ) = 1 ; j ( k ) = 2 ; s ( k ) = - 1/3 + 1 ;
26 f o r n = 2 : (N - 2)
27 k = k + 1 ;
28 i ( k ) = n ; j ( k ) = n - 1 ; s ( k ) = 1 ;
29 k = k + 1 ;
30 i ( k ) = n ; j ( k ) = n ; s ( k ) = . . .
31 - (2 + eps*h^2*exp ( eps*y (n ) ) ) ;
32 k = k + 1 ;
33 i ( k ) = n ; j ( k ) = n + 1 ; s ( k ) = 1 ;
34 end
35 k = k + 1 ;
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36 i ( k ) = N - 1 ; j ( k ) = N - 2 ; s ( k ) = 1 - 1/3 ;
37 k = k + 1 ;
38 i ( k ) = N - 1 ; j ( k ) = N - 1 ; s ( k ) = . . .
39 - (2 + eps*h^2*exp ( eps*y (N- 1 ) ) ) +4/3;
40 f o r n = N: (2*N - 2)
41 k = k + 1 ;
42 i ( k ) = n ; j ( k ) = n ; s ( k ) = 1 ;
43 end
44

45 D = spar s e ( i , j , s ,2*N - 2 ,2*N - 2 ) ;
46

47 end

1 f unc t i on f_y = f_y (y , h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò ìàòðèöó ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè
4 % ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % y - ðåøåíèå ñèñòåìû ÎÄÓ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè
8 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
9 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x

10

11 % Âûõîäíûå äàííûå :
12 % f_y - èñêîìàÿ ìàòðèöà ßêîáè
13 % (â ðàçðåæåííîé ôîðìå çàïèñè )
14

15 i = ze ro s (1 ,4*N - 6 ) ;
16 j = ze ro s (1 ,4*N - 6 ) ;
17 s = ze ro s (1 ,4*N - 6 ) ;
18

19 k = 0 ;
20 f o r n = 1 : (N- 1)
21 k = k + 1 ;
22 i ( k ) = n ; j ( k ) = N - 1 + n ; s ( k ) = h^2;
23 end
24 k = k + 1 ;
25 i ( k ) = N; j ( k ) = 1 ; s ( k ) = (2 - 4/3)/h^2;
26 k = k + 1 ;
27 i ( k ) = N; j ( k ) = 2 ; s ( k ) = ( - 1 + 1/3)/h^2;
28 f o r n = (N + 1) : ( 2*N - 3)
29 k = k + 1 ;
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30 i ( k ) = n ; j ( k ) = n - N; s ( k ) = - 1/h^2;
31 k = k + 1 ;
32 i ( k ) = n ; j ( k ) = n - N + 1 ; s ( k ) = 2/h^2;
33 k = k + 1 ;
34 i ( k ) = n ; j ( k ) = n - N + 2 ; s ( k ) = - 1/h^2;
35 end
36 k = k + 1 ;
37 i ( k ) = 2*N - 2 ; j ( k ) = N - 2 ; s ( k ) = (1/3 - 1)/h^2;
38 k = k + 1 ;
39 i ( k ) = 2*N - 2 ; j ( k ) = N - 1 ; s ( k ) = ( - 4/3 + 2)/h^2;
40

41 f_y = spar s e ( i , j , s ,2*N - 2 ,2*N - 2 ) ;
42

43 end

Èçìåíåíèÿ îñòàëüíûõ MatLab-ôóíêöèé äëÿ ðàáîòû ñ ìàòðè-
öàìè â ðàçðåæåííîì ôîðìàòå äàííûõ íå òðåáóåòñÿ. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âàðèàíò èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðåæåííûõ
ìàòðèö äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (3.4) ðàáîòàåò ìåäëåííåå, ÷åì ðåà-
ëèçàöèÿ âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà, íî ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî
áûñòðåå, ÷åì îáùèé ïîäõîä ðåàëèçóþùèé ïîëíûé ìåòîä Ãàóññà
äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4).

Âûáîðî÷íûé òåñòîâûé ðàñ÷¼ò äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ, ïðè êî-
òîðîì ïîëíûé ìåòîä Ãàóññà íàõîäèë ðåøåíèå çà 4 172 ñåêóíäû,
ïîêàçàë, ÷òî ïðèìåíåíèå âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà ïîçâîëÿåò
íàéòè ðåøåíèå çà 30 ñåêóíä, à èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèé ñ ìàòðè-
öàìè, õðàíèìûìè â ðàçðåæåííîé ôîðìå, íàõîäèò ðåøåíèå çà 52
ñåêóíäû. Òàêèì îáðàçîì, çà÷àñòóþ õðàíåíèå è îïåðèðîâàíèå ñ
ìàòðèöàìè â ðàçðåæåííîì ôîðìàòå ìîæåò ñèëüíî ñýêîíîìèòü
âðåìÿ äàæå ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì âûèãðûøåì âî âðåìåíè, êîòî-
ðûé ìîæåò äàòü ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ âûðîæäåííîãî ìåòîäà
Ãàóññà (íà ðàçðàáîòêó è ðåàëèçàöèþ êîòîðîãî íàäî ïîòðàòèòü
äîïîëíèòåëüíîå âðåìÿ, â îòëè÷èå îò âàðèàíòà èñïîëüçîâàíèÿ ìå-
òîäèêè ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè â ðàçðåæåííîé ôîðìå çàïèñè).
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3.3. ×èñëåííàÿ äèàãíîñòèêà ðàçðóøåíèÿ ðåøå-
íèÿ

Ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì äèàãíîñòèêè ôàêòà ðàçðóøåíèÿ ðåøå-
íèÿ â öåëîì ïîâòîðÿåò àëãîðèòì, ââåä¼ííûé â ïóíêòå 2.4 ¾×èñ-
ëåííàÿ äèàãíîñòèêà ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ¿ ãëàâû 2. Îáñóäèì
çäåñü òîëüêî ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ è íåêîòîðûå òîíêîñòè åãî
ïðèìåíåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìû àïïðîêñèìèðîâàëè âñå ïðîñòðàíñòâåí-
íûå ïðîèçâîäíûå â (3.2) ñ òî÷íîñòüþ O(h2), à ïðè ÷èñëåííîì èí-
òåãðèðîâàíèè ñèñòåìû (3.3) èñïîëüçóåì ñõåìó CROS1 (3.4), â êî-
òîðóþ âõîäèò íåïîñòîÿííàÿ ìàòðèöàD

(
y(t)

)
, ñ òî÷íîñòüþ O(τ1),

ïîñòðîåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1) èìååò òî÷íîñòüO(τ1+
h2), ò.å. px = p theorx ≡ 2 è pt = p theort ≡ 1. Òàêèì îáðàçîì èç óñëî-
âèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (2.9) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñãóùåíèÿ rx
è rt ïî ðàçíûì ïåðåìåííûì äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïðèìåíè-
ìîñòè ôîðìóëû Ðóíãå�Ðîìáåðãà (2.12) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
ñîîòíîøåíèþ r2x = r1t . Íàèáîëåå óäîáíî äëÿ ñ÷¼òà âûáðàòü rx = 2
è rt = 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íàáîðà ðåøåíèé

u(s)(x, t) ≡ u(r
s−1
x N,rs−1

t M)(x, t) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãó-

ùàþùèõñÿ ñåòîê s = 1, S, íà÷èíàÿ ñ áàçîâîé XN × TM : {xn, tm},
0 6 n 6 N , 0 6 m 6 M , ìû ìîæåì âûïîëíèòü ñëåäóþùèå
îöåíêè.

1. Îöåíèòü îöåíèòü ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè íà âñ¼ì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ] ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3) ïî
ôîðìóëå (2.17)

pt
eff
(s) = logrt

√
N∑
n=0

M∑
m=0

(
u(s−1)(xn, tm)− u(s−2)(xn, tm)

)2
√

N∑
n=0

M∑
m=0

(
u(s)(xn, tm)− u(s−1)(xn, tm)

)2 .
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2. Îöåíèòü ñ òî÷íîñòüþ äî øàãà áàçîâîé ñåòêè TM ïî âðå-
ìåíè ëîêàëèçàöèþ êîíêðåòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, â êîòî-
ðûé ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ, âûïîëíèâ îöåíêè
ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäîêà òî÷íîñòè ïîòî÷å÷íî â êàæäîì óç-
ëå tm ∈ TM , 1 6 m 6M , ïî ôîðìóëå (2.18),

pt
eff
(s) (tm) = logrt

√
N∑
n=0

(
u(s−1)(xn, tm)− u(s−2)(xn, tm)

)2
√

N∑
n=0

(
u(s)(xn, tm)− u(s−1)(xn, tm)

)2 .

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ïóíêòå 2.4 ãëàâû 2, â
óçëå t0 áàçîâîé ñåòêè TM ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè
pt
eff
(s) (t0) íå âû÷èñëÿåòñÿ, òàê êàê â ýòîì óçëå íà ëþáîé

ñåòêå ðåøåíèå çàäàíî òî÷íî íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

3. Îöåíèòü ñ òî÷íîñòüþ äî øàãà áàçîâîé ñåòêè XN ïî ïðî-
ñòðàíñòâó ëîêàëèçàöèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷åê ðàçðóøå-
íèÿ ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ìîìåíòà âðåìåíè
tminTM , 1 6 m 6 M , ïî ôîðìóëå (2.19) â êàæäîì óçëå
xn ∈ XN , 0 6 n 6 N ,

pxt
eff
(s) (xn, tm) = logrt

|u(s−1)(xn, tm)− u(s−2)(xn, tm)|
|u(s)(xn, tm)− u(s−1)(xn, tm)|

.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïóíêòà 2.4 ãëàâû 2,
ýôôåêòèâíûå ïîðÿäêè òî÷íîñòè pxt

eff
(s) (x, tm) ìîãóò áûòü

âû÷èñëèíû â îáîèõ ãðàíè÷íûõ óçëàõ x0 è xN , òàê êàê íà
ãðàíèöàõ ôóíêöèÿ çàäàíà íå óñëîâèÿìè Äèðèõëå, à óñëîâè-
ÿìè Íåéìàíà, ò.å. òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ãðàíè÷íûõ
óçëàõ ïðè ÷èñëåííîì ñ÷¼òå íàì íå èçâåñòíû, à ëèøü îöå-
íèâàþòñÿ ïðèáëèæ¼ííî ÷èñëåííî.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð íàáîðà MatLab-êîìàíä, îôîðìëåí-
íûõ â âèäå îòäåëüíîãî ôàéëà test_3_1.m, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
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ïîñðåäñòâîì ìíîãîêðàòíîãî çàïóñêà ââåä¼ííîé â ýòîì ðàçäåëå
MatLab-ôóíêöèè PDESolving ïîëó÷èòü íàáîð ñåòî÷íûõ ðåøåíèé

u(s)(x, t) ≡ u(r
s−1
x N,rs−1

t M)(x, t), s = 1, S, çàäà÷è (3.1) ñ íàáîðîì
ïàðàìåòðîâ (3.9) íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ, íà÷èíàÿ ñ áàçîâîé ñåòêè
XN × TM .

1 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî âðåìåíè ñ÷¼òà
2 t_0 = 0 ;
3

4 % Îïðåäåëåíèå ãðàíèö îòðåçêà x ∈ [a, b]
5 a = 0 ; b = pi ;
6

7 % Îïðåäåëåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ áàçîâîé ñåòêè
8 N = 50 ; M = 50 ;
9

10 % Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà çàäà÷è
11 ep s i l o n = 10^(10) ;
12

13 % Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé
14 u_init_0 = @(x ) 0 ;
15 u_init_1 = @(x ) - ( x*( p i - x ))^2* s i n ( x /3 ) ;
16

17 % Îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè ñâåðõó
18 % âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ
19 T = TimeOfBlowUpCalculation . . .
20 ( u_init_0 , u_init_1 , a , b , 100 , e p s i l o n ) ;
21

22 S = 7 ; % ×èñëî ñåòîê , íà êîòîðûõ èùåòñÿ
23 % ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå
24 r_x = 2 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî x
25 r_t = 4 ; % Êîýôôèöèåíò ñãóùåíèÿ ñåòêè ïî t
26

27 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâû ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé

28 % ðåøåíèé ÎÄÓ íà ðàçíûõ ñåòêàõ c íîìåðàìè s = 1, S
29 % Ïåðâûé èíäåêñ - íîìåð ñåòêè s èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
30 % ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê , íà êîòîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå
31 % Âòîðîé è òðåòèé èíäåêñû îïðåäåëÿþò ìàññèâ ,
32 % â ñòðîêå ñ íîìåðîì (m + 1) êîòîðîãî õðàíÿòñÿ
33 % ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ , ñîîòâåòñòâóþùåãî
34 % ìîìåíòó âðåìåíè tm , èç óçëîâ ,
35 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
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36 array_of_u = ze ro s (S ,M + 1 ,N + 1 ) ;
37

38 % "Áîëüøîé öèêë" , êîòîðûé ïåðåñ÷èòûâàåò ðåøåíèå S ðàç
39 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê
40 % Ìàññèâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ ñîäåðæèò òîëüêî
41 % ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ èç óçëîâ ,
42 % ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
43 f o r s = 1 : S
44 u = PDESolving ( eps i l on , a , b ,N, t_0 ,T,M, . . .
45 u_init_0 , u_init_1 , s , r_x , r_t ) ;
46 array_of_u ( s , : , : ) = u ;
47 end
48

49 % Ñîõðàíÿåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåé äèàãíîñòèêè
50 % ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ äàííûå Workspace'à â ôàéë
51 save ('data.mat' ,'array_of_u' ,'N' ,'M' , . . .
52 'r_x' ,'r_t' ,'S' ,'a' ,'b' ,'t_0' ,'T' ) ;

Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ôèíàëüíîãî âðåìåíè ñ÷¼òà T èñïîëü-
çóåòñÿ ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè
ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîé äëÿ çàäà÷è (3.1) â [12, ôîðìó-
ëà (2.5)]

Tbl = −1

ε

∫ b
a
eεuinit0 (x)dx∫ b

a
eεuinit0

(x)uinit1(x) dx
.

Âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé ôîðìóëå ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìî-
ãàòåëüíîé MatLab-ôóíêöèè TimeOfBlowUpCalculation.

1 f unc t i on T = TimeOfBlowUpCalculation . . .
2 ( u_init_0 , u_init_1 , a , b ,N, eps )
3

4 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ âåðõíþþ îöåíêó
5 % äëÿ âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ
6

7 h = (b - a )/N; % Îïðåäåëåíèå øàãà ñåòêè ïî x
8

9 Int1 = 0 ;
10 Int2 = 0 ;
11 f o r n = 1 :N
12 Int1 = Int1 + exp ( eps*u_init_0 ( a + h*n - h/2))*h ;
13 Int2 = Int2 + exp ( eps*u_init_0 ( a + h*n - h/2))* . . .
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14 u_init_1 ( a + h*n - h/2)*h ;
15 end
16

17 T = - (1/ eps )*( Int1 / Int2 ) ;
18

19 end

Êàê è ðàíåå, ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ýòîãî MatLab-êîäà
test_3_1.m áóäåò ÿâëÿòüñÿ ôàéë data.mat, ñîäåðæèìîå êîòîðîãî
áóäåò ïîäãðóæàòüñÿ ôóíêöèÿìè, äèàãíîñòèðóþùèìè ôàêò ðàç-
ðóøåíèÿ ðåøåíèÿ, áåç ïîâòîðíîãî ðàñ÷¼òà ðåøåíèé íà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê.

MatLab-ôàéë BlowUpDiagnostics.m, ââåä¼ííûé â ïóíêòå 2.4
ãëàâû 2, êîòîðûé âû÷èñëÿåò ýôôåêòèâíûå ïîðÿäêè òî÷íîñòè
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ∈ [t0, T ], èñ-
ïîëüçóÿ äàííûå èç óæå ñôîðìèðîâàííîãî ôàéëà data.mat, íè-
êàêèõ èçìåíåíèé ñîäðåðæàòü íå áóäåò, ïîýòîìó ìû åãî çäåñü íå
äóáëèðóåì.

MatLab-ôàéë BlowUpDiagnostics_for_each_t.m, êîòîðûé ðå-
àëèçóåò âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïðèáëè-
æ¼ííîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè tm, 0 6 m 6
M , áàçîâîé ñåòêè TM , èñïîëüçóÿ äàííûå èç óæå ñôîðìèðîâàííî-
ãî ôàéëà data.mat, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíêðåòíîãî ìîìåíòà âðåìå-
íè, â êîòîðûé ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ, áóäåò ñîäåðæàòü
èçìåíåíèÿ òîëüêî â êîäå, îòâå÷àþùåì çà îòðèñîâêó ðåçóëüòîâ
ðàñ÷¼òà. Íåîáõîäèìî çàìåíèòü êîìàíäó, îòâå÷àþùóþ çà îòðè-
ñîâêó òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïîðÿäêà òî÷íîñòè, íà ñëåäóþùóþ
(êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ptheort = 1).

1 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
2 % îò âðåìåííîãî óçëà áàçîâîé ñåòêè
3 p lo t ( t , t*0 + 1 ,' -*k' ,'MarkerSize' , 3 ) ; hold on ;

MatLab-ôàéë BlowUpDiagnostics_for_speci�ed_t.m, êîòî-
ðûé ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè xn,
0 6 n 6 N , áàçîâîé ñåòêè XN ïî ïðîñòðàíñòâó, â êîíêðåòíûé ìî-
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ìåíò âðåìåíè tm ∈ TM (2.19), èñïîëüçóÿ äàííûå ôàéëà data.mat,
ñ öåëüþ ëîêàëèçàöèè ðàçðóøåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé x, áóäåò ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ. Ãëàâíûì ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïðîâîäèò-
ñÿ âî âñåõ óçëàõ ñåòêè XN , âêëþ÷àÿ îáà ãðàíè÷íûå óçëà. Âòî-
ðîñòåïåííûì èçìåíåíèåì ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå êîìàíä îòðèñîâêè
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

1 % Çàãðóçêà ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
2 % íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç S ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê
3 load ('data.mat' ) ;
4

5 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ
6 % ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
7 % â êàæäîì óçëå xn, 0 ≤ n ≤ N ( âòîðîé èíäåêñ ìàññèâà ) ,
8 % è íà ðàçíûõ ñåòêàõ (ïåðâûé èíäåêñ ìàññèâà )
9 p_eff_ForSpeci f iedTime = ze ro s (S ,N + 1 ) ;

10

11 % Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
12 % âî âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷êàõ
13 % íà îïðåäåë¼ííîì âðåìåííîì ñëîå tm−1 ñ íîìåðîì (m- 1)
14 % ( ñ ó÷¼òîì ñäâèãà èíäåêñà â MatLab'å íà +1)
15 m = 31 ;
16 f o r n = 1 : (N + 1)
17

18 % Âû÷èñëåíèå p eff
(1)

(xn) è p eff
(2)

(xn) íåâîçìîæíî

19 p_eff_ForSpeci f iedTime (1 , n) = NaN;
20 p_eff_ForSpeci f iedTime (2 , n) = NaN;
21

22 f o r s = 3 : S
23 p_eff_ForSpeci f iedTime ( s , n ) = log ( . . .
24 abs ( array_of_u ( s - 1 ,m, n) - array_of_u ( s - 2 ,m, n ) )/ . . .
25 abs ( array_of_u ( s ,m, n) - array_of_u ( s - 1 ,m, n ) ) ) / . . .
26 l og ( r_t ) ;
27 end
28 end
29

30 % Îòðèñîâêà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ñåòêè ñ íîìåðîì s
31 % S = 7 ;
32 f i g u r e ;
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33 x = a : ( b - a )/N: b ; % Îïðåäåëåíèå áàçîâîé ñåòêè
34 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
35 % îò ïðîñòðàíñòâåííîãî óçëà áàçîâîé ñåòêè
36 p lo t (x , x*0 + 1 ,' -*k' ,'MarkerSize' , 3 ) ; hold on ;
37 % Ðèñóåòñÿ çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
38 % îò ïðîñòðàíñòâåííîãî óçëà áàçîâîé ñåòêè
39 p lo t (x , p_eff_ForSpeci f iedTime (S , : ) , . . .
40 ' - sk' ,'MarkerSize' , 5 ,'LineWidth' , 1 ) ;
41 ax i s ( [ x (1 ) x (N + 1) - 2 . 0 3 . 0 ] ) ;
42 x l ab e l ('x' ) ; y l ab e l ('p^{ e f f }' ) ;

Â MatLab-ôàéëå draw.m, îñóùåñòâëÿþùåì îòðèñîâêó ðåøå-
íèÿ, ñëåäóåò âíåñòè èçìåíåíèÿ òîëüêî â êîìàíäó axis, â êîòîðîé
íåîáõîäèìî èçìåíèòü ïðåäåëû îòðèñîâêè ãðàôèêà ïî îñè îðäè-
íàò äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ðàññìàòðèâàåìîãî äàëåå ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òåñòîâûé ïðèìåð ñ èçâåñòíûì
àíàëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì î òî÷íîì ìîìåíòå âðåìåíè ðàçðóøå-
íèÿ.

Â ñëó÷àå íàáîðà ïàðàìåòðîâ

uinit0(x) ≡ 0, uinit1(x) ≡ −1,

a = 0, b = π, t0 = 0, ε = 1,
(3.7)

ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) áóäåò èìåòü âèä

u(x, t) = ln(1− t). (3.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíî òî÷íî êàê Tbl = 1, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî ðåøåíèå èìååò
ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàêòåð ðîñòà.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ â êà÷åñòâå áàçîâîé ñåòêè XN × TM
áûëà âçÿòà ñåòêà ñ N = 50 èM = 50 èíòåðâàëàìè, è áûëî âûïîë-
íåíî ïîñëåäîâàòåëüíîå ñãóùåíèå ñåòîê ñ êîýôôèöèåíòàìè ñãóùå-
íèÿ rx = 2 è rt = 4. Íà ðèñ. 3.3 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òîâ
(ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî çàïóñêà íàáîðà MatLab-êîìàíä
èç ôàéëîâ test_3_1.m� draw.m) ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ íà
7-é ñåòêå (s = 7),

Íà ðèñ. 3.4 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé (ïîñðåäñòâîì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî çàïóñêà íàáîðà MatLab-êîìàíä èç ôàéëîâ
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Ðèñ. 3.3: Ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà ðåøåíèÿ u(s)(x, t) ≡ u(r
s−1
x N,rs−1

t M)(t)
çàäà÷è (3.1) ñ âõîäíûìè äàííûìè (3.7) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà
ïàðàìåòðîâ: N = 50, M = 50, rx = 2, rt = 4, s = 7. Îòìå÷åíû
òîëüêî óçëû, ñîâïàäàþùèå ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè.

test_3_1.m� BlowUpDiagnostics_for_each_t.m), äåìîíñòðèðó-
ùèé ÿâíûé âûõîä ïîòî÷å÷íûõ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ
òî÷íîñòè pt

eff
(s) (tm), 0 6 m 6M , íà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå çíà-

÷åíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä î ïî-

ëó÷åííîì ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è çàäà÷è (3.1) äëÿ íàáîðà
ïàðàìåòðîâ (3.7). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íà S = 7 âëîæåííûõ ñåòêàõ

ïîòî÷å÷íûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè pt
eff
(s) (t)

äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè tm ∈ TM äî m = 49 âêëþ÷è-
òåëüíî ñõîäÿòñÿ ê pt

theor ≡ 1, à äëÿ ïîñëåäíåãî 50-ãî óçëà ñåòêè
(ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîìåíòó âðåìåíè t50 = 1) ñòðåìÿòñÿ ê 0. Ýòî
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Ðèñ. 3.4: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè pt

eff
(S) (tm), 1 6 m 6 M , çàäà÷è (3.1) ñ íàáîðîì âõîäíûõ

äàííûõ (3.7) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ:
N = 50, M = 50, rx = 2, rt = 4, S = 7.

îçíà÷àåò, ÷òî ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò Tbl ∈ (t49, t50] ≡
(0.980, 1.000], à âèäèìîå ñòðåìëåíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè ïðè m = 50 ê 0 ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â òî÷êå
Tbl ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòü òèïà ëîãàðèôìè÷åñêîãî ðîñòà
u(x, t) ∼ ln(Tbl − t), ÷òî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûì àíà-
ëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì (3.8).

Äàëåå ìû ìîæåì èññëåäîâàòü âîïðîñ î õàðàêòåðå ðàçðóøå-
íèÿ ðåøåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåìåííîé. Íà ðèñ. 3.5
ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé (ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî çàïóñêà íàáîðà MatLab-êîìàíä èç ôàéëîâ test_3_1.m
� BlowUpDiagnostics_for_specidied_t.m) â ðàçëè÷íûå ìîìåí-
òû âðåìåíè äî è ïîñëå (èëè, âîçìîæíî, â ìîìåíò) ðàçðóøåíèÿ
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Ðèñ. 3.5: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè pxt

eff
(S) (x, tm) çàäà÷è (3.1) ñ íàáîðîì âõîäíûõ äàííûõ (3.7)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ: N = 50, M = 50, rx = 2,
rt = 4, S = 7. Ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äëÿ m ∈ {49, 50}.

ðåøåíèÿ. Õîðîøî âèäíî, ÷òî îòêëîíåíèå ñõîäèìîñòè pxt
eff
(s) (x, t)

îò òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ptheort = 1 âîçíèêàåò âî âñåõ òî÷êàõ
ñåòêè XN â ïåðâîì æå óçëå ïîñëå (èëè â ìîìåíò) ðàçðóøåíèÿ
t > Tbl.

Â èòîãå ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, êàêîé ÷àñòè ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 3.4), ïîëó÷åííîãî íà 7-é âëîæåííîé ñåòêå,
ìû ìîæåì äîâåðÿòü, à êàêîé íåò.

Ïðèìåð 2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ

uinit0(x) ≡ 0, uinit1(x) ≡ −
(
x(π − x)

)2
sin

x

3
,

a = 0, b = π, t0 = 0, ε = 1010.
(3.9)

Â ýòîì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íå èçâåñòíî, ïîýòîìó
ïðèìåíèì ÷èñëåííûé àëãîðèòì äèàãíîñòèêè ôàêòà ðàçðóøåíèÿ
ðåøåíèÿ.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ â êà÷åñòâå áàçîâîé ñåòêè XN × TM
áûëà âçÿòà ñåòêà ñ N = 50 èM = 50 èíòåðâàëàìè, è áûëî âûïîë-
íåíî ïîñëåäîâàòåëüíîå ñãóùåíèå ñåòîê ñ êîýôôèöèåíòàìè ñãóùå-
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Ðèñ. 3.6: Ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà ðåøåíèÿ u(s)(x, t) ≡ u(r
s−1
x N,rs−1

t M)(t)
çàäà÷è (3.1) ñ âõîäíûìè äàííûìè (3.9) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà
ïàðàìåòðîâ: N = 50, M = 50, rx = 2, rt = 4, s = 7. Îòìå÷åíû
òîëüêî óçëû, ñîâïàäàþùèå ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè.

íèÿ rx = 2 è rt = 4. Íà ðèñ. 3.6 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òîâ
(ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî çàïóñêà íàáîðà MatLab-êîìàíä
èç ôàéëîâ test_3_1.m� draw.m) ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ íà
7-é ñåòêå (s = 7),

Íà ðèñ. 3.7 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé (ïîñðåäñòâîì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî çàïóñêà íàáîðà MatLab-êîìàíä èç ôàéëîâ
test_3_1.m� BlowUpDiagnostics_for_each_t.m), äåìîíñòðèðó-
ùèé ðåçóëüòàò ïðåäïîëîæèòåëüíîãî âûõîäà ïîòî÷å÷íûõ çíà÷å-
íèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè pt

eff
(s) (tm), 0 6 m 6 M , íà

àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå çíà÷åíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä î ïî-
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Ðèñ. 3.7: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè pt

eff
(S) (tm), 1 6 m 6 M , çàäà÷è (3.1) ñ íàáîðîì âõîäíûõ

äàííûõ (3.9) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ:
N = 50, M = 50, rx = 2, rt = 4, S = 7.

ëó÷åííîì ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è çàäà÷è (3.1) äëÿ íàáîðà
ïàðàìåòðîâ (3.9). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íà S = 7 âëîæåííûõ ñåòêàõ

ïîòî÷å÷íûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè pt
eff
(s) (t)

äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè tm ∈ TM äîm = 24 âêëþ÷èòåëüíî
ñõîäÿòñÿ ê pt

theor ≡ 1, à äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé m, ïî-âèäèìîìó,
ñòðåìÿòñÿ ê 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò â ìî-
ìåíò Tbl ∈ (t24, t25] ≡ (3.015, 3.141] · 10−11, à âèäèìîå ñòðåìëå-
íèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðè m > 25 ê 0 ïîçâîëÿåò
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â òî÷êå Tbl ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòü òèïà
ëîãàðèôìè÷åñêîãî ðîñòà u(x, t) ∼ ln(Tbl − t).

Äàëåå ìû ìîæåì èññëåäîâàòü âîïðîñ î õàðàêòåðå ðàçðóøå-
íèÿ ðåøåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåìåííîé. Íà ðèñ. 3.8
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ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé (ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî çàïóñêà íàáîðà MatLab-êîìàíä èç ôàéëîâ test_3_1.m
� BlowUpDiagnostics_for_specidied_t.m) â ðàçëè÷íûå ìîìåí-
òû âðåìåíè äî è ïîñëå (èëè, âîçìîæíî, â ìîìåíò) ðàçðóøåíèÿ

ðåøåíèÿ. Õîðîøî âèäíî, ÷òî îòêëîíåíèå ñõîäèìîñòè pxt
eff
(s) (x, t)

îò òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ptheort = 1 âîçíèêàåò èçíà÷àëüíî âî
âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè XN , à çàòåì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âåñü
îòðåçîê ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ∈ [a, b].
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Ðèñ. 3.8: Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ýôôåêòèâíûõ ïîðÿäêîâ òî÷íî-
ñòè pxt

eff
(S) (x, tm) çàäà÷è (3.1) ñ íàáîðîì âõîäíûõ äàííûõ (3.7)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ: N = 50, M = 50, rx = 2,
rt = 4, S = 7. Ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äëÿ m ∈ {49, 50}.
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Â èòîãå ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, êàêîé ÷àñòè ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 3.4), ïîëó÷åííîãî íà 7-é âëîæåííîé ñåòêå,
ìû ìîæåì äîâåðÿòü, à êàêîé íåò.

3.4. Ïîñòðîåíèå ñõåìû ñî 2-ì ïîðÿäêîì òî÷íî-
ñòè ïî âðåìåíè

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ñõåìà Ðîçåíáðîêà ñ êîìïëåêñíûì
êîýôôèöèåíòîì CROS1 (3.4) èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(τ1) â
ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ D(y) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé è çàâèñèò îò ïåðåìåííîé y (ïîäðîáíûå îáúÿñíåíèÿ ïðèâåäå-
íû â ñòàòüÿõ [2, 9]). Îäíàêî ñõåìà CROS1 áóäåò èìåòü ïîðÿäîê
òî÷íîñòè O(τ2) â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèèD. Ýòî-
ãî ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè ìû ââåä¼ì â (3.2) åù¼ îäíó âñïîìîãà-
òåëüíóþ ïåðåìåííóþ g = uxx − eεu, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîä îïåðà-
òîðàìè âçÿòèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè íå áóäóò ñîäåð-
æàòüñÿ íåëèíåéíûå ôóíêöèè àðãóìåíòîâ u, v èëè g. Ðàññìîòðèì
äàííûé âàðèàíò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (3.1) ïîäðîáíåå.

Â ðåçóëüòàòå óêàçàííîé äîïîëíèòåëüíîé çàìåíû g = uxx−eεu
â (3.2) èñõîäíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (3.1) ïðèìåò âèä

∂

∂t
g = v, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

∂

∂t
v + uxx = 0, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

g = uxx − eεu, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

ux(a, t) = 0, ux(b, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit0(x), x ∈ [a, b],

v(x, t0) = uinit1(x)xx − εuinit1(x)eεuinit0 (x), x ∈ (a, b),

g(x, t0) = uinit0(x)xx − e
εuinit0

(x), x ∈ (a, b).

(3.10)

Äàëåå âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, àíàëîãè÷íóþ
òîé, ÷òî îïèñàíà â ðàçäåëå 3.1. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñî

112



âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå XN ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíî-àë-
ãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, èç êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü N + 1
íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ un ≡ un(t) ≡ u(xn, t), n = 0, N , N−1 âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ vn ≡ vn(t) ≡ v(xn, t), n = 1, N − 1, è N−1
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ gn ≡ gn(t) ≡ g(xn, t), n = 1, N − 1.
Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â ñëåäóþùåì âèäå:

dgn
dt

= vn, n = 1, N − 1, t ∈ (t0, T ],

dvn
dt

= −un+1 − 2un + un−1
h2

, n = 1, N − 1, t ∈ (t0, T ],

0 = u0 −
4

3
u1 +

1

3
u2, t ∈ (t0, T ],

0 = gn −
un+1 − 2un + un−1

h2
+ eεun , n = 1, N − 1, t ∈ (t0, T ],

0 = uN −
4

3
uN−1 +

1

3
uN−2, t ∈ (t0, T ],

un(t0) = uinit0(xn), n = 0, N,

vn(t0) =
uinit1(xn+1)− 2uinit1(xn) + uinit1(xn−1)

h2
−

− εuinit1(xn)eεuinit0
(xn), n = 1, N − 1,

gn(t0) =
uinit0(xn+1)− 2uinit0(xn) + uinit0(xn−1)

h2
−

− eεuinit0
(x), n = 1, N − 1.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè-
÷åñêîé, ïîñêîëüêó âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, òàê è àëãåáðàè÷åñêèå (äâà óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè, è óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå óñëîâèåì ñâÿçè
g = uxx − eεu).

Â îòëè÷èå îò ïîäõîäà, ïðèìåí¼ííîãî â ðàçäåëå 3.1, âûïîë-
íÿòü ïîäñòàíîâêó âûðàæåíèé äëÿ u0 è uN ÷åðåç èõ ñîñåäíèå ñå-
òî÷íûå çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìû
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íå áóäåì, òàê êàê ñâåñòè ýòó äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêóþ
ñèñòåìó ê ÷èñòî äèôôåðåíöèàëüíîé ó íàñ íå ïîëó÷èòñÿ çà ñ÷¼ò
íàëè÷èÿ óñëîâèÿ ñâÿçè. Íî äàæå â ñëó÷àå íàëè÷èÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íå èçìåíèòñÿ.
Ê òîìó æå, â äàííîì ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîì ïîñîáèè ìû ïðåñëåäó-
åì öåëü ïî âîçìîæíîñòè ïðîäåìîíñòèðîâàòü êàê ìîæíî áîëüøå
ðàçëè÷íûõ (íî ïî ñóòè ýêâèâàëåíòûõ) ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Ïîëó÷åííàÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñî-
äåðæàùàÿ 3N − 1 óðàâíåíèå è 3N − 1 íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ
un, n = 0, N + 1, è vn, vn, n = 1, N − 1, ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà
â ñëåäóþùåì âèäå:D

dy

dt
= f (y), t ∈ (t0, T ],

y(t0) = yinit,
(3.11)

ãäå y =
(
u0 u1 u2 . . . uN−1 uN v1 v2 . . . vN−1 g1 g2 . . . gN−1

)T
,

f =
(
f1 f2 . . . f3N−1

)T
è yinit =(

u0(t0) . . . uN (t0) v1(t0) . . . vN−1(t0) g1(t0) . . . gN−1(t0)
)T
.

Çäåñü âåêòîð-ôóíêöèÿ f èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

fn =



y(n+N + 1), åñëè n = 1, N − 1,

−yn−N+3 − 2yn−N+2 + yn−N+1

h2
, åñëè n = N, 2N − 2,

y1 − 4
3y2 + 1

3y3, åñëè n = 2N − 1,

yn+1 − yn−2N+3−2yn−2N+2+yn−2N+1

h2 +

+eεyn−2N+2 , åñëè n = 2N, 3N − 2,

yN+1 − 4
3yN + 1

3yN−1, åñëè n = 3N − 1.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè f.
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1 f unc t i on f = f ( eps , y , h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè
4 % ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % eps - ìàëûé ïàðàìåòð
8 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
9 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå

10 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
12

13 % Âûõîäíûå äàííûå :
14 % f - èñêîìûé âåêòîð f
15

16 f = ze ro s (3*N - 1 , 1 ) ;
17

18 f o r n = 1 : (N - 1)
19 f (n ) = y(n + N + 1 ) ;
20 end
21 f o r n = N: (2*N - 2)
22 f (n ) = - (y (n - N + 3) - 2*y (n - N + 2) + . . .
23 y (n - N + 1))/h^2;
24 end
25 f (2*N - 1) = y (1) - 4/3*y (2) + 1/3*y ( 3 ) ;
26 f o r n = 2*N:(3*N - 2)
27 f (n ) = y(n + 1) - ( y (n - 2*N + 3) - . . .
28 2*y (n - 2*N + 2) + y(n - 2*N + 1))/h^2 + . . .
29 exp ( eps*y (n - 2*N + 2 ) ) ;
30 end
31 f (3*N - 1) = y(N + 1) - 4/3*y (N) + 1/3*y (N - 1 ) ;
32

33 end

À ìàòðèöà D èìååò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû:

Dn,n+2N = 1, åñëè n = 1, N − 1,

Dn,n+2 = 1, åñëè n = N, 2N − 2,

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ìàòðèöû D.
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1 f unc t i on D = D(N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò ìàòðèöó äèôôåðåíöèàëüíîãî
4 % îïåðàòîðà ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
8

9 % Âûõîäíûå äàííûå :
10 % D - èñêîìàÿ ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
11

12 D = ze ro s (3*N - 1 ,3*N - 1 ) ;
13

14 f o r n = 1 : (N - 1)
15 D(n , n + 2*N) = 1 ;
16 end
17 f o r n = N: (2*N - 2)
18 D(n , n + 2) = 1 ;
19 end
20

21 end

Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ââåäåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè TM ïî âðå-
ìåííîé ïåðåìåííîé ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñõåìó Ðîçåíáðîêà
CROS1 äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.11):

y(tm+1) = y(tm) + (tm+1 − tm) Rew1 ,

ãäå w1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑËÀÓ[
D− 1 + i

2
(tm+1 − tm) f

y

(
y(tm)

)]
w1 = f

(
y(tm)

)
.

(3.12)

Çäåñü f
y
� ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè (fy)n,m ≡

∂fn
∂ym

(ìàòðèöà ßêî-

áè), êîòîðàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùèå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû:

(fy)n,n+N+1 = 1, åñëè n = 1, N − 1,

(fy)n,n−N+3 = − 1

h2
, åñëè n = N, 2N − 2,
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(fy)n,n−N+2 =
2

h2
, åñëè n = N, 2N − 2,

(fy)n,n−N+1 = − 1

h2
, åñëè n = N, 2N − 2,

(fy)2N−1,1 = 1, (fy)2N−1,2 = −4

3
, (fy)2N−1,3 =

1

3
,

(fy)n,n+1 = 1, åñëè n = 2N, 3N − 2,

(fy)n,n−2N+3 = − 1

h2
, åñëè n = 2N, 3N − 2,

(fy)n,n−2N+2 =
2

h2
+ εeεyn−2N+2 , åñëè n = 2N, 3N − 2,

(fy)n,n−2N+1 = − 1

h2
, åñëè n = 2N, 3N − 2,

(fy)3N−1,N−1 =
1

3
, (fy)3N−1,N = −4

3
, (fy)3N−1,N+1 = 1.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð MatLab-ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ìàòðèöû ßêîáè f

y
.

1 f unc t i on f_y = f_y ( eps , y , h ,N)
2

3 % Ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåò ìàòðèöó ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè
4 % ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
5

6 % Âõîäíûå äàííûå :
7 % eps - ìàëûé ïàðàìåòð
8 % y - âåêòîð ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
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9 % íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå
10 % h - øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
11 % N - ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ïî ïåðåìåííîé x
12

13 % Âûõîäíûå äàííûå :
14 % f_y - èñêîìàÿ ìàòðèöà ßêîáè
15

16 f_y = ze ro s (3*N - 1 ,3*N - 1 ) ;
17

18 f o r n = 1 : (N - 1)
19 f_y (n , n + N + 1) = 1 ;
20 end
21 f o r n = N: (2*N - 2)
22 f_y (n , n - N + 3) = - 1/h^2;
23 f_y (n , n - N + 2) = 2/h^2;
24 f_y (n , n - N + 1) = - 1/h^2;
25 end
26 f_y(2*N - 1 ,1) = 1 ;
27 f_y(2*N - 1 ,2) = - 4/3 ;
28 f_y(2*N - 1 ,3) = 1/3 ;
29 f o r n = 2*N:(3*N - 2)
30 f_y (n , n + 1) = 1 ;
31 f_y (n , n - 2*N + 3) = - 1/h^2;
32 f_y (n , n - 2*N + 2) = 2/h^2 + . . .
33 eps*exp ( eps*y (n - 2*N + 2 ) ) ;
34 f_y (n , n - 2*N + 1) = - 1/h^2;
35 end
36 f_y(3*N - 1 ,N - 1) = 1/3 ;
37 f_y(3*N - 1 ,N) = - 4/3 ;
38 f_y(3*N - 1 ,N + 1) = 1 ;
39

40 end

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïîèñêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) â
âèäîèçìåí¼ííîé ôîðìå (3.10)�(3.11) ïî ñõåìå (3.12) ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïðèâåä¼ííûõ âûøå ôóíêöèè f, D è f_y íåîáõîäèìî âû-
ïîëíèòü â MatLab-ôóíêöèè PDESolving ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ.

1) Íåîáõîäèìî çàìåíèòü êóñîê êîäà, íàõîäÿùèéñÿ â ñòðîêàõ
42�54 è îòâå÷àþùèé çà îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà y è
çàäàíèå åãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, åãî ñëåäóþùåé ìîäè-
ôèêàöèåé.
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1 % Âûäåëåíèå ïàìÿòè ïîä ìàññèâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé
2 % ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
3 % òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè tm
4 y = ze ro s (1 ,3*N - 1 ) ;
5

6 % Çàäàíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ðåøàåìîé ñèñòåìû ÎÄÓ
7 f o r n = 1 : (N + 1)
8 y (1 , n) = u_init_0 (x (n ) ) ;
9 end

10 f o r n = 1 : (N - 1)
11 y (1 , n + N + 1) = ( u_init_1 (x (n + 2) ) - . . .
12 2*u_init_1 (x (n +1)) + u_init_1 (x (n ) ) ) / h^2 - . . .
13 eps*u_init_1 (x (n + 1))* . . .
14 exp ( eps*u_init_0 (x (n + 1 ) ) ) ;
15 y (1 , n + 2*N) = ( u_init_0 (x (n + 2) ) - . . .
16 2*u_init_0 (x (n +1)) + u_init_0 (x (n ) ) ) / h^2 - . . .
17 exp ( eps*u_init_0 (x (n + 1 ) ) ) ;
18 end

2) Íåîáõîäèìî çàìåíèòü êóñîê êîäà, íàõîäÿùèéñÿ â ñòðîêàõ
74�106 è îòâå÷àþùèé çà ðåàëèçàöèþ ñõåìû CROS1 è âûáîð ñîâ-
ïàäàþùèõ óçëîâ ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè, åãî ñëåäóþùåé ìîäè-
ôèêàöèåé.

1 % Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû CROS1
2

3 w_1 = (D(N) - (1+1 i )/2*( t (m + 1) - . . .
4 t (m))* f_y ( eps , y , h ,N) )\ f ( eps , y , h ,N) ;
5

6 y = y + ( t (m + 1) - t (m))* r e a l (w_1) ' ;
7

8 % Âûïîëíåíèå ïðîâåðêè ñîâïàäåíèÿ tm+1

9 % íà ñãóù¼ííîé ñåòêå ñ tmbasic áàçîâîé ñåòêè
10 i f (m + 1) == (m_basic - 1)* r_t^( s - 1) + 1
11

12 % Çàïîëíåíèå ìàññèâà ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ
13 % èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ Óð×Ï
14

15 % Íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå âûáèðàþòñÿ
16 % ïðîñòðàíñòâåííûå óçëû , ñîâïàäàþùèå
17 % ñ óçëàìè áàçîâîé ñåòêè
18 f o r n = 1 : (N_0 + 1)
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19 u(m_basic , n ) = y ( ( n - 1)*r_x^( s - 1) + 1 ) ;
20 end
21

22 % Òåïåðü áóäåò îòñëåæèâàòüñÿ ñîâïàäåíèå tm+1

23 % íà ñãóù¼ííîé ñåòêå ñ î÷åðåäíûì tmbasic

24 % áàçîâîé ñåòêè
25 m_basic = m_basic + 1 ;
26

27 end

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû (3.12) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä
(ñì. ðèñ. 3.9), â ñâÿçè ñ ÷åì ÷èñëåííûé ñ÷¼ò ìîæíî îïòèìèçèðî-
âàòü êàê ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòêè âûðîæäåííîãî ìåòîäà Ãàóññà,
ó÷èòûâàþùåãî ñïåöèàëüíûé âèä ìàòðèöû ñèñòåìû, òàê è ñ ïî-
ìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèö, õðàíèìûõ â ðàçðåæåííîé ôîðìå
çàïèñè.

3.5. Ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ

Çàäà÷à 1. Ðåøèòå ÷èñëåííî íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

∂2

∂t2

(
uxx − eεu

)
+ uxx = 0, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

u(a, t) = 0, ux(a, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit0(x), x ∈ [a, b],

ut(x, t0) = uinit1(x), x ∈ [a, b],

(3.13)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, a = 0, b = π, T = 1,

uinit0(x) = 0, ut(x, 0) = uinit1(x) ≡ −r(−ϕ1xx + εϕ1), x ∈ (0, π),
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Ðèñ. 3.9: Ñòðóêòóðà ìàòðèöû ÑËÀÓ (3.12).

ãäå

r =

4
π∫
0

ϕ1dx+ 37
3

b∫
a

(ϕ1x)2

ϕ1
dx

π∫
0

(−ϕ1xx + εϕ1)2dx

,

ϕ1 =


0, åñëè x ∈ [0, a),

sin5 π
x−A
B −A

, åñëè x ∈ [a, b],

0, åñëè x ∈ (b, π],
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ïðè÷¼ì ε = 0.2, A = 0.1π, B = 0.9π.
Êàêîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íàáëþäàåò-

ñÿ ïîñëå ðàçðóøåíèÿ? (Ïðèìåíèòå ôîðìóëó (2.18).) Ïðîâåäè-
òå ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññèôèêàöèþ îñîáåííîñòè. Ïîñëå ýòîãî
ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà â êàæäîì óçëå
(ôîðìóëà (2.19)) íà íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ñëîÿõ, ãäå ïðåäûäóùàÿ
ôîðìóëà äàëà ðåçóëüòàò, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûé îò òåîðåòè÷å-
ñêîãî, èçó÷èòå ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçðóøåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ðåøèòå ÷èñëåííî íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

∂2

∂t2

(
uxx − eεu

)
+ uxx = 0, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

u(a, t) = 0, ux(a, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit0(x), x ∈ [a, b],

ut(x, t0) = uinit1(x), x ∈ [a, b],

(3.14)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, a = 0, b = π, T = 1,

uinit0(x) = 0, ut(x, 0) = uinit1(x) ≡ −r(−ϕ1xx + εϕ1), x ∈ (0, π),

ãäå

r =

4
π∫
0

ϕ1dx+ 37
3

b∫
a

(ϕ1x)2

ϕ1
dx

π∫
0

(−ϕ1xx + εϕ1)2dx

,

ϕ1 =


0, åñëè x ∈ [0, a),

sin3 π
x−A
B −A

, åñëè x ∈ [a, b],

0, åñëè x ∈ (b, π],

ïðè÷¼ì ε = 0.2, A = 0.1π, B = 0.9π.
Êàêîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íàáëþäàåò-

ñÿ äî è ïîñëå ðàçðóøåíèÿ? (Ïðèìåíèòå ôîðìóëó (2.18).) Ñ ÷åì
ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ìàëîñòü âåëè÷èíû ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà?

122



Òåïåðü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà â êàæäîì
óçëå (ôîðìóëà (2.19)) íà íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ñëîÿõ, ãäå ïðåäûäó-
ùàÿ ôîðìóëà äàëà îòðèöàòåëüíûé ýôôåêòèâíûé ïîðÿäîê, èçó-
÷èòå ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçðóøåíèÿ.

Çàäà÷à 3∗. Ðåøèòå ÷èñëåííî íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó
∂

∂t

(
uxx +

(
|ux|p−2ux

)
x

)
+ |u|qu = 0, x ∈ (a, b), t ∈ (t0, T ],

u(a, t) = 0, u(b, t) = 0, t ∈ (t0, T ],

u(x, t0) = uinit0(x), x ∈ [a, b],
(3.15)

äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, a = 0, b = π, T = 2, p = 3, q = 2,

uinit0(x) = sinx.

Êàêîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íàáëþäà-
åòñÿ ïîñëå ðàçðóøåíèÿ? (Ïðèìåíèòå ôîðìóëó (2.18).) Ñ ïîìî-
ùüþ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà â êàæäîì óçëå (ôîð-
ìóëà (2.19)) íà íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ñëîÿõ, ãäå ïðåäûäóùàÿ ôîð-
ìóëà äàëà ðåçóëüòàò, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûé îò òåîðåòè÷åñêîãî,
èçó÷èòå ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçðóøåíèÿ.
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