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Общая характеристика работы

Диссертация посвящена изучению геометрической структуры синтеза
оптимальных траекторий для линеаризации многомерных задач в окрест-
ности неустойчивого положения равновесия.

Актуальность темы. Классическим примером задачи стабилизации
в окрестности неустойчивого равновесия является задача стабилизации пе-
ревернутого маятника около вертикального положения равновесия. Моде-
ли перевернутых маятников являются эталонными системами для разра-
ботки, вычисления, тестирования различных классических и современных
методов управления. Такие модели широко используются в лаборатори-
ях, занимающихся разработкой контроллеров, которые затем внедряются
в сложные и дорогие реальные системы в робототехнике, аэрокосмической
отрасли, автоматике, медицине, инженерии и т.д. Поэтому изучение мате-
матических моделей перевернутых маятников, исследование их управляе-
мости и устойчивости продолжает оставаться важной задачей.

Задачами стабилизации перевернутого маятника занимались многие ис-
следователи. Для маятника верхнее вертикальное положение, очевидно, яв-
ляется неустойчивым. Однако, оказалось, что можно это положение пре-
вратить в устойчивое, если, например, точка подвеса совершает вертикаль-
ные колебания [1]. В последствии появилось большое количество работ о
перевернутом маятнике, в которых изучались различные методы его ста-
билизации в вертикальном положении [2, 3, 6–8].

В [2] рассматривается однозвенный нелинейный маятник. Изучается за-
дача перевода маятника из нижнего (устойчивого) положения равновесия в
верхнее (неустойчивое) положение равновесия за минимальное время. Оп-
тимальный синтез строится на основе принципа максимума Понтрягина и
численного моделирования.

Поскольку в реальных системах ресурсы управления ограничены, важ-
ную роль играют задачи с ограниченным управлением. Задаче стабилиза-
ции перевернутого двухзвенного маятника с неподвижной точкой подвеса
посвящена работа [3]. Движение маятника управляется с помощью ограни-
ченного момента, приложенного в шарнире, соединяющем точку подвеса
и первое звено маятника, или в межзвенном шарнире. Для линеаризован-
ной модели изучаются области управляемости. Предлагается управление,
которое обеспечивает асимптотическую устойчивость маятника.

В работах [4,5] доказано существование движения перевернутого маят-
ника без падения.

В [6], как и в работе [2], изучается задача перевода маятника из ниж-
него положения равновесия в неустойчивое верхнее. Маятник нелинейный,
состоит из двух звеньев, точка подвеса неподвижна. Управление осуществ-
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ляется с помощью ограниченного по абсолютной величине момента, прило-
женного во внутреннем межзвенном шарнире. Строится управление, кото-
рое переводит маятник в малую окрестность верхнего неустойчивого поло-
жения равновесия и обеспечивает асимптотическую устойчивость маятни-
ка. Приводятся численные исследования предложенного алгоритма управ-
ления.

Многозвенный маятник на движущемся основании исследуется в [8]. В
качестве управления рассмотрен момент, приложенный к шарниру, соеди-
няющему основание и первое звено маятника. Для системы с однозвенным
маятником построены фазовые траектории системы при отсутствии управ-
ления. Построено управление, стабилизирующее систему в верхнем поло-
жении равновесия. Строится численное решение задачи быстродействия
для однозвенного (нелинейного) маятника.

Не менее важны исследования задач стабилизации сферического пере-
вернутого маятника. Ниже приведены некоторые последние результаты,
связанные с управлением сферическим перевернутым маятником [9–13].

В [9,10] разработан контроллер, стабилизирующий управляемый сфери-
ческий перевернутый маятник около верхнего (неустойчивого) равновесия.
Предложенный контроллер приводит маятник из произвольного начально-
го состояния в верхнюю полусферу в желаемое верхнее положение. В [11]
представлен нелинейный контроллер для стабилизации перевернутого сфе-
рического маятника на тележке. Предложенный контроллер способен при-
вести маятник в неустойчивое вертикальное положение равновесия вместе
с тележкой в начале координат. В [12] выходной стабилизатор был при-
менен к сферическому перевернутому маятнику для отслеживания серии
эллиптических траекторий. В [13] была предложена система управления с
обратной связью, которая может стабилизировать перевернутый сфериче-
ский маятник на колесной тележке, а также может направлять тележку в
желаемое целевое положение.

В настоящей работе рассматриваются многомерные задачи оптимально-
го управления со скалярным и двумерным (из круга) ограниченным управ-
лением, получающиеся из линеаризации колебательных систем в окрестно-
сти неустойчивого положения равновесия.

Построение решения в этих задачах основывается на технике четтеринг-
режимов. Суть четтеринг-режимов состоит в том, что управление на опти-
мальной траектории имеет бесконечное число неустранимых разрывов на
конечном интервале времени. Впервые пример такой задачи привел А. Т.
Фуллер в 1960 году [14].

Одной из основных причин возникновения четтеринг-режима являет-
ся наличие у управляемой системы особого режима [15]. Траекторию, в
точках которой значение управления с помощью непосредственного при-
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менения условия принципа максимума Понтрягина определяется неодно-
значно, называют особым режимом. В задачах [16], аффинно порожден-
ных скалярным управлением 𝑢 (то есть в задачах с гамильтонианом ви-
да 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑢) = 𝐻0(𝑞, 𝑝) + 𝑢𝐻1(𝑞, 𝑝), где 𝑞 и 𝑝 — фазовая и сопряженная
переменные соответственно), функция 𝐻1(𝑞, 𝑝) вдоль особой траектории
есть тождественный нуль. Особое управление получается последователь-
ным дифференцированием тождества 𝐻1 ≡ 0 вдоль траекторий гамильто-
новой системы с гамильтонианом 𝐻. При этом управление 𝑢 обязательно
появляется на четном шаге дифференцирования 2𝑞. Число 𝑞 называется
порядком особой траектории [17]. Для таких задач (афинных по скаляр-
ному управлению 𝑢) оптимальная траектория, как правило, выходит на
особый режим. Однако Келли, Копп и Мойер доказали, что сопряжение
кусочно гладкой неособой траектории с особой траекторией любого четно-
го порядка неоптимально [18]. Поэтому для оптимальных траекторий осо-
бый участок (четного порядка) сопрягается не с кусочно-гладкой дугой, а
с четтеринг-траекторией.

Полная теория четтеринг-режимов второго порядка построена в рабо-
тах М.И. Зеликина, В.Ф. Борисова [15, 19, 20], в которых дано полное опи-
сание фазового портрета разрывных гамильтоновых систем в окрестности
особого многообразия второго порядка, показано, что асимптотика реше-
ний таких задач определяется решением двумерной классической задачи
Фуллера.

Манитой Л.А. [21] был рассмотрен широкий класс управляемых систем
с ограниченным скалярным управлением, которые являются малыми (в
смысле действия группы Фуллера) возмущениями n-мерной канонической
управляемой системы (гамильтонова система в n-мерной задаче Фуллера).
Для данного широкого класса возмущений был построен полный синтез
оптимальных траекторий, содержащий особые режимы высоких порядков
и оптимальные траектории с учащающимися переключениями.

Задачи оптимального управления с многомерным управлением менее
изучены. Наиболее разработанными являются задачи с неограниченным
управлением. Как правило это субримановы задачи [22]. В [23] рассмот-
рено несколько конкретных задач с ограниченным управлением, для них
построен частичный синтез, а в некоторых случаях синтез был постро-
ен полностью. В [24] рассматривалась задача квадратичной оптимизации
для линейной системы с постоянными коэффициентами и с ограничением
на управление. В задаче исследовался феномен схожий с четтерингом для
случая многомерного управления.

При определении порядка особой траектории в случае задач, аффин-
ных по многомерному управлению чаще всего используют условие Гоха-
Кренера [25, 26], порядок определяется отдельно по каждой компоненте
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управления 𝑢𝑖. Но такое определение не всегда корректно: в разных си-
стемах координат может получиться разный порядок. Как правило для
таких задач порядок особой траектории определяется как флаг линейных
подпространств в пространстве управлений [27]. В терминах этого флага
в [27] построены необходимые условия сопряжения неособой экстремали с
особой в аффинных по управлению системах.

Локуциевским Л.В. [28] были разработаны методы исследования типич-
ной структуры оптимального синтеза в задачах, аффинных по многомер-
ному управлению. Полученные результаты были применены к изучению
характерных особенностей гамильтоновых систем с разрывной правой ча-
стью. В задаче с двумерным управлением из треугольника был открыт
новый феномен хаотической динамики оптимальных траекторий на конеч-
ных промежутках времени. Также было доказано, что данный феномен
хаотического поведения экстремалей на конечных промежутках времени
является ситуацией общего положения в гамильтоновых системах с раз-
рывной правой частью.

Классическим примером задачи с многомерным управлением с гладким
ограничением на управление является аналог задачи Фуллера с двумерным
управлением. Для данной задачи полный синтез до сих пор не построен, но
известны некоторые частные решения. В [20, 24] показано, что оптималь-
ные траектории содержат траектории с четтерингом, а также траектории,
бегущие вдоль обобщенной логарифмической спирали, совершающие бес-
конечное число оборотов вокруг нуля и, в отличие от классического фокуса,
доходящие до нуля за конечное время.

Заметим, что синтез, содержащий особые траектории и траектории с
учащающимися переключениями, достаточно типичное явление при управ-
лении механическими системами [15,19,20,29–35]. Наличие режимов с уча-
щающимися переключениями управления доказано для задач стабилиза-
ции твердого тела [19,29], управления манипуляторами [19,30], колебания-
ми струны [31], балок [32,34,35] и др.

Целью работы является исследование многомерных задач оптималь-
ного управления со скалярным и двумерным управлением. В таких зада-
чах изучаются оптимальные траектории: вычисляются особые экстремали,
строится оптимальный синтез, содержащий особые режимы и описывается
качественная геометрия поведения оптимальных траекторий.

В связи с этим в работе основное внимание уделено следующему:
— построению оптимального синтеза в различных задачах в окрестно-

сти неустойчивого положения равновесия;
— доказательству теоремы о геометрической структуре оптимального

синтеза в ряде прикладных механических задач (в том числе с многомер-
ным управлением с гладким ограничением) в окрестности неустойчивых
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положений равновесия и особых экстремалей;
— качественному описанию геометрии оптимального синтеза в задаче

стабилизации многозвенного перевернутого маятника на подвижном осно-
вании (управление одномерно), а также в задаче стабилизации сфериче-
ского перевернутого маятника (управление двумерно и лежит в круге) в
окрестности неустойчивого верхнего положения равновесия.

При этом в рассматриваемых задачах полагается, что управление огра-
ничено, и что присутствуют особые экстремали второго порядка.

Методы исследования. Один из основных методов для исследования
особых экстремалей – это метод, разработанный в школе М.И. Зеликина
[20]. Он основан на разрешении особенности точек на особых экстремалях
и позволяет качественно исследовать динамику оптимальных траекторий
с помощью исследования соответствующего фактор-пространства.

Помимо перечисленного выше специфического метода в исследованиях
использовались следующие традиционные методы: классические методы
теории оптимального управления (принцип максимума Понтрягина, тео-
рия особых экстремалей и др.), традиционные методы дифференциальных
уравнений, функционального анализа, алгебры, выпуклого анализа, ана-
литической механики, динамических систем, теории устойчивости.

Научная новизна. Основные результаты диссертации являются но-
выми и состоят в следующем. В настоящей работе рассмотрены две задачи
оптимального управления и их применение в задачах стабилизации пере-
вернутого маятника на подвижном основании.

Первая задача посвящена построению оптимального синтеза в задаче
минимизации квадратичного функционала на траекториях многомерной
линейной управляемой системы со скалярным управлением. Управление
ограничено по модулю единицей. Для нее:

1. Полностью построен синтез оптимальных траекторий.

2. Доказано, что оптимальный синтез содержит особые участки и тра-
ектории с учащающимися переключениями. Неособые оптимальные
траектории выходят на особую поверхность за конечное время с бес-
конечным числом переключений управления. Затем движение про-
должается по особой поверхности с особым управлением, за беско-
нечное время оптимальная траектория попадает в начало координат.

3. Не смотря на это, доказано, что построенные решения действительно
реализуют глобальный минимум.

Данная задача возникла при исследовании задачи стабилизации на бес-
конечном интервале времени перевернутого 𝑛-звенного маятника на дви-
жущейся тележке. Управлением является ограниченная по модулю сила,
приложенная к тележке.
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Заметим, что линеаризация любой задачи стабилизации колебательной
системы приводит к задаче управления набором осцилляторов. В результа-
те была решена типичная задача стабилизации системы из конечного числа
осцилляторов с помощью единого для всех осцилляторов управления. По-
строенный оптимальный синтез является эталонным для широкого класса
колебательных систем.

Во второй задаче рассматривается минимизация квадратичного функ-
ционала на траекториях многомерной линейной управляемой системы уже
с двумерным управлением. Управление ограничено по евклидовой норме
единицей, т.е. лежит в круге. Для нее:

1. Построен частичный оптимальный синтез.

2. Показано, что оптимальные траектории содержат дуги с учащающи-
мися переключениями управления.

3. Также доказано существование однопараметрического семейства ре-
шений (являющегося аналогом логарифмических спиралей), попада-
ющего в начало координат и испытывающего бесконечное число обо-
ротов вокруг начала координат за конечное время.

Основой для второй задачи послужила задача стабилизации сфериче-
ского перевернутого маятника на тележке за бесконечное время. Внешняя
плоская ограниченная сила, приложенная к тележке, рассматривается как
функция управления.

Теоретическая и практическая ценность. Работа имеет теоретиче-
ский характер. Результаты диссертации могут быть полезны при изучении
задач оптимального управления, обладающих особыми режимами, задач
стабилизации управляемых систем, а также при изучении задач в робо-
тотехнике, аэрокосмической отрасли, автоматике, медицине, инженерии и
т.д.

Положения, выносимые на защиту. В диссертационной работе по-
лучены следующие новые результаты, которые выносятся на защиту.

1. В задаче минимизации квадратичного функционала на траекториях
многомерной линейной управляемой системы со скалярным ограни-
ченным управлением построен полный оптимальный синтез, содер-
жащий особые траектории и траектории с учащающимися переклю-
чениями.

2. Изучена задача минимизации среднеквадратичного отклонения от
неустойчивого положения равновесия многозвенного перевернутого
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маятника на движущейся тележке. Управление – ограниченная си-
ла, приложенная к тележке. Показано, что задача с линеаризованны-
ми относительно вертикального положения равновесия уравнениями
движения маятника сводится к задаче минимизации квадратично-
го функционала на траекториях многомерной линейной управляемой
системы со скалярным ограниченным управлением.

3. В задаче минимизации квадратичного функционала на траекториях
многомерной линейной управляемой системы с двумерным ограни-
ченным управлением были найдены решения с учащающимися пе-
реключениями и решения, являющиеся аналогом логарифмических
спиралей.

4. Изучена задача минимизации среднеквадратичного отклонения от
неустойчивого положения равновесия сферического перевернутого
маятника на движущемся основании. Управление – двумерная огра-
ниченная сила, приложенная к подвижному основанию. Показано,
что задача с линеаризованными относительно вертикального поло-
жения равновесия уравнениями движения маятника сводится к зада-
че минимизации квадратичного функционала на траекториях много-
мерной линейной управляемой системы с двумерным ограниченным
управлением.

Апробация диссертации. Основные результаты автора докладыва-
лись на семинарах:

1. "Геометрическая теория управления" на механико-математическом
факультете МГУ (2014-2018 гг., неоднократно – руководители семинара
чл.-корр. РАН, проф. М.И. Зеликин и проф. Л.В. Локуциевский);

2. "Задачи дифференциальных уравнений, анализа и управления: тео-
рия и приложения" на механико-математическом факультете МГУ (2015г.
– руководители семинара проф. А.В. Фурсиков, проф. В.М. Тихомиров,
чл.-корр. РАН, проф. М.И. Зеликин и чл.-корр. РАН, проф. В.Ю. Прота-
сов);

3. "Проблемы математической теории управления" Москва, МИАН, (8
июня 2018 г. – руководители семинара чл.-корр. РАН, проф. С.М. Асеев и
проф. М.С. Никольский

и конференциях:
1. XXII Международная научная конференция студентов, аспирантов и

молодых ученых "Ломоносов-2015" , МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва,
Россия, 13-17 апреля 2015. (М.И.Ронжина, Глобально-оптимальные режи-
мы с учащающимися переключениями в задаче управления перевернутым
двухзвенным маятником.)
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2. Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо-
лодых ученых "Ломоносов-2016" , МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва,
Россия, 11-15 апреля 2016. (М.И.Ронжина, Оптимальный синтез в задаче
управления n - звенным перевернутым маятником на движущемся основа-
нии.)

3. International Conference "Supercomputer Simulations in Science and
Engineering" , Moscow Institute for Electronics and Mathematics, National
Research University Higher School of Economics Tallinskaya ul. 34, Moscow,
Russia, September 6-10, 2016. (L.A.Manita, M.I.Ronzhina, Optimal Control of
a Spherical Inverted Pendulum.)

4. Международная конференция "Математическая теория оптималь-
ного управления" , посвященная 90-летию академика Р. В. Гамкрелид-
зе, Москва, Россия, 1-2 июня 2017. (Л.В.Локуциевский, Л.А.Манита,
М.И.Ронжина, Оптимальные решения в окрестности особых экстремалей
в задачах с двумерным управлением.)

5. International Conference on Mathematical Control Theory and
Mechanics. Suzdal, Russia, July 7 – 11, 2017. (L.A.Manita, M.I.Ronzhina,
Accumulations of control switchings in a control problem for an inverted
spherical pendulum on a cart.)

6. International Conference on Computer Simulation in Physics and beyond
(CSP2017). Moscow, Russia, October 9 – 12, 2017. (L.A.Manita, M.I.Ronzhina,.
Singular solutions for vibration control problems.)

7. International Conference "Systems Analysis: Modeling and Control" in
memory of Academician A. V. Kryazhimskiy, Moscow, Russia, May 31–June
1, 2018. (M.Ronzhina, L.Manita, On optimal solutions in a problem with two-
dimensional bounded control.)

Публикации. По теме диссертации опубликовано 11 научных работ.
Из них 4 статьи опубликованы в рецензируемых научных журналах из
списка ВАК, RSCI, Web of Science, SCOPUS, 3 статьи в сборниках трудов
конференций и 4 тезиса докладов на научных конференциях.

Структура диссертации. Настоящая диссертация изложена на 76
страницах и состоит из введения и двух глав, разделенных на параграфы.
Библиография содержит 56 наименований.

Содержание диссертации.

Во введении содержится обзор литературы по исследуемой теме и основ-
ных результатов, сформулированных в последующих главах.

В первой главе рассматривается задача минимизации квадратичного
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функционала (Задача 1.1)
∞̂

0

⟨𝐾𝑥 (𝑡) , 𝑥 (𝑡)⟩ 𝑑𝑡→ 𝑚𝑖𝑛

на траекториях линейной управляемой системы

�̈� (𝑡) − 𝛬𝑥 (𝑡) = 𝐼𝑢 (𝑡) ,

с начальными условиями

𝑥(0) = 𝑥0, �̇�(0) = 𝑦0

Управление осуществляется ограниченным скалярным параметром

|𝑢 (𝑡) | ≤ 1

Здесь 𝑥 ∈ R𝑛 , 𝐼 — вектор, состоящий из 1, 𝐾 – постоянная сим-
метричная положительно определенная матрица размера 𝑛 × 𝑛, 𝛬 –
постоянная диагональная положительно определенная 𝑛 × 𝑛-матрица,
Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛} , 𝜆1 > · · · > 𝜆𝑛 > 0.

В параграфе 1.1 исследуются вопросы существования и единственности
оптимального решения Задачи 1.1. Существование и единственность дока-
зывается стандартными методами, изложенными в [20] для задачи, облада-
ющей группой симметрий. Также, с помощью свойств функции Беллмана
доказано, что решение 𝑥(𝑡) Задачи 1.1 и его производная �̇�(𝑡) стремятся к
нулю при 𝑡→ ∞.

В параграфе 1.2 выписываются необходимые условия оптимальности.
Определяется функция Понтрягина

𝐻(𝑥, 𝑦, 𝜑, 𝜓) = −𝜆0
2
⟨𝐾𝑥, 𝑥⟩ + ⟨𝑦, 𝜑⟩ + ⟨𝛬𝑥, 𝜓⟩ + ⟨𝐼, 𝜓⟩𝑢

и выписывается соответствующая система принципа максимума Понтря-
гина

�̇� = 𝑦, �̇� = 𝛬𝑥+ 𝐼𝑢, �̇� = 𝜆0𝐾𝑥− 𝛬𝜓, �̇� = −𝜑, 𝑢 ∈ Sign(⟨𝐼, 𝜓⟩).

Доказано утверждение о том, что множитель 𝜆0 ̸= 0 в Задаче 1.1.
В параграфе 1.3 показано, что в Задаче 1.1 существуют особые траек-

тории порядка 2. Поверхность особых траекторий задается уравнениями
𝑆 = { ⟨𝐼, 𝜓⟩ = 0, ⟨𝐼, 𝜑⟩ = 0, ⟨𝐼,𝐾𝑥− 𝛬𝜓⟩ = 0, ⟨𝐼,𝐾𝑦 + 𝛬𝜑⟩ = 0,⃒⃒
−⟨𝐼, (𝐾𝛬+ 𝛬𝐾)𝑥⟩ + ⟨𝐼, 𝛬2𝜓⟩

⃒⃒
≤ ⟨𝐾𝐼, 𝐼⟩

}︀
Управление на особых экстремалях:
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𝑢𝑜𝑐 (𝑡) =
(︀
−⟨𝐼, (𝐾𝛬+ 𝛬𝐾)𝑥 (𝑡)⟩ + ⟨𝐼, 𝛬2𝜓 (𝑡)⟩

)︀
/⟨𝐾𝐼, 𝐼⟩

Также доказывается утверждение о том, что в достаточно малой окрест-
ности начала координат неособые решения Задачи 1.1 за конечное время с
бесконечным числом переключений управления выходят на особую поверх-
ность. Доказательство данного утверждения основано на проверке выпол-
нения условий теоремы о расслоении Зеликина М.И., Борисова В.Ф. [15].
Для этого система уравнений принципа максимума приводится к полукано-
нической форме и проверяется выполнение неравенств из условия теоремы
о расслоении.

В параграфе 1.4 исследуется поведение экстремалей на особом много-
образии. Система уравнений принципа максимума Понтрягина на особой
поверхности имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�𝑘 = 𝑦𝑘,

�̇�𝑘 = 𝜆𝑘𝑥𝑘 + 1
𝜎

(︃
−

𝑛∑︀
𝑖,𝑗=1

𝑘𝑖𝑗(𝜆𝑖 + 𝜆𝑗 − (𝜆1 + 𝜆2))𝑥𝑖 +
𝑛∑︀

𝑖=3

(𝜆1 − 𝜆𝑖)(𝜆2 − 𝜆𝑖)𝜓𝑖

)︃
𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

𝜓𝑘 = −𝜑𝑘,

𝜑𝑘 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑘𝑘𝑗𝑥𝑗 − 𝜆𝑘𝜓𝑘, 𝑘 = 3, . . . , 𝑛;

Характеристический многочлен данной системы
𝑃 (𝜇) = 1

𝜎⟨𝐾𝑚 (𝜇) ,𝑚 (𝜇)⟩, где

𝑚 (𝜇) =

⎛⎜⎝ 𝑛∏︁
𝑘=2

(𝜆𝑘 − 𝜇2),
𝑛∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=2

(𝜆𝑘 − 𝜇2), . . . ,
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 − 𝜇2)

⎞⎟⎠
𝑇

Следовательно, собственные значения симметричны относительно мни-
мой оси, среди собственных значений нет чисто мнимых и чисто веще-
ственных, то есть ровно (2𝑛− 2) собственных значений имеют строго по-
ложительную вещественную часть и (2𝑛− 2) собственных значений име-
ют строго отрицательную вещественную часть. А это означает, что осо-
бое многообразие разбивается на два инвариантных подпространства. Пер-
вое подпространство соткано из траекторий, соответствующих собствен-
ным значениям с отрицательной вещественной частью. Траектории имеют
вид спиралей и при 𝑡→ ∞ асимптотически приближаются к началу коор-
динат. Второе подпространство соткано из траекторий, соответствующих
собственным значениям с положительной вещественной частью. Траекто-
рии имеют вид спиралей и при возрастании времени удаляются от начала
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координат.
В параграфе 1.5 показывается, что при дополнительных условиях прин-

цип максимума Понтрягина является достаточным условием оптимально-
сти.

Таким образом, основным результатом первой главы является следую-
щая теорема

Теорема. 1.3.Для начальных положений из малой окрестности начала
координат оптимальные решения в Задаче 1.1 устроены следующим об-
разом: неособые траектории с бесконечным числом переключений управ-
ления за конечное время выходят на особую поверхность второго поряд-
ка, затем траектория с особым управлением остается на особой поверх-
ности, асимптотически приближаясь к началу координат, когда время
стремится к бесконечности.

В параграфах 1.6 и 1.7 рассматривается задача управления плоским
многозвенным перевернутым маятником, шарнирно прикрепленным к те-
лежке. Маятник управляется горизонтальной ограниченной силой, прило-
женной к тележке. Управление выбирается из условия минимизации сред-
неквадратичного отклонения маятника от верхнего положения равновесия.
Показано, что задача оптимального управления для линеаризации маятни-
ка в окрестности вертикали есть в точности частный случай Задачи 1.1.

Во второй главе изучается задача минимизации квадратичного функ-
ционала (Задача 2.1)

∞̂

0

‖𝑥 (𝑡)‖2 𝑑𝑡→ inf

на траекториях линейной управляемой системы

�̇� = 𝑦, �̇� = 𝐾𝑥+ 𝑢, 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ R2

с начальными условиями

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0.

Управление 𝑢 (𝑡) двумерно и ограничено: ‖𝑢 (𝑡)‖ ≤ 1, где ‖·‖ – стандарт-
ная евклидова норма в R2,𝐾 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑘1, 𝑘2} – некоторая 2×2 диагональная
матрица.

Если
(︀
𝑥0, 𝑦0

)︀
достаточно близки к нулю, то существует единственное

решение Задачи 2.1. В случае 𝑘𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 2 решение Задачи 2.1 существует
и единственно при любых

(︀
𝑥0, 𝑦0

)︀
[20, 28].

Гамильтониан в Задаче 2.1

𝐻(𝑥, 𝑦, 𝜑, 𝜓) = −𝜆0
2
⟨𝑥, 𝑥⟩ + ⟨𝑦, 𝜑⟩ + ⟨𝐾𝑥,𝜓⟩ + ⟨𝑢, 𝜓⟩
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Соответствующая гамильтонова система:

�̇� = 𝑦, �̇� = 𝐾𝑥+ �̂�, �̇� = 𝜆0𝑥−𝐾𝜓, �̇� = −𝜑, �̂� = 𝜓/ ‖𝜓‖

Решение 𝑧 (𝑡) = (𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡) , 𝜑 (𝑡) , 𝜓 (𝑡)) гамильтоновой системы Задачи
2.1 называется особым на промежутке (𝑡1, 𝑡2), если 𝜓 (𝑡) = 0 для всех
𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2).

В Задаче 2.1 нулевое решение 𝑧 (𝑡) = 0 является особым решением вто-
рого порядка, более того оно является единственным особым решением.

В [20, 28, 36] доказано, что решение с начальным условием (𝑥0, 𝑦0) (из
достаточно малой окрестности начала координат в случае 𝑘𝑖 > 0 для неко-
торого 𝑖 = 1, 2) достигает нуля за конечное время 𝑇 (𝑥0, 𝑦0). При этом функ-
ция 𝑇 (𝑥0, 𝑦0) непрерывна и

𝐶1𝑚𝑎𝑥{
√︀
|𝑥0|, |𝑦0|} ≤ 𝑇 (𝑥0, 𝑦0) ≤ 𝐶2𝑚𝑎𝑥{

√︀
|𝑥0|, |𝑦0|}

для некоторых 𝐶1 > 0 и 𝐶2 > 0. Также оптимальное управление �̂� (𝑡) не
имеет предела при 𝑡→ 𝑇 (𝑥0, 𝑦0) − 0.

В параграфе 2.2 доказывается существование четтеринг-траекторий в
Задаче 2.1. Показано, что если начальные условия 𝑥0 и 𝑦0 лежат в одном
собственном подпространстве 𝐿0 матрицы 𝐾, соответствующем собствен-
ному значению 𝑘, то тогда решения 𝑥 (𝑡) и 𝑦 (𝑡) будут лежать в 𝐿0 для всех
𝑡. В этом случае поведение оптимальных решений Задачи 2.1 в окрестно-
сти начала координат аналогично оптимальному синтезу двумерной задачи
Фуллера со скалярным управлением. А именно, оптимальное управление
�̂� (𝑡) претерпевает бесконечное число переключений за конечный интервал
времени, то есть является четтерингом.

В параграфе 2.3 рассматривается случай модельной задачи (Задача 2.1
при 𝐾 = 0). Минимизировать функционал

∞̂

0

‖𝑥 (𝑡)‖2 𝑑𝑡→ 𝑖𝑛𝑓

на траекториях системы

�̇� = 𝑦, �̇� = 𝑢, ‖𝑢(𝑡)‖ ≤ 1,

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0, 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ R2.

В 1994 году [20, 24] для этой задачи было найдено явное частное решение
в виде однопараметрического семейства решений с начальным условием
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(𝜅𝑥0, 𝜅𝑦0), сотканного из логарифмических спиралей

𝑥*𝜅(𝑡) = 𝜅𝐴2(𝑇 − 𝑡)2𝑒𝑖𝛼𝑙𝑛|𝑇−𝑡|, 𝑦*𝜅(𝑡) = 𝜅𝐴3(𝑇 − 𝑡)𝑒𝑖𝛼𝑙𝑛|𝑇−𝑡|, 𝑢*𝜅(𝑡) = −𝜅𝑒𝑖𝛼𝑙𝑛|𝑇−𝑡|,

𝜅 ∈ 𝒪(2), 𝐴0 = 1/126, 𝛼 = ±
√

5, 𝐴𝑗+1 = −𝐴𝑗(4 − 𝑗 + 𝑖𝛼), 𝑗 = 0, 1, 2.

В отличие от траекторий особой точки фокусного типа для обыкновенных
дифференциальных уравнений, оптимальная траектория модельной зада-
чи приближается к началу координат за конечное время, совершая счетное
число вращений вокруг нуля.

Одним из основных результатов главы 2 является доказательство тео-
ремы о том, что существуют похожие решения Задачи 2.1:

Теорема. 2.2.Существует однопараметрическое семейство решений
(𝑥𝜅(𝑡), 𝑦𝜅(𝑡), 𝑢𝜅(𝑡)) Задачи 2.1, попадающее в начало координат, испыты-
вающее бесконечное число оборотов вокруг нуля за конечное время 𝑇 ,
определяющееся следующим образом:

𝑥𝜅(𝑡) = 𝜅𝐶𝑥(𝑇 − 𝑡)2𝑒𝑖𝛽𝑙𝑛|𝑇−𝑡|(1 + 𝑔𝑥 (𝑇 − 𝑡)),

𝑦𝜅(𝑡) = 𝜅𝐶𝑦(𝑇 − 𝑡)𝑒𝑖𝛽𝑙𝑛|𝑇−𝑡|(1 + 𝑔𝑦 (𝑇 − 𝑡)),

𝑢𝜅(𝑡) = −𝜅𝐶𝑢𝑒
𝑖𝛽𝑙𝑛|𝑇−𝑡|(1 + 𝑔𝑢 (𝑇 − 𝑡)),

где 𝑔𝑥,𝑦,𝑢 (𝑇 − 𝑡) → 0 при 𝑡 → 𝑇 , 𝜅 ∈ 𝒮𝒪(2), 𝑖2 = −1, 𝛽 ∈ R, 𝐶𝑥,𝑦,𝑢 ∈ C.
Константа 𝑇 зависит от начальных данных (𝑥𝜅(0), 𝑦𝜅(0)).

Доказательство данной теоремы основано на применении процедуры
разрешения особенности в начале координат и теоремы об устойчивом и
неустойчивом многообразии цикла [37].

Классическая процедура разрешения особенностей дифференциального
уравнения встречается, например, у Арнольда В.И. [38]. Процедура разре-
шения особенности точек на особых экстремалях была предложена в [20], а
потом усовершенствована в [28]. С аналитической точки зрения речь идет о
выборе такой системы координат вблизи особой экстремали, в которой ма-
лым перемещениям вблизи особенности соответствуют большие изменения
координат.

Разрешением особенности в начале координат будем называть отоб-
ражение

𝐵 : (𝑥, 𝑦, 𝜑, 𝜓) ↦→ (𝜇, �̃�, 𝑦, 𝜑, 𝜓), задающееся формулами

𝑦 =
𝑦

𝜇
, �̃� =

𝑥

𝜇2
, 𝜑 =

𝜑

𝜇3
, 𝜓 =

𝜓

𝜇4
,

𝜇 =

(︃⃒⃒⃒⃒
𝑦

𝐴3

⃒⃒⃒⃒24
+

⃒⃒⃒⃒
𝑥

𝐴2

⃒⃒⃒⃒12
+

⃒⃒⃒⃒
𝜑

𝐴1

⃒⃒⃒⃒8
+

⃒⃒⃒⃒
𝜓

𝐴0

⃒⃒⃒⃒6)︃ 1
24
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где 𝜇 ∈ R+, 𝐴0 = 1/126, 𝐴𝑗+1 = −𝐴𝑗(4 − 𝑗 + 𝑖𝛼), 𝛼 =
√

5, 𝑗 = 0, 1, 2, а
�̃�, 𝑦, 𝜑, 𝜓 ∈ R2 лежат на многообразии

𝑆 =

⎧⎨⎩
⃒⃒⃒⃒
𝑦

𝐴3

⃒⃒⃒⃒24
+

⃒⃒⃒⃒
�̃�

𝐴2

⃒⃒⃒⃒12
+

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜑𝐴1

⃒⃒⃒⃒
⃒
8

+

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜓𝐴0

⃒⃒⃒⃒
⃒
6

= 1

⎫⎬⎭
Заметим, что 𝑆 переходит в начало координат при отображении 𝐵−1.
Применяя разрешение особенности к Задаче 2.1 и к модельной задаче,

получим, что разрешение особенности гамильтоновых систем Задачи 2.1 и
модельной задачи отличается на члены порядка 𝜇2. Более того обе системы
имеют общее частное решение и совпадающие характеристические показа-
тели. Один отрицательный характеристический показатель, указывающий
на сжатие по направлению 𝜇. Наличие нулевого характеристического по-
казателя указывает на существование периодического решения. Остальные
характеристические показатели положительны, что говорит о растяжении
по остальным направлениям. А это и означает, что решение Задачи 2.1 име-
ет схожее поведение с решениями модельной задачи. То есть среди решений
гамильтоновой системы Задачи 2.1 имеется устойчивое многообразие, со-
тканное из аналогов логарифмических спиралей.

В параграфе 2.5 изучается задача управления сферическим переверну-
тым маятником на подвижной тележке. Тележка движется в горизонталь-
ной плоскости под действием плоской ограниченной силы. Задача управ-
ления заключается в оптимальной стабилизации перевернутого маятника
в верхнем положении равновесия. Уравнения движения маятника записы-
ваются в нетрадиционной для сферических маятников системе координат.
Доказано, что линеаризованная модель управления маятником есть част-
ный случай Задачи 2.1 при 𝑘1 = 𝑘2 > 0.

Заключение

В настоящей диссертации были исследованы многомерные задачи опти-
мального управления со скалярным и двумерным ограниченным (по нор-
ме) управлением. Рассматривались задачи минимизации квадратичного
функционала на линейной управляемой системе. Для задачи со скаляр-
ным управлением был построен полный оптимальный синтез, содержащий
особые траектории и траектории с четтерингом.

В задаче с двумерным управлением оптимальный синтез построен ча-
стично. В качестве оптимальных траекторий были найдены траектории
с четтерингом, а также однопараметрическое семейство решений (аналог
логарифмических спиралей), попадающее в начало координат и соверша-
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ющее бесконечное число вращений вокруг начала координат за конечный
промежуток времени.

Построенные синтезы являются эталонными для многих колебательных
систем. В качестве наглядного примера была рассмотрена задача управле-
ния плоским многозвенным перевернутым маятником на тележке, а так-
же задача управления перевернутым сферическим маятником на тележке.
При линеаризации уравнения движения маятника в окрестности верхнего
неустойчивого положения равновесия возникает частный случай исследуе-
мых в диссертации задач оптимального управления.

Перспектива дальнейших исследований заключается в построении пол-
ного оптимального синтеза в задаче с двумерным управлением, а также в
обобщении полученных результатов для нелинейных систем.
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