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ВВЕДЕНИЕ
Дендритные структуры (дендритные биоси-

стемы, дендритный тип пространственных рас-
пределений наночастиц, кристаллические денд-
риты и др.) получили широкое распространение в
различных приложениях науки и техники [1–4].
Общетеоретические аспекты исследований само-
организующихся нанокластерных систем денд-
ритного типа имеют отношение к важной фунда-
ментальной проблеме, направленной на установ-
ление общих закономерностей, определяющих
связь между особенностями структуры фрактало-
подобных систем и их оптическими характери-
стиками. Всестороннее ее решение позволит усо-
вершенствовать фрактальные методы оптической
диагностики нанокластерных систем различной
геометрии [5].

В данной работе указанная выше проблема
рассмотрена на основе численного моделирова-
ния применительно к 2D-дендритным структу-
рам, сформированным под действием случайных
факторов.

Несмотря на то что алгоритмам построения
дендритных объектов и изучению их самоподоб-
ных свойств посвящен ряд публикаций [см., на-
пример, 6–9], недостаточно изученным оказался
вопрос о наличии количественной закономерно-
сти, определяющей взаимосвязь фрактальных
свойств в пространственных спектрах (картины
дифракции) с элементами самоподобия в просве-
чиваемых структурах. Кроме того, в литературе
отсутствует однозначная стандартизации методов
фрактальной параметризации для определения
основных параметров (фрактальная размерность,
область и коэффициенты скейлинга) дендритных
кластеров и их оптических характеристик. Раз-
личные алгоритмы формирования дендритов и
оценок их фрактальных размерностей допускают
расхождение их предельных значений, получае-

мых при увеличении числа образующих элемен-
тов структуры кластера [3, 6, 7, 9]. Рассмотрение
указанных вопросов составляет цель данной ра-
боты, реализованную на основе модифицирован-
ного алгоритма построения 2D-дендритов, и раз-
работке многопараметрического способа иденти-
фикации дендритных структур, включающего
определение их скейлинговых параметров.

ОСОБЕННОСТИ ПОСТРОЕНИЯ 
ДЕНДРИТНЫХ СТРУКТУР

Дендритные структуры формировались с уче-
том свойств ассоциации частиц в 2D-пространстве
с использованием агрегационных моделей части-
ца–кластер. Реализованный алгоритм формиро-
вания дендритных кластеров представляет собой
модификацию классической модели Т. Виттена и
Л. Сандера “диффузия, ограниченная агрегацией
(ДОА)” [6].

Нами предложена модификация ДОА, где ча-
стицы передвигаются скачками не по квадратной
решетке, как в [6], а в произвольном направле-
нии, задаваемым генератором случайных чисел.

Компьютерное моделирование предложенной
модификации ДОА (рис. 1) проводится по алго-
ритму, включающему следующие этапы:

1) предполагается, что в ограниченном 2D-про-
странстве задается одна неподвижная затравочная
частица;

2) на окружности генерации частиц (показана
штрихами на рис. 1а), вдали от затравки создается
новая частица, которая передвигается случайным
образом в произвольном направлении;

3) если частица подходит вплотную к непо-
движной частице, то она прилипает к ней и боль-
ше не двигается, после чего формируется новая
частица в произвольной точке окружности гене-
рации частиц;
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4) в случае перехода движущейся частицей гра-
ницы “уничтожения”, отмеченной на рис. 1 чер-
ной окружностью, она возвращается на окруж-
ность генерации частиц в исходное положение;

5) процесс 2–4 для новых частиц повторяется
многократно, в результате возникает последова-
тельно растущий фрактальный кластер.

При росте кластера дендрита предусматрива-
ется возможность автоматического увеличения
радиусов окружности генерации частиц и окруж-
ности “уничтожения”.

Расчет движения составляющих частиц денд-
ритов производится в виде последовательных пе-
ремещений на равные расстояния  за каждый
шаг цикла согласно формуле

(1)

где  – произвольный угол (  где
 – генератор случайных чисел от 0 до

0.999…),  – координаты частиц кластера, ин-
декс  – номер частицы, индекс  – номер шага.

С целью предотвратить “перекрытие” частиц
за счет большой величины скачка, нами предло-
жена модель с переменным шагом частиц. На на-
чальном этапе, когда частица находится на значи-
тельном удалении от затравки, она движется дис-
кретными шагами в произвольном направлении
(рис. 1a). При приближении к неподвижным ча-
стицам на расстояние (  – радиус ча-
стицы) производится переключение на мелкий
шаг частицы. После того как расстояние между
центрами частиц становится меньше 2Rmol (части-
цы столкнулись), вновь присоединившаяся ча-
стица отодвигается вдоль линии последнего скач-
ка так, чтобы расстояние между центрами частиц
стало ровно 2Rmol.

Проведенные нами расчеты показали, что ос-
новное время работы программы уходит на опре-
деление расстояний от движущейся частицы до
неподвижных частиц. Мы провели оптимизацию
расчетного алгоритма. Область движения частиц
разбивается на квадраты, составляется журнал, в
каких квадратах находятся “прилипшие” части-
цы, и для каждой новой движущейся частицы
проверяется ее соприкосновение с частицами,
находящимися вблизи нее. На рис. 1б показан ал-
горитм проверки соприкосновения частиц. По-
движная частица находится в квадрате 1. Сначала
проверяются частицы в квадрате 1. Если подвиж-
ная частица находится на расстоянии меньше
2Rmol от границы с квадратом номер 2, то проверя-
ются расстояния до частиц в квадрате 2. Если по-
движная частица находится на расстоянии мень-
ше 2Rmol от границы с квадратом номер 3, то про-
веряются расстояния до частиц в квадрате 3. Если
частица находится вблизи угла квадрата 1, то про-
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веряются области и 2 и 3. В этом случае также
подлежат проверке расстояния до частиц в смеж-
ном квадрате 4. Таким образом, вместо того что-
бы проверять всю область дендрита, программа
проверяет расстояния до частиц, находящихся в
пределах от одного до четырех квадратов.

В настоящей работе также приведены скейлин-
говые параметры агрегационной модели “балли-
стическая агрегация–кластер” (БА) с преимуще-
ственной направленностью движения стартующих
частиц с окружности их генерации к центру обла-
сти формирования дендрита [8]. В этом случае
наблюдается более плотная упаковка частиц
дендрита.

СВОЙСТВА ДЕНДРИТНЫХ СИСТЕМ 
И ИХ КАРТИН ДИФРАКЦИИ

Полученные распределения амплитуды поля
и интенсивности дифрагированных волн на
дендритных структурах анализировались в при-
ближении Релея–Зоммерфельда [10]. При этом
пространственные распределения частиц пред-
ставлялись в бинарном виде с функцией пропус-
кания  что существенно упрощает
расчет пространственных спектров просвечива-
емых дендритов [8].

Для оценок фрактальных характеристик денд-
ритных структур и их изображений был выбран
“массовый” метод [11], поскольку он позволяет
определять размерность как бинарных структур,
так и их картин дифракции.

Количественная оценка самоподобных свойств
полученных дендритных структур и их дифракци-
онных картин основывается на комплексном
определении “массовой” (кластерной) размерно-
сти [11], а также коэффициентов и областей скей-

{ }=( , ) 1,0 ,oF x y

Рис. 1. Схема модифицированного алгоритма роста
дендрита. Возможная траектория движения частицы.
Окружность возврата частиц показана сплошной чер-
ной линией. Окружность генерации частиц отмечена
штрихами (a). Области для проверки возможного при-
соединения частицы, находящейся в квадрате 1 (б).
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линга [5]. Корректность определения фракталь-
ных размерностей массовым методом проверялась
на тестовых объектах. Тестовые объекты пред-
ставляли собой круг и квадрат с равномерным
распределением частиц, а также круг с неравно-
мерным заполнением частицами. При равномер-
ном пространственном распределении частиц по
кругу и квадрату, массовая размерность структу-
ры  при числе частиц 10 млн. Эти
оценки фрактальных размерностей служат ори-
ентиром в случае модели ассоциации частиц
“баллистическая агрегация–кластер”.

Неравномерность распределения частиц в кру-
ге задавалась детерминированным и случайным
способами. При этом пространственные коорди-
наты частиц , удовлетворяли следующей
формуле:

(2)

где  и   – максимальное
число частиц,  – текущее число частиц,

   – ра-
диус кластера,  – структурный множитель,  –
оператор округления до целого числа,  – ге-
нератор случайных чисел от 0 до 0.999…

Неравномерное распределение частиц допус-
кает получение разных вариантов значений фрак-
тальных размерностей  соответствующих
заданному структурному параметру  отвечаю-

→ 2D →N
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щему за степень разреженности круга. Так, при
 распределение частиц в круге характеризу-

ется  для числа частиц 1 млн. В этом
случае полученные оценки фрактальных размер-
ностей служат ориентиром для модели ассоциации
частиц ДОА. Рассмотренные объекты (2) просты и
удобны для тестирования программ определения
фрактальных размерностей.

На рис. 2 представлена зависимость кластер-
ной фрактальной размерности  структуры денд-
рита (модификация модели ДОА) и его дифрак-
ционных картин от числа частиц 

Данные на рис. 2 усреднены по 10 реализациям
кластеров в каждой точке. При числе частиц
дендрита  наблюдается неустойчивая
область изменения значений кластерной фрак-
тальной размерности  (отмечена штрихами). Ее
наличие указывает на значительное влияние слу-
чайных факторов при построении дендритных
структур. При расчете массовой фрактальной раз-
мерности структуры дендритов характеризовались
широкой областью скейлинга   где N –
число частиц в кластере.

Расчет массовой фрактальной размерности в
дальней зоне показан на рис. 2 (кривая 3). В этом
случае картины пространственных фурье-спек-
тров распределений образующих частиц дендрита
не являются фрактальными и представляют собой
совокупность концентрических колец разной ин-
тенсивности. Поэтому самоподобные свойства
дендритов и их характеристик целесообразно оце-
нивать в ближней зоне, используя оценки фрак-
тальных размерностей [11, 12] в сочетании с пара-
метрами скейлинга [5].

В настоящей работе предложен возможный
вариант оценки скейлинга дендритных структур.
Скейлинговые параметры дендритов, сформиро-
ванных в рамках модифицированных алгоритмов
ДОА и БА [8], определялись с использованием
полученных значений границ областей неустой-
чивости для закономерностей вида  2100 ча-
стиц для модификации модели ДОА (рис. 2) и
1500 частиц для модели БА. Структура дендрита,
соответствующая модификации модели ДОА, по-
казана на рис. 3 с указанием выделенных штриха-
ми областей для расчета скейлинга. Деление на
области структуры дендрита (рис. 3) проведено по
числу частиц, превышающих зону неустойчиво-
сти. Область ОА содержит 2100 частиц, зона OB –
4200 частиц, ОС – 6300 частиц и т.д. Для расчета
модели БА аналогичные области содержали 1500,
3000 и 4500 частиц, соответственно.

Параметры скейлинга определялись по фор-
муле (рис. 3):

(3)

= 6k
→ 1.71D →N

D

.N

< 2100N

D

Δ: < Δ <1 ,N

( ):D N

ζ = ζ =
ζ = ζ =

1 2

3 4

; ;
; .
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Рис. 2. Зависимость кластерных фрактальных раз-
мерностей D-структуры дендрита (1) и его дифракци-
онных картин (2, 3) от числа частиц  2 – соответ-
ствует условиям   где  – расстояние
между соседними частицами дендрита; 3 – соответ-
ствует приближению Фраунгофера, 4 – граница зоны
неустойчивости.
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Согласно (3) были вычислены параметры скей-
линга структур дендритов для модели ДОА – ζ1 =
= 1.4 ± 0.1; ζ2 = 1.8 ± 0.1;  
(рис. 3) и БА – ζ1 = 1.3 ± 0.1; 

  Усреднение прово-
дилось по 30 реализациям дендритов. Указанные
коэффициенты, характеризующие масштабную
инвариантность, в сочетании с определением
массовой размерности и областью скейлинга
могут использоваться для идентификации фрак-
тальных свойств дендритных систем.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты моделирования показывают на-
личие широкой области скейлинга и множе-
ственность коэффициентов скейлинга дендри-
тов. Причем массовые фрактальные размерности

 структуры дендрита и картины его дифракции в
ближней зоне имеют близкие значения. Кластер-

ζ = ±3 2.1 0.1; ζ = ±4 2.4 0.1
ζ = ±2 1.6 0.07;

ζ = ±3 1.85 0.1; ζ = ±4 2.1 0.1.

D

ная фрактальная размерность дендритов (при уве-
личении ), стремится к значению 1.7 (в рамках
предложенной модификации модели ДОА) и к 1.9
(не сеточная модель БА), что не противоречит ли-
тературным данным [6, 7, 9].

Выполненный анализ фрактальных свойств
дендритов, различающихся геометрией, указыва-
ет на возможность установления взаимно одно-
значной связи между их структурными особенно-
стями и картинами дифракции на основе опре-
деления массовых фрактальных размерностей,
области и параметров скейлинга.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (грант 18-01-00723 a).
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N

Рис. 3. Структура дендрита, сформированного для
модификации модели ДОА. Число частиц дендрита
N = 10000. Штриховые линии и буквенные обозначе-
ния соответствуют границам областей скейлинга.

–400

–200

0

200

400

–400 –200 0 200 400

E

D

C

B

A

O

Y

X



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


