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Л.С. Файнзильберг 

Обучаемая система поддержки принятия коллективного решения 
группы независимых экспертов 

Предложено решающее правило, позволяющее оценивать состояние объекта в условиях противоречивой информации, полу-
ченной от группы независимых экспертов (алгоритмов). Для использования правила достаточно иметь информацию об ап-
риорных вероятностях классов и условных вероятностях ошибок экспертов. Описана архитектура системы, в которой наря-
ду с формированием коллективного решения обеспечивается уточнение вероятностных характеристик, фигурирующих в 
решающем правиле. 
A decision rule which makes it possible to evaluate the object state in conditions of inconsistent information received from a group of 
independent experts (algorithms) is suggested. To use this rule it is sufficient to have the information about a priori probabilities of 
classes and conditional probabilities of expert mistakes. An architecture of the system which provides the formation of collective de-
cisions  as well as evaluation of probability characteristics is  described. 
Запропоновано вирішувальне правило, яке дозволяє оцінювати стан об’єкта в умовах суперечної інформації, одержаної від 
групи незалежних експертів (алгоритмів). Для використання правила достатньо мати інформацію про апріорні ймовірності 
класів та умовні ймовірності похибок експертів. Наведено архітектуру системи, яка реалізує колективне вирішальне правило 
та алгоритм уточнення ймовірнісних характеристик, що в ньому фігурують. 
 
Введение.1В различных областях приложе-

ния (техника, экономика, медицина и т.п.) 
профессиональная деятельность человека свя-
зана с принятием решений, которые сводятся 
к выбору оптимального варианта из множест-
ва альтернатив [1, 2]. Для повышения эффек-
тивности принимаемых решений часто ис-
пользуется информация, полученная от груп-
пы экспертов [3–5]. В этом случае возникает 
необходимость формирования коллективного 
решения на основе «интеграции» частных ре-
шений членов группы. Типичным примером 
подобного коллектива является медицинский 
консилиум, принимающий окончательное ре-
шение на основании учета частных решений 
отдельных специалистов [6]. Идея коллектив-
ного решения получила также известность не 
только для группы людей, но и для совокуп-
ности формальных алгоритмов [7–17]. 

Известны различные подходы к интеграции 
частных решений: в одних случаях предлага-
ется использовать метод голосования (majority 
vote method) [9, 10] или ранжирования (label 
ranking method) [11, 12], в других — схемы, 
основанные на усреднении или линейной 
комбинации апостериорных вероятностей, ко-
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торые оцениваются отдельными классифика-
торами [13, 14], либо алгоритмы нечетких 
правил (fuzzy rules) [15]. Развиваются также 
подходы, основанные на выделении в про-
странстве наблюдений локальных областей, в 
каждой из которых только один из частных 
классификаторов «компетентен» принимать 
решение [16, 17]. 

Все эти работы имеют несомненный теоре-
тический интерес и позволяют обосновать вы-
бор той или иной схемы интеграции, если ча-
стные решения принимаются на основе фор-
мальных правил. В то же время довольно час-
то на практике эксперты принимают свои ре-
шения неформально, полагаясь на свой опыт и 
интуицию. 

Разумеется, в этих практически важных 
случаях также требуется обоснованный под-
ход к интеграции частных решений экспертов. 
Например, какое окончательное решение 
должно быть принято, если в результате неза-
висимого обследования часть специалистов 
(экспертов) признала пациента здоровым, а 
другая часть — больным? 

Можно привести и другие не менее акту-
альные примеры необходимости принятия 
коллективных решений в условиях ограни-
ченной априорной информации о том, каким 
образом эксперты принимают свои частные 
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решения. В настоящей статье развивается 
один из возможных подходов к решению та-
ких задач, предложенный в [18]. 

Постановка задачи. Пусть некоторый объ-
ект Z может находиться в одном из М воз-
можных состояний (классов) V1 ,...,VM с из-
вестными априорными вероятностями P(V1), 

..., P(VM), 1
1

=∑
=

M

k
k )V(P . Ясно, что если не 

располагать какой-либо дополнительной ин-
формацией, то состояние Z всегда следует от-
носить к классу, имеющему наибольшую ап-
риорную вероятность. В этом случае величина 
 P0 = 1 – max{P(V1), ..., P(VM)} (1) 
определяет минимальную вероятность оши-
бочной классификации. 

Предположим теперь, что имеется N экс-
пертов (алгоритмов) A1, …, AN, которые неза-
висимо один от другого принимают решения 
δj о состоянии Z в виде индикаторных функ-
ций 
 δi = k, если Ai решает в пользу Vk, (2) 
 i = 1, …, N,  k = 1, …, M . 

Будем характеризовать «квалификацию» 
экспертов условными вероятностями ошибоч-
ных решений P(A1/Vk), ..., P(AN /Vk), k = 1, …, M , 
которые считаются известными для всех N 
экспертов на основании предыдущего опыта. 
При этом естественно допустить, что 

P(Ai /Vk) < P0  для всех i = 1, …, N, 
 k = 1, …, M . (3) 

Ставится задача на основе имеющейся ап-
риорной информации по частным решениям 
независимых экспертов сформировать коллек-
тивное решение D = D(δ1, …, δN) о принад-
лежности Z к одному из M возможных классов 
(рис. 1). 

Модель коллективного решения. В об-
щем случае число возможных комбинаций ча-
стных решений равно M 

N, причем только в M 
случаях эти решения будут согласованными 
(когда все эксперты принимают решения в 
пользу одного класса), а в остальных случаях 
решения противоречивы. 

Пусть в результате обследования объекта 
получена некоторая комбинация S частных 
решений δ1, …, δN в форме (2). Обозначим Im — 
множество номеров экспертов, принявших 
решение в пользу m-го класса (m = 1, …, M). 
Очевидно, что Ii I Ij = ∅ для любых i, j = 
= 1, ..., M и I1 U ...U IM = {1, ..., N}. 

              

                             

                               
                                

δ1 δi δN 

Коллективное решение D=D( δ1,…,δN ) 

… … 

Частные решения N экспертов 

 
Рис. 1. Задача формирования коллективного решения 

Для минимизации средней вероятности ошиб-
ки коллективного решения D = D(δ1, …, δN) на 
множестве Θ  возможных комбинаций част-
ных решений будем для каждой фиксирован-
ной комбинации S ∈ Θ  принимать окончатель-
ное решение в пользу того из классов, кото-
рый имеет наибольшую апостериорную веро-
ятность: 
 ( ) ( )SVPSD m
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/maxarg
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По определению условная вероятность P(S/Vm) 
есть не что иное, как вероятность того, что 
ситуации, когда объект находится в состоянии 
Vm , эксперты, номера которых принадлежат 
множеству Im, приняли правильные решения, а 
остальные ошиблись. Поскольку мы пред-
полагаем, что решения экспертов независимы, 
то по формуле произведения вероятностей  

∏∏
∉∈

−=
mm Ij
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На основании условия (4) с учетом (5) за-
ключаем, что в ситуации S ∈ Θ  окончатель-
ное (коллективное) решение следует прини-
мать согласно правилу 
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Для иллюстрации принятия коллективного 
решения по правилу (6) рассмотрим модель-
ный пример. 

Модельный пример. Пусть некоторый 
объект может находиться в одном из трех клас-
сов, образующих полную группу случайных 
событий с априорными вероятностями P(V1) = 
= 0,7, P(V2) = 0,08 и P(V3) = 0,22. Состояние 
объекта оценивается пятью независимыми 
экспертами. Вероятности ошибок экспертов и 
возможная комбинация принятых ими част-
ных решений представлены в таблице. 

 

Вероятности ошибок Частные 
решения Эксперт 

P(Ai /V1) P(Ai /V2) P(Ai /V3) δi 
A1 0,04 0,01 0,03 δ1 = 1 
A2 0,01 0,03 0,02 δ2 = 3 
A3 0,03 0,05 0,01 δ3 = 2 
A4 0,02 0,02 0,06 δ4 = 2 
A5 0,01 0,05 0,04 δ5 = 3 

 
Видно, что в данном случае частные реше-

ния экспертов противоречивы, причем 
І1 = {1}, І2 = {3,4}, І3 = {2,5}. Для принятия 
коллективного решения вычислим  
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Поскольку третья из найденных величин 
максимальна, то на основании правила (6) 
принимаем окончательное решение в пользу 
класса V3. 

Частный случай коллективного реше-
ния. Рассмотрим одну из типичных задач ме-
дицинской диагностики. Требуется отнести об-
следуемого пациента Z к одному из двух клас-
сов (V1 — болен, V2 — здоров) на основании 
результатов двух диагностических тестов A1, 

A2. При этом будем считать известными апри-
орные вероятности P(V1), P(V2), а эффектив-
ность каждого теста, как это принято в меди-
цинской диагностике [19], характеризовать 
двумя показателями: чувствительностью 
Qi = 1 – P(Ai /V1), где P(Ai /V1) — вероятность 
ошибочного отнесения больного пациента к 
здоровым, и специфичностью Wi = 1 – P(Ai /V2), 
где P(Ai /V2) — вероятность ошибочного отне-
сения здорового пациента к больным. 

Ясно, что в результате тестирования воз-
можны четыре комбинации частных решений: 

S11:    δ1 = 1,    δ2 = 1; 
S12:    δ1 = 1,    δ2 = 2; 
S21:    δ1 = 2,    δ2 = 1; 
S22:    δ1 = 2,    δ2 = 2. 

Поскольку в ситуациях S12 и S21 частные 
решения противоречивы, для принятия кол-
лективного решения воспользуемся правилом 
(6). При этом в ситуации S12, когда A1 признал 
Z больным, а A2 — здоровым, окончательный 
диагноз следует ставить согласно схеме 
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где λ = P(V2)/P(V1) — отношение априорных 
вероятностей здоровых и больных пациентов. 

В ситуации же S21, когда A1 признал Z здо-
ровым, а A2 — больным, окончательный диаг-
ноз следует ставить согласно схеме 
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Заметим, что для принятия коллективного 
решения по правилам (6)–(8) требуется весьма 
ограниченная априорная информация, которая 
может быть получена на основании предыду-
щего опыта. При этом совершенно не требует-
ся знать, как именно эксперты принимают ча-
стные решения — используя формальный или 
эвристический алгоритм либо просто полага-
ясь на свою интуицию. 

В то же время мы сделали одно важное до-
пущение о независимости решения экспертов, 
что, естественно, должно быть обосновано. На 
практике достаточно веским обоснованием 
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такого допущения могут служить знания о 
том, что частные решения принимаются по 
статистически независимым данным. 

Оценка вероятностных характеристик. 
Вполне понятно, что при решении практиче-
ских задач точные значения вероятностных 
характеристик, фигурирующих в правилах 
(6)–(8), чаще всего неизвестны. Однако при 
достаточном объеме наблюдений вероятности 
P(Vk) и P(Ai /Vk) могут быть оценены соответ-
ствующими частотами:  
 ( ) ,G/GVP kk

* =  (9) 

 ( ) ,kkiki
* G/EV/AP =  (10) 

где Gk — число появлений k-го класса (k = 
= 1, …, M) в выборке из G наблюдений, а Eki 
— число ошибочных решений i-го эксперта 
(i = 1, …, N) при анализе ситуаций, когда объ-
ект Z принадлежит k-му классу. 

Рассмотрим схему оценки частот (9), (10), 
которая удобна для практического примене-
ния и может быть положена в основу системы 
поддержки принятия коллективного решения. 
Предположим, что для каждого из G наблю-
дений известна точная принадлежность Z к 
одному из возможных классов, выраженная в 
виде указаний «учителя» y[1], y[2], …, y[G], 
где y[n] } ..., ,{ M1∈ . Запишем частоту появления 
k-го класса, оцененную согласно (9) в виде 
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Поскольку правую часть (11) можно выра-
зить в виде суммы двух слагаемых 
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в первом из которых фигурирует оценка час-
тоты появления k-го класса, вычисленная по 
G – 1 наблюдениям, то после очевидных пре-
образований получим 
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Для оценки вероятностей ошибок экспер-
тов рассмотрим последовательность yk[1], 
yk[2], … , yk[Gk] указаний учителя, которые 
удовлетворяют условию yk [n] = k. Очевидно, 
что величина Eki , фигурирующая в правой 
части (10), может быть записана в виде суммы 
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Тогда оценка вероятности ошибки i-го экс-
перта при появлении k-го класса также может 
быть найдена по рекуррентной формуле 
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Из выражений (12) и (13) видно, стремле-
ние к нулю величины поправки при неограни-
ченном росте числа наблюдений, что, естест-
венно, согласуется с предельной теоремой 
Бернулли [20] о сходимости по вероятности 
частоты случайного события к его вероятности. 

На основе предложенного подхода можно 
построить обучаемую систему поддержки 
принятия коллективных решений, архитектура 
которой показана на рис. 2. 

Блок формирования коллективного реше-
ния реализует решающее правило (6) на осно-
вании вводимых в систему частных решений 
δ1, …, δN группы независимых экспертов 
A1,…, AN . При этом в правиле (6) используют-
ся текущие значения оценок вероятностных 
характеристик P(Vk) и P(Ai/Vk), (i = 1, …, N, 
k = 1, …, M), хранящиеся в базе данных (БД) 
системы. В БД фиксируются также соответст-
вующие классам V1, …, VM объемы наблюде-
ний G1, …, GM в выборке G = G1 + … + GM, по 
которой были оценены указанные вероятност-
ные характеристики. 
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Если после принятия коллективного реше-
ния по правилу (6) появляется возможность 
проверить истинное состояние объекта иссле-
дования, то такая дополнительная информа-
ция вводится в систему в виде указания «учи-
теля» y[n] и используется для коррекции те-
кущих значений оценок P(Vk) и P(Ai/Vk) 
(i = 1, …, N, k = 1, …, M) с помощью рекур-
рентных формул (12) и (13). 

                                                           

                 

Коллективное 
решающее правило (6) 

Частные решения экспертов 

Алгоритм 
коррекции (12), (13)

Характеристики 
P(Vk), P(Ai/Vk) 

Указания учителя 

Коллективное решение  
о состоянии Z 

δ 1 ,  …  ,δN 
y[n] 

Старые значения  

Новые значения 

 
Рис. 2. Архитектура системы для формирования коллективно-

го решения 

Такая архитектура системы, совмещающая 
коллективное решающее правило с возможно-
стью его периодической коррекции, может 
быть рекомендована в различных областях 
приложения. Покажем это на примере задачи 
медицинской диагностики. 

Известно, что для диагностики заболеваний 
сердечно-сосудистой системы в кардиологи-
ческой практике используется электрокардио-
графия, эхокардиография, реография и многие 
другие неинвазивные (косвенные) методы об-
следования. При этом хорошо известно, что 
достоверность таких методов существенно ни-
же, чем прямого метода — коронарографии. 
Однако метод коронарографии не может быть 
рекомендован для массовых обследований, по-
скольку он является достаточно дорогим, а са-
мое главное — небезопасным для пациентов. 

В то же время на основе предлагаемого 
подхода можно объединить различные неин-
вазивные методы диагностики, используя кол-
лективное решающее правило (6), и тем са-
мым повысить эффективность принимаемых 

решений. Если же по медицинским показани-
ям некоторым из обследованных пациентов 
все же будет проводиться коронарография, то 
ее результаты непременно следует использо-
вать в качестве указаний «учителя». Таким 
образом будет обеспечиваться постоянное по-
вышение достоверности диагностики в про-
цессе эксплуатации системы. 

Заключение. Согласно правилу (6) для 
принятия обоснованного коллективного ре-
шения о текущем состоянии } ..., ,{ Mj VVV 1∈  
объекта исследования достаточно располагать 
лишь информацией об априорных вероятно-
стях P(Vk) классов и условных вероятностях 
P(Ai /Vk) ошибок частных решений независи-
мых экспертов. Важно отметить, что при ре-
шении практических задач правило (6) может 
быть использовано не только для интеграции 
решений группы людей, но и для совокупно-
сти различных алгоритмов. 

Для улучшения эффективности системы 
поддержки принятия решений предложено не 
только реализовать в ней само решающее пра-
вило (6), но и обеспечить возможность посто-
янного улучшения вероятностных характери-
стик, фигурирующих в этом правиле, на осно-
ве рекуррентных процедур (12) и (13).  

Рассмотренный подход нашел практиче-
ское применение при построении коллектив-
ного решающего правила для диагностики 
кардиологических патологий у больных с не-
измененной, согласно традиционным пред-
ставлениям, ЭКГ на основе интеграции реше-
ний совокупности алгоритмов интерпретации 
карт распределения плотности тока в плоско-
сти сердца [21]. 
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