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Эффективная процедура подавления сосредоточенных гармонических помех  
при цифровой обработке сигналов сложной формы 

Рассмотрен подход к построению узкополосного режекторного фильтра, основанный на прямом и обратном дискретном 
преобразовании Фурье. Отличительной особенностью предложенного алгоритма является применение дополнительной по-
исковой процедуры, обеспечивающей уменьшение эффекта «растекания» спектра. Приведены результаты тестирования раз-
работанного алгоритма на реальных и модельных примерах. 
An approach to construction of narrowband harmonic filter based on the direct and inverse discrete Fourier transformation is consid-
ered. A distinctive feature of the suggested algorithm is the use of the additional search procedure providing the reduction of the spec-
trum leakage effect. The results of testing of the developed algorithm on real and modeling examples are given. 
Розглянуто підхід до побудови вузькосмугового режекторного фільтра, заснованого на прямому та зворотному дискретному 
перетворенні Фур’є. Особливістю запропонованого алгоритму є використання додаткової пошукової процедури, що забез-
печує зменшення ефекту «розмивання» спектру. Наведено результати тестування створеного алгоритму на реальних та мо-
дельних прикладах. 
 

Введение. Цифровая фильтрация – одна из 
центральных задач компьютерных технологий 
обработки сигналов [1]. Существуют различные 
подходы к решению этой задачи [2, 3]. Когда 
модель полезного сигнала может быть описа-
на аналитической функцией, задача фильтра-
ции сводится к оптимальной оценке неизвест-
ных параметров этой функции по наблюдае-
мой реализации [4, 5]. 

Однако на практике часто приходится фильт-
ровать сигналы сложной формы, которые не-
возможно описать аналитической функцией, 
заданной с точностью до небольшого числа па-
раметров. К таким сигналам в первую очередь 
относятся электрокардиограммы (ЭКГ), магни-
токардиограммы (МКГ), реограммы и другие 
физиологические сигналы, порождаемые жи-
вым организмом. Проблема фильтрации этих 
сигналов состоит в том, что ценная информа-
ция о состоянии объекта сосредоточена на не-
больших фрагментах области определения сиг-
нала. Поэтому, если в результате фильтрации 
происходят даже незначительные искажения 
формы информативных фрагментов, то такие 
искажения могут привести к ошибочной диаг-
ностике [6, 7]. 

В статье описано развитие одного из воз-
можных подходов к эффективной фильтра-
ции стационарных гармонических помех при 
компьютерной обработке сигналов сложной 
формы. 

Постановка задачи 
Пусть наблюдаемый сигнал задан последо-

вательностью дискретных значений )(][ ktyky ≡  
в равноотстоящие моменты времени Δ≡ ktk , 

1,..,1,0 −= Kk , где Δ  − шаг квантования по 
времени. Предполагается, что наблюдаемый 
сигнал 0[ ] [ ] [ ]y k y k h k= +  представляет собой 
аддитивную смесь полезного сигнала ][0 ky  и 
помехи ][kh  в виде суммы стационарных гар-
монических колебаний 

 
1

[ ] sin (2 )
G

g g g
g

h k a f k
=

= π + ϕ∑ , (1) 

где ag, fg, ϕg − соответственно амплитуда, час-
тота и начальная фаза g-й гармоники. 

Допускается, что величины ag, ϕg заранее 
неизвестны, а частоты fg гармоник известны 
лишь с точностью до ограничений min max,g gf f  
сверху и снизу, т.е. 
 min max

g g gf f f≤ ≤ , (2) 

причем диапазоны max min
g g gf fΔ = −  могут сов-

падать с областями нагруженных частот по-
лезного сигнала y0[⋅]. 

При таких априорных сведениях ставится 
задача построить режекторный фильтр, обес-
печивающий эффективное подавление гармо-
нической помехи (1) при минимальных иска-
жениях формы полезного сигнала y0[⋅]. 
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Проблема построения узкополосного ре-
жекторного фильтра 

Для подавления помехи (1) необходимо вос-
пользоваться каскадом режекторных фильтров, 
каждый из которых настроен на заграждение 
g-й гармоники. Алгоритм фильтрации физиче-
ски реализуем в реальном масштабе времени, 
если для получения фильтрованного значения 

вых[ ]y k  в k-й момент времени используется 
информация, полученная в моменты времени 

2,1, −− kkk  и т.д. В общем случае [8] цифро-
вой фильтр суммирует (с весовыми коэффи-
циентами ai, bi) некоторое количество вход-
ных значений сигнала вх[ ]y ⋅  и некоторое ко-
личество предыдущих фильтрованных значе-
ний вых[ ]y ⋅ : 
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В частном случае, когда алгоритм не ис-
пользует предыдущие фильтрованные значе-
ния, т.е. 0...21 ==== naaa , уравнение фильт-
ра сводится к дискретной свертке 

 вых вх
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[ ] [ ]
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= −∑ . (4) 

Фильтр, реализующий алгоритм (4), назы-
вают нерекурсивным фильтром m-го порядка, 
который, в отличие от рекурсивного фильтра 
(3), всегда устойчив [8]. 

Известно, что задача синтеза цифрового 
фильтра сводится к выбору порядка m и опре-
делению значений параметров ai, bi. В тех 
случаях, когда фазовые характеристики филь-
тра не важны, такая задача сводится к аппрок-
симации желаемой амплитудно-частотной ха-
рактеристики, обеспечивающей минимум p-
нормы уклонения, в частности, среднеквадра-
тической ошибке (p = 2) либо максимальному 
отклонению по модулю (p → ∞) [8]. 

Поскольку в общем случае такая задача не 
имеет аналитического решения [8, с. 319], на 
практике используют различные численные ал-
горитмы, в частности, метод, основанный на 
решении системы уравнений Юла–Уокера, ме-

тод экспоненциального оценивания Прони и 
ряд других субоптимальных методов синтеза 
фильтра. 

Следует, однако, заметить, что даже при вы-
соком порядке фильтра невозможно получить 
«идеальную» амплитудно-частотную характе-
ристику (АЧХ) прямоугольной формы (рис. 1,а), 
обеспечивающую полное подавление частот в 
полосе заграждения без искажения сигнала в 
полосе пропускания. Помимо основных пара-
метров (частотных границ полос пропускания 
fp и задержания fs) на практике приходится 
проектировать режекторный фильтр с учетом 
дополнительных требований – допустимой не-
равномерности АЧХ в полосе пропускания Rp 
и минимально необходимого затухания в по-
лосе заграждения RS (рис. 1,б). 
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Рис. 1. Амплитудно-частотные характеристики «идеального» 

(а) и реального (б) режекторного фильтра 

Особые трудности синтеза режекторных 
фильтров возникают в тех случаях, когда не-
обходимо обеспечить заграждение узкополос-
ной помехи, сосредоточенной в полосе нагру-
женных частот полезного сигнала. При умень-
шении интервала режекции SSf ff 12 −=Δ  уве-
личиваются параметры Rp, RS, что неизбежно 
приводит к искажениям формы информатив-
ных фрагментов полезного сигнала. 

Поэтому для решения поставленной задачи 
воспользуемся другим известным приемом 
подавления сосредоточенных гармонических 
помех, который основан на блочной обработке 
массива накопленных данных ][],...,1[ Kyy  в ча-
стотной области на основе прямого и обратно-
го дискретного преобразования Фурье. 

Блочный алгоритм фильтрации гармо-
нических помех 

Прежде чем перейти к описанию предла-
гаемого метода, остановимся кратко на исто-

a б
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рии преобразования Фурье, выделив те дета-
ли, которые будут нужны в дальнейших ис-
следованиях. 

В общем случае преобразование Фурье мож-
но трактовать как взаимно однозначный пере-
ход от некоторой функции y (t) действительно-
го аргумента t (не обязательно времени) к дру-
гой функции Y ( f ), аргумент которой f = 1/t. В 
частном случае, когда t – время, преобразова-
ние Фурье дает частотное представление сиг-
нала y (t). 

Теория преобразования Фурье началась еще 
в 1822 г., когда французский математик Жан 
Батист Жозеф Фурье заметил, что практиче-
ски любая периодическая функция )(ty  может 
быть разложена в тригонометрический ряд 

0
1

2р 2р( ) ( cos sin )n n
n

t ty t a a n b n
T T

∞

=

= + +∑ , (5) 

где 2р 1
щ

T
f

= =  − период функции, ω − круго-

вая частота, а f − частота, измеряемая в герцах. 
На основании известной формулы Эйлера ряд 
Фурье (5) может быть представлен в ком-
плексной форме 

 (2р )( ) i n f t
n

n

y t Y e
∞

=−∞

= ∑ , (6) 

причем комплексные числа nY  (комплексные 
амплитуды гармонических составляющих), вы-
числяются по формуле 
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(2р )

2

1 ( ) dt

T

i n f t
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−
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Таким образом, частотный спектр периоди-
ческого сигнала состоит из частот ,nf nf=  n = 0, 
1, 2, ... , кратных его основной (базовой) часто-
те f, причем, если комплексную амплитуду nY  

представить в виде 
2

nin
n

CY e ϕ= , то величина Сn 

определит амплитуду, а величина nϕ  – на-
чальную фазу гармонической составляющей 

cos (2р ц )n nC n f t +  с частотой nff n =  [9]. 

Много лет спустя сформулированное Ж. Фу-
рье свойство периодических функций было 
обобщено на непериодические функции. Имен-
но это обобщение и принято называть преоб-
разованием Фурье, которое формально опре-
деляется соотношениями 
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Соотношения (8) называют соответственно 
прямым и обратным преобразованиями Фурье. 
Они справедливы, если функция y (t) удовле-
творяет условиям Дирихле – ограничена, ку-
сочно-непрерывна и имеет конечное число эк-
стремумов. 

Дальнейшим развитием теории преобразова-
ний Фурье явилось его обобщение на важный 
в практическом плане случай дискретной функ-
ции y (t) → y (tk), представленной конечной по-
следовательностью значений y [ k ] ≡ y (tk) в 
равноотстоящие моменты времени kt k≡ Δ , 
k = 0, 1,…, K – 1, где Δ − шаг квантования по 
времени. Прямое и обратное дискретное пре-
образование Фурье (ДПФ) реализуется на ос-
нове соотношений [9] 
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Как видно из (9), прямое ДПФ позволяет 
разложить (декомпозировать) сигнал y [ k ], за-
фиксированный с шагом квантования Δ  в K 
точках ограниченного временного интервала 
ΔK  (в секундах), на K гармонических компо-

нент с частотами (в герцах): 

 , / 2, ..., 0, ..., / 2n
nf n K K

K
= = −

Δ
. (11) 

При этом выполняется условие симметрии 
комплексных амплитуд гармонических ком-
понент, т.е. 2/...,,1, KnYY nKn =∀= −− . 
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Переломным этапом в развитии преобразо-
ваний Фурье явилась работа [10], в которой 
впервые был предложен быстрый алгоритм вы-
числения ДПФ, впоследствии названный алго-
ритмом быстрого преобразования Фурье (БПФ). 
Главная идея БПФ основана на применении ре-
курсивной процедуры вычисления ДПФ K-то-
чечного сигнала суммой двух ДПФ, вычислен-
ных отдельно для четных и нечетных точек. 

Такая процедура позволяет сократить число 
вычислительных операций с 2K2 до 2K log2K, 
если K − целая степень числа два. В силу ли-
нейности процедуры преобразования Фурье 
[11] легко показать, что алгоритм БПФ можно 
использовать при любом числе точек, доопре-
делив нулями недостающие члены временного 
ряда до ближайшего K, кратного двум. 

Поскольку модули nY , / 2,..., 0, ..., / 2n K K=−
 ДПФ определяют амплитуды спектральных 

компонент обрабатываемого сигнала, то на 
основе процедур FFT и IFFT, реализующих 
прямое и обратное БПФ, можно построить ал-
горитм блочной фильтрации сигнала, суть ко-
торого состоит в следующем. 

В силу линейности преобразования Фурье 
для аддитивной помехи спектр 0{ } { }S y S y= +  

{ }S h+  наблюдаемого сигнала ][⋅y , построен-
ный на основании прямого ДПФ, равен сумме 
спектров }{},{ 0 hSyS  полезного сигнала ][0 ⋅y  
и помехи ][⋅h . Кроме того известно [9], что 
процедуры FFT и IFFT взаимно обратимы, т.е. 
для любого вектора ])[],...,1[( KyyY =  с точно-
стью до малых погрешностей округления спра-
ведливо равенство 

 IFFT(FFT(Y)) = Y. (12) 
Из (12), казалось бы, следует, что для за-

граждения стационарной гармонической по-
мехи (1), достаточно выполнить последователь-
ность всего лишь трех операций: 

– построить спектр }{}{}{ 0 hSySyS +=  на-
блюдаемого сигнала на основе FFT; 

– подавить составляющие спектра }{hS , 
соответствующие частотам помехи )(⋅h ; 

– провести обратное преобразование на ос-
нове IFFT для восстановления полезного сиг-
нала ][0 ⋅y  во временной области (рис. 2). 

 
Рис. 2. Идея заградительного фильтра, построенного на осно-

ве ДПФ 

Однако такой привлекательный прием не 
всегда эффективен. Дело в том, что спектр ди-
скретного гармонического сигнала 

[ ] sin(2р )g g g gh k a f k= + ϕ , 
построенный на основании прямого ДПФ, 
«адекватен» истинному спектру помехи )(⋅gh  
только в том случае, когда ее частота gf  сов-
падает с одной из частот разложения Фурье. 

Если же это условие не выполняется, то 
спектр гармонической помехи будет «распре-
деляться» на целый ряд смежных частот. Такой 
эффект в научной литературе принято назы-
вать растеканием спектра (Spectrum Leakage) 
дискретного гармонического сигнала [8, с. 270]. 

Для иллюстрации этого эффекта рассмот-
рим спектры двух дискретных гармонических 
сигналов 

 1 1[ ] sin(2р Д )h k f k=  и 2 2[ ] sin(2р ),h k f k= Δ  
 0,..., 1k K= −  (13) 
с близкими частотами 1f = 16,50 Гц и 2f  = 
= 16,52 Гц при шаге квантования по времени 
Δ  = 0,001 с (частоте дискретизации 1/Df = Δ =  
= 1000 Гц). 

На рис. 3 показаны фрагменты спектров этих 
сигналов, построенные на основе ДПФ по 
K = 30000 точек. Как видно, только в первом 
случае (рис. 3,а), когда частота сигнала в точ-
ности совпала с одной из частот разложения 
Фурье, построенный спектр адекватен реаль-
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ной ситуации. Во втором случае, когда это ус-
ловие не выполняется, наблюдается эффект 
растекания спектра (рис. 3,б). 

Отсюда следует, что если в общем случае 
для фильтрации помехи подавлять все состав-
ляющие ДПФ, на которые в результате расте-
кания спектра распределилась нагрузка поме-
хи, то при близких частотах помехи и сигнала 
неизбежно придется затронуть составляющие, 
несущие информацию о полезном сигнале, и в 
результате после обратного преобразования 
Фурье полезный сигнал будет искажен. 

      
Рис. 3. Спектры дискретных гармонических сигналов (13):     

а − кратная частота f1; б − некратная частота f2 

Понятно, что для построения эффективной 
процедуры подавления сосредоточенных гар-
монических помех (1) требуется устранить 
или хотя бы снизить эффект растекания спек-
тра дискретного гармонического сигнала. По-
скольку этот эффект вытекает из самой при-
роды ДПФ [8, с. 270], остановимся на нем бо-
лее подробно. 

Рассмотрим дискретный гармонический 
сигнал 

 [ ] cos(щ Д ц), 0,..., 1h k a k k K= + = − , (14) 

где a − амплитуда, Δ  − шаг квантования по вре-
мени, ω − круговая частота, ϕ – начальня фаза. 

Если конечная последовательность (14) со-
держит целое число периодов анализируемого 
сигнала, т.е. если отношение щД / 2рK  – целое 
число, то периодически продолженный сигнал 
(14) представляет собой гармоническое коле-
бание (без скачков). В этом случае подстанов-
ка (14) в формулу (9) показывает, что вычис-
ленное ДПФ содержит всего лишь два спек-
тральных отсчета, отличных от нуля: 

 

щД,   при   ,
2 2р

щД,   при   (1 ) ,
2 2р

0,             в остальных случаях.

i

i
n

aK e n K

aKY e n K

ϕ

− ϕ

⎧ =⎪
⎪
⎪= = −⎨
⎪
⎪
⎪⎩

 (15) 

Таким образом, аналогично спектру непре-
рывного гармонического сигнала, ДПФ отли-
чается от нуля всего для двух значений n. За-
метим, что на рис. 3,а показана лишь одна из 
этих двух составляющих спектра (при поло-
жительном значении частоты). 

Если же отношение щД / 2рK  не является 
целым числом, то периодически продолженная 
последовательность (14) уже не соответствует 
набору дискретных значений непрерывной ко-
синусоиды. Поэтому, в полном соответствии 
со свойствами ДПФ, спектр оказывается зна-
чительно более богатым и в нем появляются 
дополнительные составляющие (рис. 3,б). 

Эффект растекания спектра можно пояснить 
иначе. ДПФ представляет собой не что иное 
как тригонометрический полином, который оп-
тимально аппроксимирует входной сигнал. По-
нятно, что если среди базовых гармоник раз-
ложения ДПФ не найдется компонента, часто-
та которой в точности совпадает с частотой 
аппроксимируемого гармонического колеба-
ния, то ДПФ аппроксимирует это колебание 
целым рядом ближайших гармоник. 

Известным приемом ослабления эффекта 
растекания спектра является умножение сиг-
нала на весовую функцию W(k) [12], имею-
щую максимум в центральной точке сигнала 
(k = K/2) и плавно спадающую к краям (k = 0 и 
k = K –1). В этом случае формула ДПФ при-
нимает вид 

2р1

0
( ) [ ] [ ]

nkK i
K

n
k

Y W W k y k e
− −

=

=∑ . 

Считается, что при удачном выборе )(kW  
можно несколько ослабить эффекты, связанные 
с возникновением скачков сигнала при перио-
дическом повторении анализируемой конеч-
ной последовательности, и, таким образом, 

a б
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ослабить эффект растекания спектра. Однако 
неизбежной платой за использование весовой 
функции W(k) является искажение спектра по-
лезного сигнала, что недопустимо при обра-
ботке сигналов с локально сосредоточенными 
признаками. 

В связи с изложенным возникает естествен-
ное желание найти способ борьбы собственно 
с явлением, породившим растекание спектра, 
а не с его следствием. Другими словами, по-
пытаемся модифицировать массив обрабаты-
ваемых данных так, чтобы получить адекват-
ный спектр гармонического колебания на ос-
нове традиционного алгоритма ДПФ без ис-
пользования весовой функции W(k). 

Предлагаемый алгоритм 
Для достижения цели предлагается проце-

дура автоматического подбора оптимального 
числа optK K≤  элементов массива, при обра-
ботке которого эффект растекания спектра со-
средоточенной гармонической помехи будет 
устранен или, по крайней мере, ослаблен. 

Понятно, что при неизвестной частоте ω 
помехи невозможно аналитически определить 
оптимальное значение optK , при котором от-
ношение optщД / 2рtK  будет целым числом. 
Более того, для любого значения ω всегда 
можно указать такой шаг квантования по вре-
мени Δ, при котором периодическое продол-
жение конечной последовательности дискрет-
ных значений гармонического сигнала h[k] = 

sin(щД ц), 0, ..., 1a k k K= + = −  не будет соот-

ветствовать дискретным значениям непрерыв-
ной синусоиды ( ) sin(щ )h t a t= + ϕ . 

Поэтому для определения Kopt предлагается 
поисковая процедура, идея построения кото-
рой состоит в следующем. 

Поскольку предполагается, что помеха 
hg [⋅]сосредоточена на некоторой фиксирован-
ной частоте f g, но в результате растекания 
спектра ее мощность распределена на целый 
ряд смежных частот, то при ослаблении эф-
фекта растекания неизбежно происходит уве-
личение амплитуды спектральной компонен-
ты ДПФ, частота которой близка к f g. 

Отсюда следует, что если построить семей-
ство спектральных плотностей 1{}, {},K KS S −  

2{},...KS −  при постепенно уменьшающейся дли-
не K обрабатываемого массива, то среди {},KS  

1{},KS −  2{},...KS −  найдется такая спектральная 
плотность, при которой спектральная состав-
ляющая, соответствующая частоте gf  помехи, 
будет иметь наибольшее значение. Найденная 
таким образом спектральная плотность и оп-
ределит оптимальное значение Kopt. 

На рис. 4 показаны примеры спектральных 
плотностей, построенные на основе ДПФ для 
гармонического колебания [ ] sin(2р ),gh k f k=  

0,..., 1k K= −  с частотой 20,127gf =  Гц (Δ = 
= 0,001 c) при различных значениях длины K 
обрабатываемого массива. Видно, что при по-
степенном уменьшении числа обрабатывае-
мых точек от значения K = 3000 до K = 2970 

      
 K =3000 K =2990 K =2981 K =2970

 Рис. 4. Спектральные плотности сигнала h[n] = sin(2πfgΔk), fg = 20,127 Гц, Δ = 0,001с  при различных значениях длины K обра-
батываемого массива 
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эффект растекания спектра вначале ослабева-
ет, а затем снова усиливается. При этом наи-
большее значение амплитуда спектральной 
плотности приобретает при оптимальном зна-
чении Kopt = 2981. 

Для ускорения поиска Kopt следует учесть 
ограничения maxmin , gg ff  интервала частот, на 
котором предположительно сосредоточена 
гармоническая помеха, а также задать некото-
рое допустимое уменьшение числа точек δK в 
обрабатываемом массиве. В результате при-
ходим к следующему алгоритму. 

Ш а г  1. Последовательно сокращаем дли-
ну массива, уменьшая число jK  обрабатывае-
мых точек от начального значения K до K – δK. 

Ш а г  2. Используя процедуру FFT, строим 
семейство спектров {},...{},{}, 21 −− KKK SSS  для 
различных значений jK , т.е. вычисляем спек-
тральные компоненты )( jn KC , / 2,...,jn K= −  
0,..., / 2jK  для каждого [ д , ]j KK K K∈ − . 
Ш а г  3. По семейству построенных спек-

тральных плотностей определяем оптималь-
ное значение Kopt, удовлетворяющее условию 

opt [ д , ]

max ( )
arg max

( )
h

j K

h

n jn

K K K
n j

n

C K
K

C K
∈Ω

∈ −

∈Ω

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭
∑

,  

где hΩ  − множество номеров спектральных 
компонент с частотами, принадлежащими ин-
тервалу ],[ maxmin

gg ff . 

Ш а г  4. В качестве оценки частоты €
gf  

гармонической помехи принимаем значение 
максимальной спектральной компоненты на 
интервале ],[ maxmin

gg ff , вычисленную при Kopt. 
Ш а г  5. Модифицируем спектр, обнуляя 

компоненты, соответствующие найденной 
частоте €

gf  и «отрицательной» частоте €
gf− . 

Ш а г  6. Используя процедуру IFFT, по 
модифицированному спектру восстанавлива-
ем полезный сигнал во временной области. 

Заметим, что рассмотренный алгоритм по-
давления сосредоточенной гармонической по-

мехи может быть реализован иным путем, ко-
гда проводится доопределение нулями исход-
ного K-точечного массива данных до некото-
рого большего числа K + δK и соответствую-
щий анализ семейства спектральных плотно-
стей 1 2{}, {}, {},...,K K KS S S+ +  д {}

KKS + . 
Продемонстрируем эффективность пред-

ложенного алгоритма на примере фильтрации 
реальной ЭКГ. 

Известно, что обработка ЭКГ (рис. 5,а) ос-
нована на анализе формы информативных фраг-
ментов, отражающих стадии возбуждения от-
дельных участков сердечной мышцы [13]. Од-
нако в результате наложения гармонической по-
мехи с частотой 16,68 Гц, амплитуда которой 
составляла 50% диапазона изменения полезно-
го сигнала, наблюдаемый сигнал (рис. 5,б) су-
щественно искажен и провести детальный ана-
лиз формы его фрагментов невозможно. Тем не 
менее, предложенный алгоритм фильтрации по-
зволил подавить частотную помеху, полностью 
сохранив форму полезного сигнала (рис. 5,в). 

а 

б 

в 

 
Рис. 5. Частотная фильтрация ЭКГ (модельный пример):  

а – полезный сигнал, б – зашумленный сигнал,  
в – результат фильтрации 

Отметим, что в данном случае частота 
16,68 Гц помехи расположена в области  
0– 85 Гц нагруженных частот полезного сиг-
нала (рис. 6), причем вследствие эффекта рас-
текания спектра основная мощность помехи 
распределена на интервале 13–19 Гц . 

Поясним еще раз детали предложенного ал-
горитма, используя результаты приведенного 
эксперимента. Исходная длина обрабатывае-
мого массива составляла 30000=K  точек. Со-
гласно выражению (11) уменьшение длины об- 
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а

б

Г ц  
Рис. 6. Спектры: а – полезного сигнала, б – гармонической 

помехи 16,48 Гц  

рабатываемого массива от K  до K – δK точек 
приводит к изменению шага fΔ  базовых час-
тот f n спектральных компонент ДПФ, которые 
аппроксимируют обрабатываемый сигнал. 

Поскольку, как отмечалось, гармоническая 
помеха аддитивна, а преобразование Фурье – 
линейно, можно отдельно рассматривать спект-
ры полезного сигнала и помехи. При посте-
пенном уменьшении длины обрабатываемого 
массива происходит перераспределение нагру-
женных частот как помехи, так и полезного 
сигнала (рис. 7). 

К = 30000

К = 29985

Кopt = 29976

К = 29970

15,0 15,5 16,0 16,5 17,0 17,5 Гц 15,0 15,5 16,0 16,5 17,0 17,5 Гц  
Рис. 7. Семейства спектров полезного сигнала (левая часть) и 

аддитивной помехи (правая часть ) при различном 
числе K точек 

Перераспределение нагруженных частот 
спектра полезного сигнала (рис. 7, левая часть) 
не приводит к каким-либо нежелательным по-
следствиям, поскольку в силу свойства (12) 
всегда можно точно восстановить полезный 
сигнал по сокращенному массиву. Главный же 
эффект предложенного алгоритма сводится к 
уменьшению растекания спектра гармоничес-
кой помехи. Как только длина массива умень-

шилась до значения Kopt = 29976 точек, эффект 
растекания оказался минимальным (рис. 7, пра-
вая часть). Это дает возможность сократить по-
лосу режекции вплоть до подавления всего 
лишь одной спектральной компоненты ДПФ, 
в точности совпадающей с частотой помехи. 
Остальные гармоники не затрагиваются, что  
и обеспечивает сохранение формы полезного 
сигнала. 

Напомним, что для использования предло-
женного фильтра достаточно указать лишь 
интервал (2) поиска гармонической помехи, а 
частота помехи определяется автоматически. 

На основе предлагаемого подхода разрабо-
тан программный вычислительный модуль 
узкополосного режекторного фильтра (рис. 8). 
При его реализации использована процедура 
Матео Фридо и Стевена Джонсона [14], в на-
стоящее время признанная одной из лучших 
процедур БПФ. 

3 

1 2

4

 
Рис. 8. Графический интерфейс вычислительного модуля:  

1 – входной сигнал; 2 – фильтрованный сигнал; 3 – 
частотный спектр входного сигнала; 4 – интервал по-
иска гармонической помехи 

Графический интерфейс модуля дает воз-
можность мышью отметить на экране монито-
ра интервал ],[ maxmin

gg ff  частот, в котором пред-
положительно находится гармоническая по-
меха. Все остальные операции выполняются 
автоматически с отображением результата 
фильтрации сигнала. 

Численные эксперименты 
Численная оценка эффективности предло-

женного алгоритма проводилась на модель-
ных данных. В качестве эталонов генерирова-
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лись различные сигналы стандартной формы  
в 30 тыс. точек при частоте дискретизации 
FD =1000 Гц. На сигнал накладывалась гармо-
ническая помеха в области низких и высоких 
частот, причем частота помехи выбиралась 
некратной частотам базовых гармоник разло-
жения ДПФ. 

Приведем некоторые результаты этих экс-
периментов. На рис. 9 представлены результа-
ты фильтрации меандра, искаженного гармо-
нической помехой с частотой 18,1 Гц и раз-
личными уровнями – 20%, 50% и 100% от 
диапазона изменения полезного сигнала. 

2 0  %  

5 0  %  

1 0 0  %  

Э т а л о н  

 
Рис. 9. Результаты фильтрации меандра, искаженного низко-

частотной помехой: слева – до фильтрации, справа – 
после фильтрации 

Видно, что даже при существенном уровне 
помехи, расположенной в области «полезных» 
частот, удалось провести эффективную фильт-
рацию сигнала столь сложной формы. После 
фильтрации сигнала, искаженного помехой 
100% уровня, среднеквадратичная ошибка (по 
отношению к эталону) уменьшилась в 5,8 раза, 
а наибольшее отклонение сократилось в 13,8 ра-
за. На всей области определения расхождение 
фильтрованного сигнала по отношению к эта-
лону не превышало 3,6%. 

Еще более впечатляющими были резуль-
таты фильтрации высокочастотных помех. В 
результате фильтрации помехи с частотой 
479,22 Гц (рис. 10), приближающейся к часто-
те Найквиста, среднеквадратичная ошибка 
уменьшилась в 172 раза, а максимальное рас-

хождение – в 122 раза. На всей области опре-
деления расхождение фильтрованного сигнала 
по отношению к эталону не превышало 1,03%. 

Аналогичные результаты получены при филь-
трации других сигналов стандартной формы. 

с  
Рис 10. Результаты фильтрации меандра, искаженного высо-

кочастотной помехой: вверху – эталон, посередине – 
искаженный сигнал, внизу – фильтрованный сигнал 

Разработанный вычислительный модуль уз-
кополосного режекторного фильтра включен в 
состав инструментальной системы предвари-
тельной обработки сигналов сложной формы 
[15], с помощью которой реализован ряд при-
кладных систем, в частности, система ФАЗА-
ГРАФ для оперативной оценки функциональ-
ного состояния сердечно-сосудистой системы 
человека по фазовому портрету ЭКГ [16]. 

Заключение. Таким образом показано, что 
эффективность известного подхода к блочной 
фильтрации сосредоточенных гармонических 
помех на основе прямого и обратного ДПФ 
может быть существенно повышена. Усовер-
шенствование состоит в использовании допол-
нительной поисковой процедуры, позволяю-
щей ослабить эффект растекания спектра (Spec-
trum Leakage) гармонической помехи. Экспе-
рименты на модельных и реальных данных под-
твердили, что такая процедура позволяет эф-
фективно подавлять сосредоточенные частот-
ные помехи без существенных искажений ин-
формативных фрагментов полезного сигнала 
даже в тех случаях, когда частота помехи со-
средоточена в интервале нагруженных частот 
полезного сигнала сложной формы. 
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