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АННОТАЦИЯ 

Предлагается схема статически определимой плоской симметричной фермы арочного типа. 
Решетка фермы содержит стойки и раскосы. Приводится вывод формулы для прогиба фермы под 
действием нагрузки, равномерно распределенной по узлам верхнего или нижнего пояса, в зависимости от 
размеров фермы и числа панелей. Для обобщения ряда решений для ферм с конечным числом панелей 
на общий случай применяется метод индукции. Все преобразования и решения уравнений равновесия 
узлов выполняются в системе компьютерной математики Maple. Для нахождения рекуррентных 
уравнений, которым удовлетворяют коэффициенты в формулах, привлекаются специализированные 
операторы системы Maple.  Найдено асимптотическое свойство решения. Получены и проанализированы 
формулы для усилий в наиболее сжатых и растянутых стержнях. 

ABSTRACT 

The scheme of statically determinate planar symmetric arched truss is proposed. Lattice of truss comprises 
a rack and braces. The derivation of the formula for the deflection of a truss under the influence of a load 
uniformly distributed over the nodes of the upper or lower belt, depending on the size of the truss and the number 
of panels is given. To summarize the number of solutions for trusses with a finite number of panels to the General 
case used the method of induction. All the transformations and solution of equilibrium equations of nodes are 
performed in the system of computer mathematics Maple. For finding recurrence equations satisfied by the 
coefficients in the formulas involves specialized operators of the system Maple. Asymptotic property of the 
solution is found out. Obtained and analyzed formula for forces in the most compression and tie rods. 
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1. Введение 
Арочные фермы принципиально отличаются от балочных не только методом расчета, но и 

деформацией, характером распределения усилий в стержнях и зависимостью этих усилий от размеров 
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фермы и числа панелей. Это подтверждают существующие аналитические расчеты различных ферм 
арочного типа [1-5]. Наиболее актуально для крупных большепролетных,  уникальных сооружений, 
содержащих значительное число элементов, — это точность расчетов, которая естественным, 
практически независящим от расчетчика, образом падает с усложнением конструкции (увеличением числа 
элементов). Цель работы — на примере расчета арочной фермы показать возможность получения явной 
формульной зависимости прогиба фермы, усилий в стержнях для произвольного числа панелей. Такая 
формула может служить как тестовой для более сложных численных расчетов, так и расчетной для 
упрощенной модели конструкции.  

Предлагаемая схема решетки плоской арочной фермы (рис. 1) не позволяет рассчитывать  усилия в 
стержнях методом сечений. Расчет методом вырезания узлов здесь также не подходит для определения 
усилий в отдельных стержнях. Единственная реальная возможность решения задачи о нахождении 
усилий, необходимых для определения прогибов, — это расчет всех усилий методом вырезания всех 
узлов и составления общей матрицы равновесия. Применение  компьютерных методов в этом случае 
совершенно естественно. Современные же программные средства символьной математики дают 
возможность при этом получить решение в символьной форме. Однако решение задачи о прогибе фермы 
с конкретным числом панелей не представляет практического интереса. Для обобщения ряда таких 
решений на произвольное число панелей используется метод индукции. Этот же метод применяется ниже 
для решения поставленной задачи. Расчеты дополняются графической формой представления характера 
распределения усилий в стержнях фермы. Ранее в [1] методом индукции получена простая формула для 
прогиба арки под действием сосредоточенной силы. В [2] проведен анализ горизонтальной жесткости 
трехшарнирной распорной арки. Полученное аналитическое решение показало наличие точек экстремума 
на кривых  "прогиб - число панелей".  Аналитическое решение методом индукции в системе Maple 
выведено в [3] для прогиба простой балочной фермы с треугольной решеткой под действием нагрузки в 
половине пролета. Элементы индуктивного и аналитических методов применены в [4] для решения задачи 
оптимизации балочной фермы с прямоугольной решеткой из реологического материала. Задачи о прогибе 
арочных и решетчатых ферм в символьной форме решены также в [5-8]. В отличие от других 
аналитических методов решения задач о стержневых структурах [9] индуктивный метод дает компактные 
формулы, удобные для применения и свободные от эффекта накопления ошибок округления при 
большом числе стержней. 

2. Методы 
Применены два основных метода. Метод вырезания узлов при расчете усилий, необходимых для 

использования формулы Максвелла-Мора при вычислении деформаций, известен и широко используется 
как в простых расчетах, так и в современных программных комплексах применительно к сложным 
шарнирно-стержневым конструкциям. Единственной отличительной чертой этого метода в настоящем 
исследовании, ставящим своей целью получить аналитическую зависимость прогиба от числа панелей, — 
это выполнение всех преобразований в символьной форме, что существенно увеличивает время работы 
программы, и в ряде случаев может даже сделать задачу невыполнимой из-за ограничения по времени 
счета. Для того чтобы избежать этого используется второй метод — метод индукции. В методе индукции, 
применимом к задачам регулярного типа с периодической структурой, необходимо последовательно 
рассчитать несколько конструкций с числом ячеек периодичности n (параметр индукции) от 1 до N. Если 

конструкция действительно регулярная, и все преобразования выполнены верно, то формула для 
рассчитываемой величины (прогиб, усилие и т.д.) имеет одну и ту же структуру с коэффициентами, 
зависящими только от n.  

Далее для полученной последовательности коэффициентов составляется рекуррентное уравнение, 
решение которого дает искомый коэффициент как функцию n. Длина последовательности N может быть 
разная. Минимальная величина N соответствует рекуррентному уравнению с целыми коэффициентами, 

допускающему физически оправданное решение. Это решение в символьной форме, требует 
значительного машинного времени, резко растущего с числом n. Решение проверяется численно при 
различных n. В численной форме (с вещественными данными) программа работает существенно быстрее.  

2.1. Схема фермы. Ввод данных в программу 

Ферма состоит из n панелей в половине пролета. Конструкция статически определима. Она 
содержит m = 4n + 8 шарниров и ns = 8n + 16 стержней, включая три опорных стержня. Две крайние стойки 
имеют высоту 2 h, средние — 4h.  
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Рисунок 1. Ферма, n=4 
Расчет усилий в стержнях фермы в символьной форме производится по программе [10], 

составленной в среде компьютерной математики Maple. Для ввода информации в программу необходимо 
задать координаты шарниров и порядок соединения стержней. Начало координат  выбрано в левой, 
подвижной,  шарнирной опоре. Координаты шарниров нижнего пояса (рис. 2) имеют следующий вид: 
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Рисунок 2. Нумерация узлов и стержней в системе Maple [10], n=3 
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Три опорные стержня будем предполагать жесткими. Их длины b выбраны произвольными и в 
решение не входят. Координаты узлов крепления опор к "земле": 

1 1 2 2 5 2 3 2 5 30, 1, , 1, 1, 2 .m m m n m m n mx y x x y x x y h+ + + + + + + += = − = = − = + =
 

Структура решетки фермы определяется условными векторами ���, � � 1, … , 	
. Компонентами этих 
векторов являются номера шарниров по концам соответствующих стержней. При этом выбор начала и 
конца векторов произволен и не влияет на знаки усилий в стержнях.  Например, стержни нижнего пояса 
кодируются следующими векторами: ��� � ��, � � 1, � � 1, … , 2	 � 4. Для стержней верхнего пояса вектора 
структуры имеют вид: 

2 4 [ 2 5, 2 6], 1,..., 2 2,i nV i n i n i n+ + = + + + + = + 4 7 [1,2 6],nV n+ = + 4 8 [2 5, 4 8].nV n n+ = + +
 

Стойки заданы векторами �������� � �� � 1, � � 2	 � 5, � � 1, … , 2	 � 3. 
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Раскосам решетки соответствуют следующие векторы: 

6 11 [ 3, 2 5],i nV i i n+ + = + + + 7 11 [ 2, 3 8], 1,..., ,i nV i n i n i n+ + = + + + + =
 

8 12 [ 3,3 6],nV n n+ = + +
 8 13 [ 3,3 8].nV n n+ = + +

 

Направляющие косинусы усилий, задающие проекции усилий на оси в уравнениях равновесия 
узлов, вычисляются через длины стержней и проекции их векторных представлений на оси координат: 

2, 1, 2, 1,

2 2
1, 2, 1, 2,, , , 1,..., .

i i i ii i i i V V i V V sl l l l x x l y y i n= + = − = − =
 

В номере ��,� первый индекс соответствует номеру компоненты вектора ��� (номер начала или конца 

стержня),  второй индекс — это номер стержня. Таким образом, матрица G системы уравнений 
равновесия    имеет следующие элементы: 

, , ,2/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., ,k i j i i i s sG l l k V j k n j i n= − = − + ≤ = =
 

, , ,1/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., .k i j i i i s sG l l k V j k n j i n= = − + ≤ = =
 

Система уравнений равновесия записывается в матричной форме  ��̅ � ��,  где �̅ — вектор усилий в  
стержнях, включая реакции опор  стержня, ��  — вектор нагрузок. Горизонтальные нагрузки, приложенные к 
узлу i,  в общем случае заносятся в нечетные элементы  B2i-1 (в данной постановке их нет), 
вертикальные — в четные B2i, i = 1, …, m.  

3. Результаты и обсуждение 
3.1. Прогиб 

Вычисление прогиба центрального узла с номером n + 3 нижнего пояса фермы  производится по 
формуле Максвелла–Мора: 

3

1

sn
i i i

i

S s l

EF

−

=
∆ = 

. 

Здесь введены обозначения: Si — усилия в стержнях фермы от действия внешней нагрузки, 

���  - усилия от единичной нагрузки, приложенной к узлу n + 3, li – длины стержней. Материал стержней 
предполагается упругим,  жесткость EF всех стержней принята одинаковой. 

Последовательный расчет прогиба ферм при различном числе панелей (n=1,...,14) дает в результате 
одну и ту же формулу 

3 3 3 2

1, 2, 3,( ) / (32 ),n n n nEF P C c C d C h h∆ = + +
 

(1) 

где � � √� � ℎ , " � √� � 9ℎ  — длины раскосов и стержней поясов, а коэффициенты C1, C2  и C3  зависят 
только от  числа панелей n. С помощью оператора   rgf_findrecur  системы Maple можно выяснить, что 
члены последовательности   119, 336, 685, 1356, 2339, 3904, 6041, 9100, 13071, 18384, 25029, 33516, 
43835, 56576  коэффициентов C1,n  удовлетворяют следующему рекуррентному уравнению: 

1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6 1, 73 5 5 3n n n n n n n nC C C C C C C C− − − − − − −= − − + + − +
. 

Для получения этого уравнения потребовался расчет 14 ферм, меньшая длина последовательности 
коэффициентов закономерность в этой задаче не выявляет. Оператор rsolve дает решение этого 
уравнения. 

4 3 2
1, (5 40 166 (329 15( 1) ) (453 75( 1) ) / 2) / 6

n n
nC n n n n= + + + + − + + − .

 

Аналогично получаются и другие коэффициенты: 

2, (1 ( 1) )(2 ) / 2,
n

nC n= − − +
 

3 2
3, 8( 12 2(13 ( 1) ) 7(1 ( 1) )

n n
nC n n n= + + − − + − −

. 
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Зависимость прогиба (1) от размеров фермы и числа панелей отражена на  рисунке 3. Кривые 
безразмерного прогиба ∆%� ∆&'( )*+
,⁄ построены при фиксированной длине пролета L = 2 (n + 2) a = 90 м и 
заданной суммарной нагрузке +
 � )2	 � 3,+.  Следует обратить внимание на точки пересечения кривых, 
свидетельствующие о возможности выбрать наилучшие размеры при одинаковых прогибах фермы.  

 

Рисунок 3. Зависимость прогиба от числа панелей 

Экстремальные точки кривых (минимумы) приходятся на значения n, при которых длина панелей 
нереально велика и поэтому практического значения они не имеют. Однако сам факт их существования 
подсказывает, что при других параметрах оптимизация конструкции, реализующая минимум на кривой 
прогиба, возможна.  

Аналитическая форма решения позволяет выявить предельные свойства решения в такой 
постановке. Имеется следующий предел, свидетельствующий о кубическом характере роста прогиба:  

3
lim '/ 5 / (384 )
n

n h L
→∞

∆ =
. 

3.2. Усилия 

Для расчета фермы на прочность и устойчивость ее элементов необходимо иметь аналитические 
выражения для усилий в критических (с наибольшими усилиями) стержнях. Программа [11], записанная на 
языке Maple на основе программы  [10],  дает возможность не только получить усилия, но и отобразить 
схему фермы с величинами усилий в отдельных стержнях. На рисунках 4, 5 и 6 приведены примеры таких 
схем при a=3 м, h=4м. Красным цветом выделены растянутые стержни, синим — сжатые. Усилия отнесены 
к силе P. Толщина линии пропорциональна модулю усилия в соответствующем стержне. 

 

Рисунок 4. Усилия в стержнях при n=2 

 

Рисунок 5. Усилия в стержнях при n =3 



Construction of Unique Buildings and Structures, 2018, No. 4 (67) 
 

 

91 
Kirsanov M.N. The formula for calculating the deformations of the arched truss with arbitrary number of panels.2018.No.4 (67).Pp. 86-94. (rus) 

 

 

Рисунок 6. Усилия в стержнях при n =4 
Из анализа приведенных схем выявляются стержни, усилия в которых должны быть ограничены из 

условия прочности или устойчивости. Формулы для усилий в наиболее растянутых стержнях (в середине 
нижнего пояса и средней стойке) получаются методом индукции (рис. 1) 

2
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2 5 10

( 4 2 ( 1) ( 2)) / (8 ),

( 4) / 4.

n
n

n

U S P n n n c h

V S Pn n
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+
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Усилия в некоторых наиболее сжатых стержнях (вторая стойка и стержни в середине верхнего 
пояса) имеют вид: 

1 4 10

2
1 3 4

2
2 3 5

(2 3) / 2,

( (4 ( 1) ) 2( 1) 4) / (8 ),

( 2) / (8 ).

n

n n
n

n

V S P n

O S P n n c h

O S P n c h

+

+

+

= = − +

= = − + + − + − +

= = − +

 

(2) 

Безусловно, для полного анализа требуются формулы и для усилий в других стержнях. Например, 
при n=4 наиболее сжатый стержень, устойчивость которого необходимо проверить на этапе 
проектирования конструкции, — это стержень соседний со средним в верхнем поясе. Наиболее 
растянутые стержни также могут меняться местами. Если усилие в средней стойке  5n+10, как выясняется, 
не зависит от размеров фермы, то на усилия в нижнем поясе влияют соотношение и величины размеров. 
При а=3 м усилие в среднем стержне нижнего пояса n+2 всегда больше усилия в средней стойке с 
номером 5n+10 при h=1м, а при h=2м ситуация зависит от числа панелей (рис. 7). Штрихом обозначены 
величины усилий, отнесенные к силе P:   �/

% �  �/ +⁄ . 

 

Рисунок 7. Перераспределение усилий в наиболее растянутых стержнях 
Аналогичный график, показывающий варианты положения наиболее сжатых стержней, можно 

построить по формулам (2) для стержней с номерами 4n+10 и 3n+6. Здесь также получается, что усилие в 
стойке 4n+10 не зависит от размеров фермы. 

3.3. Другие варианты нагрузок 

Отлаженный алгоритм вывода формул в системе Maple позволяет легко изменить вид нагрузки. 
Рассмотрим нагружение фермы по узлам нижнего пояса (рис. 8). 
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Рисунок 8. Нагрузка по узлам нижнего пояса, n=4 
Решение для прогиба имеет ту же форму (1) с отличием только в одном коэффициенте 

3 2
3, 8( 12 2(11 ( 1) ) 11 3( 1) )

n n
nC n n n= + + − − + − − . 

Усилия в критических стержнях имеют вид: 

2

1

2
2

2
1

2
2

( (4 ( 1) ) 2( 1) 2)) / (8 ),

(2 1) / 2,

( 2) / 4,

( (4 ( 1) ) 2( 1) 4) / (8 ),

( 2) / (8 ).

n n

n n

U P n n c h

V P n

V P n

O P n n c h

O P n c h

= + − − − − +
= − +

= +

= − + + − + − +

= − +

 

Фермы арочного типа имеют, как правило, большую высоту. Для таких конструкций имеет значение 
боковая (ветровая нагрузка). Рассмотрим случай горизонтальной равномерной нагрузки по узлам левой 
половины пролета (рис. 9). 

 

Рисунок 9. Боковая нагрузка, n=3 
Решение для прогиба имеет форму, близкую к  (1) 

3 3 3

1, 2, 3,
( ) / (32 ),

n n n n
EF P C c C d C h ah∆ = + +  

где 

4 3 2
1,

2,

3 2
3,

(22 88 44 (42( 1) 202) 75( 1) 219) / 24,

(3 5)(1 ( 1) ) / 4,

4(3 11 6(( 1) 1) 7( 1) 21).

n n
n

n
n

n n
n

C n n n n

C n

C n n n

= + + + − − + − −

= + − −

= + − − + − − −
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Усилия в критических стержнях имеют вид: 

1

2
2

2
1

2
2

( 1)(1 6 ( 1) ) / (32 ),

( 3) / (4 ),

(3 5 14) / (8 ),

(6 (( 1) 15) 11 ( 1) ) / (32 ),

(3 5 6) / (16 ).

n

n n

U Pc n n a

V Ph n a

V Ph n n a

O Pc n n a

O Pc n n a

= + + − −
= − +

= − −

= − + − − + + −

= − − −
 

Использованный алгоритм вывода аналитических зависимостей опробован ранее на 
плоских [1-8,12-18] и пространственных [19] фермах различной конфигурации. Полученные аналитические 
решения могут быть использованы и в задачах оптимизации как с помощью генетических 
алгоритмов [4, 20, 21] (здесь увеличение скорости счета за счет применения готовых формул 
принципиально важно), так и с помощью нейронных сетей [22]. Обзор аналитических решений для плоских 
ферм в системе Maple дан в работе [12], арочных — в [13].

 

4. Выводы 
Построена математическая модель предлагаемой схемы статически определимой фермы. На 

основе хорошо апробированной программы [11], написанной на языке Maple, получены и 
проанализированы основные формулы, вывод которых поставлен в целях работы.  

Сформулируем основные выводы по работе. 

1. Предлагаемая схема фермы допускает аналитическое решение для прогиба и для усилий в 
отдельных стержнях при любом числе панелей. 

2.  Решение как для прогиба, так и для усилий имеет полиномиальный по числу панелей  характер. 

3.  Выявлены  предельные свойства решения. 

4. Кривые зависимости прогиба от числа панелей, построенные по выведенным формулам, 
обнаруживают точки пересечения. Эта особенность конструкции может быть использована для ее 
оптимизации. 

5.  Показано, что усилия в некоторых стержнях не зависят от размеров фермы. 

6. Отмечено определенное положительное качество предлагаемой схемы решетки фермы — 
наиболее длинные стержни (раскосы длиной d) имеют либо растягивающие усилия, либо весьма 
небольшие сжимающие. Это делает конструкцию более устойчивой. При этом число панелей на 
замеченную особенность не влияет (рис. 4-6). 

7.  Приведен алгоритм построения картины распределения усилий в стержнях в системе Maple. 
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