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Ââåäåíèå

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïèñàíèå ïðîáëåìû

Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � îïèñàòü â àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
òåðìèíàõ ïðîöåññ ïåðåíîñà âîëí â íåîäíîðîäíîé ñðåäå è óñòàíîâèòü ñâÿçè
ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ôîðìàìè îïèñàíèÿ ïåðåíîñà âîëí è
ðàçëè÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ôîðìàìè îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñðåäû.

Çäåñü íåîáõîäèìî ñðàçó óòî÷íèòü, ÷òî èìååòñÿ â âèäó, ïîñêîëüêó â ñóùå-
ñòâóþùåé ëèòåðàòóðå ïîíÿòèå "âîëíà" ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðàñïëûâ÷à-
òûì. Ñóììèðóÿ âñå óïîòðåáëÿåìûå ñìûñëû, ìîæíî ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî âîëíîé íàçûâàåòñÿ "âñå, ÷òî äâèæåòñÿ". Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âïîëíå
îïðàâäàíî. Îòìåòèì, êñòàòè, ÷òî ïîíÿòèå "âîëíà" íå ôèãóðèðóåò íè â ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ýíöèêëîïåäèÿõ, íè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïðàâî÷íèêàõ. ×òî æå
êàñàåòñÿ ôèçè÷åñêîé ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòóðû, òî â íåé ïîíÿòèå âîëíû àâ-
òîðó óäàëîñü íàéòè òîëüêî â ôèçè÷åñêîé ýíöèêëîïåäèè [59].

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ñìûñëîâ ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ òàáëè÷êó:

Âîëíû â ñðåäå Ýâîëþöèÿ ñðåäû Êîëåáàíèÿ â ñðåäå
Äèôô. Óðàâíåíèÿ Óðàâíåíèÿ Óðàâíåíèÿ
ôîðìà ïåðåíîñà ñïëîøíîé ñðåäû ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè
Èíòåãð. Ôîðìóëà Ôîðìóëà Ôîðìóëû
ôîðìà ðàñïð. âîëí Ðèìàíà êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Â íåé "ïåðåíîñó âîëí" (ò.å. ïðîöåññó ïðåîáðàçîâàíèÿ äâèæóùèõñÿ ôîðì)
ñîîòâåòñòâóåò ëåâàÿ êîëîíêà, ñðåäíÿÿ êîëîíêà îòâå÷àåò çà "ýâîëþöèþ ñðå-
äû"â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëåíèé (êàê ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè "ôàçîâûõ"õàðàêòåðèñòèê � ñîñòîÿíèÿ ñðåäû è ñêîðîñòè
èçìåíåíèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ), ïðàâàÿ � çà "êîëåáàíèÿ â ñðåäå", ò.å. èçìåíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, ÿâëÿþùååñÿ ñèíóñîèäàëüíûì ïî âðåìåíè è ñîõðàíÿþùèì
ñâîþ ôîðìó â ïðîñòðàíñòâå.

Êîíå÷íî, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò ïî ñóùåñòâó îá îäíîì è òîì æå ïðîöåññå,
ëèøü îïèñûâàåìîì ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ìåæäó ýòèìè êîëîíêàìè íå ìîæåò
áûòü ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû. Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ÿñíî ïðåäñòàâèòü
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è òî÷íî îïèñàòü ïåðåõîä îäíîãî ñìûñëà â äðóãîé, íåîáõîäèìî ÷åòêî çàôèê-
ñèðîâàòü ðàçäåëåíèå ýòèõ ñìûñëîâ.

Ê äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ìîæíî îòíåñòè
ïðàêòè÷åñêè âñå óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìûå ñåé÷àñ "âîëíîâûìè" � óðàâíåíèÿ
àêóñòèêè, ñèñòåìó Ìàêñâåëëà, óðàâíåíèÿ óïðóãîãî òåëà, óðàâíåíèÿ ãèäðî-
äèíàìèêè è ãàçîâîé äèíàìèêè.

Ê èíòåãðàëüíîé ôîðìå îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ìîæíî îòíåñòè èíòå-
ãðàëüíûå ôîðìóëû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé (òàêèõ, êàê ôîðìóëû Äàëàì-
áåðà, Ðèìàíà, Ïóàññîíà, Êèðõãîôà). Íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå
çäåñü çàíèìàþò èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, èçâåñòíàÿ ôîðìóëà
Ñ.Ë.Ñîáîëåâà [146], ðàñïðîñòðàíåííàÿ çàòåì Â.Ã.Ãîãîëàäçå [63] íà àíèçî-
òðîïíûé ñëó÷àé), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âàæíûì ñðåäñòâîì óñòàíîâëåíèÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé è èíòåãðàëüíîé ôîðìû îïèñàíèÿ îäíîãî
è òîãî æå ÿâëåíèÿ. Òàêîãî ðîäà ýêâèâàëåíòíîñòü íà ñàìîì äåëå ÷ðåçâû÷àé-
íî âàæíà êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè î áëèçêî-
è äàëüíîäåéñòâèè (ñì., íàïð., [108, Ãë. IV, ï. 95à]).

Óðàâíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè � ýòî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç
óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ïðè ïîäñòàíîâêå â íèõ ðåøåíèÿ âèäà

u(t, x, ω) = A(x, ω)ei(ωt−ψ(x,ω)), (1.1)

îáùåå æå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àþò èíòåãðèðîâàíèåì ðåøå-
íèé (1.1), ïðè÷åì, ïîñêîëüêó ïàðàìåòð ω îáû÷íî äîïóñêàåòñÿ íå òîëüêî
âåùåñòâåííûì, íî è êîìïëåêñíûì, ýòî èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò â êîì-
ïëåêñíîé îáëàñòè ïî íåêîòîðîìó êîíòóðó:

u(t, x) =

∫
Γ

u(t, x, ω) dω. (1.2)

Õîòÿ â ôîðìóëå (1.1) íå íàïèñàíî íè÷åãî áîëåå ÷åì "ðàññìàòðèâàþòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñðåäû ñ ôàçîé è àìïëèòóäîé, çàâèñÿùåé îò òî÷êè
ýòîé ñðåäû", ýòè ðåøåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò, ñëåäóÿ Óèçåìó [160], "äèñïåð-
ñèîííûìè âîëíàìè". Â öåëÿõ ðàçäåëåíèÿ ñìûñëîâ ìû áóäåì ýòó ñèñòåìó
ïðåäñòàâëåíèé íàçûâàòü "êîëåáàíèÿìè â ñðåäå", ÷òîáû ðåëüåôíåå âûäå-
ëèòü îñíîâíîé ñìûñë ïîíÿòèÿ "âîëíà", êîòîðûé èäåò îò íåïîñðåäñòâåííûõ
íàáëþäåíèé çà âîëíàìè, íàïðèìåð, íà âîäå è êîòîðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âîëíà � ýòî íåêîòîðîå ïîëå, ñêàëÿðíîå èëè âåêòîðíîå, êîòîðîå èçìåíÿåò-
ñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïóòåì ïåðåíîñà åãî, â ñèëó ñâÿçàííîñòè ñðåäû, èç
îäíèõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà â äðóãèå. Íîñèòåëåì âîëíû ÿâëÿåòñÿ ôðîíò, à
íàïðàâëåíèå ïåðåíîñà îïðåäåëÿåòñÿ ëó÷àìè. Ïîä ôðîíòîì ïîíèìàåòñÿ íà-
áîð ëèíèé óðîâíÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà)
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ñîîòâåòñòâóþùåãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, à ïîä ëó÷àìè � èíòåãðàëüíûå ëè-
íèè ïîëÿ êîãðàäèåíòîâ ýòîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, áèõàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ).

Îáîñíîâàííîñòü òàêîé äèñêðèìèíàöèè ïî îòíîøåíèþ ê "äèñïåðñèîíí-
íûì âîëíàì" ìû õîòåëè áû ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà äâóõ ñîâåðøåííî òðè-
âèàëüíûõ ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå

utt = uxx − a2u,

ãäå a � êîíñòàíòà. Ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ôóíê-
öèè u = sin(ωt − kx), ãäå k =

√
ω2 − a2. Ìîæíî ëè ýòè ðåøåíèÿ ñ÷èòàòü

"âîëíàìè"?
Íà ïåðâûé âçãëÿä � äà, ïîñêîëüêó íàëèöî íåêàÿ äâèæóùàÿñÿ ôîðìà

(ñèíóñ). Îäíàêî â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ñêðûò õîðîøî èçâåñòíûé ïàðàäîêñ
ôàçîâîé ñêîðîñòè. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýòîé ôîðìû
(êîòîðàÿ è íàçûâàåòñÿ "ôàçîâîé") ω/k=ω/

√
ω2 − a2 áîëüøå åäèíèöû, ò.å.

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîíå÷íûõ âîçìóùåíèé, è
ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàøà ñèíóñîèäàëüíàÿ ôîðìà, ðàññìàòðèâàåìàÿ
êàê öåëîå, äâèãàåòñÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì òà æå ñàìàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ
ôîðìà, ìûñëåííî ðàçáèòàÿ íà êîíå÷íûå ôðàãìåíòû (íàïðèìåð, ïî ïîë-
ïåðèîäà).

Ïàðàäîêñ ýòîò íå òîëüêî îáíàðóæèâàåòñÿ, íî è ðàçðåøàåòñÿ ìûñëåííûì
ýêñïåðèìåíòîì: âûäåëèì â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè îäíó èç ïîëóâîëí
("ãîðáèê"), îòìåòèì åãî òî÷êó ìàêñèìóìà (ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà A), çàòåì
ïîñìîòðèì, êóäà ýòîò ìàêñèìóì ïåðåìåñòèëñÿ çà âðåìÿ ∆t è îáîçíà÷èì
ýòó òî÷êó ÷åðåç B. Òåïåðü âåðíåìñÿ íàçàä, ê íà÷àëüíîìó ìîìåíòó âðåìå-
íè, óäàëèì ïîëóâîëíó, ñîäåðæàùóþ òî÷êó A (ò.å. çàìåíèì íà ïîëóïåðè-
îäå ñèíóñ íóëåì), è ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ òàêîé èñïîð÷åí-
íîé äâèæóùåéñÿ ôîðìîé äàëüøå. Ýëåìåíòàðíûå ðàññóæäåíèÿ, îñíîâàííûå
íà ëèíåéíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîçäàííûé
íàìè äåôåêò áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, ïîýòîìó îí
áóäåò îòñòàâàòü îò ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû, è â ðåçóëüòàòå ÷åðåç âðåìÿ ∆t
â òî÷êå B, êàê íè â ÷åì íå áûâàëî, ïîÿâèòñÿ ìàêñèìóì ñèíóñîèäàëüíîé
ôîðìû.

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â íàøåì ïðèìåðå â òî÷êå
B ôîðìà ñèíóñà èç òî÷êè A íå ïåðåíîñèòñÿ, îíà â ýòîé òî÷êå âîñïðîèç-
âîäèòñÿ íà îñíîâå ïðåäøåñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû â ïðåäåëàõ îáëàñòè
âëèÿíèÿ òî÷êè B, â êîòîðóþ òî÷êà A, åñòåñòâåííî, íå ïîïàäàåò.
Ïðèìåð 2. Óñóãóáèì ñèòóàöèþ, óäàëèâ èç óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíóþ ïî
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x è ðàññìîòðåâ äëÿ ôóíêöèè u(t, x) óðàâíåíèå

utt = −a2u.

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, èìååòñÿ ðåøåíèå âèäà
z = sin(ωt − kx), òîëüêî çäåñü ω = a, à k ìîæåò áûòü ëþáîå. Çíà÷èò ëè
ýòî, ÷òî ìû ïîëó÷àåì âîëíû ñ ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò. Ñ÷èòàòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ âîëíàìè àáñóðä-
íî, èáî íàïèñàííîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîíòèíóóì íèêàê íå ñâÿçàííûõ ñ
ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. È ïîýòîìó íàëè÷èå "âîëíû" ÿâëÿåòñÿ
çäåñü èëëþçèåé, ñëåäñòâèåì ñëó÷àéíîãî ñîãëàñîâàíèÿ ôàç êîëåáàíèé ýòèõ
îñöèëëÿòîðîâ.

Âòîðîé ïðèìåð äåëàåò íåñîìíåííûì çàêëþ÷åíèå, êîòîðûì ìû çàâåðøè-
ëè ïåðâûé ïðèìåð, è êîòîðîå õîòåëè áû ðàôèíèðîâàííî âûðàçèòü â ñëåäóþ-
ùåé ôîðìå: ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñðåäû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò
ñ âîëíàìè, òàê êàê ôîðìà êîëåáàíèé â íèõ íå ïåðåíîñèòñÿ, à âîñïðîèç-
âîäèòñÿ. Íåñîìíåííî, ÷òî ýòîò ýôôåêò íîñèò ñîâåðøåííî îáùèé õàðàêòåð
è íå ñâÿçàí ñ ïîñòîÿíñòâîì êîýôôèöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé.
Ñîâïàäåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ âîëíàìè � ýôôåêò, âîçíèêàþùèé
òîëüêî â îäíîðîäíîé ñðåäå.

Âîçâðàùàÿñü ê îñíîâíîé çàäà÷å íàñòîÿùåé ðàáîòû, ìû òåïåðü ìîæåì
ñêàçàòü, ÷òî îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû
îïèñàíèÿ ïåðåíîñà âîëí â äèôôåðåíöèàëüíîé è èíòåãðàëüíîé ôîðìå, ò.å.
óðàâíåíèé ïåðåíîñà (àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèÿì v±t ∓ v±x = 0, íà êîòîðûå,
êàê èçâåñòíî, ðàñïàäàåòñÿ êëàññè÷åñêîå îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå
utt = uxx) è ôîðìóëû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí (àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëå
u(t, x) = f(x− t) + g(x + t) äëÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ) è óñòàíîâëåíèå ñâÿçè
òàêîãî îïèñàíèÿ ñ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ ñðåäû (òàêæå è â äèôôåðåíöè-
àëüíîé è â èíòåãðàëüíîé ôîðìå).

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåñìîòðÿ íà áàçîâûé, äëÿ
âñåé òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, õàðàêòåð ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî âîëíû (íåêîòîðûå âåëè÷èíû) ïåðåíîñÿòñÿ
ôðîíòàìè (ëèíèÿìè óðîâíÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê) âäîëü ëó-
÷åé (áèõàðàêòåðèñòèê), îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óæå â õîòü ñêîëüêî-íèáóäü íåîä-
íîðîäíîé ñðåäå ýòè ïðåäñòàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî "äåôåêòíûì".
Óæå â ñëó÷àå êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäû èñõîäíàÿ äâèæóùàÿñÿ ôîðìà íà-
÷èíàåò äðîáèòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, "ïåðåìåøèâàòüñÿ", òàê ÷òî âîçìó-
ùåíèå, ïðèøåäøåå â îäíó òî÷êó èç äðóãîé, ïðè ýòîì ïðîõîäèò äîâîëüíî èç-
âèëèñòûé ïóòü. Ñèòóàöèÿ óñóãóáëÿåòñÿ â ñðåäå áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè:
õîòÿ âðîäå áû äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ôîðìóëû ïëîñêîé è ñôåðè÷åñêîé âîë-
íû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿì î ïåðåíîñå âîëí,
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ïîÿâëåíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåïÿòñòâèé (ò.å. ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ � ïîÿâëåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé) íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
ýôôåêòà äèôðàêöèè, ðàçðóøàþùåãî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ.

Åäèíñòâåííûì îáúåêòîì, êîòîðûé äåéñòâèòåëüíî îòâå÷àåò ïðåäñòàâëå-
íèÿì î ïåðåíîñå âîëí, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâ ðåøåíèÿ, è èìåííî ýòà èíòåðïðåòà-
öèÿ (ðàçðûâû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê) îáû÷íî öèòèðóåòñÿ
âî âñåõ ó÷åáíèêàõ.

Òàêèì îáðàçîì, âäîëü áèõàðàêòåðèñòèê, èçíà÷àëüíî âîçíèêøèõ èç ïðåä-
ñòàâëåíèé î ïåðåíîñå âîëí, ïåðåíîñÿòñÿ òîëüêî ðàçðûâû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
"âîëíàìè" òîëüêî â î÷åíü ñèëüíî îáîáùåííîì ñìûñëå.
Ðåøåíèå ïðîáëåìû çäåñü ñâÿçàíî ñ êîððåêöèåé èñõîäíîé ñèñòåìû ïðåä-

ñòàâëåíèé è ââåäåíèåì â íåãî ÿâëåíèÿ äèñïåðñèè (ðàññåèâàíèÿ) âîëí: â
êàæäîé òî÷êå âîëíà, ïðèøåäøàÿ â ýòó òî÷êó, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èç íåå íå
òîëüêî ïî òîìó íàïðàâëåíèþ, ïî êîòîðîìó îíà ïðèøëà, à ïî âñåì íàïðàâ-
ëåíèÿì (ýòîò ýôôåêò ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî î÷åâèäíûì ïðè èçó÷åíèè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëí íà ñåòÿõ � ñì. [176], [132]). Â îäíîìåðíîé ñðåäå òàêèõ
íàïðàâëåíèé äâà, è íàëè÷èå íåèñêàæàþùåãîñÿ äâèæåíèÿ âïðàâî èëè âëåâî
â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ utt = uxx ñâÿçàíî ñ ÷èñòî ñëó÷àéíûì ôàêòîì àííóëÿ-
öèè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà. Â ñðåäå áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè
âîëíà, ò.å. îðèåíòèðîâàííîå âîçìóùåíèå V (t, x, θ) (t � ìîìåíò âðåìåíè, x �
òî÷êà ñðåäû, θ � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû)
äîëæíî â êàæäîé òî÷êå ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ âèäà

Vt(t, x, θ) + θVx(t, x, θ) =
1

sn

∫
Sθ′

σ(t, x, θ, θ′)V (t, x, θ′)dSθ′ (1.3)

ãäå sn � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n, Sθ′ �
ñôåðà (äëÿ ïåðåìåííîé θ′), ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå, dSθ′ �
ýëåìåíò ïëîùàäè ýòîé ñôåðû. Êîýôôèöèåíò σ îïèñûâàåò ñîáñòâåííî ïåðå-
ðàñïðåäåëåíèå âîëí ïî íàïðàâëåíèþ (îí íàçûâàåòñÿ èíäèêàòðèñîé ðàññå-
ÿíèÿ) è ìîæåò áûòü êàê îáû÷íîé ôóíêöèåé, òàê è îáîáùåííîé (÷òî ìîæåò
ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ).

Óðàâíåíèå (1.3) èçâåñòíî, è íîñèò íàçâàíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðå-
íîñà èçëó÷åíèÿ (ñì., íàïð., [8], [122]), îäíàêî ñâÿçü åãî, íàïðèìåð, ñ êëàññè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì utt = ∆u äî ñèõ ïîð íå óñòàíîâëåíà: íå ÿñíû íè óñëîâèÿ
íà σ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èí-
òåãðàëà ïî ñôåðå Sθ îò V (t, x, θ), íè óñëîâèÿ íà ñàìè âîëíû, íè ñâÿçü èõ
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, èñõîäÿ
èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé � ÷òî â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé îäíîðîäíîé ñðåäû σ

íå çàâèñèò íè îò t, íè îò x è ÷òî äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû îíà çàâèñèò òîëüêî
îò óãëà ìåæäó θ è θ′.
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Óðàâíåíèå (1.3) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ôîðìîé îïèñàíèÿ âîëí. Èíòåãðàëü-
íàÿ ôîðìà, åñòåñòâåííî, äîëæíà âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýé-
êîíàëà è ñâÿçàííûå ñ íèì âåëè÷èíû. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû çäåñü
âîçíèêàåò åùå îäíà ïðîáëåìà: óðàâíåíèå ýéêîíàëà, øèðîêî èçâåñòíîå [97]
è, êàê ñ÷èòàåòñÿ, "ðåøåííîå" (àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì
õàðàêòåðèñòèê èçëîæåí, íàâåðíîå, âî âñåõ êíèæêàõ ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ
âîëí â íåîäíîðîäíîé ñðåäå), íà ñàìîì äåëå ðåøåíî òîëüêî â ñëó÷àå ñðåäû
îäíîðîäíîé. Æåëàþùèé ïîïðîáîâàòü ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå â ñîîòâåòñòâèè
ñ âûøåóïîìÿíóòûì àëãîðèòìîì â ëó÷øåì ñëó÷àå ïîëó÷àåò ïàðó êâàäðà-
òóð, èç êîòîðûõ íàäî èñêëþ÷èòü êîíñòàíòû, íàõîäÿùèåñÿ ãäå-òî ïîä çíàêîì
ðàäèêàëà îò ôóíêöèè îáùåãî âèäà, êîòîðûé ïîäâåðãàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèþ.

Èçâåñòíûå ïîïûòêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà èëè óðàâíåíèÿ ëó÷åé â
êàêèõ-òî ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íå èìåþò ñèñòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Îñòàåòñÿ
òîëüêî óäèâëÿòüñÿ, íàñêîëüêî ìàë òîò çàçîð, êîòîðûé îòäåëÿë èõ àâòîðîâ
(ñì., íàïð. [17], [8]) îò ýôôåêòíûõ è ÿðêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé
ñ êîòîðûìè îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýéêîíàëà. Åäèí-
ñòâåííûìè, ïîæàëóé, ïðèìåðàìè, êîãäà èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ýéêîíàëà
è ëó÷åé äàëî ãåîìåòðè÷åñêèé ðåçóëüòàò, ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [3], ãäå ïîëó÷åíî
óðàâíåíèå ëó÷åé äëÿ ñðåäû ñ ëèíåéíî ìåíÿþùåéñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîçìóùåíèé (òàì æå ïîñòðîåí ãîëîâíîé ôðîíò âîëíû ñ ó÷åòîì îò-
ðàæåíèé îò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà, õîòÿ è íå óêàçàíî, ÷òî ÷àñòü ýòîãî
ôðîíòà, îòâå÷àþùàÿ çà âîëíó, ïðîøåäøóþ áåç îòðàæåíèé, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
äóãîé îêðóæíîñòè), è [111], ãäå äëÿ ôóíêöèè ñêîðîñòè òèïà êâàäðàòíîãî
êîðíÿ èç ëèíåéíîé ôóíêöèè óäàëîñü îïèñàòü ëó÷è â âèäå äóã öèêëîèä.
Áëèæå âñåõ ê îïèñàíèþ íàèáîëåå òèïè÷íûõ ðåøåíèé óäàëîñü ïðèáëèçèò-
ñÿ â [8], è, âèäèìî, òîëüêî îòñóòñòâèå óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî íàéäåííûå
ñëó÷àè � íàèáîëåå ðàôèíèðîâàííûå, îñòàíîâèëî àâòîðîâ â äâóõ øàãàõ îò
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ.

Ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèåì ýéêîíàëà, êîíå÷íî, èñ÷åçàþò â ñëó-
÷àå ñðåäû îäíîìåðíîé. Â ýòîì ñëó÷àå θ ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ (±1),
èíòåãðàë â óðàâíåíèè (1.3) ïðåâðàùàåòñÿ â ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ, ñàìî
óðàâíåíèå (1.3) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó

V +
t (t, x)− V +

x (t, x) = σ++(x)V
+(t, x) + σ+−(x)V

−(t, x),
V −
t (t, x) + V −

x (t, x) = σ−+(x)V
+(t, x) + σ−−(x)V

−(t, x),
(1.4)

è âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó ýòîé ñèñòåìîé è, íàïðèìåð, óðàâíåíèåì

a(x)utt = (b(x)ux)x

ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ è ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá èõ ýêâèâàëåíòíîñòè â òîì
èëè èíîì ñìûñëå.
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Èìåííî äëÿ îäíîìåðíîé ñðåäû âîïðîñ î âîëíîâûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ïîä-
íèìàëñÿ áîëåå-ìåíåå ðåãóëÿðíî è êàê-òî ðåøàëñÿ, ïóñòü è äàæå ÷àñòè÷íî,
â ðàìêàõ òîãî èëè èíîãî êëàññà çàäà÷. Íàèáîëåå ðàôèíèðîâàííûì îáðàçîì
âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû (1.4) âûðàæåí,
íàïðèìåð, â [121], îäíàêî òàì ðå÷ü èäåò òîëüêî î âçàèìíîì îòíîøåíèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ (ëîêàëüíûõ) ôîðì, âîïðîñ îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè
ðåøåíèé (1.4) è ñâÿçè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (ôîðìóëîé Ðèìàíà) íå îáñóæäàëñÿ.

Óðàâíåíèå (1.4) ñ σ++ = σ−− = 0 ïîä íàçâàíèåì "äâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòå-
ìû Äèðàêà" äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷àëîñü â [122] ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
ðàññåÿíèÿ, òàì æå â êîíòåêñòå òåîðèè ðàññåÿíèÿ èçó÷àëîñü è óðàâíåíèå
(1.3), íî çàòî âíå ñâÿçè ñ âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè.

Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå ñèñòåìàì âèäà (1.4) óäåëÿåòñÿ â òåîðèè îáðàò-
íûõ çàäà÷ (òàì ïåðåõîä îò âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå íîñèò íàçâàíèå
"âîëíîâîãî ðàñùåïëåíèÿ", èëè "wave splitting") [179, 187, 202]. Îäíàêî è
çäåñü ïîëíîöåííàÿ ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ ñðåäû è óðàâíå-
íèÿìè ïåðåíîñà âîëí ïðîèñõîäèò "íà ðåøåíèè"(êàê ïðàâèëî, óäîâëåòâîðÿ-
þùåì íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì), à íå â öåëîì. Îòìåòèì, ÷òî è ñàìà
èäåÿ "âîëíîâîãî ðàñùåïëåíèÿ" íåñêîëüêî îòëè÷íà îò ïðåäñòàâëåíèé î ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëíàõ: "âîëíîâîå ðàñùåïëåíèå" ïðîèçâîäèòñÿ ïî äâóì
íàïðàâëåíèÿì âðåìåíè, à êîãäà ìû ãîâîðèì î ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëíàõ
� òî ðàñùåïëåíèå ïðîèñõîäèò ïî íàïðàâëåíèÿì ïðîñòðàíñòâà. Â îäíîìåð-
íûõ çàäà÷àõ ýòî ðàçëè÷èå ïðàêòè÷åñêè íåîùóòèìî, à â ìíîãîìåðíûõ � äàåò
ñîâåðøåííî ðàçíûå ôîðìû óðàâíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è � ñîçäàíèÿ ïîë-
íîöåííîé ñèñòåìû ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæåííûõ ïðåäñòàâëåíèé î ïåðåíîñå
âîëí íåîáõîäèìî ñäåëàòü êàê ìèíèìóì òðè âåùè. Âî-ïåðâûõ, ïîëó÷èòü èí-
òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí õîòÿ áû äëÿ îä-
íîìåðíîé ñðåäû è ñâÿçàòü åãî êàê ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
ïåðåíîñà, òàê è ñ èíòåãðàëüíûì îïèñàíèåì ñîñòîÿíèÿ ñðåäû (ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Ðèìàíà, íàïðèìåð); ðàçâèòü òåõíèêó ïåðåõîäà îò îäíèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ê äðóãèì è îïåðèðîâàíèÿ âíóòðè ñàìèõ ïðåäñòàâëåíèé (íàïðèìåð,
ñ ïîìîùüþ òåõ èëè èíûõ ïðèíöèïîâ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé äàííûõ);
ðàçðàáîòàòü òåõíèêó ðåøåíèÿ íàèáîëåå òèïè÷íûõ çàäà÷. Âî-âòîðûõ, ïî
âîçìîæíîñòè ìàêñèìàëüíî èññëåäîâàòü ãåîìåòðèþ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà è
óðàâíåíèÿ ëó÷åé, ïîëó÷èòü êàêîé-òî õîòÿ áû ìèíèìàëüíûé çàïàñ ÿâíûõ
ïðèìåðîâ ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû; èçó÷èòü óðàâíåíèå ïå-
ðåíîñà âîëí (1.3) â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå è óñòàíîâèòü åãî ñâÿçü ñ âîëíîâûìè
óðàâíåíèÿìè. Íàêîíåö, â-òðåòüèõ, � ïåðåíåñòè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé âñþ
ñèñòåìó ñâÿçåé ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè è èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëå-
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íèÿìè â òåðìèíàõ ïåðåíîñà âîëí è â òåðìèíàõ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû.
Êîíå÷íî, âñå ïåðå÷èñëåííîå â íåñêîëüêî ðàç ïðåâîñõîäèò ïî ñâîåìó îáú-

åìó òî, ÷òî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ. Â ïðåä-
ñòàâëÿåìóþ ðàáîòó âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, êîòîðûå óäàëîñü ïîëó÷èòü ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè: ýòî ïîëíîñòüþ ñäåëàííûé ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
âîëí äëÿ îäíîìåðíîé ñðåäû è äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè óðàâíåíèÿ
ýéêîíàëà äëÿ äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ñðåä.

2 Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ïðåäñòàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âîëíîâûìè ïðîöåññàìè, âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðî-
äå ïîâñåìåñòíî, è â ÷åëîâå÷åñêîì ìûøëåíèè îíè îòðàæåíû íå òîëüêî íà
óðîâíå ñîçíàíèÿ, íî è íà óðîâíå ïîäñîçíàíèÿ, áëàãîäàðÿ ÷åìó è îêàçûâà-
åòñÿ ñòîëü áîãàòîé ðàçëè÷íûìè ïðîäóêòèâíûìè èäåÿìè.
Äàæå òàêèå áàçîâûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû êàê ïðÿìàÿ ëèíèÿ è îêðóæ-

íîñòü åñòü íå áîëåå ÷åì èäåàëèçèðîâàííûå îáðàçû ëó÷à ñâåòà è êðóãîâ íà
âîäå. Òåîðèÿ õàðàêòåðèñòèê íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà � ýòî
àáñòðàãèðîâàííàÿ òåîðèÿ âçàèìíîãî îòíîøåíèÿ ôðîíòîâ è ëó÷åé. Êëàññè-
÷åñêîå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå � ñïëàâ îïòèêî-ìåõàíè÷åñêèõ àíàëîãèé.
Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î âîëíîâûõ ïðîöåññàõ âàæíî íå
òîëüêî äëÿ åñòåñòâîçíàíèÿ, íî è äëÿ ñàìîé ìàòåìàòèêè, òàê êàê èìåííî
âîëíîâûå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîñòàâùèêîâ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ èäåé, ïîíÿòèé, ïðåäñòàâëåíèé.

Ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè, îòðàæàþùèå ÷åëîâå÷åñêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ î âîëíàõ, ïðèíàäëåæàò Ôåðìà è Ãþéãåíñó, êîòîðûå â ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ îõàðàêòåðèçîâàëè áàçîâûå ñâîéñòâà ëó÷åé è ôðîí-
òîâ. Â XIX âåêå, êîòîðûé ïî ïðàâó ìîæíî ñ÷èòàòü "âåêîì ôîðìóë", ïî-
ëó÷åíû ôîðìóëû Äàëàìáåðà è Ôóðüå, Ïóàññîíà è Êèðõãîôà, Âîëüòåððà
è Äþàìåëÿ, ââåäåíû ôóíêöèÿ Ãðèíà è ôóíêöèÿ Ðèìàíà, ïðîâåäåíû èñ-
ñëåäîâàíèÿ Ãóðñà è Äàðáó. Âñå îíè ñîçäàëè êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó ïðåä-
ñòàâëåíèé î âîëíå êàê î ïîëå íåêîòîðîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ïåðåíîñèòñÿ
ôðîíòàìè âäîëü ëó÷åé.

Â XIX âåêå áûëè íàïèñàíû è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîëíî-
âûå ïîëÿ � óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ãàçîâîé è ãèäðîäèíàìèêè, òåîðèè óïðóãî-
ñòè. Â XIX æå âåêå óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè ëó÷åé, ôðîíòîâ
è âîëíîâîãî ïîëÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòèê. Ê êîíöó ýòîãî âåêà èññëåäî-
âàíèå ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé áûëî â îñíîâíîì çàâåðøåíî. Â êàêîé-òî ìåðå
"ðóáåæíîé" ìîæíî ñ÷èòàòü ìîíîãðàôèþ Àäàìàðà [2].

XX âåê, ïîìèìî íîâûõ êëàññîâ âîëíîâûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå è òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ïîðîäèë, â ñâÿçè ñ èíòåí-
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ñèâíûì òåìïîì ðàçâèòèÿ òåõíèêè, ìíîãî÷èñëåííûå êëàññû óðàâíåíèé,
óòî÷íÿþùèõ êëàññè÷åñêèå ìîäåëè è ó÷èòûâàþùèå áîëüøåå èëè ìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ ôàêòîðîâ. Èìåííî â XX âåêå ïðèîáðåòàåò îñî-
áóþ ðîëü ïðîáëåìà îáùíîñòè ïîëó÷àåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.
Äåëî çäåñü íå òîëüêî â òîì, ÷òî êîãäà ðå÷ü èäåò î ðåàëüíûõ ïðîöåññàõ,
òî îïèñûâàþùèå èõ óðàâíåíèÿ ìîãóò, â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ óñëî-
âèé, èìåòü òîò èëè èíîé âèä. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ
ïèøóòñÿ íåðåäêî èñõîäÿ èç òåõ èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèé, íå èìåþùèõ àá-
ñîëþòíîãî îáîñíîâàíèÿ.

Òàê, â òåîðèè äåôîðìàöèé óïðóãèõ ñðåä ïåðåõîä ê óïðóãî-ïëàñòè÷åñ-
êèì äåôîðìàöèÿì ñâÿçàí óæå ñ ãèïîòåçàìè î ïðèðîäå ïëàñòè÷íîñòè, äëÿ
êîòîðûõ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåò íè áåçóñëîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ïîäòâåðæäåíèé, íè áåçóñëîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îïðîâåðæåíèé. Ãèïî-
òåòè÷åñêèìè, ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, ÿâëÿþòñÿ è ìîäåëè äåòîíàöèîíûõ ïðîöåñ-
ñîâ â ãàçîâîé äèíàìèêå, è ìîäåëè ãëóáèííîé ñòðóêòóðû Çåìëè, è ìîäåëè
ïëàçìåííûõ ïðîöåññîâ â çâåçäàõ. Ïîëüçóþùàÿñÿ âñåìèðíîé ïîïóëÿðíîñòüþ
ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè âûâåäåíà
â ïðåäïîëîæåíèè ëàìèíàðíîñòè è ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîãî õàðàêòåðà òå÷å-
íèÿ. Îíà àäåêâàòíî íå îïèñûâàåò äàæå òå÷åíèå â èñêðèâëåííîé òðóáå, à â
îáùèõ ïîñòàíîâêàõ âîîáùå íåÿñíà åå êîððåêòíîñòü (ñì., íàïð., [138]). Òî÷-
íî òàê æå ëèøü ìîäåëüíûé õàðàêòåð íîñÿò ìíîãèå óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè.

Ïîýòîìó ïðèîáðåòàåò îñîáóþ ðîëü âîïðîñ î òîì, êàêèå ñâîéñòâà òåõ èëè
èíûõ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé è â êàêîé ôîðìå ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ âñåõ óðàâ-
íåíèé íåêîòîðîãî êëàññà, íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíûõ äåòàëåé óñòðîéñòâà
ýòèõ óðàâíåíèé (êîòîðûå, êàê ìû óæå îòìåòèëè, îñíîâûâàþòñÿ íà ãèïî-
òåçàõ, íå âñåãäà äîïóñêàþùèõ ïðîâåðêó êàê ïî îãðàíè÷åíèÿì òåõíè÷åñêèõ
âîçìîæíîñòåé, òàê è ïî îãðàíè÷åíèÿì äîñòóïíûõ äëÿ ýòîãî ðåñóðñîâ).

Ñðåäè äîñòèæåíèé âîëíîâîé òåîðèè XX âåêà, ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îò-
ìåòèòü èññëåäîâàíèå âîïðîñà îá óíèêàëüíîì ñâîéñòâå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå Æ.Àäàìàðîì [2] áûëî íàçâàíî "ïðèí-
öèïîì Ãþéãåíñà". Èçó÷åíèå ñòåïåíè îáùíîñòè ýòîãî ñâîéñòâà áûëî íà÷àòî
È.Ã.Ïåòðîâñêèì â åãî èçâåñòíîé ðàáîòå î ëàêóíàõ [131] è îïèðàëîñü íà ñòàâ-
øåå òåïåðü êàíîíè÷åñêèì ïîíÿòèå ãèïåðáîëè÷íîñòè; ýòî íàïðàâëåíèå áûëî
çàòåì ïðîäîëæåíî ðàáîòàìè [186, 65], [68], [33], [61], [107], [27], [77].

Ïðåäñòàâëåíèå î âîëíå êàê î äâèæóùåéñÿ ôîðìå äàëî òîë÷îê öåëîé ñå-
ðèè èññëåäîâàíèé, â êîòîðîé ñðåäè ðåøåíèé òîãî èëè èíîãî êëàññà óðàâíå-
íèé îòûñêèâàëèñü ðåøåíèÿ âèäà A(x)F (t − ψ(x)) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèåé F è ôèêñèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè A, ψ, êîòîðûå äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì. Òàêèå ðåøåíèÿ ïîëó÷èëè íàçâà-
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íèå ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíûõ, âïåðâûå âîïðîñ áûë ïîñòàâëåí â ðà-
áîòå Ñ.Ë.Ñîáîëåâà [148], è èññëåäîâàëñÿ â [72], [182], [85, 86].

Îòìåòèì ðàáîòó [181], â êîòîðîé áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà ðàñïðîñòðàíèòü
èäåþ âîëíû êàê âåëè÷èíû, ïåðåíîñèìîé ïî õàðàêòåðèñòèêàì, íà ñëó÷àé
íåîäíîðîäíîé ñðåäû (èçíà÷àëüíî ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíîãî
ðåøåíèÿ ââîäèëîñü äëÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ îäíîðîäíûå ñðåäû). Ïî-
ñêîëüêó íà âñåõ õàðàêòåðèñòèêàõ îäíîâðåìåííî ðåøåíèå ñîõðàíÿòüñÿ íå
ìîæåò, çäåñü áûë ïîñòàâëåí è èññëåäîâàí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøå-
íèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ñâîå çíà÷åíèå íà îäíîé õàðàêòåðèñòèêå.

Õîòÿ, êîíå÷íî, ïðåäñòàâëåíèå î âîëíå, êàê î âåëè÷èíå, êîòîðàÿ ïåðå-
íîñèòñÿ áåç èçìåíåíèé, äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû íåêîððåêòíî è äîëæíî
áûòü çàìåíåíî íà ïðåäñòàâëåíèå î âîëíå, êàê î âåëè÷èíå, êîòîðàÿ ïåðå-
íîñèòñÿ ñ èçìåíåíèÿìè, è ýòè èçìåíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ òåìè èëè èíûìè
ôîðìóëàìè (çäåñü åñòü àíàëîãèÿ ñ ïîíÿòèåì ñêîðîñòè: äëÿ ðàâíîìåðíîãî
ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ñêîðîñòü åñòü ïîñòîÿííàÿ õàðàêòåðèñòèêà, äëÿ
íåðàâíîìåðíîãî � ïåðåìåííàÿ, è çàêîí åå èçìåíåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè Íüþòîíà), óêàçàííàÿ ðàáîòà, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õîòÿ
áû ïðîñòî â ñâÿçè ñ ñàìîé ïîñòàíîâêîé âîïðîñà.

Ñóùåñòâåííî áûëî ðàñøèðåíî ïðåäñòàâëåíèå î ëó÷àõ è ôðîíòàõ, íà÷à-
òîå ðàáîòàìè [6] (ãäå áûëà îáíàðóæåíà íåêîððåêòíîñòü ãåîìåòðî-îïòè÷åñêîãî
ïîäõîäà â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû), [3] (ãäå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ëó÷åé
è îïèñàí ãîëîâíîé ôðîíò âîëíû äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ëèíåéíî ìåíÿþ-
ùåéñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí), [12] (ãäå áûë ñôîðìóëèðîâàí ðå-
çóëüòàò î íåóíè÷òîæèìîñòè îñîáåííîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà). Ïåðåõîä ê èçó-
÷åíèþ íåñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïðèâåë ê ïðîñòðàíñòâåííî-
ëó÷åâîìó ìåòîäó [14], â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå î ôðîíòàõ
è ëó÷àõ êàê ïðîåêöèÿõ ãëàäêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé è êðèâûõ íà ïðîñòðàí-
ñòâî "ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ", òàê ÷òî âñå îñîáåííîñòè âîçíèêàþò
òîëüêî êàê ðåçóëüòàò ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëèëî ïîäêëþ÷èòü ê âîë-
íîâîé òåîðèè ìîùíåéøèé àïïàðàò òåîðèè îñîáåííîñòåé [9]-[10],[153].

×ðåçâû÷àéíî âàæíûì îêàçàëñÿ âîïðîñ îá îáîáùåíèè ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ,
òàêæå âîñõîäÿùèé ê ðàáîòå Àäàìàðà [2] â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñòðóêòó-
ðû ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ. Çäåñü, áåçóñëîâíî, âåëè÷àéøèì îòêðûòè-
åì XX âåêà ñòàëî ââåäåíèå Ñîáîëåâûì ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííûõ ôóíêöèé
[149, 151]. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, íåñîìíåííî, èçáàâëÿåò íàñ îò
íåîáõîäèìîñòè èçó÷àòü, êàêèå íåñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè ðåøåíèé êàê
ñåáÿ âåäóò, ÷òî ñ íèìè ïðîèñõîäèò, êàê îíè âçàèìîäåéñòâóþò. Äîêòîðñêàÿ
äèññåðòàöèÿ Î.À.Ëàäûæåíñêîé, îïóáëèêîâàííàÿ â âèäå ìîíîãðàôèè [101],
ïîëîæèëà íà÷àëî öåëîìó íàïðàâëåíèþ, ñâÿçàííîìó ñ èññëåäîâàíèåì óñëî-
âèé êîððåêòíîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îáîá-
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ùåííîé ïîñòàíîâêå. Ñëåäóåò ïðàâäà, îòìåòèòü, ÷òî ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà äàëåêî íå èñ÷åðïàëè ïîëíîñòüþ òó ñòåïåíü îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ðå-
øåíèÿ, êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, òàê ÷òî èññëå-
äîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîäîëæàþòñÿ äî ñèõ ïîð. Èç ðàáîò â ýòîì
íàïðàâëåíèè îòìåòèì, íàïð., [119], [139], [127], [69].

Ïðèìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ââåäåíèå îáîáùåííûõ ðåøåíèé îò-
íþäü íå ðåøèëî ïðîáëåì ñ ðåøåíèÿìè êëàññè÷åñêèìè, òàê ÷òî èññëåäîâà-
íèå óñëîâèé êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîäîëæàåòñÿ äî ñèõ ïîð. Îòìå-
òèì â ñâÿçè ñ ýòèì ñîâñåì íåäàâíþþ ðàáîòó [171], ãäå ïî÷òè 200 ëåò ñïóñòÿ
ïîñëå Ôóðüå óäàëîñü ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ôóðüå ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ.

Ðàñïðîñòðàíåíèþ ìåòîäà Ðèìàíà [198] íà áîëåå øèðîêèå êëàññû óðàâ-
íåíèé, íà÷àòîìó åùå â XIX âåêå [197], ïîñâÿùåíû ðàáîòû [106], [142], [144]-
[145], ïðè÷åì â ïåðâîé èç íèõ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ðèìàíà ñàìî
ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà ðåøåíèé.

Â XX âåêå ïîÿâèëñÿ è ðÿä íîâûõ íàïðàâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðà-
íåíèåì âîëí. Ïðåæäå âñåãî � ýòî òåîðèÿ äèôðàêöèè, íà÷àòàÿ â [105, 166,
167, 168] è ðàçâèâàâøàÿñÿ íàñòîëüêî áóðíî, ÷òî îäíî ïåðå÷èñëåíèå ðàáîò
çäåñü, íàâåðíîå, çàíÿëî áû íåñêîëüêî ñîò ñòðàíèö. Óïîìÿíó ëèøü òå, êîòî-
ðûå, ñêàæåì òàê, "äåðæàë â ðóêàõ" (â îñíîâíîì � îòå÷åñòâåííûõ àâòîðîâ)
è êîòîðûå, íà ìîé ëè÷íûé âçãëÿä, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìûìè. Ýòî, áåç-
óñëîâíî, ðàáîòû [11, 13], [6, 7, 3], [91], [55], [52, 53], [183, 184, 185], [162]-[164],
[128], èç áîëåå ñîâðåìåííûõ îòìåòèì [14, 15], [34], [129, 130], [66], [60].

Â ñâÿçè ñ ïðàêòè÷åñêèìè íóæäàìè ãåîôèçèêè, ðàäèîòåõíèêè, ðàäèî-
ëîêàöèè îôîðìèëàñü â ÷ðåçâû÷àéíî ìîùíîå íàïðàâëåíèå òåîðèÿ îáðàò-
íûõ çàäà÷ � ñïåêòðàëüíûõ [110], [62, 104], [92]-[96], [4], [175], äèíàìè÷åñêèõ
[29]-[32], [3], [22]-[25], [1, 26], [100], [140, 141], [99], èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè
[190], [8], [112], [172]. Îò÷àñòè ñâÿçàíî ñ ýòèì êðóãîì âîïðîñîâ è èññëåäîâà-
íèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå, êîòîðàÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé [150], [188], [177], [189], [56], [135], [98].

Íà÷àëîñü èññëåäîâàíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé è ñèñòåì [54], [191], [193], [199]-[200], [87], [1], [78]-[81], [156]-[157], [73].

Íåâîçìîæíî íå óïîìÿíóòü âîçíèêøóþ èç çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè
òåîðèþ ðàññåÿíèÿ [161], [102], [67], [122] òàêæå, êàê è òåîðèÿ äèôðàêöèè,
îïèðàþùóþñÿ íà àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.
Èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè êàê

â "âîëíîâîé" èíòåðïðåòàöèè (ñì., íàïð., [116, 117]), òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè êîëåáàíèé (ñì., íàïð., [113, 89, 114, 90]) ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé,
îäíèì èç íàèáîëåå áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé â òåîðèè âîëí.
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Ïðàâäà, ïåðåõîä ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàí ñ ðÿäîì
äîñòàòî÷íî òîíêèõ âîïðîñîâ ïîíÿòèéíîãî õàðàêòåðà, òàê êàê çäåñü ìíî-
ãèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà÷èíàþò "ðàñïëûâàòüñÿ". Òàê, ïðåäñòàâëåíèå î âîëíàõ
òðàäèöèîííî ñâÿçàíî ñ êîíå÷íîñòüþ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùå-
íèÿ, è ýòî ñâîéñòâî òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ ñëåäñòâèåì ãèïåðáîëè÷íîñòè
"ãëàâíîé ÷àñòè" óðàâíåíèÿ. Îäíàêî îòêðûòûé À.Ñ. Êàëàøíèêîâûì ýô-
ôåêò êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ â íåëèíåéíîì ïàðàáîëè÷åñêîì
óðàâíåíèè [82] ïîêàçûâàåò, ÷òî íàëè÷èå íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ìîæåò, ãðóáî
ãîâîðÿ, ïðåâðàùàòü ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â ãèïåðáîëè÷åñêîå. Ýòîìó
æå âîïðîñó ïîñâÿùåíû ðàáîòû [20], [88], â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ óæå "òåïëî-
âàÿ âîëíà" (õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ èñõîäíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ðàçãðàíè÷åíèè
òåïëîâûõ è âîëíîâûõ ñâîéñòâ ýòî ñëîâîñî÷åòàíèå çâó÷èò àáñóðäíî).

Âîïðîñ î áàëàíñå âëèÿíèé íà õàðàêòåð óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ åãî
ñëàãàåìûõ îêàçàëñÿ íåòðèâèàëüíûì íå òîëüêî äëÿ íåëèíåéíûõ, íî è äëÿ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, è èññëåäîâàëñÿ â òåðìèíàõ âîïðîñà îá èåðàðõèè âîëí.
Òåðìèí, íàâåðíîå, íå ñàìûé óäà÷íûé, ïîñêîëüêó èåðàðõèçàöèè ïîäëåæàò
íå âîëíû, à ñëàãàåìûå, ñîñòàâëÿþùèå óðàâíåíèå � òàê æå, êàê â ìåòîäå
äèàãðàìì Íüþòîíà ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â âèäå ñòåïåííûõ
ðÿäîâ, êîãäà ãëàâíûé ÷ëåí ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íåñêîëüêèìè ÷ëå-
íàìè óðàâíåíèÿ. Íåòðèâèàëüíîñòü âîïðîñà îá èåðàðõèè âîëí ïîêàçûâàåò
òîò ôàêò, ÷òî ïåðåíîñ áàçîâîãî ïðèíöèïà ("ïðàâèëüíàÿ" ïåðåìåæàåìîñòü
êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ èëè ñèìâîëîâ) íà óðàâíåíèÿ äëÿ ìíî-
ãîìåðíîé ñðåäû áûë ñäåëàí ñîâñåì íåäàâíî â ðàáîòå [16].

Íàêîíåö, îòìåòèì âîçíèêøèå â ïîñëåäíèå 20 ëåò ñîâñåì íîâûå íàïðàâëå-
íèÿ â òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ (îñîáåííî âîëíîâûõ) óðàâíåíèé è ñèñòåì �
òåîðèÿ óñðåäåíåíèÿ [21], [155] è èññëåäîâàíèå íåëîêàëüíûõ çàäà÷ [83], [64],
[58], [136]-[137].

Âîçâðàùàÿñü ê âîïðîñó îá àêòóàëüíîñòè òåìû íàøåé ðàáîòû, íóæíî,
íàâåðíîå, óêàçàòü òîëüêî äâà àñïåêòà. Ïåðâûé � ÷òî âî âñåõ ïåðå÷èñëåí-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ ñîäåðæàòåëüíîå èññëåäîâàíèå îïèðàåòñÿ íà ðàçíîîáðàç-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, è ñðåäè
ýòèõ ôîðì òå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ èäååé ïåðåíîñà âîëí, èãðàþò, êàê ïðà-
âèëî, ðåøàþùóþ ðîëü. Âòîðîé � ÷òî ñâÿçü ôîðì, îïèñûâàþùèõ ïåðåíîñ
âîëí, ñ äðóãèìè ôîðìàìè èçó÷åíà åùå ìàëî, òàê ÷òî ñîçäàíèå áîëåå-ìåíåå
öåëüíîé ñèñòåìû òàêèõ ñâÿçåé äàæå äëÿ ïðîñòåéøèõ, ñêàæåì òàê, "ìîäåëü-
íûõ" óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è â ïëàíå äàëüíåéøåãî îáîáùåíèÿ,
è â ïëàíå èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé ñèñòåìû äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíûõ ïðîáëåì
âîëíîâîé òåîðèè.
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3 Íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, õîòÿ, êàê
áûëî óæå óêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, îñíîâûâàþòñÿ íà èäåÿõ,
íåîäíîêðàòíî âîçíèêàâøèõ òî â òîì, òî â äðóãîì êîíòåêñòå.

Ïåðå÷èñëèì ýòè ðåçóëüòàòû. Ýòî ôîðìóëà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí,
ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí, ïîçâîëÿþùèé âûïèñûâàòü ôîðìóëû ðå-
øåíèÿ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷, ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ÷åðåç êîýôôèöè-
åíòû ïåðåíîñà âîëí ôóíêöèþ Ðèìàíà è åå ïðîèçâîäíûå, ôîðìóëû ñâåðòêè
äëÿ ôóíêöèè Ðèìàíà, óñëîâèÿ ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè è ôîðìóëû ãðà-
íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñòðóíû.

Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ è äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ýéêîíà-
ëà, èñïîëüçîâàíèå äëÿ êëàññèôèêàöèè ñâîéñòâ êîíóñà êàñàòåëüíûõ ýêâè-
âàëåíòíîñòåé, óñëîâèÿ ðåäóêöèè òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ýéêîíàëà ê äâó-
ìåðíûì, óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà òîìó èëè äðóãîìó
êëàññó è óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ðàçíûõ óðàâíåíèé (òåîðåìà î ñåìè
èíâàðèàíòàõ).

Äîâîëüíî áîëüøîé êîìïëåêò ðåøåííûõ óðàâíåíèé ýéêîíàëà (ïîëó÷åíû
ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ôðîíò âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà è óðàâíåíèÿ
ëó÷åé).

Ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà êðèâèçíû ôðîíòà
÷åðåç ðàäèóñ êðèâèçíû, èëëþçèÿ äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà. ßâëåíèå ëîêà-
ëèçàöèè ôðîíòà â îòñóòñòâèå âîëíîâîäîâ.

4 Èñïîëüçîâàííûå ìåòîäû è ïîäõîäû

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êàê êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà, òàê
è ñîâðåìåííûõ (ãëàâíûì îáðàçîì � ãðóïïîâîãî àíàëèçà).

Îò êëàññèêè (êëàññè÷åñêèé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â ïåðâîé è âòîðîé ãëà-
âàõ) âçÿò ïðèíöèï âûðàæàòü èññëåäóåìûå ñâîéñòâà ôîðìóëàìè è íàõîäèòü
çàêîíû, ñâÿçûâàþùèå ýòè ôîðìóëû äðóã ñ äðóãîì, óñòàíàâëèâàòü ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ ôîðì âûðàæåíèÿ òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ, ñîçäàâàÿ òåì
ñàìûì àïïàðàò äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîëåå òîíêèõ è ñëîæíûõ âîïðîñîâ. Â ýòîì
ñìûñëå íàøà òåõíèêà áëèæå âñåãî ê ðàáîòàì Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ([146, 147] è äð.)
è Â.Ã. Ãîãîëàäçå ([63] è äð.), â êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ òå èëè èíûå èíòåãðàëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â íåîäíîðîäíîé, à çàòåì
� àíèçîòðîïíîé ñðåäå. Ìåòîäû, ðàçâèòûå â ñàìîé äèññåðòàöèè (ìåòîä ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ôîðìóëû ñâåðòêè äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà è ôóíêöèè Ðèìàíà) èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ðàçëè÷íûõ íîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé. Â äèññåðòàöèè íå ñòàâè-
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ëàñü öåëü èçîáðåòåíèÿ êàêèõ-òî íîâûõ çàäà÷, ïîýòîìó áîëüøèíñòâî çàäà÷
� èçâåñòíûå (íà÷àëüíàÿ, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ, Ãóðñà, è.ò.ï.), íàñ èíòåðåñîâàëà
èìåííî òåõíèêà ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóã â äðóãà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé.

×òî æå êàñàåòñÿ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãëàâ, òî â íèõ îñíîâíîé óïîð äåëà-
åòñÿ íà ìåòîäû ãðóïïîâîãî àíàëèçà, î êîòîðûõ õîòåëîñü áû ñêàçàòü îñîáî.
Íà âçãëÿä àâòîðà, ãðóïïîâîé àíàëèç äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ôîðì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èãðàåò òàêóþ æå ðîëü,
êàê êëàññè÷åñêèé àíàëèç � äëÿ âûâîäà ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
à ôóíêöèîíàëüíûé � äëÿ èññëåäîâàíèÿ èõ ðàçðåøèìîñòè è êîððåêòíîñòè
ïîñòàíîâîê ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷.

Áóäó÷è çàëîæåí åùå â êîíöå XIX âåêà â ðàáîòàõ Ñ.Ëè [192], è ñòàâ-
øèé äîñòàòî÷íî øèðîêî èçâåñòíûì áëàãîäàðÿ ðàáîòàì [173], [170], [133],
îí ïî-íàñòîÿùåìó ïîëó÷èë ñâîå ðàçâèòèå òîëüêî âî âòîðîé ïîëîâèíå XX
âåêà áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ë.Â.Îâñÿííèêîâà (ñì. [124, 123, 125] è äðóãèå ðà-
áîòû), åãî ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé (ñðåäè êîòîðûõ, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòû Í.Õ.Èáðàãèìîâà [74, 75]). Â íàøåé ñòðàíå òàê-
æå èçâåñòíà ìîíîãðàôèÿ Ï.Îëâåðà [126] è ïðàêòè÷åñêè íåäîñòóïíà äðóãàÿ,
áîëåå ñîâðåìåííàÿ ìîíîãðàôèÿ òîãî æå àâòîðà [195].

Äëÿ àâòîðà äèññåðòàöèè îáðàçöîì ãðóïïîâîãî àíàëèçà óðàâíåíèé ìå-
õàíèêè, íåïðåâçîéäåííûì äî ñèõ ïîð, ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [123], ïîñâÿùåííàÿ
óðàâíåíèþ ×àïëûãèíà.

Äåëî â òîì, ÷òî â ìåõàíèêå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå
ñàìîñòîÿòåëüíîé ñóùíîñòüþ, êàê â ìàòåìàòèêå, à ñêîðåå îáîçíà÷åíèåì òåõ
èëè èíûõ èäåàëèçèðîâàííûõ ñâîéñòâ èçó÷àåìûõ ìåõàíèêàìè îáúåêòîâ (â
íàøåì ñëó÷àå � äâèæåíèé ñïëîøíûõ ñðåä: ãàçîîáðàçíûõ, æèäêèõ, óïðó-
ãèõ). Â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé íàáëþäåíèÿ è èçó÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ðàç-
íûå óðàâíåíèÿ. Îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîâ, äåëàþùèõ ìåõàíèêó ñïëîøíûõ
ñðåä òåîðèåé, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íåêîòîðûõ îáùèõ óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ
âñå îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðè òåõ èëè èíûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ.

Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ôîðìóëèðóþòñÿ â ÷èñòî ìåõàíè÷å-
ñêèõ èëè äàæå ôèçè÷åñêèõ òåðìèíàõ (íàïðèìåð, îäíî- èëè äâóõ-àòîìíûé
ãàç, èäåàëüíàÿ èëè íåèäåàëüíàÿ æèäêîñòü è ïð.), êîòîðûå íåâîçìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü â ìàòåìàòèêå. Â ðàáîòå æå [123] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòà æå ñâÿçü
ìåæäó îáùèìè è ÷àñòíûìè óðàâíåíèÿìè ìîæåò áûòü âûðàæåíà è â ÷è-
ñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ � ïîñðåäñòâîì îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè
è âëîæåíèÿ äëÿ òåõ ãðóïï ñèììåòðèé, êîòîðûìè îáëàäàþò ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå óðàâíåíèÿ. Òî, ÷òî â ýòîé ðàáîòå àâòîð íè íà ìèíóòó íå îòðûâàëñÿ îò
ìåõàíè÷åñêîãî ïîíèìàíèÿ èçó÷àåìûõ óðàâíåíèé, ñûãðàëî, íà ìîé âçãëÿä,
ðåøàþùóþ ðîëü, ïîñêîëüêó óäàëîñü óñòàíîâèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ñâÿçü
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ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ñìûñëàìè.
Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííîñòü ðàáîò ïî ãðóïïîâîìó àíàëèçó, ïîäîáíî-

ãî ðîäà ðåçóëüòàòû â íèõ âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüíî ðåäêî (â êà÷åñòâå òàêîãî
èñêëþ÷åíèÿ íåîáõîäèìî, êîíå÷íî, óïîìÿíóòü ðàáîòû êîìàíäû Ë.Â. Îâñÿí-
íèêîâà ïî èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè è ðàáîòû Í.Õ. Èáðà-
ãèìîâà, â òîì ÷èñëå ïîñâÿùåííûå âîëíîâûì óðàâíåíèÿì [75, 76, 77], [118])
ïî ïðè÷èíå èõ îãðîìíîé òðóäîåìêîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, íè âû÷èñëåíèå ãðóïï
ñèììåòðèé ñàìûõ ðàçíûõ êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé, íè íàõîæäåíèå âñåõ óðàâ-
íåíèé, êîòîðûå îáëàäàþò çàäàííîé ãðóïïîé ñèììåòðèé íå äàåò êàêîãî-òî
îùóòèìîãî ïîëåçíîãî äëÿ íàóêè ýôôåêòà, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ
îñíîâíîå � ñâÿçü ìåæäó ôèçè÷åñêèìè ñìûñëàìè. Ãðóïïîâîé àíàëèç îêàçû-
âàåòñÿ ýôôåêòèâíûì è ïîëåçíûì òîëüêî â ïðèìåíåíèè ê öåëîìó ñåìåéñòâó
ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûõ óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûìè
ñâÿçÿìè.

Íåñìîòðÿ íà âñþ ñâîþ ñëîæíîñòü è ãðîìîçäêîñòü, ìåòîäû ãðóïïîâîãî
àíàëèçà ïðåäñòàâëÿþòñÿ àâòîðó äèññåðòàöèè îäíèìè èç íàèáîëåå ïåðñïåê-
òèâíûõ, è, ïî åãî óáåæäåíèþ, â XXI âåêå ãðóïïîâîé àíàëèç áóäåò èãðàòü
òàêóþ æå ðîëü, êàê ôóíêöèîíàëüíûé â âåêå XX-ì. Ïî ñóùåñòâó èññëåäî-
âàíèå óðàâíåíèé ñïëîøíîé ñðåäû ýòèìè ìåòîäàìè òîëüêî íà÷àòî. Ïðàê-
òè÷åñêè íå èññëåäîâàíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðóïïîâûõ îòíîøåíèé óðàâíåíèÿ
òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè (ñ ïðîèçâîëüíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè
ñâÿçÿìè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè). Íå òðîíóòà ýòèìè ìåòî-
äàìè è òåîðèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, ãäå âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ ãðóïïû, êîòî-
ðàÿ "äåðæèò" êðàåâûå äàííûå, è âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ ãðóïïû, êîòîðàÿ
"äåðæèò" ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ìîãëî áû ïîìî÷ü â êëþ÷åâîì äëÿ ìíîãî-
ìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ âîïðîñå ïðèâåäåíèÿ çàäà÷è ê íîðìàëüíîé ôîðìå,
äîïóñêàþùåé óñòàíîâëåíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó òîé
èíôîðìàöèåé, êîòîðóþ íóæíî âçÿòü îò ãðàíè÷íûõ äàííûõ è òîé èíôîðìà-
öèåé, êîòîðóþ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.
Íå èññëåäîâàí ñ ãðóïïîâîé òî÷êè çðåíèÿ è ïåðåõîä îò "ìèêðîìîäåëåé"
(íàïðèìåð, îò óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà) ê "ìàêðîìîäåëÿì", îñóùåñòâëÿåìûé
ïóòåì óñå÷åíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ: ñâÿçü èçâåñòíûõ ïðèíöèïîâ óñå÷åíèÿ [138] ñ ãðóïïîâûìè
îòíîøåíèÿìè ñîâåðøåííî íå èçó÷åíà.

Â êîíòåêñòå âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ íåðåøåííûõ çàäà÷ ïðèìåíåíèå ãðóï-
ïîâûõ ìåòîäîâ äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé ýéêîíàëà, íà íàø âçãëÿä, ñïîñîá-
ñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ ýòèõ ìåòîäîâ õîòÿ áû êàê ýôôåêòíûé ïðèìåð èõ
ðåçóëüòàòèâíîñòè.



� 17 �

5 Àïðîáàöèÿ

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, îïóáëèêîâàíû â [35]-[51], îíè äî-
êëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ Â.À. Êîíäðàòüåâà, Å.Â. Ðàäêåâè÷à (2003, 2004
ã.), Â.À. Èëüèíà, Å.È. Ìîèñååâà, À.À. Äåçèíà (2002, 2004 ã.), Â.À. Êîí-
äðàòüåâà, Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà, Í.Õ. Ðîçîâà (2002, 2005 ã.), Â.Ì. Áàáè÷à
(2002, 2003, 2004 ã.), Ë.Â. Îâñÿííèêîâà (2003, 2004 ã.), À.Ñ. Àëåêñååâà (2004
ã.), È.À. Øèøìàðåâà (2003, 2004, 2005 ã.), À.Ä. Ìûøêèñà, À.Ñ.Áðàòóñÿ
(2005 ã.), À.Ã. Ñâåøíèêîâà (2005 ã.), Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (2002 ã.), Ä.Ä. Ñîêî-
ëîâà (2005 ã.), À.È. Ïðèëåïêî, Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (2005 ã.), À.Ñ. Øàìàåâà,
Â.Â. Æèêîâà, Ò.À. Øàïîøíèêîâîé (2002 ã.), Å.Ë. Òîíêîâà (2003 ã.), íà ñå-
ìèíàðå êàôåäðû âîëíîâîé ìåõàíèêè, ðóê. Å.È.Øåìÿêèí â 2003 è 2005 ã., íà
ñåìèíàðå îòäåëà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÌÈÐÀÍ, ðóê. Ä.Â. Àíîñîâ,
À.À. Áîëèáðóõ, Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî â 2003 ã., íà ñåìèíàðå îòäåëà ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè ÈÌ ÍÀÍ Óêðàèíû, ðóê. À.Ã. Íèêèòèí (Êèåâ, Óêðàèíà) â
2004 ã.; íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå "Äíè Äèôðàêöèè" (ÑÏáÎ ÌÈÐÀÍ,
Ñ.-Ïåòåðáóðã) â 2003 è 2004 ã., íà êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 85-ëåòèþ àêà-
äåìèêà Ë.Â. Îâñÿííèêîâà (Èí-ò Ãèäðîäèíàìèêè ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê) â
2004 ã., íà êîíôåðåíöèè èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî (ÌÃÓ, Ìîñêâà) â 2001 è 2004
ã., íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è äè-
íàìè÷åñêèå ñèñòåìû" (ÂëÃÏÓ, Ñóçäàëü) â 2002 è 2004 ã.

6 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

6.1 Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ çàíèìàåò 300 ñòðàíèö òåêñòà è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ
ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïÿòíàäöàòü ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæà-
ùåãî 202 íàèìåíîâàíèÿ. Îíà ñíàáæåíà òðåìÿ ïðèëîæåíèÿìè, çàíèìàþùè-
ìè åùå 37 ñòðàíèö. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë, òåîðåì è ëåìì òðîéíàÿ � íîìåð
ãëàâû, íîìåð ïàðàãðàôà è ñîáñòâåííûé íîìåð, íàïðèìåð, ëåììà 3.2.1 �
ëåììà 1 âòîðîãî ïàðàãðàôà òðåòüåé ãëàâû.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëîæåí ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí äëÿ îäíîìåð-
íîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû, âî âòîðîé � îáîñíîâûâàþòñÿ ôîðìóëû ãðàíè÷íîãî
óïðàâëåíèÿ è óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè äëÿ íåîäíîðîäíîé ñòðóíû, â òðåòüåé
èññëåäóåòñÿ òðåõìåðíîå óðàâíåíèå ýéêîíàëà äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû, â
÷åòâåðòîé � äâóìåðíîé óðàâíåíèå ýéêîíàëà äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû.

Îïèøåì áîëåå ïîäðîáíî ñîäåðæàíèå êàæäîé ãëàâû.
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6.2 Ïåðâàÿ ãëàâà

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îáîñíîâûâàåòñÿ ôîðìóëà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
âîëí äëÿ óðàâíåíèé

k(s)utt = (k(s)us)s, (1.0.2)

è
ztt = zss − [ϕ′ + ϕ2](s)z, (1.0.4)

ÿâëÿþùèõñÿ êàíîíè÷åñêèìè ôîðìàìè (ïåðâóþ èç íèõ èíîãäà íàçûâàþò
èìïåäàíñíîé) îáùåãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû

a(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[
b(x)

∂u

∂x

]
.

Ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè (1.0.2) è (1.0.4) óñòàíàâëèâàåòñÿ çàìåíîé z =√
k(s)u, ïðè ýòîì ϕ(s) = k′(s)/[2k(s)].
Òåîðåìà 1.1.1 Ïóñòü k(s) > 0 è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà. Òîãäà îáùåå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.0.2) îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëîé

u(t, s) =

√
k(s− t)

k(s)
V (s− t) +

√
k(s+ t)

k(s)
W (s+ t)+

+
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
V (y)J(

s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy−

−1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
W (y)J(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy+

+
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
W (y)J̃(

s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy−

−1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
V (y)J̃(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy (1.1.1)

ãäå V èW � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè, ñâÿçàííûå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u0(s) = u(0, s), v0(s) = ut(0, s)
ñîîòíîøåíèÿìè

V (s) +W (s) = u0(s), −[k(s)V (s)]′ + [k(s)W (s)]′ = k(s)v0(s). (1.1.2)
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×åðåç J(α, β, γ) è J̃(α, β, γ) îáîçíà÷åíû ôóíêöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

J(α, β, γ) = −
γ∫

α

ϕ(σ − β)J̃(σ, β, γ) dσ,

J̃(α, β, γ) = ϕ(α) +

0∫
β

ϕ(α− τ)J(α, τ, γ) dτ.

(1.1.3)

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ïîÿâëÿþòñÿ ãëàâíûå èíñòðóìåíòû ìåòî-
äà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí � ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåíîñà âîëí

z−η =
1

2
ϕ(
ξ + η

2
)z+, z+ξ =

1

2
ϕ(
ξ + η

2
)z−, (1.1.4)

ñóììà êîìïîíåíò ðåøåíèÿ êîòîðîé âñåãäà äàåò ðåøåíèå (1.0.4), è ôîðìóëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà J è J̃ ïî òðåòüåìó àðãóìåí-
òó.
Ëåììà 1.1.1.

∂J

∂γ
(α, β, γ) = −ϕ(γ)J̃(γ − β, γ − α, γ),

∂J̃

∂γ
(α, β, γ) = −ϕ(γ)J(γ − β, γ − α, γ).

(1.1.6)

Ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.0.4) ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (1.1.1)
óäàëåíèåì ðàäèêàëîâ.

Ïîñêîëüêó èñõîäíûå ïðàâàÿ è ëåâàÿ âîëíû V è W óñëîâèÿìè (1.1.2)
îïðåäåëÿþòñÿ íå îäíîçíà÷íî, â ýòîì æå ïàðàãðàôå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà
íåîäíîçíà÷íîñòü âëèÿåò òîëüêî íà áàëàíñ ñëàãàåìûõ â ðåøåíèè (1.1.1), è
íå âûçûâàåò íåîäíîçíà÷íîñòè â ñàìîì ðåøåíèè. Çäåñü æå ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì u0 = 1, v0 = 0 ñîîòâåòñòâóåò, êàê è ïîëàãàåòñÿ,
ðåøåíèå u(t, x) ≡ 1. Âî âñåõ ýòèõ îáîñíîâàíèÿõ âàæíû íå ñòîëüêî îáîñíî-
âûâàåìûå ôàêòû � â íèõ íåò íè÷åãî íåîæèäàííîãî, ñêîëüêî èñïîëüçóåìàÿ
â äîêàçàòåëüñòâàõ òåõíèêà îáîñíîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû (1.1.4), òåõ
èëè èíûõ òîæäåñòâ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà âîëí.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ âûâîä ôîðìóëû (1.1.1) ñ ïîìîùüþ
îäíîãî èç âàðèàíòîâ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà äèñêðåòèçàöèè. Îñíîâíàÿ íà-
ãðóçêà ýòîãî ïàðàãðàôà � óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ñ "ôèçè÷åñêèì" ñìûñëîì
èñïîëüçóåìûõ âñþäó äàëåå âåëè÷èí. Ôóíêöèÿ ϕ(s) îêàçûâàåòñÿ àíàëîãîì
êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ, ôóíêöèè J è J̃ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ,
êàæäûé ýëåìåíò êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñóììàðíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåíîñà
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ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì îòðàæåíèé, òàê ÷òî â J ñîáðàíû êîýôôèöèåíòû,
îòâå÷àþùèå çà ÷åòíîå êîëè÷åñòâî îòðàæåíèé, à â J̃ � çà íå÷åòíîå. Ñèñòå-
ìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.3) îïèñûâàåò èòåðèðîâàíèå îòðàæåíèé, à
åå ðåøåíèå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äàåò àïïðîêñèìàöèþ
èñòèííîãî ðåøåíèÿ, â êîòîðîé èãíîðèðóþòñÿ âîëíû, èñïûòàâøèå áîëüøîå
êîëè÷åñòâî îòðàæåíèé.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âîëíîâîãî îïåðàòîðà � èíòå-
ãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ïðåîáðàçóþùåãî ïàðó íà÷àëüíûõ âîëí V , W â ïàðó
âîëí V θ, W θ, îòâå÷àþùèõ ìîìåíòó âðåìåíè t = θ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû
íà÷èíàåì ïðåîáðàçîâàíèå âîëí ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ïðî-
öåññ, èìåþùèé äèôôåðåíöèàëüíóþ (óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà) è èíòåãðàëüíóþ
(âîëíîâîé îïåðàòîð) ôîðìó îïèñàíèÿ, è êîòîðûé ñâÿçàí ñ óðàâíåíèÿìè
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû òîëüêî â ñèëó êàêèõ-òî ñîîòíîøåíèé ìåæäó êîýôôèöèåí-
òàìè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû.
Òàêîå ðàññìîòðåíèå òðåáóåò íåçàâèñèìîãî îáîñíîâàíèÿ ãðóïïîâîãî ñâîé-
ñòâà âîëíîâîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå è äàåòñÿ â ýòîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë ñâåðòêè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà
Ëåììà 1.2.2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:∫ η

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= 2J(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ), (1.2.5)∫ η

ξ

[
J̃(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= 2J̃(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J̃(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ), (1.2.6)∫ β

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= 2J(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ)−

−2J(
ξ + β

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
), (1.2.7)
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∫ β

ξ

[
J̃(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= 2J̃(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J̃(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ), (1.2.8)∫ η

α

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= 2J(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
), (1.2.9)∫ η

α

[
J̃(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= 2J̃(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J̃(

ξ + α

2
,
ξ − α

2
,
ξ + η

2
).

(1.2.10)

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èçëîæåí ñîáñòâåííî ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèõñÿ âîëí � ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïðèí-
öèï ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïðîñò: åñëè äàííûå çàäàíû íà êàêîé-òî ëè-
íèè, òî ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ âîëíîâîé îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé ïåðåíîñ ïðàâîé
è ëåâîé âîëí ñ ýòîé ëèíèè â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà (äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî òîëüêî ïðîäåëàòü ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ
àðãóìåíòîâ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà è ïî âûáîðó ïðîìåæóòêà èíòåãðèðî-
âàíèÿ). Ïîñëå ÷åãî, ñ ïîìîùüþ (1.1.6) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííûå ôîð-
ìóëû äàþò ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåíîñà, ñóììà êîìïîíåíò êîòî-
ðîãî áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.0.4) äëÿ ëþáûõ èñõîäíûõ âîëí V , W ,
çàäàííûõ íà ëèíèè äàííûõ. Îñòàåòñÿ ñâÿçàòü ýòè èñõîäíûå âîëíû ñ òåìè
äàííûìè, êîòîðûå çàäàíû íà ëèíèè, ÷òî ïðèâîäèò ëèáî âîîáùå ê ëîêàëü-
íûì ñîîòíîøåíèÿì (êàê â ñëó÷àå íà÷àëüíîé çàäà÷è), ëèáî ê îäíîìåðíûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Ìû çäåñü ýòè ôîðìóëû
íå ïðèâîäèì, îíè àíàëîãè÷íû (1.1.1). Îòìåòèì, ÷òî ìû çäåñü íå çàíèìà-
ëèñü âûäóìûâàíèåì êàêèõ-òî îñîáûõ çàäà÷, âñå îíè èçâåñòíû (ïðèíöèï
îòðàæåíèÿ äëÿ çàäà÷ ñ çàêðåïëåííûìè è ñâîáîäíûìè êîíöàìè, íà÷àëüíî-
êðàåâàÿ çàäà÷à, çàäà÷ Ãóðñà, îäèí èç âàðèàíòîâ çàäà÷è Äàðáó, êîòîðûé
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ìû íàçâàëè çàäà÷åé Ôðèäëàíäåðà). Íàñ èíòåðåñîâàëà èìåííî òåõíîëîãèÿ
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé.
Ïÿòûé ïàðàãðàô ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, îäíèì èç ñàìûõ ñóùåñòâåí-

íûõ: â íåì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè
âîëíîâîãî ïðîöåññà (êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ âîëíîâîãî îïåðàòî-
ðà) è èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû (êîòî-
ðûå îïèñûâàþòñÿ èçâåñòíî ôîðìóëîé Ðèìàíà). Êëþ÷åâóþ ðîëü çäåñü èãðà-
þò ôîðìóëû âûðàæåíèÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïåðåíîñà ôóíêöèè Ðèìàíà
ýêâèâàëåíòíîãî (1.0.4) óðàâíåíèÿ

zξη =
1

4
(ϕ′ + ϕ2)(

ξ + η

2
) (1.1.5)

è ïðîèçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè Ðèìàíà.
Ëåììà 1.4.2. Ôóíêöèÿ Ðèìàíà R(ξ, η; a, b) óðàâíåíèÿ (1.1.5) ìîæåò

áûòü âûðàæåíà îäíîé èç ÷åòûðåõ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

R(ξ, η, a, b) =

√
k(a+b2 )

k(a+η2 )
+

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)

[
J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
−

−J
(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)]
dy,

(1.4.5)

R(ξ, η, a, b) =

√
k(a+b2 )

k(ξ+b2 )
+

a+b
2∫

ξ+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)

[
J

(
ξ + b

2
,
ξ + b

2
− y,

ξ + η

2

)
−

−J̃
(
η − b

2
+ y,

η − b

2
,
ξ + η

2

)]
dy,

(1.4.6)

R(ξ, η, a, b) =

√
k(a+b2 )

k(ξ+η2 )
+

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
dy−

−

a+b
2∫

ξ+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J̃

(
η − b

2
+ y,

η − b

2
,
ξ + η

2

)
dy,
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R(ξ, η, a, b) =

√
k(a+b2 )

k(ξ+b2 )
+

a+b
2∫

ξ+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J

(
ξ + b

2
,
ξ + b

2
− y,

ξ + η

2

)
dy−

−

√
k(a+b2 )

k(ξ+η2 )
+

√
k(a+b2 )

k(a+η2 )
−

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J

(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)
dy.

Ëåììà 1.4.3. Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ðèìàíà R(ξ, η; a, b) óðàâíåíèÿ
(1.1.5) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

∂R(ξ, η, a, b)

∂ξ
=

1

2
ϕ(
ξ + η

2
)R(ξ, η, a, b)−

−1

2

[
J̃

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
+ J

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)]
,

(1.4.7)
∂R(ξ, η, a, b)

∂η
=

1

2
ϕ(
ξ + η

2
)R(ξ, η, a, b)−

−1

2

[
J̃

(
a+ η

2
,
η − b

2
,
ξ + η

2

)
+ J

(
a+ η

2
,
η − b

2
,
ξ + η

2

)]
,

(1.4.8)
∂R(ξ, η, a, b)

∂a
=

1

2
ϕ(
a+ b

2
)R(ξ, η, a, b)+

+
1

2

[
J

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
− J̃

(
a+ η

2
,
η − b

2
,
ξ + η

2

)]
,

(1.4.9)
∂R(ξ, η, a, b)

∂b
=

1

2
ϕ(
a+ b

2
)R(ξ, η, a, b)+

+
1

2

[
J

(
a+ η

2
,
η − b

2
,
ξ + η

2

)
− J̃

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)]
.

(1.4.10)

Ñëåäñòâèå.

∂R(s− t, s+ t, a, b)

∂t
=

=
1

2
J̃

(
s− t+ b

2
,
s− t− a

2
, s

)
+

1

2
J

(
s− t+ b

2
,
s− t− a

2
, s

)
−
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−1

2
J̃

(
s+ t+ a

2
,
s+ t− b

2
, s

)
− 1

2
J

(
s+ t+ a

2
,
s+ t− b

2
, s

)
,

(1.4.11)
∂R(ξ, η, σ − τ, σ + τ)

∂σ
= ϕ(σ)R(ξ, η, σ − τ, σ + τ)−

−1

2
J̃

(
ξ + σ + τ

2
,
ξ − σ + τ

2
,
ξ + η

2

)
+

1

2
J

(
ξ + σ + τ

2
,
ξ − σ + τ

2
,
ξ + η

2

)
−

−1

2
J̃

(
η + σ − τ

2
,
η − σ − τ

2
,
ξ + η

2

)
+

1

2
J

(
η + σ − τ

2
,
η − σ − τ

2
,
ξ + η

2

)
.

(1.4.12)
Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðåîáðàçîâàòü ôîðìóëû ðåøåíèÿ çà-

äà÷ â òåðìèíàõ âîëí â ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷ â òåðìèíàõ ñîñòîÿíèÿ ñðå-
äû, ïîëó÷èâ ÷ðåçâû÷àéíî êîìïàêòíûå âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèè
Ðèìàíà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ôîðìóëó ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà-
÷è

z(t, s) =
z(s− t+ θ) + z(s+ t− θ)

2
+

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

[z(y)Rt(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ) + ζ(y)R(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ)] dy,

(2.1.11)
äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.4), ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ýòîãî ðåøåíèÿ

zt(t, s) =
ζ(s− t+ θ) + ζ(s+ t− θ)

2
+

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

[ζ(y)Rt(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ)+Lz(y)R(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ)] dy,

(2.1.12)
(ãäå Lz � îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (1.0.4)), ôîðìóëó ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà

z(t, s) =
1

2

[
f

(
A+B

2

)
+ g

(
A+B

2

)]
R(s− t, s+ t, A,B)+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

f ′(κ)R(s− t, s+ t, A, 2κ−A) dκ+

s−t+B
2∫

A+B
2

g′(κ)R(s− t, s+ t, 2κ−B,B) dκ,

(2.1.13)
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ôîðìóëó ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ äàííûìè z(t, σ) = z(t), zs(t, σ) = ζ(t) íà âåðòè-
êàëüíîé ïðÿìîé s = σ

z(t, s) =
z(t− s) + z(t+ s)

2
+

1

2

∫ t+s

t−s
[ζ(τ)R(s− t, s+ t;σ − τ, σ + τ)−

−z(τ)Rσ(s− t, s+ t; σ − τ, σ + τ)] dτ.

6.3 Âòîðàÿ ãëàâà

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ôîðìóëàì ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ è óñëîâèÿì ãðà-
íè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè íåîäíîðîäíîé
ñòðóíîé. Äëÿ ïðîñòîòû ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.4),
ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ (1.0.2) çäåñü ñâÿçàí òîëüêî ñ äîïèñûâàíèåì
ðàäèêàëîâ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ çà-
äàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ z0(s) = z(0, s), ζ0(s) = ∂z/∂t(0, s) è êîíå÷íûõ
äàííûõ zT (s) = z(T, s), ζT (s) = ∂z/∂t(T, s), çàäàííûõ íà [0, l], ñóùåñòâó-
þò ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ν(t) = z(t, 0) è µ(t) = z(t, l), êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ïåðåâåñòè "ñòðóíó", îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì (1.0.4), èç çàäàííîãî íà÷àëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûâîä ÿâíûõ
(íàñêîëüêî ýòî âîîáùå âîçìîæíî) ôîðìóë êàê äëÿ óñëîâèé, òàê è äëÿ ãðà-
íè÷íûõ óïðàâëåíèé.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè è ôîðìóëû
ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå T < l.

×åðåç Λ(y; ξ, η;A,B) îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ

Λ(y; ξ, η;A,B) =

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y, y) dκ−

−1

2
R(ξ, η; y, y) +

1

4
R(ξ, η;A,B)R(A,B; y, y), (2.1.1)

à ÷åðåç Λ′(y; ξ, η;A,B) � åå ïðîèçâîäíàÿ Λξ − Λη +ΛA − ΛB, èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè,

Λ′(y; ξ, η;A,B) =
d

dθ
Λ(y; ξ + θ, η − θ;A+ θ,B − θ)

∣∣∣∣
θ=0

. (2.1.2)

Îïåðàòîð Rβ
α

[
z
ζ

]
, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

Rβ
α

[
z

ζ

]
(t, s) =

z(α) + z(β)

2
+
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+
1

2

∫ β

α

[z(y)Rt(s− t, s+ t; y, y) + ζ(y)R(s− t, s+ t; y, y)] dy, (2.1.3)

ìû áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì Ðèìàíà, îòîáðàæàþùèì íà÷àëüíûå äàí-

íûå ñ îòðåçêà [α, β] â òî÷êó (t, s), îïåðàòîðû Rβ
(α)

[
z
ζ

]
è R(β)

α

[
z
ζ

]
, îòëè÷àþ-

ùèåñÿ îò (2.1.3) îòñóòñòâèåì ÷ëåíà c z(α) èëè z(β) ñîîòâåòñòâåííî � óñå-
÷åííûìè îïåðàòîðàìè Ðèìàíà, à îïåðàòîð

Λβα

[
z

ζ

]
(t, s) =

z(β)− z(α)

4
R(s− t, s+ t;α, β)+

+

∫ β

α

[z(y)Λ′(y; s− t, s+ t;α, β)− ζ(y)Λ(y; s− t, s+ t;α, β)] dy (2.1.4)

� îïåðàòîðîì êîððåêöèè, òàêæå îòîáðàæàþùèì íà÷àëüíûå äàííûå ñ îò-
ðåçêà [α, β] â òî÷êó (t, s).

×åðåç Lz îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ Lz = z′′ − (ϕ′ + ϕ2)(s)z, ò.å. ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòè (1.0.4) ê ôóíêöèè z.
Òåîðåìà 2.1.1. Åñëè T ≤ l, òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîé

óïðàâëÿåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.4) íà îòðåçêå [0, l] ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå äàííûå z0(s), ζ0(s), zT (s),
ζT (s) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

R
s+T/2
s−T/2

[
z0 − zT
ζ0 + ζT

]
(T/2, s) = R

s+T/2
s−T/2

[
ζ0 − ζT

Lz0 + LzT

]
(T/2, s) = 0 (2.1.5)

ïðè s ∈ [T/2, l − T/2] â ñëó÷àå T < l è óñëîâèÿì

Rl
0

[
z0 − zT
ζ0 + ζT

]
(l/2, l/2) = 0, (2.1.6)

d

ds
R
s+l/2
s−l/2

[
z0 − zT
ζ0 + ζT

]
(l/2, s)

∣∣∣∣
s=l/2

= 0, Rl
0

[
ζ0 − ζT

Lz0 + LzT

]
(l/2, l/2) = 0,

(2.1.7)
d

ds
R
s+l/2
s−T/2

[
ζ0 − ζT

Lz0 + LzT

]
(l/2, s)

∣∣∣∣
s=l/2

= 0, Rl
0

[
Lz0 − LzT
Lζ0 + LζT

]
(l/2, l/2) = 0,

(2.1.8)
â ñëó÷àå T = l.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî
z0, ζ0, zT , ζT îäíîçíà÷íî è äàþòñÿ ôîðìóëàìè

ν(t) =
{
Rt

0 − ΛT0
} [z0

ζ0

]
(t, 0) +

{
RT−t

0 − ΛT0
} [ zT

−ζT

]
(T − t, 0), (2.1.9)
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µ(t) =
{
Rl+t−T
l − Λl−Tl

} [zT
ζT

]
(t− T, l) +

{
Rl−t
l − Λl−Tl

} [ z0
−ζ0

]
(−t, l).

(2.1.10)

Îñíîâíóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè óêàçàííûõ ôîðìóë èãðàþò ôîðìóëû
ñâåðòêè äëÿ ôóíêöèè Ðèìàíà. Ìû, äëÿ ïðèìåðà, ïðèâåäåì îäíó èç íèõ

A+η
2∫

A+y+θ
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ) dκ =

=
1

2
[R(ξ, η; y − θ, y + θ)−R(ξ, η;A, y + θ)]. (2.1.26)

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè èç ïåðâîãî ïàðàãðàôà
(â ñëó÷àå T < l) ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè êîíå÷íûõ äàííûõ, ÷òî
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòü äàííûõ ÿâëÿåòñÿ "ñâîáîäíîé" (ïðàâäà, âñå-
ãäà îñòàåòñÿ íåñêîëüêî ñêàëÿðíûõ óñëîâèé, îãðàíè÷èâàþùèõ ýòó ñâîáîäó),
à îñòàëüíûå ìîãóò áûòü ïî íèì âû÷èñëåíû. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ âûðàçèòü
òîëüêî ÷åðåç "ñâîáîäíûå" äàííûå è ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñëó÷àÿìè
T < l/2è T > l/2, â ïåðâîì èç íèõ è êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü, è êîíå÷íîå ñî-
ñòîÿíèå íà ïðîìåæóòêå [T, l − T ] ïðîñòî ÿâíî îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè
äàííûìè, à âíå ýòîãî ïðîìåæóòêà êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî êî-
íå÷íîìó ñîñòîÿíèþ è íà÷àëüíûì äàííûì. Â ñëó÷àå æå T > l/2 íà ïðîìå-
æóòêå [l − T, T ] âñå êîíå÷íûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè, à âíå ýòîãî
ïðîìåæóòêà êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ è
íà÷àëüíûì äàííûì.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé T > l. Çäåñü óïðàâëÿåìîñòü
èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ äàííûõ, è, äàæå áîëåå òî-
ãî, èìååòñÿ ïðîèçâîë â âûáîðå ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé, íàïðèìåð, íà íà-
÷àëüíîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè (0, T − l). Â ôîðìóëàõ ýòîò ïðîèçâîë îïèñàí
ÿâíûì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó çäåñü ïåðåíîñ äàííûõ ïðîèñõîäèò íå òîëüêî ñ
ãîðèçîíòàëüíûõ, íî è ñ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ, ïîìèìî îïåðàòîðîâ (2.1.3)
è (2.1.4), èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îïåðàòîðû

R̃β
α

[
z

ζ

]
σ

(t, s) =
z(α) + z(β)

2
+

1

2

∫ β

α

[ζ(τ)R(s− t, s+ t;σ − τ, σ + τ)−

−z(τ)Rσ(s− t, s+ t;σ − τ, σ + τ)] dτ
(2.3.1)



� 28 �

Λ̃βα

[
z

ζ

]
σ

(t, s;A,B) =
1

4
[z(β)− z(α)]R(s− t, s+ t, A,B)−

−
∫ β

α

[ζ(τ)Λ(σ; s−t, s+t;A−τ, B+τ)−z(τ)Λy(σ; s−t, s+t;A−τ, B+τ)] dτ.

(2.3.2)

6.4 Òðåòüÿ ãëàâà

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà(
∂ψ

∂x

)2

+

(
∂ψ

∂y

)2

+

(
∂ψ

∂z

)2

=
1

v2(x, y, z)
(3.1.3)

� îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè è àêóñòèêè
Ïåðâûé ïàðàãðàô íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð � â íåì èçëàãàþòñÿ íåêî-

òîðûå îáùèå âîëíîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ñâÿçè ìåæäó íèìè.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëû ãðóïïîâîãî àíà-

ëèçà � ãðóïïû è àëãåáðû ñèììåòðèé, ãðóïïû è àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè.
Çäåñü æå ââîäÿòñÿ è íîâûå ïîíÿòèÿ êîíóñà êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé è ïðîñòðàíñòâà êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Êîíóñ êàñàòåëü-
íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ ôèêñèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ � ýòî êîíóñ êàñà-
òåëüíûõ âåêòîðîâ (ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, ðàâíîì íóëþ è îòâå÷àþùåì
òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó) ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì îïåðàòî-
ðîâ, íå îáÿçàòåëüíî îáðàçóþùèõ ãðóïïó. Ýëåìåíòû ýòîãî êîíóñà óäîâëåòâî-
ðÿþò íåêîòîðîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, àíàëîãè÷íî-
ìó óðàâíåíèþ Ëè. Âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå ïðîñòðàíñòâîì êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íàâåðíÿêà "ïîêðûâàåò"
êîíóñ êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ýòîò êîíóñ íà-
âåðíÿêà ñîäåðæèò ñóììó àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè è àëãåáðû ñèììåòðèé
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ. Èäåàëüíûé ñëó÷àé (êîòîðûé äëÿ óðàâíåíèé
ýéêîíàëà êàê ðàç ðåàëèçóåòñÿ) ñîñòîèò â ñîâïàäåíèè ïðîñòðàíñòâà êàñà-
òåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ óêàçàííîé ñóììîé, îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäó-
åò, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé ãðóïïû ýêâè-
âàëåíòíîñòè ñåìåéñòâà.
Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ èç ñåìåéñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóììîé àëãåáðû Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è àëãåá-
ðû Ëè îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè, è ïóñòü îáå ãðóïïû (ãðóïïà ýê-
âèâàëåíòíîñòè è ãðóïïà ñèììåòðèé) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè. Òîãäà
ëþáàÿ êîìïîíåíòà C1-ñâÿçíîñòè ëþáîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ
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óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ëþáîãî èç óðàâíåíèé ýòîé êîìïî-
íåíòû äåéñòâèåì íà íåãî ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â îñíîâå ýòîé òåîðåìû ëåæèò ëåììà îá àïïðîêñèìàöèè íåàâòîíîìíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé ñèñòåìàìè "êóñî÷íî-àâòîíîìíûìè", òî åñòü î âîçìîæ-
íîñòè àïïðîêñèìèðîâàòü êàæäûé îïåðàòîð èç îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà ñóïåðïîçèöèÿìè îïåðàòîðîâ íåêîòîðîé ãðóïïû, îòêóäà è âûòåêàåò
åãî ïðèíàäëåæíîñòü (ïðè óñëîâèè çàìêíóòîñòè ãðóïïû) ýòîé æå ãðóïïå.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îñóùåñòâëåíà ñåïàðàöèÿ óðàâíåíèé ýéêîíàëà ïî
ãðóïïàì ñèììåòðèé, ÿâíî îïèñàíû è ñàìè ãðóïïû (òî÷íåå, èõ àëãåáðû), è
ñîîòâåòñòâóþùèå ñåìåéñòâà. Âîçìîæíûå ðàçìåðíîñòè ãðóïïû ñèììåòðèé �
ýòî 15, 6, 5, 4, 2 è 1, ïðè÷åì îäíîìåðíàÿ ãðóïïà ñäâèãîâ ïåðåìåííîé ψ ÿâëÿ-
åòñÿ òðèâèàëüíîé, åþ îáëàäàþò âñå óðàâíåíèÿ, åå íàëè÷èå ñâÿçàíî òîëüêî
ñ òåì, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ ψ â óðàâíåíèå íå âõîäèò, è íèêàêîé èíôîðìàöèè
î ðåøåíèè îíà íå äàåò.
Òåîðåìà 3.3.1.I. Ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (3.1.3) ÿâëÿ-

åòñÿ 15-ìåðíîé äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ñêîðîñòè v(x, y, z) (ñ òî÷íîñòüþ
äî ñäâèãà ñèñòåìû êîîðäèíàò): ïîñòîÿííîé

v(x, y, z) ≡ const, (3.3.1)

ëèíåéíîé

v(x, y, z) = Px+Qy +Rz (P 2 +Q2 +R2 > 0), (3.3.2)

è êâàäðàòè÷íîé îäíîãî èç òðåõ òèïîâ

v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 − ν2) (ν > 0), (3.3.3)

v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 + ν2) (ν > 0), (3.3.4)

v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2). (3.3.5)

Ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû Ëè ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè II.2.
II. Ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíîé äëÿ

v(x, y, z), ïðèíàäëåæàùåé (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ñèñòåìû êîîðäèíàò)
îäíîìó èç ÷åòûðåõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé (V (·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, P 2+
Q2 +R2 = 1): ïëîñêî-ñëîèñòûõ

v(x, y, z) = V (Px+Qy +Rz), (3.3.6)

ñôåðè÷åñêè-ñëîèñòûõ

v(x, y, z) = V (x2 + y2 + z2), (3.3.7)

öèëèíäðè÷åñêè-ñëîèñòûõ

v(x, y, z) = (−Rx+ Pz) · V
(
Ry −Qz

−Rx+ Pz

)
, (R ̸= 0), (3.3.8)
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è îñåñèììåòðè÷íî-ñëîèñòûõ

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 ± ν2) · V
(

Px+Qy +Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2

)
. (3.3.9)

Ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû Ëè ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöå II.1 â ïðèëî-
æåíèè II.3.

Êàæäîå èç óêàçàííûõ ñåìåéñòâ ñîäåðæèò ïî íåñêîëüêó (÷åòûðå,
øåñòü, øåñòü è øåñòíàäöàòü ñîîòâåòñòâåííî) êîíå÷íîìåðíûõ ïîäñå-
ìåéñòâ, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïû ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.1.3) øåñòèìåðíû;
êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî (3.3.6) è ñåìåéñòâî (3.3.9) èìåþò ïî îäíîìó ïîä-
ñåìåéñòâó, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.1.3) ïÿòèìåðíà.
Ñïèñêè ýòèõ ïîäñåìåéñòâ äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà è ñîîòâåòñòâóþùèå
àëãåáðû Ëè ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ II.2-II.6 â ïðèëîæåíèè II.3.

III. Äëÿ 11 ñåìåéñòâ ôóíêöèé ñêîðîñòè v(x, y, z), îïèñûâàåìûõ ïðî-
èçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè îò äâóõ àðãóìåíòîâ, ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíå-
íèÿ (3.1.3) äâóìåðíà. Ýòè ñåìåéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ êàê îáùèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé âèäà

ξvx + ηvy + ζvz = (ξx −M)v (3.3.10)

(êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé), ãäå

ξ = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +Dx+Gy − Fz +H,

η = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz −Gx+Dy + Ez + I,
ζ = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx− Ey +Dz + J,

(3.3.11)

à A, B, C, D, E, F , G, H, I, J èM � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Äëÿ êàæäîãî
èç òàêèõ ñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè èìååò âèä

Ξ = ∆[ξ∂x + η∂y + ζ∂z −Mψ∂ψ] + L∂ψ, (3.3.12)

ãäå∆è L� ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Ôîðìóëû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.3.10)
äëÿ ñëó÷àÿ A2 + B2 + C2 ̸= 0 (êëàññèôèöèðóþùèå óðàâíåíèÿ ñ êâàäðà-
òè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè) ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè II.4, à äëÿ ñëó÷àÿ
A = B = C = 0 (êëàññèôèöèðóþùèå óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè) � â ïðèëîæåíèè II.5. Â îáîèõ ïðèëîæåíèÿõ óðàâíåíèå (3.3.10)
ïðèâåäåíî ñäâèãîì è ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò ê íîðìàëèçîâàííîé
ôîðìå, è ôîðìóëû ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþò èìåííî ýòîé ôîðìå.

IV. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.1.3)
îäíîìåðíà (ýòî � ãðóïïà ñäâèãîâ ïî ψ ñ àëãåáðîé L∂ψ).

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ, íàâåðíîå, ñàìîé ñëîæíîé âî âñåé äèññåðòàöèè.
Îãðîìíûé îáúåì ðóòèííûõ âû÷èñëåíèé, êîòîðûé ïðèøëîñü âûïîëíèòü,
âïîëíå îïðàâäàëñÿ ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé äàë îïîðó äëÿ ïîèñêà èíòåãðè-
ðóåìûõ óðàâíåíèé (ýòî óðàâíåíèÿ ñ 15-ìåðíîé, 6-ìåðíîé è îò÷àñòè ñ 5-
ìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé) è ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, õàðàêòåð íàéäåííûõ
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ãðóïï (ãðóïïû ðàçìåðíîñòè 15 îêàçàëèñü ïðîñòî ãðóïïàìè êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé) îêàçàëñÿ òåñíî ñâÿçàííûì ñ ãåîìåòðèåé: ñîîòâåòñòâóþùèå
óðàâíåíèÿ ïîðîæäàþò ðèìàíîâû ìåòðèêè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå íàõîäÿòñÿ ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè è èññëå-
äóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.
Òåîðåìà 3.4.1. Îáùàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé (3.1.3) ñîâ-

ïàäàåò ñ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàí-
ñòâà ïåðåìåííûõ (x, y, z) è ãðóïïû ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé ïåðåìåííîé ψ.
Òåîðåìà 3.4.2. Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ

âñÿêîãî óðàâíåíèÿ âèäà (3.1.3), çà èñêëþ÷åíèåì óðàâíåíèé (3.3.1) è (3.3.5),
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àëãåáðû Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è àë-
ãåáðû Ëè îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ óðàâíåíèé âèäà (3.3.1) è
(3.3.5) ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
àëãåáðû Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé, àëãåáðû Ëè ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè è
÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî îïåðàòîðàìè

Ξ̄ = D0[ψ
2(x∂x+ y∂y + z∂z) +ψ(x2 + y2 + z2 +

1

3
ψ2)∂ψ − v(x2 + y2 + z2)∂v]+

+ψ2(H0∂x+I0∂y+J0∂z+2(H0x+I0y+J0z)ψ∂ψ−2v(H0x+I0y+J0z)∂v (3.4.8)

â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.3.1) è îïåðàòîðàìè

Ξ̄ = D0[ψ
2(x∂x + y∂y + z∂z]−D0ψ

[
1

w2(x2 + y2 + z2)
+

1

3
ψ2

]
∂ψ+

+D0

[
2ψ2+

1

w2(x2 + y2 + z2)

]
∂v+ψ

2{A0[(x
2−y2− z2)∂x+2xy∂y+2xz∂z]+

+B0[2xy∂x+(y2−x2−z2)∂y+2yz∂z]+C0[2xz∂x+2yz∂y+(z2−x2−y2)∂z]}−

−2ψ
A0x+B0y + C0z

w2(x2 + y2 + z2)
∂ψ + 2(A0x+B0y + C0z)

[
ψ2 +

1

w2(x2 + y2 + z2)

]
∂v

(3.4.9)
â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.3.5).

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå
ðåçóëüòàòîâ çàâåðøàåòñÿ ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ: îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñ-
ñëîåíèå âñåãî ñåìåéñòâà íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèé. Êëàññèôè-
êàöèîííóþ òåîðåìó ìû çäåñü íå ïðèâîäèì, îíà ëèøü óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò
òåîðåìû 3.3.1.

Íàêîíåö, øåñòîé ïàðàãðàô ýòîé ãëàâû ïîñâÿùåí ÿâíûì ðåøåíèÿì
óðàâíåíèÿ (3.1.3).
Òåîðåìà 3.6.1.Ïóñòü v(x, y, z) = Px + Qy + Rz (ãäå P 2 + Q2 + R2 =

w2 > 0). Òîãäà ôðîíò âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå
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(x0, y0, z0), ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(x− x0 − Pρ(t))2 + (y − y0 −Qρ(t))2 + (z − z0 −Rρ(t))2 = r2(t), (3.6.1)

â êîòîðîì

ρ(t) =
Px0 +Qy0 +Rz0

w2
(chwt− 1), r(t) =

Px0 +Qy0 +Rz0
w

shwt.

(3.6.2)

Òåîðåìà 3.6.2. Ïóñòü v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 ± ν2). Òîãäà ôðîíò
âîëíû îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå (x0, y0, z0), ÿâ-
ëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(x− x0ρ(t))
2 + (y − y0ρ(t))

2 + (z − z0ρ(t))
2 = r2(t), (3.6.3)

ãäå ôóíêöèè ρ(t) è r(t) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (âñþäó r20 = x20 + y20 + z20):

ρ(t) =
ν2(1 + tg2wνt)

ν2 − r20 tg
2wνt

, r(t) =
ν(r20 + ν2) tgwνt

ν2 − r20 tg
2wνt

(3.6.4)

äëÿ v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 + ν2),

ρ(t) =
ν2(1− th2wνt)

ν2 − r20 th
2wνt

, r(t) =
ν(r20 − ν2) thwνt

ν2 − r20 th
2wνt

(3.6.5)

äëÿ v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 − ν2),

ρ(t) =
1

1− r20w
2t2
, r(t) =

r20wt

1− r20w
2t2

(3.6.6)

äëÿ v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2).
Òåîðåìà 3.6.3. Ïóñòü v(x, y, z) = Px + Qy + Rz (P 2 + Q2 + R2 >

0). Òîãäà ëó÷è (ñåìåéñòâî êðèâûõ, îðòîãîíàëüíûõ ôðîíòàì) ÿâëÿþòñÿ
ïîëóîêðóæíîñòÿìè, ëåæàùèìè â ïëîñêîñòÿõ, îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòè
ãîðèçîíòà Px+Qy +Rz = 0 è îïèðàþùèìèñÿ íà ïëîñêîñòü ãîðèçîíòà.
Òåîðåìà 3.6.4. Ïóñòü v(x, y, z) = w·(x2+y2+z2−ν2) (ãäå ν > 0). Òîãäà

ëó÷è ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îêðóæíîñòåé, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è ýòè äóãè îïèðàþòñÿ íà ñôåðó ãîðèçîíòà
x2 + y2 + z2 = ν2.
Òåîðåìà 3.6.5. Ïóñòü v(x, y, z) = w·(x2+y2+z2+ν2) (ãäå ν > 0). Òîãäà

ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç èñõîäíóþ
òî÷êó (x0, y0, z0) è èíâåðñíóþ åé −ν2(x0, y0, z0)/(x20 + y20 + z20).
Òåîðåìà 3.6.6. Ïóñòü v(x, y, z) = w·(x2+y2+z2). Òîãäà ëó÷è ÿâëÿþòñÿ

ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç èñõîäíóþ òî÷êó (x0, y0, z0)
è íà÷àëî êîîðäèíàò.
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Óæå ñàìè ýòè ôîðìóëû îïðàâäûâàþò âåñü òðóä ïî âû÷èñëåíèþ ãðóïï
ñèììåòðèé. Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë óäàåòñÿ óâèäåòü
íîâûé ôàêò, êîòîðûé áûë íàçâàí èëëþçèåé äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà.

Äåëî â òîì, ÷òî âî âñåõ ôîðìóëàõ, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ôðîíò ÿâ-
ëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì (íåñìîòðÿ íå íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû), íî ýòà ñôåðà �
ñ äâèæóùèìñÿ öåíòðîì. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå v(x, y, z) = x åå óðàâíåíèå
èìååò âèä (x − x0 chwt)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 = (x0 shwt)
2, èç êîòîðîãî

ëåãêî óâèäåòü, ÷òî öåíòð ñôåðû äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëü-
íîé ðàäèóñó ñôåðû. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ
ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ, à åñòåñòâåííàÿ àññîöèàöèÿ ñ çàêîíîì Õàááëà
(íàáëþäàåìàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ
äî íåãî) ïîðîæäàåò âîïðîñ î ñòåïåíè îáùíîñòè ýòîãî ôàêòà. Îêàçàëîñü, ÷òî
ôàêò èìååò îáùèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü îïèñàí êàê çàêîí äâèæåíèÿ öåí-
òðà êðèâèçíû ôðîíòà:
Òåîðåìà 3.6.7.Ïóñòü v : R2 → R1 � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè, ∇v � åå ãðàäèåíò, D2v �
ìàòðèöà åå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü (x, y) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, Γ � ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó
òî÷êó âïîëíå ðåãóëÿðíàÿ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè êðèâàÿ (ôðîíò),
τ è ν � íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé ê êðèâîé Γ â òî÷êå (x, y) åäèíè÷íûå
âåêòîðû, γ � êðèâèçíà Γ â ýòîé òî÷êå.

Òîãäà äëÿ òî÷êè (x, y) ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ṙ∗ öåíòðà êðèâèçíû r∗ ïðè
ñäâèãå Γ âäîëü ëó÷åé (9) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ṙ∗ =
1

γ
∇v(x, y)− 1

γ2
(D2v(x, y) · ν, ν)τ. (3.6.9)

Òåîðåìà 3.6.8.Ïóñòü v : R3 → R1 � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ∇v � åå ãðàäèåíò, D2v � ìàòðèöà åå âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü (x, y, z) � íåêîòîðàÿ òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå, Γ � ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç ýòó òî÷êó âïîëíå ðåãóëÿðíàÿ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòü (ôðîíò), τ è h � íîðìàëüíûé è íåêîòîðûé êàñàòåëüíûé ê Γ â
òî÷êå (x, y, z) åäèíè÷íûå âåêòîðû, γh è ϵh � íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà è ãåî-
äåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ôðîíòà â ýòîé òî÷êå, îòâå÷àþùèå íàïðàâëåíèþ h.

Òîãäà äëÿ òî÷êè (x, y, z) ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ṙ∗h ñîîòâåòñòâóþùåãî
öåíòðà íîðìàëüíîé êðèâèçíû r∗h ïðè ñäâèãå Γ âäîëü ëó÷åé (3.1.1) îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ṙ∗h =
1

γh
∇v(x, y, z) + ϵ2hv(x, y, z)− (D2v(x, y, z) · h, h)

γ2h
τ. (3.6.15)
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Èëëþçèÿ äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà âîçíèêàåò, êîãäà íàáëþäàòåëü, íàõî-
äÿñü â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ïðåäïîëàãàåò òåì íå ìåíåå, ÷òî îíà îäíîðîäíà
(ò.å. ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ ïîñòîÿííà) è íå èìååò â
ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè ñðåäñòâ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü â
èçìåðåíèè ðàññòîÿíèÿ óäàëîñü ñîîòíåñòè ñ ïåðåìåùåíèåì, êîòîðîå ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî "íàáëþäàåìîé ñêîðîñòè".

6.5 ×åòâåðòàÿ ãëàâà

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óæå äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà(
∂ψ

∂x

)2

+

(
∂ψ

∂y

)2

=
1

v2(x, y)
. (3.1.4)

Ïðè÷èí èíòåðåñîâàòüñÿ ýòèì óðàâíåíèåì äâå: âî-ïåðâûõ, ê ýòîìó óðàâ-
íåíèþ ñâîäÿòñÿ âñå òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé ðàçìåð-
íîñòè ÷åòûðå è âûøå. À âî-âòîðûõ, êàê îêàçûâàåòñÿ, äâóìåðíîå óðàâíåíèå
ýéêîíàëà îêàçûâàåòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàìè ãîðàçäî áëèæå ê òðåõìåðíîìó
àíèçîòðîïíîìó óðàâíåíèþ, ÷åì ê òðåõìåðíîìó èçîòðîïíîìó (íàïðèìåð,
òåì, ÷òî åãî ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé: àëãåá-
ðà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â îòëè÷èå îò
ïðîñòðàíñòâ áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, äîâîëüíî îáøèðíà � ýòî àëãåáðà
àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè). Ïîýòîìó ìîæíî
îæèäàòü, ÷òî òåõíèêà, ðàçðàáîòàííàÿ äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ, îêàæåò-
ñÿ ïîëåçíîé è äëÿ óðàâíåíèÿ àíèçîòðîïíûõ. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå óæå ïîäòâåðäèëîñü, íî ðàññìîòðåíèå àíèçîòðîïíûõ óðàâíåíèé
âûõîäèò çà ðàìêè íàøåé äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû ïðîâîäèòñÿ ãðóïïîâîé àíàëèç óðàâíå-
íèÿ (3.1.4). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî àíàëèçà âûäåëÿåòñÿ äâà âàæíûõ ñåìåéñòâà
óðàâíåíèé: óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ v(x, y) = V (x), çàâèñÿùåé òîëüêî
îò îäíîé ïåðåìåííîé, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè ñ ïëîñêèì
ñëîåíèåì (èìååòñÿ â âèäó ñëîåíèå ñðåäû), è óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) = eκyV (x),
êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì, ïðåä-
ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ÷òî κ ̸= 0. Ôóíêöèþ V (x) è â òîì, è â
äðóãîì ñëó÷àå ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ñëîåíèÿ. Â ðîëè öåíòðàëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè, îò êîòîðîé çàâèñÿò ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ýéêîíà-
ëà, îêàçûâàåòñÿ êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà ëó÷åé (ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñ
ìåòðèêîé dl2 = (dx2 + dy2)/v2(x, y), â êîòîðîì ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷å-
ñêèìè), âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

K(x, y) = v(x, y)∆v(x, y)− [∇v(x, y)]2. (3.1.10)
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Òåîðåìà 4.1.1. Îáùàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ (3.1.4)
ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåð-
íîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, è ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðå-
ìåííîé ψ. Àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ξy + ηx = 0, ξx = ηy, ϕ =Mψ + L ω = v(ξx −M). (4.1.4)

Òåîðåìà 4.1.2. I. Óðàâíåíèå (3.1.4) èìååò 10-ìåðíóþ ãðóïïó ñèììåò-
ðèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ëó÷åé èìååò ïîñòîÿí-
íóþ êðèâèçíó. Ëþáîå òàêîå óðàâíåíèå íåêîòîðîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ
x̂ = α(x, y), ŷ = β(x, y) ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì
ñëîåíèåì.

II. Ñðåäè óðàâíåíèé ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó èìåþò
òîëüêî óðàâíåíèÿ ñ V ≡ const, V = wekx (äëÿ êîòîðûõ êðèâèçíà K = 0),
V = wx (äëÿ êîòîðîãî K = −w2), V = w cos(kx + h), V = w sh(kx + h)
(äëÿ êîòîðûõ K = −k2w2) è V = w ch(kx + h) (äëÿ êîòîðîãî K = k2w2).
Àëãåáðû Ëè ãðóïï ñèììåòðèé ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ k = w = 1, h = 0
ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè II.6.

III. Óðàâíåíèå (3.1.4) ñ ïðîñòðàíñòâîì ëó÷åé íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû
èìååò íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé (áîëåå øèðîêóþ, ÷åì ãðóïïà
ñäâèãîâ ïåðåìåííîé ψ, ïîðîæäåííàÿ àëãåáðîé L∂ψ) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíî íåêîòîðîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ x̂ = α(x, y), ŷ = β(x, y)
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì èëè êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì.

IV. Ñðåäè óðàâíåíèé ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì òðåõìåðíóþ ãðóïïó ñèì-
ìåòðèé èìåþò òîëüêî óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) = w(x+h)1+λ, àëãåáðà Ëè ýòîé
ãðóïïû èìååò âèä

Ξ = A((x+ h)∂x + y∂y − λψ∂ψ) +B∂y + L∂ψ, (4.1.6)

è óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) = weκysin1+κ/λ(λx + h), àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû
èìååò âèä

Ξ = Aeλy(cos(λx+ h)∂x + sin(λx+ h)∂y) +B(∂y − κψ∂ψ) + L∂ψ. (4.1.7)

Äëÿ îñòàëüíûõ æå óðàâíåíèé ãðóïïà ñèììåòðèé äâóìåðíà è åå àëãåáðà
Ëè èìååò âèä (κ = 0 äëÿ ïëîñêîãî κ ̸= 0 äëÿ êâàçèïëîñêîãî ñëîåíèÿ)

Ξ = B(∂y − κψ∂ψ) + L∂ψ. (4.1.8)



� 36 �

Òåîðåìà 4.1.3. Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ
ëþáîãî óðàâíåíèÿ âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àëãåáðû ñèììåòðèé ýòîãî
óðàâíåíèÿ è îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè.

×åòâåðòûé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà � êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà,
óòî÷íÿþùàÿ òåîðåìó 4.1.2.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå, çàâåðøàþùåì äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó, ïðè-
âîäÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèâîäèìîñòè óðàâíåíèÿ çàìåíîé ïðîñòðàíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì èëè êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì, êðèòåðèé
ýêâèâàëåíòíîñòè äâóì óðàâíåíèå (òåîðåìà î ñåìè èíâàðèàíòàõ), îïèñàíû
ÿâíûå ôîðìóëû ðåøåíèé äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé, è, íà-
êîíåö, îïèñàí íîâûé ýôôåêò ëîêàëèçàöèè ôðîíòà â íåêîòîðîé îáëàñòè.
Ýòîò ýôôåêò íå ñâÿçàí ñ òðàäèöèîííî èçó÷àåìûìè, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè
âîëíîâîäîâ ïðè÷èíàìè: ñ íàëè÷èåì íóëåé èëè ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè ñêîðî-
ñòè v(x, y). Ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ýôôåêòà ÿâëÿåòñÿ ðåçêèé ðîñò ôóíêöèè
ñêîðîñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ëó÷è áûñòðî ðàçâîðà÷èâàþòñÿ â ñòîðîíó åå àí-
òèãðàäèåíòà è ïðåâðàùàþòñÿ â ïðàêòè÷åñêè ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê.
Ëåììà 4.1.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (3.1.4) áûëî ïðèâîäèìî ê

óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèè v2(K2
x +K2

y)
è v2(Kxx + Kyy) áûëè ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìûìè ñ K(x, y), ò.å. ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ∣∣∣∣ [v2(K2

x +K2
y)]x [v2(K2

x +K2
y)]y

Kx Ky

∣∣∣∣ = 0, (4.1.30)∣∣∣∣ [v2(Kxx +Kyy)]x [v2(Kxx +Kyy)]y
Kx Ky

∣∣∣∣ = 0. (4.1.31)

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (x, y) çàìåíû, ïðèâîäÿùåé ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíè-
åì, åñëè ëèáî K(x, y) = const â ýòîé îêðåñòíîñòè, ëèáî â ýòîé òî÷êå
K2
x +K2

y ̸= 0.
Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, äëÿ óðàâíåíèé ñ êâàçèïëîñ-

êèì ñëîåíèåì êðèòåðèè ïðèâîäèìîñòè èñïîëüçóþò íå ñòîëüêî ñàìó ôóíê-
öèþ K(x, y), ñêîëüêî âû÷èñëÿåìûå ïî íåé âåëè÷èíû

σ∗(x, y) =
v2(x, y)

K(x, y)

[(
Kx

K

)2

+

(
Ky

K

)2
]
, (4.2.7)

σ∗∗(x, y) =
v2(x, y)

K(x, y)

[(
Kx

K

)
x

+

(
Ky

K

)
y

]
. (4.2.8)

Îíè, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè (ïîñêîëüêó ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îòíîøåíèå ïåðâîãî è âòîðîãî ïàðàìåòðîâ Áåëüòðàìè äëÿ



� 37 �

ëîãàðèôìà êðèâèçíû ê ñàìîé êðèâèçíå). Ïîñêîëüêó ñëó÷àé íóëåâîé êðè-
âèçíû ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü
çäåñü, ÷òî êðèâèçíà íåíóëåâàÿ è äàæå áîëåå òîãî � íåïîñòîÿííàÿ.
Ëåììà 4.2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (3.1.4) ñ íåïîñòîÿííîé

êðèâèçíîé K(x, y) áûëî ïðèâîäèìî ê óðàâíåíèþ ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì
(ñ κ ̸= 0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ôóíêöèé σ∗, σ∗∗, îïðåäå-
ëÿåìûõ ôîðìóëàìè (4.2.7)-(4.2.8), âûïîëíÿëèñü äâà óñëîâèÿ:

1. Ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìû:∣∣∣∣ σ∗x σ∗y
σ∗∗x σ∗∗y

∣∣∣∣ = 0; (4.2.9)

2. Åñëè ïðè ýòîì îáå îíè ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, òî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå σ∗ = 2(σ∗∗)2/(2−σ∗∗); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèè
τ è θ, îïðåäåëÿåìûå ïî σ (ãäå σ = σ∗ åñëè σ∗ ̸= const è σ = σ∗∗ åñëè
σ∗ = const, íî σ∗∗ ̸= const), ôîðìóëàìè

τ =

(
v2[σ2x + σ2y]

)
y
σx −

(
v2[σ2x + σ2y]

)
x
σy

v2[σ2x + σ2y]
2

, (4.2.10)

θ =

(
v2[σ2x + σ2y]

)
y
σy +

(
v2[σ2x + σ2y]

)
x
σx

v2[σ2x + σ2y]
2

(4.2.11)

äîëæíû áûòü ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìûìè ñ σ(x, y), ò.å. äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ ∣∣∣∣ τx τy

σx σy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ θx θy
σx σy

∣∣∣∣ = 0, (4.2.12)

ïðè÷åì τ äîëæíà áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ.
Òåîðåìà 4.2.1.Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1) ñ ôóíêöèåé v(x, y) íåêî-

òîðîé òî÷å÷íîé çàìåíîé α = α(x, y), β = β(x, y) ïðèâîäèëîñü ê óðàâíå-
íèþ ñ ôóíêöèåé V (α, β), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñåìü ôóíêöèé

K(x, y) = v(vxx + vyy)− (v2x + v2y),

S1(x, y) = v2(x, y)(K2
x +K2

y), S2(x, y) = v2(x, y)(Kxx +Kyy),

Di+ = v2(x, y)(SixKx + SiyKy), Di− = v2(x, y)(SiyKx − SixKy)

íàõîäèëèñü ìåæäó ñîáîé â òåõ æå ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòÿõ, ÷òî
è ñåìü ôóíêöèé

κ(α, β) = V (Vαα + Vββ)− (V 2
α + V 2

β ),

σ1(α, β) = V 2(α, β)(κ2
α + κ2

β), σ2(α, β) = V 2(α, β)(καα + κββ),
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δi+ = V 2(α, β)(σiακα + σiβκβ), δi− = V 2(α, β)(σiβκα − σiακβ).

Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè (x∗, y∗) ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû â ñëó÷àÿõ, êîãäà

• S1(x, y) ≡ 0 (ò.å. K(x, y) ≡ const) â îêðåñòíîñòè (x∗, y∗);

• S1(x∗, y∗) ̸= 0, íî Di−(x, y) ≡ 0 â îêðåñòíîñòè (x∗, y∗) (ò.å. Si ôóíê-
öèîíàëüíî çàâèñèìû ñ K) è K(x∗, y∗) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà-
÷åíèé κ(α, β);

• ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç Di−(x∗, y∗) îòëè÷íà îò íóëÿ è ñèñòåìà
κ(α, β) = K(x∗, y∗), σi(α, β) = Si(x∗, y∗) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî i
èìåëà õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ôîðìóëû ðåøåíèé ìû çäåñü íå ïðèâîäèì � èõ âìåñòå ñ êàðòèíêàìè ëó÷-
øå ïîñìîòðåòü â òåêñòå äèññåðòàöèè.

6.6 Ïðèëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ ñîäåðæàò âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë: ïåðâîå ïðèëîæåíèå ñî-
äåðæèò âûâîä ôîðìóëû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí, âòîðîå � ôîðìóëû äëÿ
àëãåáð Ëè ãðóïï ñèììåòðèé óðàâíåíèé ýéêîíàëà, òðåòüå � ðåøåíèå îïðåäå-
ëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.



Ãëàâà 1

Ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí äëÿ

îäíîìåðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí äëÿ îä-
íîìåðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Óðàâíåíèå

a(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[
b(x)

∂u

∂x

]
(x ∈ IR1), (1.0.1)

áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê "âîëíîâîå", òî åñòü îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðà-
íåíèå âîëí â íåêîòîðîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå (íåîäíîðîäíîñòü îòðàæàåòñÿ
â íåïîñòîÿíñòâå êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ). Ýòî óðàâíåíèå ìû, äëÿ óäîá-
ñòâà, ïðèâåäåì ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

k(s)utt = (k(s)us)s. (1.0.2)

Ïðèâåäåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíîé

s =

x∫
0

√
a(σ)/b(σ) dσ (1.0.3)

ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ïðîñòðàíñòâåííàÿ îñü
ïàðàìåòðèçóåòñÿ òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ. Ïðè ýòîì k2(s) = (ab)(x(s)). Ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü âåçäå, ÷òî êîýôôèöèåíòû a(x) è b(x) òàêîâû, ÷òî k(s)
îêàçûâàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1.0.2) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü åùå îäíó êàíîíè-
÷åñêóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ (1.0.1)

ztt = zss − [ϕ′ + ϕ2](s)z, (1.0.4)

ïîëó÷àåìóþ èç (1.0.2) çàìåíîé z(t, s) =
√
k(s)u(t, s), ïðè ýòîì

ϕ(s) =
1

2
k′(s)/k(s). (1.0.5)
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� 1.1 Ôîðìóëà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðåäñòàâëÿåì ôîðìóëó ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí
äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2). Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé (1.0.2) è (1.0.4)
îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà (ïîñëå óäàëåíèÿ ðàäèêàëîâ) è äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1.0.4). Áîëåå òîãî, åå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå öåëèêîì è ïîëíî-
ñòüþ ïðîâîäèòñÿ â òåðìèíàõ óðàâíåíèÿ (1.0.4). Îäíàêî ìû áóäåì âñå-òàêè
îòíîñèòü åå ê óðàâíåíèþ (1.0.2) â ñèëó äâóõ ïðè÷èí. Âî-ïåðâûõ, ïðè îïèñà-
íèè âîëíîâîãî ïðîöåññà â íåîäíîðîäíîé ñðåäå âîçíèêàåò èìåííî óðàâíåíèå
(1.0.2) (à òî÷íåå � (1.0.1), íî çàìåíà ïåðåìåííîé x íà s íå ìåíÿåò ôèçè-
÷åñêîãî ñìûñëà âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå, à òîëüêî ìåíÿåò ñïîñîá
ïàðàìåòðèçàöèè îäíîìåðíîãî êîíòèíóóìà), ïåðåõîä æå ê óðàâíåíèþ (1.0.4)
ñâÿçàí óæå ñ ïîäìåíîé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå, íà äðó-
ãèå. Âî-âòîðûõ, ñàìà ôîðìóëà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí áûëà ïîëó÷åíà
èìåííî äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) èñõîäÿ èç êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé àïïðîêñèìà-
öèè ýòîãî óðàâíåíèÿ (âûâîä áóäåò ïðèâåäåí â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå). Âîç-
ìîæíî, ýòè àðãóìåíòû ìîãóò ïîêàçàòüñÿ íå ñëèøêîì ñóùåñòâåííûìè, íî
â óñëîâèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðîé
ñóùåñòâåííûå àðãóìåíòû äëÿ âûáîðà îäíîãî èç íèõ îòñóòñòâóþò, ïðèõî-
äèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ íåñóùåñòâåííûìè, âïëîòü äî ëè÷íûõ âêóñîâ àâòîðà.

Òåîðåìà 1.1.1 Ïóñòü k(s) > 0 è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìà. Òîãäà îáùåå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.0.2) îïèñûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

u(t, s) =

√
k(s− t)

k(s)
V (s− t) +

√
k(s+ t)

k(s)
W (s+ t)+

+
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
V (y)J(

s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy−

−1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
W (y)J(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy+ (1.1.1)

+
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
W (y)J̃(

s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy−

−1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
V (y)J̃(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy
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ãäå V èW � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè, ñâÿçàííûå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u0(s) = u(0, s), v0(s) = ut(0, s)
ñîîòíîøåíèÿìè

V (s) +W (s) = u0(s), −[k(s)V (s)]′ + [k(s)W (s)]′ = k(s)v0(s). (1.1.2)

×åðåç J(α, β, γ) è J̃(α, β, γ) îáîçíà÷åíû ôóíêöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

J(α, β, γ) = −
γ∫

α

ϕ(σ − β)J̃(σ, β, γ) dσ,

J̃(α, β, γ) = ϕ(α) +

0∫
β

ϕ(α− τ)J(α, τ, γ) dτ.

(1.1.3)

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (1.1.3) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Âîëüòåððà (òðåòèé àðãóìåíò γ ôèãóðèðóåò ïðîñòî êàê ïàðàìåòð, ïî
íåìó èíòåãðèðîâàíèé íå ïðîèçâîäèòñÿ) è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè ϕ(s).
Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêîé òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé V , W ïàðà ôóíêöèé

z−(ξ, η) =
√
k(ξ)V (ξ) +

1

2

η∫
ξ

√
k(y)[V (y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)+

+W (y)J̃(
ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)] dy

z+(ξ, η) =
√
k(η)W (η)− 1

2

η∫
ξ

√
k(y)[W (y)J(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)+

+V (y)J̃(
η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)] dy

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

z−η =
1

2
ϕ(
ξ + η

2
)z+, z+ξ =

1

2
ϕ(
ξ + η

2
)z−, (1.1.4)

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñóììà z+ + z− óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

zξη =
1

4
(ϕ′ + ϕ2)(

ξ + η

2
), (1.1.5)
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êîòîðîå çàìåíîé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ξ = s−t, η = s+t ïðåâðàùàåòñÿ
â (1.0.4).
Äëÿ ïðîâåðêè æå ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ íàøèõ ôóíêöèé z± ðàâåíñòâ (1.1.4)

íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðèâåñòè ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ J è J̃ ïî òðåòüå-
ìó ïàðàìåòðó. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.1.1

∂J

∂γ
(α, β, γ) = −ϕ(γ)J̃(γ − β, γ − α, γ),

∂J̃

∂γ
(α, β, γ) = −ϕ(γ)J(γ − β, γ − α, γ).

(1.1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî γ ñîîò-
íîøåíèé (1.1.3), êîòîðîå äàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû,

∂J

∂γ
(α, β, γ) = −ϕ(γ − β)J̃(γ, β, γ)−

γ∫
α

ϕ(σ − β)
∂J̃

∂γ
(σ, β, γ) dσ,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî −ϕ(α − β)ϕ(γ) (èç ôîðìóëû
(1.1.3) ïðè α = γ ïîëó÷àåòñÿ J̃(γ, β, γ) = ϕ(γ)), à ñ äðóãîé ñòîðîíû �

∂J̃

∂γ
(α, β, γ) =

0∫
β

ϕ(α− τ)
∂J

∂γ
(α, τ, γ) dτ.

Ýòà ïàðà ñîîòíîøåíèé îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ
ôóíêöèè J̃(γ − β, γ − α, γ), J(γ − β, γ − α, γ)

J̃(γ − β, γ − α, γ) = ϕ(γ − β) +

γ∫
α

ϕ(σ̃ − β)J(γ − β, σ̃ − α, γ) dσ̃,

J(γ − β, γ − α, γ) =

0∫
β

ϕ(α− τ̃)J̃(γ − τ̃ , γ − α, γ) dτ̃ ,

ïîëó÷àåìîé èç (1.1.3) çàìåíîé àðãóìåíòîâ, òîëüêî ìíîæèòåëåì (−ϕ(γ)).
Çíà÷èò, ïàðà ôóíêöèé ∂J/∂γ(α, β, γ), ∂J̃/∂γ(α, β, γ) è ïàðà ôóíêöèé
−ϕ(γ)J̃(γ−β, γ−α, γ), −ϕ(γ)J(γ−β, γ−α, γ) óäîâëåòâîðÿþò îäíîé è òîé
æå ñèñòåìå Âîëüòåððà, è ïîýòîìó ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî íàøè ôóíêöèè z± äåéñòâèòåëüíî óäî-
âëåòâîðÿþò (1.1.4), è ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ V (·), W (·) ôóíêöèÿ (1.1.1) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì (1.0.2). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ
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îòìåòèòü, ÷òî ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçü ìåæäó V , W è
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.1.2), à ïîñêîëüêó,
â ñèëó òåîðåìû Ðèìàíà, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1.0.2) âçàèìíî-îäíîçíà÷íî, óêàçàííàÿ íàìè ôîðìóëà îïèñûâàåò âñå
ðåøåíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Ñîîòíîøåíèÿ (1.1.6) î÷åíü âàæíû, îíè áóäóò ïîñòîÿííî

èñïîëüçîâàòüñÿ âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ, êîòîðûå áóäóò îñíîâàíû íà îäíîé
è òîé æå ñõåìå: âûäåëåíèÿ ôóíêöèé z± êîòîðûå, ñîáñòâåííî, è ÿâëÿþòñÿ
ïðàâîé è ëåâîé âîëíàìè è ïðîâåðêè äëÿ íèõ, ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.1.6),
ñîîòíîøåíèé (1.1.4), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ âîëí.
Çàìå÷àíèå 2. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðàâàÿ è ëåâàÿ âîëíû íà÷àëüíû-

ìè óñëîâèÿìè îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ
ê îäíîé ôóíêöèè è âû÷èòàíèÿ èç äðóãîé âûðàæåíèÿ C/k(s). Ýòà íåîäíî-
çíà÷íîñòü íà ñàìîì äåëå íå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷íîé äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä:
â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ utt = uxx â ôîðìóëå åãî ðåøåíèÿ u = f(x− t)+g(x+ t)
ôóíêöèè f è g òî÷íî òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ ê
îäíîé è âû÷èòàíèÿ èç äðóãîé íåêîòîðîé êîíñòàíòû. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé
ñðåäû î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò � ñóììó ôóíêöèé, â ñëó÷àå
íåîäíîðîäíîé ñðåäû ýòî áóäåò âûòåêàòü èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1.1.2 Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

1

2

η∫
ξ

1√
k(y)

[
J

(
η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2

)
− J̃

(
η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2

)]
dy−

− 1√
k(η)

+
1√
k(ξ+η2 )

= 0,

1

2

η∫
ξ

1√
k(y)

[
J

(
ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2

)
− J̃

(
ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2

)]
dy+

+
1√
k(ξ)

− 1√
k(ξ+η2 )

= 0.

(1.1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðîâåðêå, ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.1.6), òîãî,
÷òî ôóíêöèè z+(ξ, η) è z−(ξ, η), ñîñòàâëÿþùèå ëåâóþ ÷àñòü ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ðàâåíñòâ, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (1.1.4). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ñ
ó÷åòîì z+|ξ=η = z−|η=ξ = 0 îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèè z±, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-
åì îäíîðîäíîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà

z+(ξ, η) = −1

2

∫ η

ξ

ϕ

(
σ + η

2

)
z−(σ, η) dσ,
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z−(ξ, η) =
1

2

∫ η

ξ

ϕ

(
ξ + τ

2

)
z+(ξ, τ) dτ,

è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè íóëÿìè.
Ñëåäñòâèå. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå: u0 = u1 = 0, òî ôîðìóëà

(1.1.1) äàåò òîæäåñòâåííûé íóëü.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå V = −W = C/k(s), è â ñèëó (1.1.7)√

k(s)u(t, s) =
C√

k(s− t)
− C√

k(s+ t)
+

+
C

2

s+t∫
s−t

1√
k(y)

[
J(
s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) + J(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s)−

−J̃(s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s)− J̃(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s)

]
dy = 0.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ëåììå 1.1.2 äîêàçûâàåòñÿ è

Ëåììà 1.1.3 Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

1

2

η∫
ξ

√
k(y)

[
J

(
η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2

)
+ J̃

(
η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2

)]
dy−

−
√
k(η) +

√
k(
ξ + η

2
) = 0,

1

2

η∫
ξ

√
k(y)

[
J

(
ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2

)
+ J̃

(
ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2

)]
dy+

+
√
k(ξ)−

√
k(
ξ + η

2
) = 0.

(1.1.8)

Ñëåäñòâèå. Åñëè u0 = 1, u1 = 0, òî ôîðìóëà (1.1.1) äàåò u(t, s) ≡1.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå V = W = 1/2 (ñëàãàåìûå ±C/k(s) ìû, â

ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ïðåäûäóùåé ëåììû, ìîæåì îïóñòèòü), è â ñèëó (1.1.8)

2
√
k(s)u(t, s) =

√
k(s− t) +

√
k(s+ t)+

+
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

[
J(
s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s)− J(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s)+

+J̃(
s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s)− J̃(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s)

]
dy =

= 2

√
k(
ξ + η

2
) = 2

√
k(s).



� 45 �

1.1.1 Ñëó÷àé ϕ(s) = const

Â ñëó÷àå ϕ(s) ≡ 0 èç óðàâíåíèé (1.1.3) ñëåäóåò, ÷òî J = J̃ ≡ 0, è ìû
ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ôîðìóëó ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí. Åñëè æå ϕ(s) ≡
M ̸= 0 (ò.å. k(s) = e2Ms), òî (1.1.3) äàåò íàì ïðåäñòàâëåíèÿ J, J̃ â âèäå
ðÿäîâ

J(α, β, γ) = −
[
M2(γ − α) +M 4 (γ − α)2β

2!
+M 6 (γ − α3)β2

3!2!
+ . . .

]
=

= −
∞∑
j=1

M 2j (γ − α)jβj−1

j!(j − 1)!
,

J̃(α, β, γ) =M +M 3(γ − α)β +M 5 (γ − α)2β2

2!2!
+M 7 (γ − α3)β3

3!3!
+ . . . =

=
∞∑
j=0

M 2j+1 (γ − α)jβj

j!j!
,

â êîòîðûõ ëåãêî óçíàþòñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ (ñì. [154, ñòð. 180, 195-196]):
J(α, β, γ) ðàâíî M

√
(γ − α)/βJ1(2M

√
(γ − α)β) ïðè (γ − α)β > 0

è M
√

(α− γ)/βI1(2M
√

(α− γ)β) ïðè (γ − α)β < 0, à J̃(α, β, γ) � ýòî
MJ0(2M

√
(γ − α)β) èëè MI0(2M

√
(α− γ)β) ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü Jν è

Iν � îáîçíà÷åíèÿ èç [154] äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ è ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíê-
öèé Áåññåëÿ.

1.1.2 Ñìûñë âåëè÷èí, ôèãóðèðóþùèõ â ôîðìóëå ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèõñÿ âîëí

Âûâîä ôîðìóëû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè I. Îí
ïîçâîëÿåò íàì ÿâíî óâèäåòü òîò ñìûñë, êîòîðûé íåñåò òà èëè èíàÿ ôè-
ãóðèðóþùàÿ â ôîðìóëå âåëè÷èíà. Ïðåæäå âñåãî, V (y) è W (y) � ýòî íà-
÷àëüíûå ïðàâàÿ è ëåâàÿ âîëíû. Ïåðåíîñ èõ èç òî÷êè y â òî÷êó s çà âðåìÿ
t îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì J èëè J̃ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
àðãóìåíòîì. Êîýôôèöèåíò J èñïîëüçóåòñÿ òîãäà, êîãäà ïðè ïåðåíîñå íà-
ïðàâëåíèå (îðèåíòàöèÿ) âîëíû ñîõðàíÿåòñÿ, à J̃ � êîãäà îíà ìåíÿåòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíóþ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1.3) îïèñûâàåò çàêîí "èòåðèðîâàíèÿ" êîýôôèöè-
åíòîâ ïåðåíîñà: ïîñêîëüêó ôèãóðèðóþùàÿ â íåì ôóíêöèÿ ϕ(s) ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì êîýôôèöèåíòîâ (I.1) îäèíàðíîãî îòðàæåíèÿ, ýòà ñèñòåìà îçíà-
÷àåò, ÷òî êàæäûé èç äâóõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà âîëíû îáðàçóåòñÿ èç
äðóãîãî çà ñ÷åò îäíîãî "äîïîëíèòåëüíîãî" îòðàæåíèÿ, ñ èíòåãðèðîâàíèåì
ïî âñåì âîçìîæíûì òî÷êàì ýòîãî äîïîëíèòåëüíîãî îòðàæåíèÿ.
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Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ è òî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1.3) ìåòîäîì ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äàñò íàì ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ J è J̃ â
âèäå ðÿäîâ

J = J2 + J4 + . . .+ J2m + . . . , J̃ = J1 + J3 + . . .+ J2m+1 + . . . ,

â êîòîðûõ Ji ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïåðåíîñà âîëíû ñ i îòðàæåíèÿìè,
òàê ÷òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé
îçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíûé ó÷åò âñå áîëüøåãî êîëè÷åñòâà îòðàæåíèé, à çà-
ìåíà òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííûì îçíà÷àåò "îòáðàñûâàíèå" âîëí, ïî-
ëó÷èâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå áîëüøåãî, ÷åì çàäàííîå, êîëè÷åñòâà îòðàæåíèé.
Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ òàêîé ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ è íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòîëü øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì, êàê àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, îí
îáñóæäàëñÿ, íàïð, â [130].

Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí îòâå÷àåò çà ïåðåíîñ âîëí áåç îòðàæåíèé, è, êàê
ìû âèäèì, ïðè òàêîì ïåðåíîñå ïðîèñõîäèò òîëüêî óìíîæåíèå âîëíû íà
ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò. Â ïðèíöèïå ìîæíî áûëî áû åãî ïðèñîåäè-
íèòü ê ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì J , ïîëîæèâ J̄(α, β, γ) = J(α, β, γ) + δ(α),
îäíàêî ýòî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì íåîáõîäèìûì, ïîñêîëüêó â äàëüíåéøèõ
ðàññìîòðåíèÿõ íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðå-
øåíèé, êîòîðîå èç îáîáùåííûõ ïðåäñòàâëåíèé èçâëå÷ü òðóäíåå, ÷åì èç
êëàññè÷åñêèõ.

Íàêîíåö, èç ñàìîãî ïðîöåññà âûâîäà íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñîñòàâëÿþ-
ùèå ôîðìóëó (1.1.1) ñëàãàåìûå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè, ïðåäñòàâëÿ-
þùèå èç ñåáÿ ïðàâóþ è ëåâóþ âîëíó, íî óæå â ìîìåíò âðåìåíè t: â ïðàâóþ
âîëíó âîéäóò ïåðâîå, òðåòüå è ïÿòîå ñëàãàåìûå, à â ëåâóþ � âòîðîå, ÷åòâåð-
òîå è øåñòîå. Ôîðìàëüíî îíè âû÷ëåíÿþòñÿ ïî òîìó, êàêîé àðãóìåíò â íèõ
ôèãóðèðóåò � s− t èëè s+ t. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî
ðàçáèåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàåò îïåðàòîð, êîòîðûé äåéñòâóåò
íà ïàðó âîëí V , W , îñóùåñòâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå ýòîé ïàðû ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè.
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� 1.2 Âîëíîâîé îïåðàòîð

Ëåììà 1.2.1 Ôóíêöèè V θ(·) è W θ(·), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

V θ(s)=

√
k(s− θ)

k(s)
V (s− θ) +

1

2

s+θ∫
s−θ

√
k(y)

k(s)
V (y)J(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)dy+

(1.2.1)

+
1

2

s+θ∫
s−θ

√
k(y)

k(s)
W (y)J̃(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s) dy,

W θ(s)=

√
k(s+ θ)

k(s)
W (s+ θ)− 1

2

s+θ∫
s−θ

√
k(y)

k(s)
W (y)J(

s+ y + θ

2
,
s− y + θ

2
, s)dy−

(1.2.2)

−1

2

s+θ∫
s−θ

√
k(y)

k(s)
V (y)J̃(

s+ y + θ

2
,
s− y + θ

2
, s) dy,

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

V θ(s) +W θ(s) = u(θ, s), −[k(s)V θ(s)]′ + [k(s)W θ(s)]′ = k(s)ut(θ, s).
(1.2.3)

Ýòà ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìîòðåíèå ôóíêöèé V θ(s) è W θ(s) êàê
ïðàâîé è ëåâîé âîëí â ìîìåíò âðåìåíè t = θ îïðàâäàíî íå òîëüêî ñ òî÷êè
çðåíèÿ àíàëîãèè ñ äèñêðåòíîé ìîäåëüþ: ïî îòíîøåíèþ ê ôàçîâûì ïåðå-
ìåííûì u, ut îíè èãðàþò â ìîìåíò âðåìåíè t = θ òó æå ðîëü, ÷òî è V (s)
è W (s) ïðè t = 0. Òàê ÷òî ôîðìóëû (1.2.1)-(1.2.2) äåéñòâèòåëüíî ìîæíî
ñ÷èòàòü äåêîìïîçèöèåé ðåøåíèÿ (1.1.1) íà ïðàâóþ è ëåâóþ âîëíû â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè: ïðàâàÿ âîëíà â ìîìåíò âðåìåíè t îáðàçóåòñÿ òåìè
ñëàãàåìûìè â (1.1.1), ó êîòîðûõ â àðãóìåíòå ñòîèò âûðàæåíèå (s − t), à
ëåâàÿ � òåìè, ó êîòîðûõ â àðãóìåíòå ñòîèò (s+ t).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (1.2.3) ñëåäóåò èç ôîðìóëû

(1.1.1) è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé V θ, W θ. Äëÿ ïðîâåðêè ñïðàâåäëèâîñòè âòî-
ðîãî ñîîòíîøåíèÿ ñâåäåì åãî ê ðàâåíñòâó

−
[
∂

∂s
+

∂

∂θ

]
(k(s)V θ(s)) +

[
∂

∂s
− ∂

∂θ

]
(k(s)W θ(s)) = 0, (1.2.4)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíèåì èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.2.3) ïðîèçâîä-
íîé ïî θ îò ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ, óìíîæåííîãî íà k(s). Äëÿ îáîñíîâàíèÿ
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(1.2.4) ìû ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì ξ = s − θ, η = s + θ, ïîäñòàâèâ âìåñòî
V θ è W θ èõ âûðàæåíèÿ èç (1.2.1)-(1.2.2). Ïîëó÷èì[

∂

∂s
+

∂

∂θ

]
(k(s)V θ(s)) = 2

∂

∂η

√
k(
ξ + η

2
)
[√

k(ξ)V (ξ)+

+
1

2

η∫
ξ

√
k(y)V (y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
) dy+

+
1

2

η∫
ξ

√
k(y)W (y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
) dy

 =

=
k′(ξ+η2 )

2
√
k(ξ+η2 )

√k(ξ)V (ξ) +
1

2

η∫
ξ

√
k(y)V (y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
) dy+

+
1

2

η∫
ξ

√
k(y)W (y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
) dy

+

+

√
k(
ξ + η

2
)

[√
k(η)V (η)J(

ξ + η

2
,
ξ − η

2
,
ξ + η

2
)+

+
√
k(η)W (η)J̃(

ξ + η

2
,
ξ − η

2
,
ξ + η

2
)

]
−

−
√
k(
ξ + η

2
)ϕ(

ξ + η

2
)

1
2

η∫
ξ

√
k(y)V (y)J̃(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
) dy+

+
1

2

η∫
ξ

√
k(y)W (y)J̃(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
) dy


Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñòðîêè � ðåçóëüòàò äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ ïî η îáùåãî ìíîæèòåëÿ
√
k(ξ+η2 ), ÷òî äàåò, î÷åâèäíî,

ϕ(s)k(s)V θ(s). Â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîêå � ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ èíòåãðàëîâ ïî âåðõíåìó ïðåäåëó, ïðè ýòîì ïåðâîå èç ïîëó÷åííûõ ñëàãà-
åìûõ ðàâíî íóëþ, òàê êàê J ïðè ñîâïàäàþùèõ ïåðâîì è òðåòüåì àðãóìåíòàõ
ðàâíî íóëþ (ñì. (1.1.3)), âòîðîå æå ñëàãàåìîå (òàêæå â ñèëó (1.1.3)) ðàâíî
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k(ξ+η2 )k(η)W (η)ϕ((ξ + η)/2). Â ïÿòîé-øåñòîé ñòðîêå � ðåçóëüòàò äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëîâ ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1.1.6), â ñèëó êî-
òîðîé àðãóìåíòû ó J è J̃ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ((η+y)/2, (η−y)/2, (η+ξ)/2).
Ïîëó÷åííûå äâà ñëàãàåìûõ âìåñòå ñî âòîðûì ñëàãàåìûì â òðåòüåé ñòðîêå
äàþò, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ϕ(s)k(s)W θ(s). Òàêèì îáðàçîì,[

∂

∂s
+

∂

∂θ

]
(k(s)V θ(s)) = ϕ(s)k(s)[V θ(s) +W θ(s)].

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ è òî, ÷òî[
∂

∂s
− ∂

∂θ

]
(k(s)W θ(s)) = ϕ(s)k(s)[V θ(s) +W θ(s)],

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò (1.2.4), à çíà÷èò, è èíòåðåñóþùåå íàñ âòî-
ðîå ñîîòíîøåíèå (1.2.3). Ëåììà äîêàçàíà.

Ôîðìóëû (1.2.1)-(1.2.2) îïèñûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå ïàðû [V,W ] èç
ïðàâîé è ëåâîé âîëí ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå åñòåñòâåííî
íàçûâàòü âîëíîâûì îïåðàòîðîì.

Â íàøåì ñëó÷àå âîëíîâîé îïåðàòîð ïîðîæäåí íà÷àëüíûìè äàííûìè. Â
ïðèíöèïå, ýòî íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Äàííûå ìîãóò áûòü çàäàíû íà
ëþáîé êðèâîé, è äàëåå ìû ïîä âîëíîâûì îïåðàòîðîì áóäåì ïîíèìàòü àíà-
ëîãè÷íîå (1.2.1)-(1.2.2) îòîáðàæåíèå âîëíîâûõ ïåðåìåííûõ íà òîé êðèâîé,
íà êîòîðîé çàäàíû äàííûå, â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (t, s). Ïîíÿòèå âîëíîâî-
ãî îïåðàòîðà îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîëó÷åíèå ôîðìóë
ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ëþáîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) ñâîäèòñÿ ê ïî-
ñòðîåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà, îïèñûâàþùåãî ïåðåíîñ
âîëí V , W ñ êðèâîé, íà êîòîðîé çàäàíû äàííûå, ñ êîýôôèöèåíòàìè J , J̃
(èìåþùèìè ïîäõîäÿùèå àðãóìåíòû) è ê âûðàæåíèþ ýòèõ âîëíîâûõ ïåðå-
ìåííûõ ÷åðåç äàííûå çàäà÷è.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ âîëíîâîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò
óêàçàòü åãî ãðóïïîâîå ñâîéñòâî. Òàê, åñëè âçÿòü íà÷àëüíûå äàííûå V è
W ïðè t = 0, âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì (1.2.1)-(1.2.2) âîëíû V t è W t, çàòåì
âçÿòü èõ ñíîâà â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ, è ïî íèì âû÷èñëèòü ïðàâóþ
è ëåâóþ âîëíó åùå ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ , òî ýòî áóäóò â òî÷íîñòè
V t+τ è W t+τ , ò.å. ïðàâàÿ è ëåâàÿ âîëíà, ïîðîæäåííûå íà÷àëüíûìè âîëíà-
ìè V è W , è âû÷èñëåííûìè íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç âðåìÿ t+ τ . Ýòî ñâîé-
ñòâî, êîíå÷íî, áîëåå ÷åì åñòåñòâåííî, è, âîîáùå ãîâîðÿ, îíî ïðîñòî ñëåäóåò
èç òåîðåì åäèíñòâåííîñòè, îäíàêî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ïîêàçàòü
åãî ñïðàâåäëèâîñòü íåïîñðåäñòâåííî, ïîñêîëüêó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè
âñåãäà ïðèâÿçàíû ê òåì èëè èíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì èëè
êëàññàì ôóíêöèé, à ôîðìóëû ñâåðòêè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà J , J̃
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íå çàâèñÿò îò òîãî, â êàêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìû ïîãðóæàåì
íàøó çàäà÷ó.

Òåîðåìà 1.2.1 (Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äëÿ âîëíîâîãî îïåðàòî-
ðà). Ïóñòü Kθ[V (s),W (s)] � îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëàìè (1.2.1)-
(1.2.2):

Kθ[V (s),W (s)]
def
= [V θ(s),W θ(s)].

Òîãäà
Kθ[Kτ [V (s),W (s)]] = Kθ+τ [V (s),W (s)].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ

Ëåììà 1.2.2 Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:∫ η

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy = (1.2.5)

= 2J(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ),∫ η

ξ

[
J̃(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy = (1.2.6)

= 2J̃(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J̃(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ),∫ β

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy = (1.2.7)

= 2J(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ)−

−2J(
ξ + β

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
),∫ β

ξ

[
J̃(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy = (1.2.8)
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= 2J̃(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J̃(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ),∫ η

α

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy = (1.2.9)

= 2J(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
),∫ η

α

[
J̃(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy = (1.2.10)

= 2J̃(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− 2J̃(

ξ + α

2
,
ξ − α

2
,
ξ + η

2
).

Ôîðìóëû (1.2.5)-(1.2.10) åñòåñòâåííî íàçûâàòü ôîðìóëàìè ñâåðòêè äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà, îíè àíàëîãè÷íû ôîðìóëàì ñëîæåíèÿ äëÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Áóäåì äîêàçûâàòü ðàâåíñòâà ïîïàðíî. Ñíà-

÷àëà ðàññìîòðèì ïàðó (1.2.5)-(1.2.6). Ðàçíîñòè ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòåé ýòèõ
ðàâåíñòâ, êàê ôóíêöèè ξ è η (ïðè ôèêñèðîâàííûõ α, β), îáîçíà÷èì ÷åðåç
Fαβ(ξ, η) è F̃αβ(ξ, η) ñîîòâåòñòâåííî. Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâóþ ôóíêöèþ ïî
η, ïîëó÷àåì, â ñèëó (1.1.6), ÷òî

∂

∂η
Fαβ(ξ, η) = J(

η + α

2
,
η − β

2
, η)J(

ξ + η

2
,
ξ − η

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(η + β

2
,
η − α

2
, η)J̃(

ξ + η

2
,
ξ − η

2
,
ξ + η

2
)−

−1

2
ϕ(
ξ + η

2
)

∫ η

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J̃(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy+

+ϕ(
ξ + η

2
)J̃(

η + β

2
,
η − α

2
,
ξ + η

2
) =

=
1

2
ϕ(
ξ + η

2
)

{
−2J̃(

η + β

2
,
η − α

2
, η) + 2J̃(

η + β

2
,
η − α

2
,
ξ + η

2
) −

−
∫ η

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J̃(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−
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−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy

}
= −1

2
ϕ(
ξ + η

2
)F̃βα(η, ξ),

ïîñêîëüêó ðîêèðîâêà àðãóìåíòîâ ξ è η è ïàðàìåòðîâ α è β â (1.2.6) äàåò
êàê ðàç

F̃βα(η, ξ) =

∫ η

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J̃(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy−

−2J̃(
η + β

2
,
η − α

2
,
ξ + η

2
) + 2J̃(

η + β

2
,
η − α

2
, η).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèðóÿ F̃βα(η, ξ) ïî ξ, ïîëó÷àåì

∂

∂ξ
F̃βα(η, ξ) = −J(ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ)J̃(

η + ξ

2
,
η − ξ

2
,
ξ + η

2
)+

+J̃(
ξ + β

2
,
ξ − α

2
, ξ)J(

η + ξ

2
,
η − ξ

2
,
ξ + η

2
)−

−1

2
ϕ(
ξ + η

2
)

∫ η

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy+

+ϕ(
ξ + η

2
)J(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
) =

=
1

2
ϕ(
η + ξ

2
)

{
−2J(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ) + 2J(

ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)−

−
∫ η

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy

}
= −1

2
ϕ(
η + ξ

2
)Fαβ(ξ, η).

Ïîñêîëüêó, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ïðè ξ = η èìååì Fαβ = F̃βα = 0,
íàøà ïàðà ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

Fαβ(ξ, η) = −1

2

∫ η

ξ

ϕ(
ξ + θ

2
)F̃βα(θ, ξ) dθ,

F̃βα(η, ξ) =
1

2

∫ η

ξ

ϕ(
η + σ

2
)Fαβ(σ, η) dσ.
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Ýòî � îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà, åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîå:

Fαβ(ξ, η) = 0, F̃βα(η, ξ) ≡ 0.

Ñïðàâåäëèâîñòü (1.2.5)-(1.2.6) äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü (1.2.7) è (1.2.10). Ðàçíîñòü ìåæäó ïðàâûìè è ëåâûìè

÷àñòÿìè ýòèõ ôîðìóë îáîçíà÷èì ÷åðåçGαβ(ξ, η) è G̃αβ(ξ, η) ñîîòâåòñòâåííî.
Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äèôôåðåíöèðîâàíèå G ïî η äàåò

∂

∂η
Gαβ(ξ, η) = −1

2
ϕ(
ξ + η

2
)

∫ β

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J̃(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy+

+ϕ(
ξ + η

2
)J̃(

η + β

2
,
η − α

2
,
ξ + η

2
)− ϕ(

ξ + η

2
)J̃(

η + β

2
,
η − β

2
,
ξ + η

2
) =

= −1

2
ϕ(
ξ + η

2
)

{∫ β

ξ

[
J(
y + α

2
,
y − β

2
, y)J̃(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y + β

2
,
y − α

2
, y)J(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy − 2J̃(

η + β

2
,
η − α

2
,
ξ + η

2
)+

+2J̃(
η + β

2
,
η − β

2
,
ξ + η

2
)

}
= −1

2
ϕ(
ξ + η

2
)G̃βα(η, ξ),

òàê êàê ðîêèðîâêà àðãóìåíòîâ ξ è η è ïàðàìåòðîâ α è β â (1.2.10) ïðèâîäèò
ê

G̃βα(η, ξ) =

∫ ξ

β

[
J̃(
y + β

2
,
y − α

2
, y)J(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y + α

2
,
y − β

2
, y)J̃(

η + y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy−

−2J̃(
η + β

2
,
η − α

2
,
ξ + η

2
) + 2J̃(

η + β

2
,
η − β

2
,
ξ + η

2
).

Íó, à ïðîèçâîäíàÿ ïî ξ îò G̃βα(η, ξ), â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ðàâíà

∂

∂ξ
G̃βα(η, ξ) = J̃(

ξ + β

2
,
ξ − α

2
, ξ)J(

η + ξ

2
,
η − ξ

2
,
ξ + η

2
)−

−J(ξ + α

2
,
ξ − β

2
, ξ)J̃(

η + ξ

2
,
η − ξ

2
,
ξ + η

2
)−

−1

2
ϕ(
ξ + η

2
)

∫ ξ

β

[
J̃(
y + β

2
,
y − α

2
, y)J̃(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)−
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−J(y + α

2
,
y − β

2
, y)J(

ξ + y

2
,
ξ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy+

+ϕ(
ξ + η

2
)

[
J(
ξ + α

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)− J(

ξ + β

2
,
ξ − β

2
,
ξ + η

2
)

]
=

= −1

2
ϕ(
ξ + η

2
)Gαβ(ξ, η).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè η = β ïîëó÷àåì Gαβ(ξ, β) = Fαβ(ξ, β) = 0,
à ïðè ξ = β � ÷òî G̃βα(η, β) = 0, òàê ÷òî ôóíêöèè G è G̃ òàêæå îêàçàëèñü
óäîâëåòâîðÿþùèìè îäíîðîäíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåð-
ðà

Gαβ(ξ, η) = −1

2

∫ η

β

ϕ(
ξ + θ

2
)G̃βα(θ, ξ) dθ,

G̃βα(η, ξ) = −1

2

∫ β

ξ

ϕ(
σ + η

2
)Gαβ(σ, η) dσ,

èìåþùåé òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, (1.2.7) è (1.2.10)
òàêæå äîêàçàíû.
Ôîðìóëû (1.2.8) è (1.2.9) îáîñíîâûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî (1.2.7) è (1.2.10).

Òàêèì îáðàçîì, íàøà ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Èç (1.1.3) ñëåäóåò, ÷òî

∂J(α, β, γ)

∂α
= ϕ(α− β)J̃(α, β, γ),

∂J̃(α, β, γ)

∂β
= −ϕ(α− β)J(α, β, γ),

ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (1.2.8) è (1.2.10) ïîëó÷àþòñÿ èç (1.2.7) è (1.2.9) ñî-
îòâåòñòâåííî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî α, îáðàòíûé æå ïåðåõîä îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî β, ïðè ýòîì è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå
ïîÿâëÿåòñÿ îáùèé ìíîæèòåëü 1

2ϕ(
α+β
2 ). Õîòÿ äåëåíèå íà ýòîò ìíîæèòåëü

è ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì òîëüêî äëÿ ϕ(s) ̸= 0, òåì íå
ìåíåå óêàçàííûé ïðèåì ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïàðà (1.2.7),(1.2.10)
è ïàðà (1.2.8),(1.2.9) ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.1. Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ñó-

ïåðïîçèöèèKθ[Kτ [V (s),W (s)]] ÷åðåç [V θ,τ(s),W θ,τ(s)]. Íàì íåîáõîäèìî ïî-
êàçàòü, ÷òî ýòè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ V θ+τ(s) è W θ+τ(s) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ V , äëÿ äðóãîé êîìïîíåíòû îíî àíà-
ëîãè÷íî. Ïî îïðåäåëåíèþ

V θ,τ(s)=

√
k(s− θ)

k(s)
V τ(s− θ)+

1

2

s+θ∫
s−θ

√
k(y)

k(s)
V τ(y)J(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
,s)dy+
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+
1

2

s+θ∫
s−θ

√
k(y)

k(s)
W τ(y)J̃(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s) dy,

ïîäñòàâëÿÿ ñþäà V τ è W τ èç (1.2.1)-(1.2.2), ïîëó÷àåì ïîñëå ñîêðàùåíèÿ
k(s− θ) âî âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíàõ è k(y) ïîä èíòåãðàëîì:

V θ,τ(s) =

√
k(s− θ − τ)

k(s)
V (s− θ − τ)+

+
1

2

s−θ+τ∫
s−θ−τ

√
k(y)

k(s)
V (y)J(

s− θ + y − τ

2
,
s− θ − y − τ

2
, s− θ) dy+

+
1

2

s−θ+τ∫
s−θ−τ

√
k(y)

k(s)
W (y)J̃(

s− θ + y − τ

2
,
s− θ − y − τ

2
, s− θ) dy+

+
1

2

s+θ∫
s−θ

√
k(y − τ)

k(s)
V (y − τ)J(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s) dy+

+
1

4

s+θ∫
s−θ

y+τ∫
y−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J(

y + σ − τ

2
,
y − σ − τ

2
, y)×

×J(s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s) dσ dy+

+
1

4

s+θ∫
s−θ

y+τ∫
y−τ

√
k(σ)

k(s)
W (σ)J̃(

y + σ − τ

2
,
y − σ − τ

2
, y)×

×J(s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s) dσ dy+

+
1

2

s+θ∫
s−θ

√
k(y + τ)

k(s)
W (y + τ)J̃(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)dy−

−1

4

s+θ∫
s−θ

y+τ∫
y−τ

√
k(σ)

k(s)
W (σ)J(

y + σ + τ

2
,
y − σ + τ

2
, y)×

×J̃(s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s) dσ dy−
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−1

4

s+θ∫
s−θ

y+τ∫
y−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J̃(

y + σ + τ

2
,
y − σ + τ

2
, y)×

×J̃(s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s) dσ dy

(â äâîéíûõ èíòåãðàëàõ ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà
îáîçíà÷åíà ÷åðåç σ).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû V θ,τ(s) = V θ+τ(s), äîñòàòî÷íî (à â ñèëó
ïðîèçâîëà ôóíêöèé V (s), W (s) è íåîáõîäèìî), ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåí-
ñòâà

s−θ+τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J(

s− θ + σ − τ

2
,
s− θ − σ − τ

2
, s− θ) dσ+

+

s+θ−τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J(

s+ σ + τ − θ

2
,
s− σ − τ − θ

2
, s) dσ+

+
1

2

s+θ∫
s−θ

y+τ∫
y−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)

[
J(
y + σ − τ

2
,
y − σ − τ

2
, y)×

×J(s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)− (1.2.11)

−J̃(y + σ + τ

2
,
y − σ + τ

2
, y)J̃(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)

]
dσ dy =

=

s+θ+τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J(

s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s) dσ

è
s−θ+τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
W (σ)J̃(

s− θ + σ − τ

2
,
s− θ − σ − τ

2
, s− θ) dσ+

+

s+θ+τ∫
s−θ+τ

√
k(σ)

k(s)
W (σ)J̃(

s+ σ − τ − θ

2
,
s− σ + τ − θ

2
, s) dσ+

+
1

2

s+θ∫
s−θ

y+τ∫
y−τ

√
k(σ)

k(s)
W (σ)

[
J̃(
y + σ − τ

2
,
y − σ − τ

2
, y)×
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×J(s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)− (1.2.12)

J(
y + σ + τ

2
,
y − σ + τ

2
, y)J̃(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)

]
dσ dy =

=

s+θ+τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
W (σ)J̃(

s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s) dσ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ðàâåíñòâ ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâà-
íèÿ è ê ïðèìåíåíèþ ôîðìóë (1.2.5)-(1.2.10). Òàê, â ïåðâîì ðàâåíñòâå äâîé-
íîé èíòåãðàë ïðè çàìåíå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â ñóììó
òðåõ:

s+θ∫
s−θ

y+τ∫
y−τ

. . . dσ dy =

=

s+θ−τ∫
s−θ−τ

σ+τ∫
s−θ

. . . dy dσ +

s−θ+τ∫
s+θ−τ

s+θ∫
s−θ

. . . dy dσ +

s+θ+τ∫
s−θ+τ

s+θ∫
σ−τ

. . . dy dσ,

òàê ÷òî ýòîò äâîéíîé èíòåãðàë îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

s+θ−τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)

σ+τ∫
s−θ

[
J(
y + σ − τ

2
,
y − σ − τ

2
, y)J(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)−

−J̃(y + σ + τ

2
,
y − σ + τ

2
, y)J̃(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)

]
dy dσ+

+

s−θ+τ∫
s+θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)

s+θ∫
s−θ

[
J(
y + σ − τ

2
,
y − σ − τ

2
, y)J(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)−

−J̃(y + σ + τ

2
,
y − σ + τ

2
, y)J̃(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)

]
dy dσ+

+

s+θ+τ∫
s−θ+τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)

s+θ∫
σ−τ

[
J(
y + σ − τ

2
,
y − σ − τ

2
, y)J(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)−

−J̃(y + σ + τ

2
,
y − σ + τ

2
, y)J̃(

s+ y − θ

2
,
s− y − θ

2
, s)

]
dy dσ.

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ìû çàìåíèì âíóòðåííèé èíòåãðàë, ïîëüçóÿñü ôîð-
ìóëîé (1.2.7) (ïðè ξ = s− θ, η = s+ θ, α = σ − τ, β = σ + τ ), íà

2J(
s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s)− 2J(

s+ σ − θ + τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s)−
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−2J(
s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s− θ),

âî âòîðîì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.2.5), � íà

2J(
s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
,s)− 2J(

s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
,s− θ),

à â òðåòüåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.2.9), � íà

2J(
s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s).

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü (1.2.11) ïðèîáðåòàåò âèä

s−θ+τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J(

s− θ + σ − τ

2
,
s− θ − σ − τ

2
, s− θ) dσ+

+

s+θ−τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J(

s+ σ + τ − θ

2
,
s− σ − τ − θ

2
, s) dσ+

+

s+θ−τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)

[
J(
s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s)−

−J(s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s− θ)−

−J(s+ σ − θ + τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s)

]
dσ+

+

s−θ+τ∫
s+θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)

[
J(
s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s)−

−J(s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s− θ)

]
dσ+

+

s+θ+τ∫
s−θ+τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J(

s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s) dσ,

è â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè èíòåãðàëû ñ ÿäðîì

J((s− θ + σ − τ)/2, (s− θ − σ − τ)/2, s− θ)
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è èíòåãðàëû ñ ÿäðîì J((s+σ−θ+τ)/2, (s−σ−θ−τ)/2, s) óíè÷òîæàþòñÿ,
à èíòåãðàëû ñ ÿäðîì J((s+σ− θ− τ)/2, (s−σ− θ− τ)/2, s) ñêëàäûâàþòñÿ
â îäèí èíòåãðàë ïî èíòåðâàëó (s− θ − τ, s+ θ + τ), ÷òî äàåò

s+θ+τ∫
s−θ−τ

√
k(σ)

k(s)
V (σ)J(

s+ σ − θ − τ

2
,
s− σ − θ − τ

2
, s) dσ,

ò.å. ïðàâóþ ÷àñòü (1.2.11). Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1.2.11) äîêàçàíî. Ðà-
âåíñòâî (1.2.12) îáîñíîâûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå: çàìåíîé ïîðÿäêà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå, ÷òî äàåò ñóììó òðåõ èíòåãðàëîâ, çàìåíîé â
êàæäîì èç íèõ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïî ôîðìóëàì (1.2.6), (1.2.8) è (1.2.10)
íà ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ñ J̃ è ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ â ïîëó÷åííîì
âûðàæåíèè.

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâà (1.2.11) è (1.2.12) ïîëíîñòüþ îáîñíîâûâàþò ðàâåí-
ñòâî V θ,τ(s) = V θ+τ(s), ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äëÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà
ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå äîêàçàí. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìû çàâåðøàåì íà-
ïîìèíàíèåì î òîì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû (W ) ñî-
âåðøåííî àíàëîãè÷íî, è èñïîëüçóåò òå æå ñàìûå ôîðìóëû (1.2.5)-(1.2.10),
òîëüêî ñ ðîêèðîâàííûìè (ξ ↔ η è α ↔ β) àðãóìåíòàìè.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà îòìåòèì äâà ñóùåñòâåííûõ ìîìåíòà. Âî-
ïåðâûõ, ïîëó÷åííûå íàìè ôîðìóëû ñâåðòêè äëÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà îêà-
çûâàþòñÿ íàìíîãî ãëóáæå ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà, ïîñêîëüêó, êàê ñòàíåò âèä-
íî äàëåå, ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ñóïåðïîçèöèè ïåðåíîñà äàííûõ ñ îäíîé
ëèíèè (ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùåéñÿ ïðÿìîé t = const) íà äðóãóþ, à
ïîòîìó íà òðåòüþ.

Âî-âòîðûõ, äëÿ óðàâíåíèÿ utt = uxx − a2u ðåøåíèþ u(t, x) = sin(ωt −√
ω2 − a2x), êîòîðîå îáñóæäàëîñü â ñàìîì íà÷àëå ââåäåíèÿ â äèññåðòàöèþ,

ñîîòâåòñòâóþò ïðè t = θ ïðàâàÿ è ëåâàÿ âîëíû

V θ(x) = − a

2ω
cos(ωθ −

√
ω2 − a2x) +

ω +
√
ω2 − a2

2ω
sin(ωθ −

√
ω2 − a2x),

W θ(x) =
a

2ω
cos(ωθ −

√
ω2 − a2x) +

ω −
√
ω2 − a2

2ω
sin(ωθ −

√
ω2 − a2x),

òàê ÷òî "âèäèìîå" äâèæåíèå ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû ñî ñêîðîñòüþ áîëüøå
åäèíè÷íîé îêàçûâàåòñÿ íà ñàìîì äåëå ðåçóëüòàòîì âñòðå÷íîãî äâèæåíèÿ
ñ ðàññåèâàíèåì äâóõ ñèíóñîèäàëüíûõ âîëí � ïðàâîé è ëåâîé. Ñîáñòâåííî,
èìåííî ðàññåèâàíèå îòâåòñòâåííî çà âíåøíèé ýôôåêò ïðåâûøåíèÿ ôàçîâîé
ñêîðîñòè íàä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé.
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� 1.3 Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì ðàñïðîñòðàíÿþ-

ùèõñÿ âîëí

1.3.1 Çàäà÷à íà îòðåçêå. Ïðîäîëæåííîå óðàâíåíèå. Îòðàæåíèå
âîëí îò êîíöîâ.

Â çàäà÷àõ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íå íà îñè, à íà îòðåçêå, íà êîíöàõ êî-
òîðîãî çàäàíû òå èëè èíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âàæíî óìåòü îïèñûâàòü
îòðàæåíèå âîëí îò ýòèõ êîíöîâ. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñðåäû îòðàæåíèÿ
âîëí îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ ïðîäîëæåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé çà ïðåäå-
ëû îòðåçêà èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Â ñëó÷àå æå íåîäíî-
ðîäíîé ñðåäû ïðîäîëæàòü ïðèõîäèòñÿ íå òîëüêî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íî è
ñàìî óðàâíåíèå (òî åñòü åãî êîýôôèöèåíòû). Íèæå îïèñûâàþòñÿ ñâÿçàííûå
ñ ýòèì ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà.

Ëåììà 1.3.1 Ïóñòü k(−s) = k(s) (ϕ(−s) = −ϕ(s)). Òîãäà

J(−α,−β,−γ) = −J(α, β, γ), J̃(−α,−β,−γ) = −J̃(α, β, γ). (1.3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â (1.1.3) âìåñòî α, β, γ ïðîòèâîïîëîæíûå
âåëè÷èíû è çàìåíèì ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå.
Ïîëó÷èì

J(−α,−β,−γ) =
γ∫

α

ϕ(−σ + β)J̃(−σ,−β,−γ) dσ,

J̃(−α,−β,−γ) = ϕ(−α)−
0∫

β

ϕ(−α+ τ)J(−α,−τ,−γ) dτ,

÷òî, â ñèëó ϕ(−s) = −ϕ(s), äàåò íàì ñèñòåìó óðàâíåíèé Âîëüòåððà äëÿ
J(−α,−β,−γ) è J̃(−α,−β,−γ):

J(−α,−β,−γ) = −
γ∫

α

ϕ(σ − β)J̃(−σ,−β,−γ) dσ,

J̃(−α,−β,−γ) = −ϕ(α) +
0∫

β

ϕ(α− τ)J(−α,−τ,−γ) dτ,

îòëè÷àþùóþñÿ îò (1.1.3) òîëüêî çíàêîì ïðè âíåèíòåãðàëüíîì ÷ëåíå. Èç
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Âîëüòåððà è ñëåäóåò (1.3.1).
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ ëåììû 1.3.1

u(t,−s) =

√
k(s+ t)

k(s)
V (−s− t) +

√
k(s− t)

k(s)
W (−s+ t)−

−1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
V (−y)J(s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy+

+
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
W (−y)J(s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy−

−1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
W (−y)J̃(s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy+

+
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
V (−y)J̃(s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy.

(1.3.2)

Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà (1.3.2) ïîëó÷àåòñÿ èç (1.1.1) çàìåíîé s íà −s è
çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ y íà −y ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè ôóíêöèè
k(s).
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè íà÷àëüíûå äàííûå "íå÷åòíûå" (òî åñòü V (−s) =

−W (s), W (−s) = −V (s)), òî ðåøåíèå u(t, s) áóäåò íå÷åòíîé ôóíêöèåé:
u(t,−s) = −u(t, s). Â ÷àñòíîñòè, u(t, 0) ≡ 0.
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè íà÷àëüíûå äàííûå "÷åòíûå" (ò.å. V (−s)=W (s),

W (−s) = V (s)), òî ðåøåíèå u(t, s) áóäåò ÷åòíîé ôóíêöèåé: u(t,−s) =
u(t, s). Â ÷àñòíîñòè, us(t, 0) ≡ 0.
Ýòè äâà ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé â ôîðìóëå (1.3.1) V (−s) èW (−s)

íà ±W (s) è ±V (s) è ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ (1.1.1).
Ñëåäñòâèå 4. Åñëè óðàâíåíèå (1.0.2) çàäàíî íà îòðåçêå [0, l] ñ ãðà-

íè÷íûì óñëîâèåì u(t, 0) ≡ 0 (çàêðåïëåííûé êîíåö), òî ïðîöåññ îòðàæå-
íèÿ îò ýòîãî çàêðåïëåííîãî êîíöà ïðîèñõîäèò òàê, êàê áóäòî óðàâíåíèå
ïðîäîëæåíî íà îòðåçîê [−l, 0] ÷åòíûì îáðàçîì (k(−s) = k(s)), íà÷àëü-
íûå äàííûå � íå÷åòíûì îáðàçîì è òî÷êà s = 0 îêàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé
òî÷êîé îòðåçêà [−l, l], ïîâåäåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (1.1.1).
Ïðè ýòîì íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ãëàäêîñòè (êëàññè÷å-
ñêîé) êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïðîäîëæåííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîñòü
êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ k′(0) = 0. Äëÿ
êëàññè÷åñêîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî âû-
ïîëíåíèå óñëîâèé u0(0) = u1(0) = u′′0(0) = 0.
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Ñëåäñòâèå 5. Åñëè óðàâíåíèå (1.0.2) çàäàíî íà îòðåçêå [0, l] ñ ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì us(t, 0) ≡ 0 (ñâîáîäíûé êîíåö), òî ïðîöåññ îòðàæåíèÿ îò
ýòîãî êîíöà ïðîèñõîäèò òàê, êàê áóäòî è óðàâíåíèå, è íà÷àëüíûå äàííûå
ïðîäîëæåíû íà îòðåçîê [−l, 0] ÷åòíûì îáðàçîì è òî÷êà s = 0 îêàçûâà-
åòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îòðåçêà [−l, l], ïîâåäåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëîé (1.1.1). È çäåñü íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êëàññè-
÷åñêîé ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïðîäîëæåííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ãëàäêîñòü êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
k′(0) = 0. Äëÿ êëàññè÷åñêîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèå óñëîâèé u′0(0) = u′1(0) = 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà k′(0) ̸= 0, ôóíêöèÿ ϕ(s) = k′(s)/2k(s) îêàçûâàåòñÿ â
òî÷êå s = 0 ðàçðûâíîé, ýòîò ðàçðûâ íàñëåäóåò è ôóíêöèÿ J̃(α, β, γ) (ïðè
α = 0), à ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ íåãëàäêèì (îáîá-
ùåííûì). Õîòÿ äëÿ ñàìèõ ôîðìóë áåçðàçëè÷íî, â êàêîì ñìûñëå, êëàññè÷å-
ñêîì èëè îáîáùåííîì, ìû ïîíèìàåì ðåøåíèÿ, ìû, îáñóæäàÿ â ýòîé ðàáîòå
òîëüêî êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ, âûíóæäåíû âûäåëÿòü óñëîâèå k′(0) = 0 êàê
ñóùåñòâåííîå.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ëåììå 1.3.1 äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 1.3.2 Ïóñòü k(2l − s) = k(s) (ϕ(2l − s) = −ϕ(s)). Òîãäà

J(2l − α,−β, 2l − γ) = −J(α, β, γ), J̃(2l − α,−β, 2l − γ) = −J̃(α, β, γ).
(1.3.3)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ó÷åòà ÿâëåíèÿ îòðàæåíèÿ âîëí îò ïðàâîãî êîíöà
íàäî ïðîäîëæèòü óðàâíåíèå "÷åòíûì îòíîñèòåëüíî l" îáðàçîì (k(l + s) =
k(l−s)) (ñ ïðåäïîëîæåíèåì k′(l) = 0, íåîáõîäèìûì äëÿ êëàññè÷åñêîé ãëàä-
êîñòè), à íà÷àëüíûå äàííûå � "l-íå÷åòíûì" îáðàçîì äëÿ çàêðåïëåííîãî
êîíöà è "l-÷åòíûì" îáðàçîì äëÿ ñâîáîäíîãî êîíöà, ñâåäÿ âñå îïÿòü æå ê
ôîðìóëå (1.1.1).

È, íàêîíåö, ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò òîãî æå ðîäà.

Ëåììà 1.3.3 Ïóñòü k(s+ 2l) = k(s) (ϕ(s+ 2l) = ϕ(s)). Òîãäà

J(α + 2l, β, γ + 2l) = J(α, β, γ), J̃(α+ 2l, β, γ + 2l) = J̃(α, β, γ) (1.3.4)

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò ïåðèîäè÷íîñòü ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé
ðåøåíèÿ u(t, s) ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíå-
íèÿ è íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà, ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó íà [0, l], áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò k(s) óðàâíåíèÿ (1.0.2) ïðîäîëæåí íà âñþ îñü ÷åòíûì
2l-ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì è óðàâíåíèå (1.0.2) ñ òàê ïðîäîëæåííûì êîýô-
ôèöèåíòîì áóäåì íàçûâàòü ïðîäîëæåííûì óðàâíåíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî
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íå÷åòíûì 2l-ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ ôóíêöèÿ ϕ(s), è
êîýôôèöèåíòû ïåðåíîñà, îïðåäåëÿåìûå åþ èç óðàâíåíèé (1.1.3).

1.3.2 Ôîðìóëû ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èëëþñòðàöèè òîãî, êàê ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ âîëíî-
âîãî îïåðàòîðà ðåøàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è.

Íà÷íåì ñî ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) íà îòðåçêå [0, l] èçìå-
íåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, êîãäà â òî÷êå s = 0 çàäàíî íåîäíîðîä-
íîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå: u(t, 0) = ν(t). Îáû÷íî ýòî óñëîâèå èíòåðïðåòèðóþò
êàê ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ñòðóíîé (èëè äðóãèì îáúåêòîì, îïèñûâàåìûì
óðàâíåíèåì (1.0.2)) çà ëåâûé êîíåö. Ïðè ýòîì çàäàþò íåêîòîðûå íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ u(0, s) = u0(s), ut(0, s) = u1(s) (äëÿ s ∈ [0, l]) è êàêèå-ëèáî
óñëîâèÿ íà ïðàâîì êîíöå, íàïðèìåð, u(t, l) ≡ 0. Äëÿ êëàññè÷åñêîé ðàçðåøè-
ìîñòè, åñòåñòâåííî, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ äàííûõ
ν(0) = u0(0), ν̇(0) = u1(0), ν̈ = u′′0(0).

Ñíà÷àëà, äëÿ ïðîñòîòû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0(0) = u1(0) = u′′0(0) = 0.
Ïîñêîëüêó íàøå óðàâíåíèå (1.0.2) ëèíåéíîå, ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ðàâíî
ñóììå ðåøåíèé äâóõ çàäà÷. Îäíà � ñ íóëåâîé ν(t) è íåíóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè äàííûìè, êîòîðàÿ ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé î êîëåáàíèÿõ
çàêðåïëåííîé ñòðóíû, ðåøåíèå êîòîðîé îáñóæäàëîñü â ïðåäûäóùåì ïóíê-
òå: îíî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (1.1.1) ñ V (s), W (s), îïðåäåëÿåìûìè ïî íà-
÷àëüíûì äàííûì óñëîâèÿìè (1.1.2), è ïðîäîëæåííûìè íà âñþ îñü íå÷åò-
íûì (îòíîñèòåëüíî íóëÿ) è 2l-ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì è ñ êîýôôèöèåíòàìè
ïåðåíîñà, îïðåäåëÿåìûìè ôîðìóëàìè (1.1.3) (äëÿ ïðîäîëæåííîãî óðàâíå-
íèÿ). Âòîðàÿ æå çàäà÷à � ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è íåíóëåâîé
ν(t). Åå ðåøåíèå ìû ñåé÷àñ è ïðèâåäåì.

Òåîðåìà 1.3.1 Ïóñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ ν(t) çàäàíà ïðè 0 ≤ t ≤ l è ν(0) = ν ′(0) = ν ′′(0) = 0. Òîãäà êëàññè÷å-
ñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) íà [0, l] ñ óñëîâèÿìè
u(0, s) = ut(0, s) ≡ 0, u(t, 0) = ν(t), u(t, l) ≡ 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïðè 0 ≤ t ≤ l

ôîðìóëîé

u(t, s) =

√
k(0)

k(s)

{
ν(t− s) +

1

2

∫ t−s

0

ν(τ)

[
J(
s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s)−

−J̃(s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s) + J(

s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s)−

−J̃(s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s)

]
dτ

}
, (1.3.5)
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â êîòîðîé ν(t) ñ÷èòàåòñÿ ïðîäîëæåííîé íà ïîëóîñü t ≤ 0 òîæäåñòâåí-
íûì íóëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (1.3.5)
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.0.2), äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ z(t, s) =
√

k(s)
k(0)u(t, s) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.0.4), à äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè

z+(ξ, η) =
1

2

∫ −ξ

0

ν(τ)

[
J(
η − τ

2
,
η − τ

2
,
η + ξ

2
)− J̃(

η − τ

2
,
η − τ

2
,
η + ξ

2
)

]
dτ

è

z−(ξ, η) = ν(−ξ) + 1

2

∫ −ξ

0

ν(τ)

[
J(
ξ + τ

2
,
ξ + τ

2
,
η + ξ

2
) −

−J̃(ξ + τ

2
,
ξ + τ

2
,
η + ξ

2
)

]
dτ

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1.1.4), ÷òî äåëàåòñÿ ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíè-
åì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà
(1.1.6) è ñëåäóþùèõ èç (1.1.3) ðàâåíñòâ J(α, β, α) = 0, J̃(α, β, α) = ϕ(α).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (1.3.5) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1.1).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óäîâëåòâîðåíèå íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿ-
ìè íà [0, l] ïðè t = 0 î÷åâèäíî: ν(·) ≡ 0 êàê âî âñåõ èíòåãðàëàõ, òàê è
âî âíåèíòåãðàëüíîì ÷ëåíå, ïîñêîëüêó àðãóìåíò ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì äëÿ âñåõ 0 ≤ t ≤ l âûïîëíÿåòñÿ u(t, l) ≡ 0.
Íó, à òî, ÷òî u(t, 0) ≡ ν(t) ïðè âñåõ 0 ≤ t ≤ l ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè
s = 0 èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.3.5) îáðàùàåòñÿ â íóëü, ò.ê. â ñèëó (1.3.1)
J( t−τ2 ,

t−τ
2 , 0) + J(τ−t2 ,

τ−t
2 , 0) = J̃( t−τ2 ,

t−τ
2 , 0) + J̃(τ−t2 ,

τ−t
2 , 0) = 0. Òåîðåìà

äîêàçàíà.
Ôîðìóëà (1.3.5) äàåò ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è òîëüêî äëÿ t < l. Äåëî

â òîì, ÷òî ïðè t ≥ l íàì ïðèäåòñÿ ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíûé ýôôåêò
îòðàæåíèÿ âîëí îò çàêðåïëåííîãî êîíöà s = l, è ïîýòîìó ôîðìóëà ðåøåíèÿ
íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 1.3.2 Ïóñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ ν(t) çàäàíà ïðè t ≥ 0 è ν(0) = ν ′(0) = ν ′′(0) = 0. Òîãäà êëàññè÷å-
ñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) íà [0, l] ñ óñëîâèÿìè u(0, s) =
ut(0, s) ≡ 0, u(t, 0) = ν(t), u(t, l) ≡ 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïðè t ≥ 0 ôîðìóëîé

u(t, s) =

√
k(0)

k(s)

{ ∞∑
m=0

ν(t− s− 2lm)−
∞∑
m=1

ν(t+ s− 2lm)+
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+
1

2

∞∑
m=0

∫ t−s−2lm

0

ν(τ)

[
J(
s+ 2lm− t+ τ

2
,
s+ 2lm− t+ τ

2
, s+ 2lm)−

−J̃(s+ 2lm− t+ τ

2
,
s+ 2lm− t+ τ

2
, s+ 2lm)+

+J(
s+ 2lm+ t− τ

2
,
s+ 2lm+ t− τ

2
, s+ 2lm)−

−J̃(s+ 2lm+ t− τ

2
,
s+ 2lm+ t− τ

2
, s+ 2lm)

]
dτ+ (1.3.6)

+
1

2

∞∑
m=1

∫ t+s−2lm

0

ν(τ)

[
J(
s− 2lm− t+ τ

2
,
s− 2lm− t+ τ

2
, s− 2lm)−

−J̃(s− 2lm− t+ τ

2
,
s− 2lm− t+ τ

2
, s− 2lm)+

+J(
s− 2lm+ t− τ

2
,
s− 2lm+ t− τ

2
, s− 2lm)−

−J̃(s− 2lm+ t− τ

2
,
s− 2lm+ t− τ

2
, s− 2lm)

]
dτ

}
,

â êîòîðîé ν(t) ñ÷èòàåòñÿ ïðîäîëæåííîé íà ïîëóîñü t ≤ 0 òîæäåñòâåí-
íûì íóëåì.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ñóììû â ôîðìóëå (1.3.6) è áåñêîíå÷íûå, íà ñàìîì
äåëå äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t âñå ñëàãàåìûå ñ m ≥ (t+ s)/2l íóëåâûå
(ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ôóíêöèÿ ν(·) òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ), òàê ÷òî âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ çäåñü íå ñòîèò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó íàøå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñëàãàå-

ìûõ âèäà (1.3.5), êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ, à çíà÷èò � è èõ ñóììà óäî-
âëåòâîðÿþò è óðàâíåíèþ, è íóëåâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Ïîýòîìó íåîá-
õîäèìî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà ïðè s = l äàåò íóëü, à ïðè s = 0 �
ôóíêöèþ ν(t)

Ïðè s = l âñå ñëàãàåìûå â ñóììàõ ñîêðàùàþòñÿ: ÷òî m-îå ñëàãàåìîå â
ïåðâîé ñóììå óíè÷òîæàåò m + 1-å ñëàãàåìîå âî âòîðîé ñóììå � î÷åâèäíî,
à ÷òî m-îå ñëàãàåìîå â òðåòüåé ñóììå óíè÷òîæàåò m + 1-å ñëàãàåìîå â
÷åòâåðòîé ñóììå, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

J(
l + 2lm± (t− τ)

2
,
l + 2lm± (t− τ)

2
, l + 2lm)+

+J(
l − 2l(m+ 1)∓ (t− τ)

2
,
l − 2l(m+ 1)∓ (t− τ)

2
, l − 2l(m+ 1)) =

= J̃(
l + 2lm± (t− τ)

2
,
l + 2lm± (t− τ)

2
, l + 2lm)+
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+J̃(
l − 2l(m+ 1)∓ (t− τ)

2
,
l − 2l(m+ 1)∓ (t− τ)

2
, l − 2l(m+ 1)) = 0

â ñèëó (1.3.4). Ïðè s = 0 òîæå ïðîèñõîäèò óíè÷òîæåíèå, íî ïðè ýòîì m-ûå
ñëàãàåìûå âî âòîðîé è ÷åòâåðòîé ñóììàõ óíè÷òîæàþò m-ûå ñëàãàåìûå â
ïåðâîé è òðåòüåé ñóììàõ ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî îñòàþòñÿ òîëüêî íóëåâûå
ñëàãàåìûå èç ïåðâîé è òðåòüåé ñóìì

ν(t) +
1

2

∫ t

0

ν(τ)

[
J(

−t+ τ

2
,
−t+ τ

2
, 0)− J̃(

−t+ τ

2
,
−t+ τ

2
, 0)+

+J(
t− τ

2
,
t− τ

2
, 0)− J̃(

t− τ

2
,
t− τ

2
, 0)

]
dτ,

äàþùèå â òî÷íîñòè ν(t) â ñèëó íå÷åòíîñòè ôóíêöèé J, J̃ . Òàêèì îáðàçîì,
òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òåîðåìàì 1.3.1-1.3.2 äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1.3.3 Ïóñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ µ(t) çàäàíà ïðè t ≥ 0 è µ(0) = µ′(0) = µ′′(0) = 0. Òîãäà êëàññè÷å-
ñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) íà [0, l] ñ óñëîâèÿìè u(0, s) =
ut(0, s) ≡ 0, u(t, 0) ≡ 0, u(t, l) = µ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè 0 ≤ t ≤ l ôîðìóëîé

u(t, s) =

√
k(l)

k(s)

{
µ(t+ s− l)− 1

2

∫ t+s−l

0

µ(τ)×

[
J(
s+ l − t+ τ

2
,
s− l − t+ τ

2
, s)− J̃(

s+ l − t+ τ

2
,
s− l − t+ τ

2
, s)+

+J(
s+ l + t− τ

2
,
s− l + t− τ

2
, s)−J̃(s+ l + t− τ

2
,
s− l + t− τ

2
, s)

]
dτ

}
,

(1.3.7)
à ïðè t ≥ l � ôîðìóëîé

u(t, s) =

√
k(l)

k(s)

{ ∞∑
m=0

µ(t+ s− l − 2lm)−
∞∑
m=0

µ(t− s− l − 2lm)−

−1

2

∞∑
m=0

∫ t+s−l−2lm

0

µ(τ)

[
J(
s+ l − 2lm− t+ τ

2
,
s− l − 2lm− t+ τ

2
, s− 2lm)−

−J̃(s+ l − 2lm− t+ τ

2
,
s− l − 2lm− t+ τ

2
, s− 2lm)+

+J(
s+ l − 2lm+ t− τ

2
,
s− l − 2lm+ t− τ

2
, s− 2lm)−
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−J̃(s+ l − 2lm+ t− τ

2
,
s− l − 2lm+ t− τ

2
, s− 2lm)

]
dτ− (1.3.8)

−1

2

∞∑
m=0

∫ t−s−l−2lm

0

µ(τ)

[
J(
s− l + 2lm− t+ τ

2
,
s+ l + 2lm− t+ τ

2
, s+ 2lm)−

−J̃(s− l + 2lm− t+ τ

2
,
s+ l + 2lm− t+ τ

2
, s+ 2lm)+

+J(
s− l + 2lm+ t− τ

2
,
s+ l + 2lm+ t− τ

2
, s+ 2lm)−

−J̃(s− l + 2lm+ t− τ

2
,
s+ l + 2lm+ t− τ

2
, s+ 2lm)

]
dτ

}
,

â êîòîðûõ µ(t) ñ÷èòàåòñÿ ïðîäîëæåííîé íà ïîëóîñü t ≤ 0 òîæäåñòâåí-
íûì íóëåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáèðàÿ âìåñòå ðåçóëüòàòû òåîðåì 1.3.1-1.3.3 è ôîðìóëó
(1.1.1), ìîæíî ïîëó÷èòü è ôîðìóëó ðåøåíèÿ äëÿ ñòðóíû, óïðàâëÿåìîé çà
äâà êîíöà ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

Òåîðåìà 1.3.4 Äëÿ ëþáûõ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé ν(t) è µ(t), çàäàííûõ ïðè t ≥ 0 è äëÿ ëþáûõ äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u0(s), u1(s), çàäàííûõ íà [0, l] òàêèõ, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ν(0) = u0(0), ν̇(0) = v0(0), k̈(0)ν(0) = (ku′0)
′(0)

µ(0) = u0(l), µ̇(0) = v0(l), k̈(0)µ(0) = (ku′0)
′(l)

(1.3.9)

êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) íà [0, l] ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè u(0, s) = u0(s), ut(0, s) = u1(s), u(t, 0) = ν(t), u(t, l) = µ(t)
îïðåäåëÿåòñÿ ïðè 0 ≤ t ≤ l ôîðìóëîé, ïîëó÷àåìîé ñëîæåíèåì ïðàâûõ
÷àñòåé ôîðìóë (1.1.1), (1.3.5), (1.3.7), à ïðè t ≥ l � ñëîæåíèåì ïðàâûõ
÷àñòåé ôîðìóë (1.1.1), (1.3.6), (1.3.8).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ôèãóðèðóþùèå â
(1.3.9) âåëè÷èíû ðàâíû íóëþ, òðèâèàëüíî.

Â ñëó÷àå æå, êîãäà ýòè âåëè÷èíû íå ðàâíû íóëþ, âîçìîæíû äâà âàðèàí-
òà: èñïîëüçîâàíèå êîððåêòîðà (âû÷èòàíèå èç ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ïðîñòîé
ôóíêöèè), èìåþùåãî âèä

u(t, s) = ū(t, s) +

(u0(0) + tu1(0))

∫ l

s

dσ

k(σ)
+ (u0(l) + tu1(l))

∫ s

0

dσ

k(σ)∫ l

0

dσ

k(σ)

,
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êîòîðûé ðåäóöèðóåò çàäà÷ó ê ñëó÷àþ íóëåâûõ çíà÷åíèé äëÿ íóëåâûõ è ïåð-
âûõ ïðîèçâîäíûõ èç (1.3.9). Îäíàêî çäåñü áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì îêà-
çûâàåòñÿ äðóãîé ïóòü: ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî êàæäàÿ èç ôîðìóë (1.1.1) è
(1.3.5)-(1.3.8) îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì
â êàæäîì êâàäðàòå, íà êîòîðûé ðàññåêàþò ïëîñêîñòü ïðÿìûå s − t = ml,
s+t = ml (m � öåëîå), ïîñ÷èòàòü âåëè÷èíû ñêà÷êîâ, êîòîðûå èìåþò âñå ýòè
ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå, è óáåäèòüñÿ, ÷òî, õîòÿ êàæäîå ñëàãàåìîå îêàçû-
âàåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðûâíûì, â ñóììå ýòè ñêà÷êè äðóã äðóãà óíè÷òî-
æàþò, òàê ÷òî ñóììà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è ãëàäêèì ðåøåíèåì. Õîòÿ ýòè
âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü è äëÿ ðåøåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ ÷åðåç ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèåñÿ âîëíû, óäîáíåå èõ îñóùåñòâëÿòü òîãäà, êîãäà ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç ôóíêöèþ Ðèìàíà. Ïîýòîìó ìû îòëîæèì ýòè âû÷èñ-
ëåíèÿ äî ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà, â êîòîðîì áóäåò îïèñàíà ñâÿçü ôóíêöèè
Ðèìàíà ñ êîýôôèöèåíòàìè ïåðåíîñà è ôîðìóëû ðåøåíèé áóäóò ïåðåïèñà-
íû â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ðèìàíà.

1.3.3 Âûâîä ôîðìóë ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ
âîëíîâîãî îïåðàòîðà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåçóëüòàò, ñôîðìóëèðîâàííûé â òåîðåìàõ 1.3.1-1.3.3, íå
âûãëÿäåë ôîêóñîì, ìû ïîêàæåì, êàê âûâîäèòñÿ ôîðìóëà (1.3.5). Îíà ïîëó-
÷àåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà, îòâå÷àþùåãî çàäà÷å. Äàí-
íûå çàäàíû íà ïðÿìîé s = 0, ïîýòîìó âîëíû, çàäàííûå íà ýòîé ïðÿìîé
(îáîçíà÷èì èõ V (τ) è W (τ)) áóäóò ïåðåíîñèòüñÿ èç òî÷åê (τ, 0) â òî÷êó
(t, s). Çíà÷èò, â àðãóìåíòû êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà íåîáõîäèìî âìåñòî y
ïîäñòàâèòü íóëü (îòêóäà ïåðåíîñ), âìåñòî s òàê è îñòàâèòü s (êóäà ïåðåíîñ),
è âìåñòî t ïîäñòàâèòü t− τ (çà êàêîå âðåìÿ ïåðåíîñ). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñ
ïðÿìîé s = 0 â òî÷êè, ãäå s > 0 ïðÿìîé (áåç îòðàæåíèé) ïåðåíîñ âîçìîæåí
ëèøü äëÿ ïðàâîé âîëíû V , ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

V t(s) =

√
k(0)

k(s)

{
V (t− s) +

1

2

∫ t−s

0

[
V (τ)J(

s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s)+

+W (τ)J̃(
s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s)

]
dτ

}
,

W t(s) = −1

2

√
k(0)

k(s)

∫ t−s

0

[
W (τ)J(

s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s)+

+V (τ)J̃(
s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s)

]
dτ.
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Ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàí òàê, ÷òîáû íà ïðÿìîé s = t ïîëó÷èòü
íóëü (÷òî ãàðàíòèðóåòñÿ äëÿ íàøåé çàäà÷è íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè).

Ñòàíäàðòíûì óæå îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðà ôóíêöèé

z− =
√
k(s)V t(s), z+ =

√
k(s)W t(s),

îòíåñåííûõ ê ïåðåìåííûì ξ = s− t, η = s+ t óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1.1.4)
äëÿ ëþáûõ V (τ), W (τ), ÷òî òðèâèàëüíîñòü ðåøåíèÿ ïðè t ≤ s îáåñïå÷è-
âàåòñÿ òðèâèàëüíîñòüþ V , W ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, è
îñòàåòñÿ òîëüêî ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó â óñëîâèå u(t, 0) = ν(t),
÷òî äàåò óñëîâèå

ν(t) = V (t)− 1

2

∫ t

0

[
V (τ)J(

τ − t

2
,
τ − t

2
, 0) +W (τ)J̃(

τ − t

2
,
τ − t

2
, 0)−

−W (τ)J(
t− τ

2
,
t− τ

2
, 0)− V (τ)J̃(

t− τ

2
,
t− τ

2
, 0)

]
dτ,

êîòîðîå, â ñèëó íå÷åòíîñòè J è J̃ (ôîðìóëû (1.3.1)) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ν(t)=V (t) +
1

2

∫ t

0

[W (τ) + V (τ)]

[
J(
t− τ

2
,
t− τ

2
, 0)+J̃(

t− τ

2
,
t− τ

2
, 0)

]
dτ.

Åñëè îáîçíà÷èòü ñóììó [W (τ) + V (τ)] ÷åðåç ω(τ), òî ïîëó÷àåì

V (t) = ν(t) +
1

2

∫ t

0

ω(τ)

[
J(
t− τ

2
,
t− τ

2
, 0) + J̃(

t− τ

2
,
t− τ

2
, 0)

]
dτ,

W (t) = ω(t)− ν(t)− 1

2

∫ t

0

ω(τ)

[
J(
t− τ

2
,
t− τ

2
, 0) + J̃(

t− τ

2
,
t− τ

2
, 0)

]
dτ.

Õîòÿ ôóíêöèÿ ω(τ) è íå îïðåäåëåíà, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìåííî îò íåå ðå-
øåíèå u(t, s) = V t(s) + W t(s) íå çàâèñèò, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ñëà-
ãàåìûå âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü ω = 0, ÷òî äàåò
V (t) = −W (t) = ν(t), îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà (1.3.5).

Ïîêàæåì íåçàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò âûáîðà ω. Ïîäñòàâëÿÿ ñîäåðæàùèå
ω ñîñòàâëÿþùèå V è W â ôîðìóëû äëÿ V t è W t, è îáîçíà÷àÿ ñóììó ïîëó-
÷åííûõ ôóíêöèé ÷åðåç uω(t, s), ïîëó÷àåì√

k(s)/k(0)uω(t, s) =

=
1

2

t−s∫
0

ω(τ)

[
J(
t− s− τ

2
,
t− s− τ

2
, 0) + J̃(

t− s− τ

2
,
t− s− τ

2
, 0)

]
dτ+
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+
1

2

∫ t−s

0

ω(τ)

[
J̃(
s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s)− J(

s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s)

]
dτ+

+
1

4

∫ t−s

0

∫ y

0

ω(τ)

[
J(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0) + J̃(

y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)

]
×

×
[
J(
s− t+ y

2
,
s− t+ y

2
, s) + J(

s+ t− y

2
,
s+ t− y

2
, s)−

−J̃(s− t+ y

2
,
s− t+ y

2
, s)− J̃(

s+ t− y

2
,
s+ t− y

2
, s)

]
dτdy.

Çàìåíà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå è îáúåäèíåíèå
èíòåãðàëîâ â îäèí äàþò √

k(s)/k(0)uω(t, s) =

=
1

2

∫ t−s

0

ω(τ)

{
J(
t− s− τ

2
,
t− s− τ

2
, 0) + J̃(

t− s− τ

2
,
t− s− τ

2
, 0)+

+J̃(
s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s)− J(

s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s)+

+
1

2

∫ t−s

τ

[
J(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0) + J̃(

y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)

]
×

×
[
J(
s− t+ y

2
,
s− t+ y

2
, s) + J(

s+ t− y

2
,
s+ t− y

2
, s)−

−J̃(s− t+ y

2
,
s− t+ y

2
, s)− J̃(

s+ t− y

2
,
s+ t− y

2
, s)

]
dy

}
dτ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæèòåëü â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ � ýòî òîæäåñòâåííûé
íóëü, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé î ñâåðòêå, àíàëîãè÷íîé ëåììå
(1.2.2).

Ëåììà 1.3.4 Ïóñòü J, J̃ óäîâëåòâîðÿþò (1.1.3). Òîãäà∫ −ξ

τ

[
J(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J(

ξ + y

2
,
ξ + y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J̃(

ξ + y

2
,
ξ + y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= −2J(
−ξ − τ

2
,
−ξ − τ

2
, 0), (1.3.10)∫ −ξ

τ

[
J̃(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J(

η − y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−
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−J(y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J̃(

η − y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy = 0, (1.3.11)∫ −ξ

τ

[
J(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J(

η − y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−

J̃(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J̃(

η − y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= 2J(
η − τ

2
,
η − τ

2
,
ξ + η

2
), (1.3.12)∫ −ξ

τ

[
J̃(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J(

ξ + y

2
,
ξ + y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J̃(

ξ + y

2
,
ξ + y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= −2J̃(
ξ + τ

2
,
ξ + τ

2
,
ξ + η

2
)− 2J̃(

−ξ − τ

2
,
−ξ − τ

2
, 0). (1.3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 1.2.2, ïîýòîìó ìû ëèøü íàìåòèì åãî ñõåìó. Ñíà÷àëà äîêàçûâàþòñÿ
äâå ïàðû ðàâåíñòâ∫ −ξ

η

[
J(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J(

ξ + y

2
,
ξ + y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J̃(

ξ + y

2
,
ξ + y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= −2J(
ξ + τ

2
,
ξ + τ

2
,
ξ + η

2
)−2J(

−ξ − τ

2
,
−ξ − τ

2
, 0), (1.3.14)∫ −ξ

η

[
J̃(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J(

η − y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J̃(

η − y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= 2J̃(
η − τ

2
,
η − τ

2
,
ξ + η

2
)− 2J̃(

η − τ

2
,
η − τ

2
, 0) (1.3.15)

è ∫ −ξ

η

[
J(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J(

η − y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)−

−J̃(y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J̃(

η − y

2
,
η − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =
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= 2J(
η − τ

2
,
η − τ

2
,
ξ + η

2
)−2J(

η − τ

2
,
η − τ

2
, 0), (1.3.16)∫ −ξ

η

[
J̃(
y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J(

ξ + y

2
,
ξ + y

2
,
ξ + η

2
)−

−J(y − τ

2
,
y − τ

2
, 0)J̃(

ξ + y

2
,
ξ + y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy =

= −2J̃(
ξ + τ

2
,
ξ + τ

2
,
ξ + η

2
)−2J̃(

−ξ − τ

2
,
−ξ − τ

2
, 0). (1.3.17)

Âûïîëíåíèå ýòèõ ðàâåíñòâ ïðè ξ + η = 0 î÷åâèäíî, à èõ âûïîëíåíèå ïðè
îñòàëüíûõ (ξ, η) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàçíîñòè ìåæäó ïðàâûìè è ëåâû-
ìè ÷àñòÿìè êàæäîé ïàðû óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèñòåìå Âîëüòåððà,
àíàëîãè÷íîé òîé, ÷òî ïðèâåäåíà â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.2.2: äèôôåðåí-
öèðîâàíèå îäíîãî ðàâåíñòâà ïî ξ, à äðóãîãî ïî η äàåò ïàðíîå åìó ðàâåíñòâî
ñ êîýôôèöèåíòîì 1/2 · ϕ((ξ + η)/2).

Èç ñïðàâåäëèâîñòè (1.3.14) è (1.3.17) ïðè η = τ ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü
ïðè η = τ ðàâåíñòâ (1.3.10) è (1.3.13), ñïðàâåäëèâîñòü (1.3.11) è (1.3.12) ïðè
ξ = −τ î÷åâèäíà, è ìû ìîæåì îïÿòü óâèäåòü, ÷òî ðàçíîñòè ïðàâîé è ëåâîé
÷àñòè â êàæäîé ïàðå (1.3.10)-(1.3.11) è (1.3.12)-(1.3.13) óäîâëåòâîðÿþò îä-
íîðîäíîé ñèñòåìå Âîëüòåððà: äèôôåðåíöèðîâàíèå îäíîãî èç ðàâåíñòâ ïàðû
ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé (ξ èëè η) äàåò äðóãîå ñ êîýôôèöèåíòîì
1/2 ·ϕ((ξ+ η)/2). Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (1.3.10)-(1.3.13) äåéñòâèòåëüíî
èìåþò ìåñòî.

Çàâåðøàÿ âûâîä ôîðìóëû (1.3.5), îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêó V (t) =
−W (t) = ν(t), âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ñ÷èòàòü ôîðìóëîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ëåâîé è ïðàâîé âîëí â íóëå � ýòî ëèøü óïðîùàþùèé ïðèåì, êîððåêòíîñòü
êîòîðîãî îáîñíîâûâàåòñÿ òðèâèàëüíîñòüþ uω(t, s). "Íàñòîÿùèå" æå ëåâàÿ
è ïðàâàÿ âîëíû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì (1.2.3), èç êîòîðûõ ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñàìèõ âîëí ñëåäóåò âçÿòü ω(t) = ν(t).

1.3.4 Çàäà÷à Ãóðñà

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ (õîòÿ â íåêî-
òîðûõ ìîíîãðàôèÿõ � ñì., íàïð., [178], � çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè íà õàðàêòå-
ðèñòèêàõ íàçûâàþò çàäà÷åé Äàðáó, à ïîä çàäà÷åé Ãóðñà ïîíèìàþò çàäà-
÷ó âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ïî åãî çíà÷åíèÿì íà äâóõ êðèâûõ, èç êîòîðûõ ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé). Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2)
ýòî áóäóò ïðÿìûå s− t = A è s+ t = B.

Òåîðåìà 1.3.5 Ïóñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ f(s) çàäàíà ïðè s ∈ IR è f(A+B2 ) = 0. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
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çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) ñ óñëîâèÿìè u(s−A, s) = f(s), u(B−s, s) ≡ 0,
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

u(t, s) =

√
k(s+t+A2 )

k(s)
W (

s+ t+ A

2
) +

s+t+A
2∫

A+B
2

√
k(y)

k(s)
W (y)×

×
{
J̃(
s− t− A

2
+ y,

s− t− A

2
, s)− J(

s+ t+ A

2
,
s+ t+ A

2
− y, s)

}
dy,

(1.3.18)
ãäå

W (s) = f(s)−
s∫

A+B
2

k(y)

k(s)
f(y)ϕ(y) dy. (1.3.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ôóíêöèÿ (1.3.18) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (1.0.2) îáîñíîâûâàåòñÿ, êàê è â ïðåäûäóùèõ òåîðåìàõ, ïðîâåðêîé òîãî,
÷òî ñîñòàâëÿþùèå (1.3.18) ôóíêöèè

z+(ξ, η) =

√
k(
η + A

2
)W (

η + A

2
)−

−

η+A
2∫

A+B
2

√
k(y)W (y)J(

η + A

2
,
η + A

2
− y,

ξ + η

2
) dy,

z−(ξ, η) =

η+A
2∫

A+B
2

√
k(y)W (y)J̃(

ξ − A

2
+ y,

ξ − A

2
,
ξ + η

2
) dy

óäîâëåòâîðÿþò (1.1.4). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âèä ôóíêöèè W íå èãðàåò
çíà÷åíèÿ.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ u(B − s, s) ≡ 0 î÷åâèäíî: ïðè t + s = B ó âñåõ
èíòåãðàëîâ íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ âåðõíèì, à âíåèí-
òåãðàëüíûé ÷ëåí àííóëèðóåòñÿ â ñèëó W (A+B2 ) = 0, ÷òî ñëåäóåò èç (1.3.19)
è ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû f(A+B2 ) = 0.

Óñëîâèå æå u(s− A, s) = f(s) ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî ôóíêöèè (1.3.18)
ïðåâðàùàåòñÿ â

W (s) +

s∫
A+B

2

√
k(y)

k(s)
W (y)ϕ(y) dy = f(s),
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ò.å. â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì îòíîñè-
òåëüíî ôóíêöèè W (s), ðåøåíèåì êîòîðîãî è ÿâëÿåòñÿ (1.3.19). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1.3.6 Ïóñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ g(s) çàäàíà ïðè s ∈ IR è g(A+B2 ) = 0. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) ñ óñëîâèÿìè u(s−A, s) ≡ 0, u(B−s, s) = g(s),
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

u(t, s) =

√
k(s−t+B2 )

k(s)
V (
s− t+B

2
) +

A+B
2∫

s−t+B
2

√
k(y)

k(s)
V (y)×

×
{
J(
s− t+B

2
,
s− t+B

2
− y, s)− J̃(

s+ t−B

2
+ y,

s+ t−B

2
, s)

}
dy,

(1.3.20)
ãäå

V (s) = g(s) +

A+B
2∫

s

k(y)

k(s)
g(y)ϕ(y) dy. (1.3.21)

Ïðàêòè÷åñêè íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 1.3.5-1.3.6 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1.3.7 Ïóñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè f(s) è g(s) çàäàíû ïðè s ∈ IR è f(A+B2 ) = g(A+B2 ) = U ∗.

Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2) ñ óñëîâèÿìè
u(s − A, s) = f(s), u(B − s, s) = g(s) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé, ïîëó÷àå-
ìîé ñëîæåíèåì êîíñòàíòû u∗ ñ ôîðìóëàìè (1.3.18), (1.3.20), â êîòîðûõ
ôóíêöèè V (s) è W (s) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (1.3.21) è (1.3.19) ñîîò-
âåòñòâåííî, íî â ýòèõ ôîðìóëàõ f(s) è g(s) çàìåíåíû íà f(s) − U ∗ è
g(s)− U ∗.

Íåìíîæêî äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ, áåç çàìåí f è g, ìû äàäèì â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1.3.5-1.3.7 è ôèãóðèðóþùèå â íèõ ôîðìóëû íå
çàâèñÿò îò òîãî, â êàêîì èç ÷åòûðåõ óãëîâ, íà êîòîðûå ðàçðåçàþò ïëîñêîñòü
ïðÿìûå s− t = A, s+ t = B, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à.
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1.3.5 Âûâîä ôîðìóë ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà ñ ïîìîùüþ âîëíî-
âîãî îïåðàòîðà

Ïîñòðîèì âîëíîâîé îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé çà ïåðåäà÷ó âîëí ñ ïðÿìîé y −
τ = A â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (t, s). Òî÷êó (τ, y) íà ïðÿìîé áóäåì çàäàâàòü
åå âòîðîé êîîðäèíàòîé y, ñîîòâåòñòâåííî ëåâàÿ è ïðàâàÿ âîëíû â òî÷êå
(y − A, y) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ V (y) è W (y). Ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y− τ = A è y+ τ =
B, ò.å. y = (B + A)/2, à ñ äðóãîé � êðàéíÿÿ òî÷êà íà ïðÿìîé y − τ = A,
èç êîòîðîé âîçìóùåíèå ìîæåò äîñòèãíóòü òî÷êè (t, s), ò.å. òî÷êà y = (s +
t + A)/2. Âîëíîâîé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ òîãäà ôîðìóëàìè (îòïðàâíàÿ
òî÷êà y, êîíå÷íàÿ s, âðåìÿ ïåðåõîäà t− y + A)

V t(s) =

s+t+A
2∫

B+A
2

√
k(y)

k(s)

[
V (y)J(

s+ y − t+ y − A

2
,
s− y − t+ y − A

2
, s)+

+W (y)J̃(
s+ y − t+ y − A

2
,
s− y − t+ y − A

2
, s)

]
dy,

W t(s) =

√
k(
s+ t+ A

2
)/k(s)W (

s+ t+ A

2
)−

−

s+t+A
2∫

B+A
2

√
k(y)

k(s)

[
W (y)J(

s+ y + t− y + A

2
,
s− y + t− y + A

2
, s)+

+V (y)J̃(
s+ y + t− y + A

2
,
s− y + t− y + A

2
, s)

]
dy,

à ðåøåíèå ðàâíî u(t, s) = V t(s) +W t(s). Êîýôôèöèåíòû ïåðåä èíòåãðàëà-
ìè çäåñü îêàçûâàþòñÿ åäèíèöàìè, à íå ïîëîâèíêàìè, êàê â ôîðìóëå (1.1.1).
Ïðèðîäó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà (ñâÿçàííîãî ñ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðèðîâà-
íèåì 1-ãî ðîäà) ìû îáúÿñíèì ÷óòü ïîçæå, â ïóíêòå, ïîñâÿùåííîì ïåðåíîñó
äàííûõ ñ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé, â äàííîì æå ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ìîæ-
íî íàéòè ïðîñòî "ïîäáîðîì". Òî, ÷òî èìåííî ïðèâåäåííûå ôîðìóëû äàþò
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.0.2) ïðè ëþáûõ V (s),
W (s), ïðîâåðÿåòñÿ âñå ïî òîé æå ñõåìå � ðàçáèåíèåì (âïîëíå î÷åâèäíûì)
ôîðìóëû íà ÷àñòè, êîòîðûå ïîñëå çàìåí z(t, s) =

√
k(s)u(t, s), ξ = s − t,

η = s+ t) äàþò ôóíêöèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (1.1.4).
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Îäíîðîäíîå óñëîâèå Ãóðñà íà ïðÿìîé s+ t = B äàåò, î÷åâèäíî, óñëîâèå
W (B+A

2 ) = 0, à íà ïðÿìîé s− t = A � óñëîâèå

f(s) = W (s) +

s∫
B+A
2

√
k(y)

k(s)

[
V (y)J(y, 0, s) +W (y)J̃(y, 0, s)−

−W (y)J(s, s− y, s)− V (y)J̃(s, s− y, s)
]
dy,

êîòîðîå, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà çíà÷åíèÿ
J, J̃ ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ èç ôîðìóë (1.1.3), ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

f(s) = W (s) +

s∫
B+A
2

√
k(y)

k(s)

{
W (y)ϕ(y) + V (y)

[∫ y

s

ϕ2(σ)dσ − ϕ(s)

]}
dy.

(1.3.22)
Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððà ñ âû-

ðîæäåííûì ÿäðîì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèèW (s), åãî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ÿâ-
íî è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:W (s) = Wf(s)+WV (s),
ãäå

Wf(s) = f(s)−
s∫

A+B
2

k(y)

k(s)
ϕ(y)f(y) dy, WV (s) =

s∫
A+B
2

√
k(y)

k(s)
ϕ(s)V (y) dy.

Ïîäñòàíîâêà â ôîðìóëû äëÿ V t è W t âìåñòî W (s) ñîñòàâëÿþùåé WV (s)
äàåò â ñóììå òîæäåñòâåííûé íóëü:

√
k(s)uV (t, s) =

s+t+A
2∫

B+A
2

√
k(y)ϕ(

s+ t+ A

2
)V (y) dy +

s+t+A
2∫

B+A
2

√
k(y)V (y)×

×
[
J(
s− t− A

2
+ y,

s− t− A

2
, s)− J̃(

s+ t+ A

2
,
s+ t+ A

2
− y, s)

]
dy+

+

s+t+A
2∫

B+A
2

[
J̃(
s− t− A

2
+ y,

s− t− A

2
, s)− J(

s+ t+ A

2
,
s+ t+ A

2
− y, s)

]
×

×
y∫

A+B
2

√
k(σ)ϕ(y)V (σ) dσ dy =
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=

s+t+A
2∫

B+A
2

ϕ(
s+ t+ A

2
)
√
k(y)V (y) +

s+t+A
2∫

B+A
2

d

dy


y∫

A+B
2

√
k(σ)V (σ) dσ

×

×
[
J(
s− t− A

2
+ y,

s− t− A

2
, s)− J̃(

s+ t+ A

2
,
s+ t+ A

2
− y, s)

]
+

+

y∫
A+B
2

√
k(σ)V (σ) dσ×

× d

dy

[
J(
s− t− A

2
+ y,

s− t− A

2
, s)− J̃(

s+ t+ A

2
,
s+ t+ A

2
− y, s)

]}
dy

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî, â ñèëó ôîðìóë (1.1.3), Jα(α, β, γ) = ϕ(α −
β)J̃(α, β, γ) è J̃β(α, β, γ) = −ϕ(α−β)J(α, β, γ)), è òàê êàê âî âòîðîì èíòå-
ãðàëå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé,

√
k(s)uV (t, s) = ϕ(

s+ t+ A

2
)

s+t+A
2∫

B+A
2

√
k(y)V (y) dy +


y∫

A+B
2

√
k(σ)V (σ) dσ×

×
{
J(
s− t− A

2
+ y,

s− t− A

2
, s)−

−J̃(s+ t+ A

2
,
s+ t+ A

2
− y, s)

}]s+t+A
2

B+A
2

=

= ϕ(
s+ t+ A

2
)

s+t+A
2∫

B+A
2

√
k(y)V (y) dy+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

√
k(σ)V (σ) dσ

[
J(s,

s− t− A

2
, s)− J̃(

s+ t+ A

2
, 0, s)

]
= 0,

ïîñêîëüêó J(s, s−t−A2 , s) = 0, à J̃(s+t+A2 , 0, s) = ϕ(s+t+A2 ).
Òàêèì îáðàçîì, âûáîð V (s) (è ñîîòâåòñòâóþùåé åé WV (s)) íå âëèÿåò íà

çíà÷åíèÿ u(t, s), ïîýòîìó ìîæíî äëÿ ïðîñòîòû âçÿòü V (s) ≡ 0,

W (s) = f(s)−
∫ s

A+B
2

k(y)

k(s)
ϕ(y)f(y) dy,
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÷òî äàåò íàì â òî÷íîñòè (1.3.18)-(1.3.19). Âûáîð V (s) ≡ 0, êîíå÷íî, íå îçíà-
÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì áðàòü ëåâóþ è ïðàâóþ âîëíû ïðîèçâîëüíî, îí ïðîñòî
óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ. "Íàñòîÿùèå" æå ëåâàÿ è ïðàâàÿ âîëíû äîëæíû óäî-
âëåòâîðÿòü, ïîìèìî (1.3.22), òàêæå è (1.2.3), ÷òî äàåò äëÿ íèõ ôîðìóëû

V (s) =

∫ s

A+B
2

k(y)

k(s)
[1− ϕ(s)(s− y)]ϕ(y)f(y) dy,

W (s) = f(s)−
∫ s

A+B
2

k(y)

k(s)
[1− ϕ(s)(s− y)]ϕ(y)f(y) dy.

1.3.6 Ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôðèäëàíäåðà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.2): íàéòè ðåøåíèå, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ïðè t = θ óñëîâèþ u(θ, s) = uθ(s), à íà õàðàêòåðèñòèêå
s − t = A � óñëîâèþ u(s − A, s) = f(s). Òàêàÿ çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà
Ôðèäëàíäåðîì â [181] äëÿ ñëó÷àÿ θ = 0, f(s) ≡ u0(A). Â [120] ýòà çàäà÷à íà-
çâàíà çàäà÷åé Äàðáó. Ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì ïîíàäîáÿòñÿ
ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àÿ T < l.

Çàäà÷à ôàêòè÷åñêè ðàñïàäàåòñÿ íà äâå: ñëó÷àé uθ(s) ≡ 0 è ñëó÷àé
f(s) ≡ 0. Ïåðâûé ñëó÷àé (â ïðåäïîëîæåíèè, åñòåñòâåííî, ÷òî f(A+θ) = 0)
ðåøàåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ôîðìóëàìè èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà: èç ñîîáðàæå-
íèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà ñ óñëîâèåì g(s) = −f(s)
äëÿ ïàðû õàðàêòåðèñòèê s−t = A, s+t = B, ãäå B = A+2θ äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ u(t, s) = −u(2θ − t, s) è àííóëèðîâàòüñÿ íà ïðÿìîé
t = θ. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå, îïèñûâàåìîå ôîðìóëîé

u(t, s) =

√
k(s+t+A2 )

k(s)
W (

s+ t+ A

2
) +

s+t+A
2∫

A+θ

√
k(y)

k(s)
W (y)×

×
{
J̃(
s− t− A

2
+ y,

s− t− A

2
, s)− J(

s+ t+ A

2
,
s+ t+ A

2
− y, s)

}
dy−

(1.3.23)

−

√
k(s−t+A2 + θ)

k(s)
W (

s− t+ A

2
+ θ) +

s−t+A
2 +θ∫

A+θ

√
k(y)

k(s)
W (y)×

×
{
J(
s− t+ A

2
+ θ,

s− t+ A

2
+ θ − y, s)−

−J̃(s+ t− A

2
+ y − θ,

s+ t− A

2
− θ, s)

}
dy,
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ãäå W îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

W (s) = f(s)−
s∫

A+θ

k(y)

k(s)
f(y)ϕ(y) dy

(èäåíòè÷íîé (1.3.19) ïðè B = A+ θ), àííóëèðóåòñÿ ïðè t = θ, òàê êàê ïðè
ýòîì çíà÷åíèè t èíòåãðàëû îêàçûâàþòñÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ïðîìåæóò-
êó, è ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè, òàê æå, êàê è âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû,
óíè÷òîæàþò äðóã äðóãà.

Äëÿ âòîðîé æå çàäà÷è ðåøåíèå äàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 1.3.5 Ïóñòü ôóíêöèÿ uθ(s) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè s = A + θ. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.0.2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì u|s−t=A = 0, u|t=θ = uθ(s),
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

√
k(s)u(t, s) =

√
k(s− t+ θ)uθ(s− t+ θ)− 1

2

s−t+θ∫
A+θ

√
k(y)uθ(y)×

×
[
J(
s− t+ θ + y

2
,
s− t+ θ − y

2
, s)− J̃(

s+ t− θ + y

2
,
s+ t− θ − y

2
, s)−

(1.3.24)

−J(s+ t− θ + y

2
,
s+ t− θ − y

2
, s)+J̃(

s− t+ θ + y

2
,
s− t+ θ − y

2
, s)

]
dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è äëÿ ïðåäûäóùèõ çàäà÷, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ V (y) è W (y) ôóíêöèè

z−(ξ, η) =
√
k(ξ + θ)V (ξ + θ)− 1

2

ξ+θ∫
A+θ

√
k(y)×

×
[
V (y)J(

ξ + θ + y

2
,
ξ + θ − y

2
,
ξ + η

2
)+

+W (y)J̃(
ξ + θ + y

2
,
ξ + θ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy

è

z+(ξ, η) =
1

2

ξ+θ∫
A+θ

√
k(y)

[
V (y)J̃(

η − θ + y

2
,
η − θ − y

2
,
ξ + η

2
)+
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+W (y)J(
η − θ + y

2
,
η − θ − y

2
,
ξ + η

2
)

]
dy

óäîâëåòâîðÿþò (1.1.4), è ïîýòîìó èõ ñóììà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.0.4).
Çíà÷èò,

u(t, s) = [z−(s− t, s+ t) + z+(s− t, s+ t)]/
√
k(s)

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì (1.0.2) äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé V è W . Ïîäñòàíîâêà
ïîëó÷åííîé ôîðìóëû â óñëîâèå íà õàðàêòåðèñòèêå äàåò V (A + θ) = 0, à
ïîäñòàíîâêà â óñëîâèå ïðè t = θ äàåò

uθ(s) = V (s)− 1

2

s∫
A+θ

√
k(y)

k(s)
[V (y)−W (y)]×

×
[
J(
s+ y

2
,
s− y

2
, s)− J̃(

s+ y

2
,
s− y

2
, s)

]
dy,

êîòîðîå îñòàâëÿåò ïðîèçâîë äëÿ âûáîðà V è W (êàê ìû âèäåëè, ýòîò ïðî-
èçâîë � ÿâëåíèå òèïè÷íîå, îí íå âëèÿåò íà îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, è
âûáîð áîëåå óäîáíûõ çíà÷åíèé ìîæåò òîëüêî ëèøü èçáàâèòü íàñ îò íåíóæ-
íûõ âû÷èñëåíèé). Ïîëîæèâ V (s) = W (s), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáå îíè ðàâíû
uθ, è ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû, âûïîëíåíî è
óñëîâèå V (A+θ) = 0. Ïîäñòàíîâêà uθ âìåñòî V èW äàåò ôîðìóëó (1.3.24).
Ëåììà äîêàçàíà.

Êîãäà îáå ôóíêöèè f(s) è uθ(s) â çàäà÷å Ôðèäëàíäåðà íåòðèâàëüíû,
òî ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ôîðìóë (1.3.23) è (1.3.24), ïðè÷åì
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî íå òîëüêî êîãäà îáùåå çíà÷åíèå f(A+θ) =
uθ(A + θ) ðàâíî íóëþ, íî è êîãäà ýòî çíà÷åíèå îòëè÷íî îò íóëÿ. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà (1.3.23) è (1.3.24) ðàâíà
åäèíèöå ïðè f(s) ≡ 1 è uθ(s) ≡ 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ f(s)
è uθ(s) èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïîëîâèíû êàæäîãî èíòåãðàëà â (1.3.23) è
ïîäñòàíîâêà â (1.3.24) âûðàæåíèÿW (s) = −1+2k(A+θ)/k(s), ïîëó÷àåìîãî
èç (1.3.19) ïðè f ≡ 1, äàåò íàì äëÿ ñóììû âûðàæåíèå

√
k(s)u(t, s)=

1

2

{√
k

(
s+ t+ A

2

)
−

√
k

(
s− t+ A

2
+ θ

)}
+

+
√
k(s− t+ θ)− 1

2

s+t+A
2∫

A+θ

√
k(κ)

[
J

(
s+ t+ A

2
,
s+ t+ A

2
− κ, s

)
−

−J̃
(
s− t− A

2
+ κ,

s− t− A

2
, s

)]
dκ+
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+
1

2

s−t+A
2 + θ∫
A+θ

√
k(κ)

[
J

(
s− t+ A

2
+ θ,

s− t+ A

2
+ θ − κ, s

)
−

−J̃
(
s+ t− A

2
+ κ − θ,

s+ t− A

2
− θ, s

)]
dκ−

−1

2

s−t+θ∫
A+θ

√
k(y)

[
J̃

(
s− t+ y + θ

2
,
s− t− y + θ

2
, s

)
+

+J

(
s− t+ y + θ

2
,
s− t− y + θ

2
, s

)
− J̃

(
s+ t+ y − θ

2
,
s+ t− y − θ

2
, s

)
−

−J
(
s+ t+ y − θ

2
,
s+ t− y − θ

2
, s

)]
dy,

è èñïîëüçóÿ î÷åðåäíóþ ïàðó òîæäåñòâ√
k(
η + A

2
)−

√
k(
ξ + η

2
) +

ξ+θ∫
A+θ

√
k(y)

[
J̃

(
η + y − θ

2
,
η − y − θ

2
,
ξ + η

2

)
+

+J

(
η + y − θ

2
,
η − y − θ

2
,
ξ + η

2

)]
dy−

−

ξ+A
2 + θ∫
A+θ

√
k(κ)J̃

(
η − A

2
+ κ − θ,

η − A

2
− θ,

ξ + η

2

)
dκ−

−

η+A
2∫

A+θ

√
k(κ)J

(
η + A

2
,
η + A

2
− κ,

ξ + η

2

)
dκ = 0,

−
√
k(
ξ + η

2
)−

ξ+θ∫
A+θ

√
k(y)

[
J̃

(
ξ + y + θ

2
,
ξ − y + θ

2
,
ξ + η

2

)
+

+J

(
ξ + y + θ

2
,
ξ − y + θ

2
,
ξ + η

2

)]
dy+

+2
√
k(ξ + θ) +

ξ+A
2 + θ∫
A+θ

√
k(κ)J

(
ξ + A

2
+ θ,

ξ + A

2
+ θ − κ,

ξ + η

2

)
dκ+
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+

η+A
2∫

A+θ

√
k(κ)J̃

(
ξ − A

2
+ κ,

ξ − A

2
,
ξ + η

2

)
dκ −

√
k(
ξ + A

2
+ θ) = 0

ìû ïðèõîäèì, ïîñëå ïîäñòàíîâêè èíòåãðàëîâ è ñîêðàùåíèé, ê u(t, s) ≡ 1.
Òîæäåñòâà æå äîêàçûâàþòñÿ óæå ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå � ïðîâåðêîé òîãî
÷òî ëåâûå ÷àñòè z+ è z− óäîâëåòâîðÿþò (1.1.4), ÷òî z+ ïðè ξ = A îáðàùà-
åòñÿ â íóëü (ó ïåðâîãî è âòîðîãî èíòåãðàëîâ ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ
âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, â òðåòüåì èíòåãðàëå ôóíêöèÿ J ïðèíèìàåò íóëåâîå
çíà÷åíèå, òàê êàê åå ïåðâûé è òðåòèé àðãóìåíòû ñîâïàäàþò, âíåèíòåãðàëü-
íûå ÷ëåíû óíè÷òîæàþòñÿ) è ÷òî z− ïðè η = A + 2θ òàêæå îáðàùàåòñÿ
â íóëü (â òðåòüåì èíòåãðàëå âûðîæäàåòñÿ ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ,
âî âòîðîì îáðàùàåòñÿ â íóëü ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, à ñóììà ïåðâîãî
èíòåãðàëà ñ âíåèíòåãðàëüíûìè ÷ëåíàìè îêàçûâàåòñÿ òîæå ðàâíîé íóëþ,
òàê êàê ñîâïàäàåò ñ óäâîåííîé ëåâîé ÷àñòüþ âòîðîãî òîæäåñòâà (1.1.7), â
êîòîðîì âìåñòî ξ è η íóæíî ïîäñòàâèòü ξ + θ è A + θ ñîîòâåòñòâåííî).
Ïîýòîìó z± ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû Âîëüòåððà è îáÿçàíû
áûòü íóëÿìè.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå çàäàíî íå íà õàðàêòåðèñòèêå s−t = A,
à íà õàðàêòåðèñòèêå s+ t = B, ðåøåíèå çàäà÷è Ôðèäëàíäåðà èìååò âèä

√
k(s)u(t, s) =

s+t−θ∫
B−θ

√
k(y)uθ(y)Rt(s− t, s+ t, y − θ, y + θ) dy+

+
[√

kuθ

]
(s+ t− θ) +

√
k(s−t+B2 )

k(s)
V (
s− t+B

2
) +

B−θ∫
s−t+B

2

√
k(y)

k(s)
V (y)×

×
{
J(
s− t+B

2
,
s− t+B

2
− y, s)− J̃(

s+ t−B

2
+ y,

s+ t−B

2
, s)

}
dy+

(1.3.25)

−

√
k(s+t+B2 − θ)

k(s)
V (
s+ t+B

2
− θ) +

B−θ∫
s+t+B

2 −θ

√
k(y)

k(s)
V (y)×

×
{
J̃(
s− t−B

2
+ θ + y,

s− t−B

2
+ θ, s)−

−J(s+ t+B

2
− θ,

s+ t+B

2
− θ − y, s)

}
dy,
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ãäå

V (s) = g(s) +

A+B
2∫

s

k(y)

k(s)
g(y)ϕ(y) dy.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à Ôðèäëàíäåðà, íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ.Ïðÿìûå, íà êîòîðûõ çàäàíû äàííûå, ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü
íà ÷åòûðå óãëà � äâà îñòðûõ è äâà òóïûõ, è âíóòðè òóïûõ óãëîâ ðåøå-
íèå çàäà÷è ñ îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ � ñì.,
íàïð., [57, çàäà÷à 14.29]. Ýòè ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
íà òîé õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè óãëà. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå
íàìè ôîðìóëû â óêàçàííîì ñëó÷àå äàþò ëèøü îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Ìû áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü ýòè ôîðìóëû òîëüêî âíóòðè îñòðûõ óã-
ëîâ, òàì, ãäå âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó
ýòó ïðîáëåìó, äîñòàòî÷íî âàæíóþ â ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ (íàïðèìåð, â
âîïðîñå î ôîðìèðîâàíèè âîëí ðàçðåæåíèÿ), ìû äàëåå îáñóæäàòü íå áóäåì.

1.3.7 Ïåðåíîñ äàííûõ ñ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîÿñíèòü, ïî÷åìó ïåðåä èíòåãðàëàìè â ôîðìóëàõ ðåøåíèÿ
íà÷àëüíîé è íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷ ñòîèò ìíîæèòåëü 1/2, à â ôîðìóëàõ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà � åäèíèöà, ìû ïðèâåäåì çäåñü âîëíîâîé îïåðàòîð
äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé.

Ïóñòü êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè (t, s) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè t = τ(λ), s =
σ(λ), êîòîðóþ ìû, âî èçáåæàíèå îñëîæíåíèé, áóäåì ñíà÷àëà ïðåäïîëàãàòü
íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé. Äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, s) ââåäåì λ−(s− t) è λ+(s+ t)
� çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà îòâå÷àþùèå òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé õàðàêòå-
ðèñòèê, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç òî÷êó (t, s):

σ(λ±)± τ(λ±) = s± t. (1.3.26)

Òîãäà âîëíîâîé îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé ïåðåíîñ âîëí ñ íàøåé êðèâîé, îïè-
ñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè

V t(s) =

√
k(σ(λ−(s− t))

k(s)
V (λ−(s− t)) +

1

2

λ+(s+t)∫
λ−(s−t)

√
k(σ(λ))

k(s)
×

×
{
[σ − τ ]′(λ)V (λ)J(

s− t+ [σ + τ ](λ)

2
,
s− t− [σ − τ ](λ)

2
, s)+

+[σ + τ ]′(λ)W (λ)J̃(
s− t+ [σ + τ ](λ)

2
,
s− t− [σ − τ ](λ)

2
, s)

}
dλ,

(1.3.27)
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W t(s) =

√
k(σ(λ+(s+ t))

k(s)
W (λ+(s+ t))− 1

2

λ+(s+t)∫
λ−(s−t)

√
k(σ(λ))

k(s)
×

×
{
[σ + τ ]′(λ)W (λ)J(

s+ t+ [σ − τ ](λ)

2
,
s+ t− [σ + τ ](λ)

2
, s)+

+[σ − τ ]′(λ)V (λ)J̃(
s+ t+ [σ − τ ](λ)

2
,
σ + τ − [b+ a](λ)

2
, s)

}
dλ.

(1.3.28)
Ýòè ôîðìóëû ïðîâåðÿþòñÿ âñå òåì æå ñïîñîáîì � ââåäåíèåì ôóíêöèé

z− =
√
k(s)V t(s) è z+ =

√
k(s)W t(s), ïåðåõîäîì ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïå-

ðåìåííûì ξ, η è ïðîâåðêîé ñïðàâåäëèâîñòè (1.1.4). Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàþò òîæäåñòâà

[σ − τ ]′(λ−(ξ)) · λ′−(ξ) ≡ 1, [σ + τ ]′(λ+(η)) · λ′+(η) ≡ 1,

ÿâëÿþùèåñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì (1.3.26).
Ôîðìóëû (1.3.27) è (1.3.28) íà ñàìîì äåëå, êàê ëåãêî âèäåòü, ñîõðàíÿþò

ñâîå äåéñòâèå è çà ðàìêàìè ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ
íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé. Íàïðèìåð, èì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ è â ñëó÷àå,
êîãäà êðèâàÿ � õàðàêòåðèñòèêà, ïðè ýòîì ÷àñòü ÷ëåíîâ (äâà èíòåãðàëà è
îäèí âíåèíòåãðàëüíûé) èñ÷åçàþò, è îäèí èç ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè-
õîäèòñÿ çàìåíÿòü (ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùåå λ îêàçûâàåòñÿ íå îïðåäåëå-
íî) íà âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé (êàê ìû ýòî äåëàëè,
íàïðèìåð, â çàäà÷å Ãóðñà).

Íàèáîëåå "äåëèêàòíîé" ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ
íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé, ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïà-
ðàìåòðà λ = λ∗ êàñàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêè. Â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðåíèå
ñèñòåìå (1.1.4) ïðè ýòîì çíà÷åíèè λ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûì ïåðåõî-
äîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëàãðàíæà î êî-
íå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ (åñëè ïðîèçâîäíàÿ èìååò ïðåäåë â òî÷êå, òî â ýòîé
òî÷êå ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà è ðàâíà ýòîìó ïðåäåëó).
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� 1.4 Ôóíêöèÿ Ðèìàíà è åå ñâÿçü ñ êîýôôèöèåíòàìè

ïåðåíîñà. Âûðàæåíèå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

÷åðåç ôóíêöèþ Ðèìàíà.

1.4.1 Ôóíêöèÿ Ðèìàíà è ñâÿçàííûå ñ íåþ òîæäåñòâà.

Ëåììà 1.4.1 Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

a+η
2∫

a+b
2

1√
k(y)

J

(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)
dy − 1√

k(a+η2 )
− (1.4.1)

−

a+b
2∫

ξ+b
2

1√
k(y)

J̃

(
η − b

2
+ y,

η − b

2
,
ξ + η

2

)
dy +

1√
k(ξ+η2 )

= 0,

−

a+η
2∫

a+b
2

1√
k(y)

J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
dy +

1√
k(ξ+b2 )

+ (1.4.2)

+

a+b
2∫

ξ+b
2

1√
k(y)

J

(
ξ + b

2
,
ξ + b

2
− y,

ξ + η

2

)
dy − 1√

k(ξ+η2 )
= 0,

a+η
2∫

a+b
2

√
k(y)J

(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)
dy −

√
k(
a+ η

2
)+ (1.4.3)

+

a+b
2∫

ξ+b
2

√
k(y)J̃

(
η − b

2
+ y,

η − b

2
,
ξ + η

2

)
dy +

√
k(
ξ + η

2
) = 0,

−

a+η
2∫

a+b
2

√
k(y)J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
dy−

√
k(
ξ + b

2
)− (1.4.4)
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−

a+b
2∫

ξ+b
2

√
k(y)J

(
ξ + b

2
,
ξ + b

2
− y,

ξ + η

2

)
dy +

√
k(
ξ + η

2
) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíäàðòíîå, òîæäåñòâà äîêàçûâàþòñÿ ïàðàìè
(1.4.1)-(1.4.2) è (1.4.3)-(1.4.4) ïðîâåðêîé äëÿ èõ ëåâûõ ÷àñòåé (1.1.4).

Âåçäå äàëåå ìû ÷åðåç R(ξ, η, a, b) áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ Ðèìàíà
ýêâèâàëåíòíîãî (1.0.4) óðàâíåíèÿ (1.1.5). Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ðèìà-
íà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1.5) (à òî÷íåå, ñîïðÿæåííîãî ê
íåìó, íî îíî ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì), ðàâíîå åäèíèöå íà õàðàêòåðèñòèêàõ
ξ = a è η = b.

Ëåììà 1.4.2 Ôóíêöèÿ Ðèìàíà R(ξ, η; a, b) óðàâíåíèÿ (1.1.5) ìîæåò
áûòü âûðàæåíà îäíîé èç ÷åòûðåõ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

R(ξ, η, a, b) =

√
k(a+b2 )

k(a+η2 )
+

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)

[
J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
−

(1.4.5)

−J
(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)]
dy,

R(ξ, η, a, b) =

√
k(a+b2 )

k(ξ+b2 )
+

a+b
2∫

ξ+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)

[
J

(
ξ + b

2
,
ξ + b

2
− y,

ξ + η

2

)
−

(1.4.6)

−J̃
(
η − b

2
+ y,

η − b

2
,
ξ + η

2

)]
dy,

R(ξ, η, a, b) =

√
k(a+b2 )

k(ξ+η2 )
+

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
dy−

−

a+b
2∫

ξ+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J̃

(
η − b

2
+ y,

η − b

2
,
ξ + η

2

)
dy,
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R(ξ, η, a, b) =

√
k(a+b2 )

k(ξ+b2 )
+

a+b
2∫

ξ+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J

(
ξ + b

2
,
ξ + b

2
− y,

ξ + η

2

)
dy−

−

√
k(a+b2 )

k(ξ+η2 )
+

√
k(a+b2 )

k(a+η2 )
−

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J

(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)
dy.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè òîëüêî äëÿ îäíîé ôîðìóëû, òàê
êàê ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ ÷åòûðåõ ôîðìóë ìåæäó ñîáîé ñëåäóåò èç (1.4.1)-
(1.4.4). Ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (1.4.5) ðàçîáüåì íà äâà ñëàãàåìûõ:

z+(ξ, η) =

√
k(a+b2 )

k(a+η2 )
−

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J

(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)
dy,

z−(ξ, η) =

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
dy.

Êàê âñåãäà, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî z± óäîâëåòâîðÿåò (1.1.4) îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
èõ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.0.4). Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî
ïðè ξ = a è ïðè η = b ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (1.4.5) ðàâíà åäèíèöå: âòîðîå
î÷åâèäíî, à ïåðâîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, â ñèëó (1.1.3), ïðè α = γ ïîëó-
÷àåì J(α, β, γ) = 0, à ïðè β = 0 � ñîîòâåòñòâåííî J̃(α, β, γ) = ϕ(α), òàê
÷òî ïðè ξ = a âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåâðàùàåòñÿ â ϕ(y) =
k′(y)/[2k(y)].
Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ Ðèìàíà óðàâíåíèÿ (1.0.4) èìååò âèä R(s −

t, s+ t, σ − τ, σ + τ), à ôóíêöèÿ Ðèìàíà óðàâíåíèÿ (1.0.2) �

1√
k(s)

R(s− t, s+ t, σ − τ, σ + τ).

Ñëåäñòâèå 2. Ôóíêöèÿ R èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé
ðîêèðîâêè êàæäîé ïàðû àðãóìåíòîâ: R(ξ, η, a, b) = R(η, ξ, b, a).
Ñëåäñòâèå 3. Ôóíêöèÿ R èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî àëüòåð-

íàíñíîãî ñäâèãà êàæäîé ïàðû åå àðãóìåíòîâ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó:
R(ξ + θ, η − θ, a+ θ, b− θ) = R(ξ, η, a, b).
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Ýòè äâà ñëåäñòâèÿ îòðàæàþò, â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ôóíêöèè Ðèìàíà,
ôàêò èíâàðèàíòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.0.2) êàê îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãà ïî âðåìåíè, òàê è îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè.
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè k(s) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé: k(−s) = k(s) (÷òî îáåñïå÷è-

âàåòñÿ íå÷åòíîñòüþ ϕ(s)), òî ôóíêöèÿ R áóäåò ÷åòíîé îòíîñèòåëüíî ñîâî-
êóïíîãî èçìåíåíèÿ çíàêà åå àðãóìåíòîâ: R(−ξ,−η;−a,−b) = R(ξ, η; a, b).
Ñëåäñòâèå 4. Åñëè k(s) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîé:

k(s + 2l) = k(s) (÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ íå÷åòíîñòüþ è 2l-ïåðèîäè÷íîñòüþ
ϕ(s)), òî ôóíêöèÿRèíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ñèíõðîííîãî ñäâèãà
åå àðãóìåíòîâ íà ïåðèîä: R(ξ + 2l, η + 2l; a+ 2l, b+ 2l) = R(ξ, η; a, b).

Ëåììà 1.4.3 Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ðèìàíà R(ξ, η; a, b) óðàâíåíèÿ
(1.1.5) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

∂R(ξ, η, a, b)

∂ξ
=

1

2
ϕ(
ξ + η

2
)R(ξ, η, a, b)− (1.4.7)

−1

2

[
J̃

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
+ J

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)]
,

∂R(ξ, η, a, b)

∂η
=

1

2
ϕ(
ξ + η

2
)R(ξ, η, a, b)− (1.4.8)

−1

2

[
J̃

(
a+ η

2
,
η − b

2
,
ξ + η

2

)
+ J

(
a+ η

2
,
η − b

2
,
ξ + η

2

)]
,

∂R(ξ, η, a, b)

∂a
=

1

2
ϕ(
a+ b

2
)R(ξ, η, a, b)+ (1.4.9)

+
1

2

[
J

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
− J̃

(
a+ η

2
,
η − b

2
,
ξ + η

2

)]
,

∂R(ξ, η, a, b)

∂b
=

1

2
ϕ(
a+ b

2
)R(ξ, η, a, b)+ (1.4.10)

+
1

2

[
J

(
a+ η

2
,
η − b

2
,
ξ + η

2

)
− J̃

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)]
.

Çàìå÷àíèå. Õîòÿ â (1.4.7)-(1.4.10) ôèãóðèðóåò ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà
ïåðåíîñà, íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî èç ýòîé ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü êîýôôè-
öèåíòû ïåðåíîñà ÷åðåç ôóíêöèþ Ðèìàíà, ïîñìîòðåâ íà íåå êàê íà ëèíåé-
íóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà. Ýòà ñèñòåìà íà ñàìîì
äåëå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, òàê êàê êîìáèíàöèÿ (1.4.8)�(1.4.7)+(1.4.10)�
(1.4.9) äàåò òîæäåñòâî Rη − Rξ + Ra − Rb = 0, â êîòîðîì J è J̃ óæå íå
ôèãóðèðóþò è êîòîðîå èìååò ìåñòî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 ïðåäûäóùåé ëåì-
ìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðîâàíèå (1.4.5) äàåò

∂R(ξ, η, a, b)

∂ξ
=

1

2

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
×

×

[(
∂J̃

∂α
+
∂J̃

∂β
+
∂J̃

∂γ

)(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
−

−∂J
∂γ

(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)]
dy.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî

1√
k(y)

∂J̃

∂α

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
=

=
∂

∂y

[
1√
k(y)

J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)]
+

+
1√
k(y)

ϕ(y)J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
,

ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùóþ èç (1.1.3) ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ J̃ ïî âòîðî-
ìó àðãóìåíòó

∂J̃

∂β
(α, β, γ) = −ϕ(α− β)J(α, β, γ)

è ôîðìóëû (1.1.6) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ J è J̃ ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó, ïî-
ëó÷àåì

∂R(ξ, η, a, b)

∂ξ
=

1

2

a+η
2∫

a+b
2

∂

∂y

√
k(a+b2 )

k(y)
J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
dy+

+
1

2

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
ϕ(y)J̃

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
dy−

−1

2

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)
ϕ(y)J

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
dy−
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−1

2
ϕ(
ξ + η

2
)

a+η
2∫

a+b
2

√
k(a+b2 )

k(y)

[
J

(
a+ η

2
,
a+ η

2
− y,

ξ + η

2

)
−

−J̃
(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

)]
dy

Ïåðâûé èíòåãðàë (îò ïîëíîé ïðîèçâîäíîé) ðàâåí√
k(a+b2 )

k(a+η2 )
ϕ(
ξ + η

2
)− J̃

(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
,

è ïåðâîå ñëàãàåìîå âìåñòå ñ ïîñëåäíèì èíòåãðàëîì äàåò (ñð. ñ (1.4.5))

1

2
ϕ(
ξ + η

2
)R(s− t, s+ t, a, b).

Ñðåäíèé èíòåãðàë, â ñèëó (1/
√
k(y))′ = −ϕ(y)/

√
k(y) è â ñèëó ñëåäóþùåãî

èç (1.1.3) ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ J ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó

Jα(α, β, γ) = ϕ(α− β)J̃(α, β, γ)

òàêæå ïðèâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò ïîëíîé ïðîèçâîäíîé

a+η
2∫

a+b
2

∂

∂y

√k(a+b2 )

k(y)
J

(
ξ − a

2
+ y,

ξ − a

2
,
ξ + η

2

) dy =

= −J
(
ξ + b

2
,
ξ − a

2
,
ξ + η

2

)
.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ Rξ ìû è ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1.4.7). Àíàëîãè÷íûå âû÷èñ-
ëåíèÿ äàþò äëÿ Rη ôîðìóëó (1.4.8).

Ôîðìóëû æå (1.4.9)-(1.4.10) ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì (1.4.6) è (1.4.5) ñîîòâåòñòâåííî. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå.

∂R(s− t, s+ t, a, b)

∂t
=

=
1

2
J̃

(
s− t+ b

2
,
s− t− a

2
, s

)
+

1

2
J

(
s− t+ b

2
,
s− t− a

2
, s

)
− (1.4.11)

−1

2
J̃

(
s+ t+ a

2
,
s+ t− b

2
, s

)
− 1

2
J

(
s+ t+ a

2
,
s+ t− b

2
, s

)
,
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∂R(ξ, η, σ − τ, σ + τ)

∂σ
= ϕ(σ)R(ξ, η, σ − τ, σ + τ)−

(1.4.12)

−1

2
J̃

(
ξ + σ + τ

2
,
ξ − σ + τ

2
,
ξ + η

2

)
+

1

2
J

(
ξ + σ + τ

2
,
ξ − σ + τ

2
,
ξ + η

2

)
−

−1

2
J̃

(
η + σ − τ

2
,
η − σ − τ

2
,
ξ + η

2

)
+

1

2
J

(
η + σ − τ

2
,
η − σ − τ

2
,
ξ + η

2

)
.

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ðèìàíà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü íèæíèìè èíäåê-
ñàìè, ïðè÷åì åñëè ýòîò èíäåêñ áóäåò ξ, η, a èëè b, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó àðãóìåíòó ôóíêöèè R, à åñëè t
èëè σ � òî ïðîèçâîäíûå (1.4.11) è (1.4.12), òàê ÷òî âñåãäà Rt = Rη − Rξ,
Rσ = Ra +Rb. Ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ëþáîé äðóãîé ïðîèçâîäíîé
ìû åå áóäåì îáîçíà÷àòü "ðàçâåðíóòîé" ôîðìîé, íàïðèìåð, dR/dy.

1.4.2 Âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà ðåøåíèÿ íà÷àëü-
íîé çàäà÷è

Ôîðìóëû (1.4.11) -(1.4.12) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü âûðàæåíèå ðåøåíèé êðàå-
âûõ çàäà÷ â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå.

Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê ðåøåíèþ (1.1.1) íà÷àëüíîé çàäà÷è. Ïóñòü íà÷àëü-
íûå äàííûå u(s) = u(θ, s) è v(s) = ut(θ, s) çàäàíû íà ïðÿìîé t = θ. Ïîä-
ñòàíîâêà â ôîðìóëó (1.1.1) íàéäåííûõ èç (1.1.2) âûðàæåíèé V (s) è W (s)
÷åðåç u(s) è v(s)

V (s)=
1

2
u(s)− 1

2

∫ s

0

k(κ)
k(s)

v(κ)dκ, W (s)=
1

2
u(s) +

1

2

∫ s

0

k(κ)
k(s)

v(κ)dκ

(ñ çàìåíîé t íà t− θ) äàåò

√
k(s)u(t, s)=

1

2

[
√
ku](s− t+ θ)− V (s− t+ θ)√

k(s)k(s− t+ θ)

s−t+θ∫
0

k(κ)v(κ) dκ

+

+
1

2

[
√
ku](s+ t− θ) +

W (s+ t− θ)√
k(s)k(s+ t− θ)

s+t−θ∫
0

k(κ)v(κ) dκ

+

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

√
k(y)u(y)

1

2

[
J(
s− t+ y + θ

2
,
s− t− y + θ

2
, s)−

−J̃(s+ t+ y − θ

2
,
s+ t− y − θ

2
, s)− J(

s+ t+ y − θ

2
,
s+ t− y − θ

2
, s)+



� 92 �

+J̃(
s− t+ y + θ

2
,
s− t− y + θ

2
, s)

]
dy+

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

1√
k(y)

∫ y

0

k(κ)v(κ) dκ
1

2

[
J̃(
s− t+ y + θ

2
,
s− t− y + θ

2
, s)−

−J(s+ t+ y − θ

2
,
s+ t− y − θ

2
, s) + J̃(

s+ t+ y − θ

2
,
s+ t− y − θ

2
, s)−

−J(s− t+ y + θ

2
,
s− t− y + θ

2
, s)

]
dy.

Â ïåðâîì èíòåãðàëå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòîèò, î÷åâèäíî, Rt(s − t, s +
t, y−θ, y+θ) (ñð. ñ (1.4.11)). Âî âòîðîì èíòåãðàëå êâàäðàòíàÿ ñêîáêà ðàâíà
ϕ(y)R(s − t, s + t, y − θ, y + θ) − Rσ(s − t, s + t, y − θ, y + θ), à ïîñêîëüêó
Rσ(s−t, s+t, y−θ, y+θ) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ïî y îò R(s − t, s + t, y − θ, y + θ) âòîðîé èíòåãðàë ïðèâîäèòñÿ, â ñèëó
ϕ(y)/

√
(k(y)) = −(1/

√
k(y))′, ê âèäó

s+t−θ∫
s−t+θ

ϕ(y)R(s− t, s+ t, y − θ, y + θ)−Rσ(s− t, s+ t, y − θ, y + θ)√
k(y)

×

×
∫ y

0

k(κ)v(κ) dκ dy =

=

s+t−θ∫
s−t+θ

∫ y

0

k(κ)v(κ) dκ

[
− 1√

k(y)
R(s− t, s+ t, y − θ, y + θ)

]′
y

dy =

= −

[∫ y

0

k(κ)v(κ) dκ
1√
k(y)

R(s− t, s+ t, y − θ, y + θ)

]s+t−θ
s−t+θ

+

+

s+t−θ∫
s−t+θ

√
k(y)v(y)R(s− t, s+ t, y − θ, y + θ) dy,

è ïîñëå ñîêðàùåíèÿ âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ íàøà ôîðìóëà ïðèíèìàåò
âèä √

k(s)u(t, s) =
1

2

{
[
√
ku](s− t+ θ) + [

√
ku](s+ t− θ)

}
+ (1.4.13)

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

√
k(y)[u(y)Rt(s−t, s+t, y−θ, y+θ)+v(y)R(s−t, s+t, y−θ, y+θ)] dy.
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Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (1.4.7)-(1.4.10) ïîçâîëÿåò íàïèñàòü àíàëîãè÷íóþ
ôîðìóëó è äëÿ ïðîèçâîäíîé: äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t ôîðìóëû (1.4.13)
äàåò √

k(s)ut(t, s) =
1

2

{
[
√
ku]′(s+ t− θ)− [

√
ku]′(s− t+ θ)

}
+

+
1

2

{
[
√
ku](s+ t− θ)Rt(s− t, s+ t, s+ t− 2θ, s+ t)+[

√
kv](s+ t− θ)

}
+

+
1

2

{
[
√
ku](s− t+ θ)Rt(s− t, s+ t, s− t, s− t+ 2θ)+[

√
kv](s− t+ θ)

}
+

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

√
k(y)[u(y)Rtt(s−t, s+t, y−θ, y+θ)+v(y)Rt(s−t, s+t, y−θ, y+θ)dy.

Âòîðóþ ïîëîâèíó èíòåãðàëà ìû òðîãàòü óæå íå áóäåì, à ïåðâóþ ïðåîá-
ðàçóåì, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

Rtt(s− t, s+ t, σ − θ, σ + θ) = (1.4.14)

= Rσσ(s− t, s+ t, σ − θ, σ + θ)− [ϕ′ + ϕ2](σ)R(s− t, s+ t, σ − θ, σ + θ).

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ Ðèìàíà óäîâëåòâîðÿåò ïî âòîðîé ïàðå ïåðå-
ìåííûõ óðàâíåíèþ Rab =

1
4 [ϕ

′ + ϕ2]({a + b}/2), è ïîýòîìó äëÿ R = R(s −
t, s + t, σ − τ, σ + τ) èìååò ìåñòî Rττ = Rσσ − [ϕ′(σ) + ϕ2(σ)]R, à â ñèëó
àâòîíîìíîñòè óðàâíåíèÿ (1) Rtt = Rττ .

Ïîñêîëüêó Rσσ(s − t, s + t, y − θ, y + θ) ìîæíî ñ÷èòàòü âòîðîé ïîëíîé
ïðîèçâîäíîé ïî y, äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò

s+t−θ∫
s−t+θ

√
k(y)u(y)Rtt(s− t, s+ t, y − θ, y + θ) dy =

=
[
(
√
ku)(y)Rσ(s− t, s+ t, y − θ, y + θ)−

−(
√
ku)′(y)R(s− t, s+ t, y − θ, y + θ)

]s+t−θ
s−t+θ

+

+

s+t−θ∫
s−t+θ

{[
√
ku]′′(y)− [

√
ku](y)[ϕ′(y) + ϕ2(y)]}R(s− t, s+ t, y− θ, y + θ)] dy =

=
[
(
√
ku)(s+ t− θ)Rσ(s− t, s+ t, s+ t− 2θ, s+ t)−(

√
ku)′(s+ t− θ)

]
−

−
[
(
√
ku)(s− t+ θ)Rσ(s− t, s+ t, s− t, s− t+ 2θ)−(

√
ku)′(s− t+ θ)

]
+
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+

s+t−θ∫
s−t+θ

√
k(y)[u′′(y) + 2ϕ(y)u′(y)]R(s− t, s+ t, y − θ, y + θ) dy.

Ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ â íàøó ôîðìóëó ïîëó÷àåì, ïîñëå
ñîêðàùåíèÿ âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ è èñïîëüçîâàíèÿ îáîçíà÷åíèÿ Lu =
(k(s)u′)′/k(s),√

k(s)ut(t, s) =
1

2

{
[
√
kv](s+ t− θ) + [

√
kv](s− t+ θ)

}
+

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

√
k(y)Lu(y)R(s− t, s+ t, y − θ, y + θ) dy+ (1.4.15)

+

s+t−θ∫
s−t+θ

√
k(y)v(y)Rt(s− t, s+ t, y − θ, y + θ) dy.

Ôîðìóëû (1.4.13) è (1.4.15) ïðîèçâîäÿò âïå÷àòëåíèå õîðîøî èçâåñòíûõ,
õîòÿ íà ñàìîì äåëå äàæå ôîðìóëà (1.4.13) âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ñïåöè-
àëüíîé ëèòåðàòóðå [111], [175]. Âïðî÷åì, â [158, ãë. II, �5, ï. 4], ïðèâîäèòñÿ
àíàëîãè÷íàÿ åé ôîðìóëà (çà íîìåðîì 36) äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûé ϕ(s),
òàì â ðîëè ôóíêöèè Ðèìàíà âûñòóïàåò ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Òàêàÿ æå ôîð-
ìóëà ñ ôóíêöèåé Áåññåëÿ èìååòñÿ è â [103, ãë. III, �20] (ôîðìóëà íîìåð
20.19), ìåíåå èçâåñòíîì, íî èçäàííîì â òîò æå ãîä, ÷òî è ïåðâîå èçäàíèå
[158].

1.4.3 Âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà ðåøåíèÿ
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Áàëàíñ ñêà÷êîâ.

Ñðàâíåíèå ôîðìóë (1.3.5) è (1.3.6), ïîëó÷åííûõ â òåîðåìàõ 1.3.1-1.3.2 ñ
ôîðìóëàìè (1.4.5)-(1.4.6) ïîêàçûâàåò, ÷òî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ òàì ñòî-
èò (ñ ó÷åòîì ìíîæèòåëÿ 1/2 ïåðåä èíòåãðàëîì) ôóíêöèÿ [Rσ − ϕ(0)R](s−
t, s+ t,−τ, τ), à ïîñêîëüêó â ñèëó íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé ϕ(0) = 0 (ñì. ïåð-
âûé ïóíêò ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà), ôîðìóëû (1.3.5) è (1.3.6) â òåðìèíàõ
ôóíêöèè Ðèìàíà ïðèîáðåòàþò âèä√

k(s)u(t, s) =
√
k(0)

{
ν(t− s) +

∫ t−s

0

ν(τ)Rσ(s− t, s+ t,−τ, τ)dτ
}
,

(1.4.16)
è √

k(s)u(t, s) =
√
k(0)

{ ∞∑
m=0

ν(t− s− 2lm)−
∞∑
m=1

ν(t+ s− 2lm)+
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+
∞∑
m=0

∫ t−s−2lm

0

ν(τ)Rσ(s+ 2lm− t, s+ 2lm+ t,−τ, τ)dτ+ (1.4.17)

+
∞∑
m=1

∫ t+s−2lm

0

ν(τ)Rσ(s− 2lm− t, s− 2lm+ t,−τ, τ)dτ

}
.

Äëÿ ôîðìóë (1.3.7)-(1.3.8) ìû, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

√
k(s)u(t, s)=

√
k(l)

µ(t+ s− l)−
t+s−l∫
0

µ(τ)Rσ(s− t, s+ t, l − τ, l + τ)dτ

,
(1.4.18)√

k(s)u(t, s) =
√
k(l)

{ ∞∑
m=0

µ(t+ s− l − 2lm)−
∞∑
m=0

µ(t− s− l − 2lm)−

−
∞∑
m=0

∫ t+s−l−2lm

0

µ(τ)Rσ(s− 2lm− t, s− 2lm+ t, l − τ, l + τ)dτ− (1.4.19)

−
∞∑
m=0

∫ t−s−l−2lm

0

µ(τ)Rσ(s+ 2lm− t, s+ 2lm+ t,−l − τ,−l + τ)dτ

}
,

Ôîðìóëû (1.4.17) è (1.4.19) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè èçâåñòíûõ ôîðìóë äëÿ
îäíîðîäíîé ñðåäû (ñì., íàïð., [158, ãë. II, �2, ï. 7, ôîðìóëà (25)] è îòëè÷à-
þòñÿ îò íèõ íàëè÷èåì èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ.

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ u0(x),
v0(x), ν(t), µ(t), äëÿ êîòîðûõ âñå ôèãóðèðóþùèå â (1.3.9) âåëè÷èíû ðàâíû
íóëþ, ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë, ò.å., â òåðìèíàõ
ôóíêöèè Ðèìàíà, ôîðìóë (1.4.13), (1.4.17) è (1.4.19).

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà æå ñóììà äàåò ðåøåíèå è â ñëó÷àå íåíóëåâûõ âåëè-
÷èí â (1.3.9). Ïîñêîëüêó è ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ýòèìè ôîðìóëàìè, è èõ
ïðîèçâîäíûå äîïóñêàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðûâû íà ïðÿìûõ s−t = nl è íà
ïðÿìûõ s+ t = nl (n � öåëîå), à âíóòðè êàæäîãî êâàäðàòà, íà êîòîðûé ðàç-
ðåçàþò ýòè ïðÿìûå ïëîñêîñòü, êàæäîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå, èìåþùåå ðàâíîìåðíûå ïðåäåëû ïðè ïðèáëèæåíèè (t, s) ê ãðà-
íèöàì êâàäðàòà, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âîçíèêàþùèå íà ïðÿìûõ
s± t = nl ñêà÷êè êàê ñàìèõ ñëàãàåìûõ, òàê è èõ ïðîèçâîäíûõ óíè÷òîæàþò
äðóã äðóãà.

Äëÿ ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (1.4.13) (íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì
îñóùåñòâëÿåòñÿ íå÷åòíî-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ϕ(s) çà ïðåäåëû [0, l]
â ïðåäïîëîæåíèè ϕ(0) = ϕ(l) = 0 � ñì. ïåðâûé ïóíêò ïðåäûäóùåãî ïàðà-
ãðàôà) íàëè÷èå ñêà÷êîâ è ó ñàìîé ôóíêöèè, è ó åå ïðîèçâîäíûõ ñâÿçàíî
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ñ òåì, ÷òî äëÿ íå÷åòíî-ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì ïðîäîëæåííûõ ïðîèçâîëü-
íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé u0(s) è v0(s) íåèçáåæíî ïîÿâëåíèå ðàçðûâîâ ïðè
s = 0 è ïðè s = l êàê ó ôóíêöèé, òàê è ó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ (ïåð-
âûå îêàçûâàþòñÿ íåïðåðûâíûìè). Ýòè ðàçðûâû ïîðîæäàþò ïðè äèôôå-
ðåíöèðîâàíèè ôîðìóëû (1.4.13) äîïîëíèòåëüíûå âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû,
êîòîðûå è íåñóò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ñêà÷êàõ ïðîèçâîäíûõ. Âû÷èñëåíèå
âåëè÷èí ýòèõ ñêà÷êîâ (äàëåå ÷åðåç ∆f |s±t=h áóäåò îáîçíà÷àåòñÿ âåëè÷èíà
ñêà÷êà ôóíêöèè f(t, s) íà ïðÿìîé s ± t = h, ñ÷èòàåìûé "â íàïðàâëåíèè
âîçðàñòàíèÿ s", ò.å. f(±(h− s)− 0, s+ 0)− f(±(h− s) + 0, s− 0)) äàåò

∆[
√
ku]|s−t=2nl =

1

2
∆[

√
ku0](2nl) =

1

2
∆[

√
ku0](0) = [

√
ku0](0)

â ñèëó 2l-ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé è â ñèëó
íå÷åòíîñòè

√
ku0 (âåçäå äàëåå ïîä [

√
ku0](0) áóäåò ïîíèìàòüñÿ [

√
ku0](0+),

ïîä [
√
ku0](l) áóäåò ïîíèìàòüñÿ [

√
ku0](l− 0), è àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ

ïðîèçâîäíûõ),

∆[
√
ku]|s±t=2nl =

1

2
∆[

√
ku]0(2nl) =

1

2
∆[

√
ku]0(0) = [

√
ku]0(0),

∆[
√
ku]t|s±t=2nl = [

√
kv]0(0)∓ [

√
ku]0(0)Rσ(0, 2s− 4nl; 0, 0),

∆[
√
ku]s|s±t=2nl = ±[

√
kv]0(0)− [

√
ku]0(0)Rt(0, 2s− 4nl; 0, 0),

∆[
√
ku]tt|s±t=2nl = ∓[

√
kv]0(0)Rt(0, 2s− 4nl; 0, 0) + Lu0(0)+

+[
√
ku]0(0)Rtσ(0, 2s− 4nl; 0, 0),

∆[
√
ku]ts|s±t=2nl = −[

√
kv]0(0)Rt(0, 2s− 4nl; 0, 0)± Lu0(0)∓

∓[
√
ku]0(0)Rsσ(0, 2s− 4nl; 0, 0).

Âåëè÷èíû ñêà÷êîâ ïðè s± t = (2n+1)l îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè ôîð-
ìóëàìè, îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ çàìåíîé [

√
ku]

(j)
0 (0) è [

√
kv]

(j)
0 (0)

íà−[
√
ku]

(j)
0 (l) è−[

√
kv]

(j)
0 (l) ñîîòâåòñòâåííî è çàìåíîé àðãóìåíòîâ ó ôóíê-

öèè Ðèìàíà è åå ïðîèçâîäíûõ íà (l, 2s− (4n+ 1)l, l, l).
Äëÿ ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (1.4.17) íàëè÷èå ñêà÷êîâ êàê ó

ôóíêöèè, òàê è ó åå ïðîèçâîäíûõ, ñâÿçàíî ñ äîáàâëåíèåì ê ñóììå íîâûõ
ñëàãàåìûõ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïðÿìûå s− t = 2nl, è ÷åðåç ïðÿìûå s+ t =
2nl, íà ïðÿìûõ æå s ± t = (2n + 1)l ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âìåñòå ñî
âñåìè ïðîèçâîäíûìè. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàëüíûé
÷ëåí íèêàêîãî âêëàäà â ñêà÷êè íå äàåò, âåëè÷èíû ñêà÷êîâ îïðåäåëÿþòñÿ
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òîëüêî íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ è ðàâíû

∆[
√
ku]|s±t=2nl = −

√
k(0)ν(0),

∆[
√
ku]t|s±t=2nl = −

√
k(0)ν ′(0)±

√
k(0)ν(0)Rσ(0, 2s− 4lm; 0, 0),

∆[
√
ku]s|s±t=2nl = ∓

√
k(0)ν ′(0) +

√
k(0)ν(0)Rσ(0, 2s− 4ln; 0, 0),

∆[
√
ku]tt|s±t=2nl = −

√
k(0)ν ′′(0)±

√
k(0)ν ′(0)Rσ(0, 2s− 4ln; 0, 0)−

−
√
k(0)ν(0)Rtσ(0, 2s− 4ln; 0, 0),

∆[
√
ku]ts|s±t=2nl = ∓

√
k(0)ν ′′(0) +

√
k(0)ν ′(0)Rσ(0, 2s− 4ln; 0, 0)±

±
√
k(0)ν(0)Rsσ(0, 2s− 4ln; 0, 0)].

Àíàëîãè÷íûìè ôîðìóëàìè (ñ çàìåíîé
√
k(0)ν(j)(0) íà −

√
k(l)µ(j)(0) è

àðãóìåíòîâ ó ôóíêöèè Ðèìàíà è åå ïðîèçâîäíûõ íà (l, 2s− (4n+ 1)l, l, l))
îïðåäåëÿþòñÿ ñêà÷êè ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (1.4.19), íà ïðÿ-
ìûõ s± t = (2n+ 1)l; íà ïðÿìûõ æå s± t = 2nl ðàçðûâû êàê ó ôóíêöèè,
òàê è ó åå ïðîèçâîäíûõ îòñóòñòâóþò.

Ñëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ (1.3.9) îáåñïå-
÷èâàþò íåïðåðûâíîñòü ñóììû ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (1.4.13),
(1.4.17) è (1.4.19) âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè.

1.4.4 Âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà ðåøåíèÿ çàäà÷è
Ãóðñà

Ñðàâíåíèå ôîðìóëû (1.3.18) ñ (1.4.9) è (1.4.10), ïîêàçûâàåò, ÷òî â (1.3.18)
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñòîèò

ϕ(κ)R(s− t, s+ t, A, 2κ − A)− 2Rb(s− t, s+ t, A, 2κ − A) =

= ϕ(κ)R(s− t, s+ t, A, 2κ − A)− dR(s− t, s+ t, A, 2κ − A)

dκ
.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèò (1.3.18) ê âèäó√
k(s)u(t, s) =

[√
kW

](A+B

2

)
+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

√
k(κ)[W ′ + 2ϕW ](κ)R(s− t, s+ t, A, 2κ − A) dκ,

à ïîñêîëüêó â ñèëó (1.3.19) W (A+B2 ) = f(A+B2 ) = 0, à [W ′ + 2ϕW ](s) =

[f ′ + ϕf ](s), ÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ íà
√
k(s) äàåò [

√
kf ]′(s), ìû ïîëó÷àåì

u(t, s) =

s+t+A
2∫

A+B
2

[
√
kf ]′(κ)√
k(s)

R(s− t, s+ t, A, 2κ − A) dκ.
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç ôîðìóë (1.3.20)-(1.3.21) ïîëó÷àåì

u(t, s) =

s−t+B
2∫

A+B
2

[
√
kg]′(κ)√
k(s)

R(s− t, s+ t, 2κ −B,B) dκ,

ñóììà ïîëó÷åííûõ ôîðìóë äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
f(s) è g(s), ðàâíûõ íóëþ â òî÷êå A+B

2 . Åñëè æå îáùåå çíà÷åíèå ýòèõ ôóíê-
öèé â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê íå ðàâíî íóëþ (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
U ∗), òî ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà èìååò âèä

√
k(s)u(t, s) =

√
k

(
A+B

2

)
U ∗R(s− t, s+ t, A,B)+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

[√
kf
]′
(κ)R(s− t, s+ t, A, 2κ − A) dκ+ (1.4.20)

+

s−t+B
2∫

A+B
2

[√
kg
]′
(κ)R(s− t, s+ t, 2κ −B,B) dκ.

Ýòî îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî âû÷èòàíèå èç u(t, s) ôóíêöèè Ðè-
ìàíà óðàâíåíèÿ (1.0.2) íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ [

√
kf ]′(s) è [

√
kg]′(s) (äëÿ

ôóíêöèè Ðèìàíà çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí ðàâíû íóëþ), ïîýòîìó, ïîäáèðàÿ
êîýôôèöèåíò ó ôóíêöèè Ðèìàíà òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
õàðàêòåðèñòèê ðàâíÿëàñü íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿëàñü ñóììîé
èíòåãðàëîâ, ôèãóðèðóþùèõ â (44), ìû è ïîëó÷èì íàøó ôîðìóëó.

Ôîðìóëà (1.4.20) òàêæå ñîçäàåò âïå÷àòëåíèå õîðîøî èçâåñòíîé. Îäíàêî
è ýòà ôîðìóëà â ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðàôèÿõ íå ôèãóðèðóåò, õîòÿ, áåçóñëîâ-
íî, ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíî êîìïàêòíûì îïèñàíèåì ðåøåíèÿ. Åäèíñòâåííîå, ïî-
æàëóé, èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ó÷åáíèê [28], ãäå èìååòñÿ ôîðìóëà (ãë. III,
â �4, ï. 2), èç êîòîðîé (1.4.20) ìîãëà áûòü ïîëó÷åíà (íî ïî÷åìó-òî ýòî íå
áûëî ñäåëàíî) ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

1.4.5 Âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà ðåøåíèÿ çàäà÷è
Ôðèäëàíäåðà è ïðîèçâîäíîé.

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîä èíòåãðàëîì â (1.3.24),
ìû âèäèì, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé (1.4.11) ôóíêöèè Ðèìàíà. Ïî-
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ñêîëüêó îñòàëüíàÿ ÷àñòü ôîðìóëû, îïèñûâàþùåé ðåøåíèå çàäà÷è Ôðèä-
ëàíäåðà ÿâëÿåòñÿ "óíàñëåäîâàííîé" èç çàäà÷è Ãóðñà, ìû ìîæåì çàïèñàòü
äîñòàòî÷íî êîìïàêòíî è ðåøåíèå çàäà÷è Ôðèäëàíäåðà êàê äëÿ õàðàêòåðè-
ñòèêè s− t = A

√
k(s)u(t, s) =

s+t+A
2∫

A+θ

[
√
kf ]′(κ)R(s− t, s+ t, A, 2κ − A) dκ−

−

s−t+A
2 + θ∫
A+θ

[
√
kf ]′(κ)R(s− t, s+ t, 2κ − A− 2θ, A+ 2θ) dκ+ (1.4.21)

+
√
k(s− t+ θ)uθ(s− t+ θ)−

s−t+θ∫
A+θ

√
k(y)uθ(y)Rt(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ) dy,

òàê è äëÿ õàðàêòåðèñòèêè s+ t = B

√
k(s)u(t, s) =

s−t+B
2∫

B−θ

[
√
kg]′(κ)R(s− t, s+ t, 2κ −B,B) dκ−

−

s+t+B
2 − θ∫
B−θ

[
√
kg]′(κ)R(s− t, s+ t, B − 2θ, 2κ −B + 2θ) dκ+ (1.4.22)

+
[√

kuθ

]
(s+ t− θ) +

s+t−θ∫
B−θ

√
k(y)uθ(y)Rt(s− t, s+ t, y − θ, y + θ) dy.

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ óïðàâëÿåìîñòè íàì ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïðî-
èçâîäíîé ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôðèäëàíäåðà íà òîé æå ñàìîé ïðÿìîé t = θ,
íà êîòîðîé çàäàíî çíà÷åíèå ñàìîãî ðåøåíèÿ uθ(s). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.4.11), ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå äâóõ èíòåãðàëîâ â
(1.4.21) ïðè t = θ äàåò äâà îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ, ñóììà êîòîðûõ ïðè
t = θ ðàâíà

√
k(s)ut(θ, s)=[

√
kf ]′(

s+ θ + A

2
)+2

s+θ+A
2∫

A+θ

[
√
kf ]′(κ)Rt(s− θ, s+ θ, A, 2κ−A)dκ.
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå æå ñëàãàåìûõ, ïîðîæäåííûõ äàííûìè íà ïðÿìîé t =
θ äàåò

√
k(s)ut(t, s) = −

s−t+θ∫
A+θ

√
k(y)uθ(y)Rtt(s− t, s+ t, y − θ, y + θ) dy+

+[
√
kuθ](s− t+ θ)(Rη−Rξ)(s− t, s+ t, s− t, s− t+2θ)− [

√
kuθ]

′(s− t+ θ).

Çàìåíÿÿ çäåñü Rtt ïî ôîðìóëå (1.4.14), ïîëó÷àåì ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì

√
k(s)ut(t, s) = −

s−t+θ∫
A+θ

√
k(y)[u′′θ(y)+2ϕ(y)u′θ(y)]R(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ)dy−

+
[
[
√
kuθ]

′(y)R(s− t, s+ t, y − θ, y + θ)−

−[
√
kuθ](y)Rσ(s− t, s+ t, y − θ, y + θ)

]s−t+θ
A+θ

+

+[
√
kuθ](s− t+ θ)(Rη−Rξ)(s− t, s+ t, s− t, s− t+2θ)− [

√
kuθ]

′(s− t+ θ).

Êàê ïðè ξ = A, òàê è ïðè η = B âûïîëíåíî R(ξ, η, A,B) = 1, êðîìå
òîãî, ïðè ξ = A ñîâïàäàþò Rσ è Rη − Rξ (ñì. (1.4.11)-(1.4.12)), ïîýòîìó
÷àñòü âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ ñîêðàùàåòñÿ, è ìû ïðèõîäèì äëÿ ýòîé ÷àñòè
ïðîèçâîäíîé ê âûðàæåíèþ

√
k(s)ut(θ, s) = −

s∫
A+θ

√
k(y)[u′′θ(y)+2ϕ(y)u′θ(y)]R(s−θ, s+θ, y−θ, y+θ)dy+

+[
√
kuθ](A+ θ)Rσ(s, s, A+ θ, A+ θ)− [

√
kuθ]

′(A+ θ)R(s, s, A+ θ, A+ θ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôðèäëàíäåðà íà ïðÿìîé
t = θ èìååò âèä

√
k(s)ut(θ, s)=[

√
kf ]′(

s+ θ + A

2
)+ 2

s+θ+A
2∫

A+θ

[
√
kf ]′(κ)Rt(s− θ, s+ θ, A, 2κ−A)dκ−

−
s∫

A+θ

√
k(y)[u′′θ(y) + 2ϕ(y)u′θ(y)]R(s− θ, s+ θ, y − θ, y + θ) dy+ (1.4.23)

+[
√
kuθ](A+ θ)Rσ(s, s, A+ θ, A+ θ)− [

√
kuθ]

′(A+ θ)R(s, s, A+ θ, A+ θ).
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ è ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðè t = θ â ñëó÷àå
çàäà÷è ñ óñëîâèåì íà õàðàêòåðèñòèêå s+ t = B:

√
k(s)ut(θ, s)=[

√
kg]′(

s− θ +B

2
)− 2

s−θ+B
2∫

B−θ

[
√
kf ]′(κ)Rt(s− θ, s+ θ, 2κ−B,B)dκ+

+

s∫
B−θ

√
k(y)[u′′θ(y) + 2ϕ(y)u′θ(y)]R(s− θ, s+ θ, y − θ, y + θ) dy− (1.4.24)

−[
√
kuθ](B − θ)Rσ(s, s, B − θ,B − θ)− [

√
kuθ]

′(B − θ)R(s, s, B − θ,B − θ).

1.4.6 Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåì îáîñíîâàíèå àíàëîãà ôîðìóëû
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû:

k(s+ r)u(t, s+ r) + k(s− r)u(t, s− r) = k(s)[u(t+ r, s) + u(t− r, s)]+

+
1

2

∫ s+r

s

k′(σ)[u(t+ r + s− σ, σ) + u(t− r − s+ σ, σ)] dσ− (1.4.25)

−1

2

∫ s

s−r
k′(σ)[u(t+ r − s+ σ, σ) + u(t− r + s− σ, σ)] dσ.

Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ôîðìóëû, ïðèâåäåííîé (áåç äîêàçà-
òåëüñòâà) Å. È. Ìîèñååâûì, Â. Â. Òèõîìèðîâûì è Å. À. Êîçëîâûì â [115].
Õîòÿ â [115] ôîðìóëà ïðèâîäèëàñü äëÿ ñëó÷àÿ íåãëàäêîãî, è äàæå ðàç-
ðûâíîãî êîýôôèöèåíòà k(s), ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî (1.4.25) â íàøèõ
ïðåæíèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ � î åãî íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè.
Åñòåñòâåííî, ìû áóäåì íåïîñðåäñòâåííî äîêàçûâàòü ýòó ôîðìóëó ëèøü

äëÿ t = 0, ññûëàÿñü íà àâòîíîìíîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Èç
(1.4.13) ïðè θ = 0, u = u0, v = v0 ñëåäóåò, ÷òî√

k(s)[u(t, s) + u(−t, s)] = [
√
ku0](s− t) + [

√
ku0](s+ t)+

+

s+t∫
s−t

√
k(y)u0(y)Rt(s− t, s+ t, y, y) dy.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (1.4.25), ïîëó÷àåì

k(s+r)u0(s+r)+k(s−r)u0(s−r) =
√
k(s){[

√
ku0](s−r)+[

√
ku0](s+r)}+
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+
√
k(s)

s+r∫
s−r

√
k(y)u0(y)Rt(s− r, s+ r, y, y) dy+

+
1

2

∫ s+r

s

k′(σ)√
k(σ)

{
[
√
ku0](2σ − s− r) + [

√
ku0](s+ r)

}
dσ+

+
1

2

∫ s+r

s

k′(σ)√
k(σ)

s+r∫
2σ−s−r

√
k(y)u0(y)Rt(2σ − s− r, s+ r, y, y) dy dσ−

−1

2

∫ s

s−r

k′(σ)√
k(σ)

{
[
√
ku0](s− r) + [

√
ku0](2σ − s+ r)

}
dσ−

−1

2

∫ s

s−r

k′(σ)√
k(σ)

2σ−s+r∫
s−r

√
k(y)u0(y)Rt(s− r, 2σ − s+ r, y, y) dy dσ.

Íåêîòîðûå èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëèòü íåìåäëåííî (è îíè ñîêðàùàþòñÿ ñ
âíåèíòåãðàëüíûìè ÷ëåíàìè), â îñòàëüíûõ îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëàõ ìîæíî
çàìåíèòü ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, à â äâóêðàòíûõ � ïîìåíÿòü ìåñòàìè
ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò íàøå ðàâåíñòâî ê âèäó

0 =
√
k(s)

s+r∫
s−r

√
k(y)u0(y)Rt(s− r, s+ r, y, y) dy+

+
1

4

∫ s+r

s−r

k′√
k

(
s+ r + y

2

)
[
√
ku0](y) dy+

+
1

2

s+r∫
s−r

√
k(y)u0(y)

∫ y+r+s
2

s

k′(σ)√
k(σ)

Rt(2σ − s− r, s+ r, y, y) dσ dy−

−1

4

∫ s+r

s−r

k′√
k

(
y + s− r

2

)
[
√
ku0](y) dy−

−1

2

s+r∫
s−r

√
k(y)u0(y)

∫ s

y+s−r
2

k′(σ)√
k(σ)

Rt(s− r, 2σ − s+ r, y, y) dσ dy,

è äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîñíîâàòü (1.4.25), íàì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü òîæäåñòâî (ìû çàìåíèëè k′/

√
k íà 2

√
kϕ)

2

∫ y+s+r
2

s

√
k(σ)ϕ(σ)Rt(2σ − s− r, s+ r, y, y) dσ−
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−2

∫ s

y+s−r
2

√
k(σ)ϕ(σ)Rt(s− r, 2σ − s+ r, y, y) dσ+

+[
√
kϕ](

y + s+ r

2
)− [

√
kϕ](

y + s− r

2
) + 2

√
k(s)Rt(s− r, s+ r, y, y) = 0.

Ïîñëåäíåå æå ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâå ôîðìóëû (1.4.11), èç êî-
òîðîé, ñ ó÷åòîì (1.1.6), ñëåäóåò, ÷òî

2
√
k(σ)ϕ(σ)Rt(2σ − s− r, s+ r, y, y) =

=−
[√

k(σ)

{
J

(
s+ r + y

2
,
s+ r − y

2
, σ

)
+J̃

(
s+ r + y

2
,
s+ r − y

2
, σ

)}]′
σ

,

2
√
k(σ)ϕ(σ)Rt(s− r, 2σ − s+ r, y, y) =

=

[√
k(σ)

{
J

(
s− r + y

2
,
s− r − y

2
, σ

)
+J̃

(
s− r + y

2
,
s− r − y

2
, σ

)}]′
σ

,

òàê ÷òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ íåìåäëåííî ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü
íàøåãî òîæäåñòâà.



Ãëàâà 2

Ôîðìóëû ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

íåîäíîðîäíîé ñòðóíîé

� 2.1 Çàäà÷à ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè ïðè T < l

2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè è àíàëèç ìå-
òîäîâ åå ðåøåíèÿ

Äëÿ óðàâíåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñòðóíû (1.0.1) ðàññìàòðèâàåìîãî íà [x0, x1],
çàäà÷à, êîòîðóþ îáû÷íî íàçûâàþò çàäà÷åé ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè, ñòà-
âèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ çàäàííûõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ u0(s) = u(0, s), v0(s) = ∂u/∂t(0, s) è êîíå÷íûõ äàííûõ
uT (s) = u(T, s), vT (s) = ∂u/∂t(T, s) ñóùåñòâóþò ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ
n(t) = u(t, x0) è m(t) = u(t, x1), êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïåðåâåñòè ñòðóíó èç
çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿ-
åòñÿ âûâîä ÿâíûõ (íàñêîëüêî ýòî âîîáùå âîçìîæíî) ôîðìóë äëÿ óñëîâèé è
äëÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé, ïîçâîëÿþùèõ èñ÷åðïûâàþùå îïèñàòü ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è.

Çàäà÷à ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè � îäíà èç çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì äàííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå äàííûå ïðåîáðàçóþòñÿ â ãðàíè÷íûå). Ïîìè-
ìî íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ â âîïðîñàõ óïðàâëåíèÿ êîíòèíóóìàìè
ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè îíà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü è â ðÿäå ñìåæíûõ
âîïðîñîâ, â ÷àñòíîñòè, â îáðàòíûõ çàäà÷àõ [1], [25], [26] (ïðàâäà, â íåñêîëü-
êî "îáëåã÷åííîì" âàðèàíòå � êîãäà òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü çàäàííîå çíà÷åíèå
òîëüêî äëÿ u(T, s), áåç îãðàíè÷åíèé íà êîíå÷íóþ ñêîðîñòü). Õîòÿ â çàäà-
÷àõ ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííûõ âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè äîñòàòî÷íî äàâíî è
äåòàëüíî èçó÷àåòñÿ, ïðè÷åì â ñàìûõ îáùèõ ïîñòàíîâêàõ (ñì., íàïð., [199],
[200], [201]), ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìå-
íåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ìàëî ÷òî äàåò, ïîýòîìó íåìàëîâàæíóþ ðîëü èãðàåò
âîïðîñ î ïðåäúÿâëåíèè ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâíîé ôîðìóëîé.

104



� 105 �

Îäèí èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãðà-
íè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè (ñì., íàïð., [54, 191]) îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì
ðåøåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ñ îïðåäåëåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïî íà÷àëüíûì è êî-
íå÷íûì äàííûì è ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì ïî ýòèì êîýôôèöèåíòàì
ãðàíè÷íûõ äàííûõ (êàê ïðàâèëî, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì î ðàçðåøèìî-
ñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ). Ýòîò ìåòîä, áóäó÷è ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâåí äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðè ïåðåíîñå íà óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî "ïåòëåîáðàçíûì": â ñèëó îïðåäåëåííîãî ðàâ-
íîïðàâèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííîé íà÷àëüíûå è ãðàíè÷-
íûå äàííûå "ïî÷òè îäèíàêîâû" (äëÿ ðåøåíèé êëàññè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, èìåþùèõ âèä u(t, x) = f(x + t), ôóíêöèè u(t, 0) è
u(0, x) ïðîñòî èäåíòè÷íû), ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå îçíà÷àåò,
ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, ÷òî ìû ñíà÷àëà ðàçëàãàåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ â ðÿä
Ôóðüå, à çàòåì îáðàòíî ñóììèðóåì ýòîò æå ðÿä.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì ïîëó÷àòü ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è
ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëåå ïðÿìûì
ïóòåì � îïèðàÿñü íà âîëíîâóþ ïðèðîäó ýòèõ óðàâíåíèé, ò.å. íà òî, ÷òî
îíè, â ëîêàëüíîé ôîðìå, îïèñûâàþò äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèå ñðåäû. Ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ óæå äëÿ óðàâíåíèÿ utt = uxx îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íîå
óïðàâëåíèå íîñèò "ïàññèâíûé" õàðàêòåð è ñîñòîèò, ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, â
òîì, ÷òîáû äâèæåíèå ãðàíèöû îïðåäåëÿòü ïî òîé âîëíå, êîòîðàÿ â äàííûé
ìîìåíò ýòîé ãðàíèöû äîñòèãëà. Íàïðèìåð, â çàäà÷å óñïîêîåíèÿ óïðàâëÿòü
íåîáõîäèìî òàê, ÷òîáû âîâðåìÿ "ãàñèòü" òî âîçìóùåíèå, êîòîðîå äîñòèãàåò
ãðàíèöû è íå äàòü åìó îòðàçèòüñÿ íàçàä.

Òàêîé âçãëÿä íà çàäà÷ó óïðàâëÿåìîñòè äåëàåò î÷åâèäíûì òî, ÷òî ïðàê-
òè÷åñêè ëþáàÿ ïîñòàíîâêà, ñâÿçàííàÿ ñ ãðàíè÷íûìè äàííûìè (íå îáÿçà-
òåëüíî íàõîæäåíèå u(t, x0) è u(t, x1) â ñëó÷àå îòðåçêà), ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïå-
ðåôîðìóëèðîâêîé òîé æå ñàìîé çàäà÷è â äðóãèõ òåðìèíàõ (íàïðèìåð, åñëè
â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè íå ñàì çàêîí äâèæåíèÿ ïðàâîãî êîíöà, à ñèëà, êî-
òîðóþ ìû ìîæåì ê íåìó ïðèêëàäûâàòü), ëèáî ñâÿçàíà ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà âîçìîæíîñòü ïîëíîé ðåàëèçàöèè "èäåàëüíîãî" ïðèíöèïà � ãàøåíèÿ âîç-
ìóùåíèÿ, ïðèõîäÿùåãî íà ãðàíèöó. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðèíöèï óäàåòñÿ
ðåàëèçîâàòü ëèøü ÷àñòè÷íî, âûïîëíÿÿ ýòî ãàøåíèå ïîýòàïíî, â íåñêîëüêî
øàãîâ, èëè äàæå çà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, íî ñ ñóùåñòâåííûì óìåíü-
øåíèåì ýíåðãèè íà êàæäîì øàãå (çàäà÷à ïî÷òè-óïðàâëÿåìîñòè). Ïîíÿòíî,
÷òî äëÿ ñîäåðæàòåëüíîãî àíàëèçà òàêîãî ðîäà çàäà÷ íåîáõîäèì íå ôàêò
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, à åãî ôîðìóëà.

Íàëè÷èå ÿâíûõ ôîðìóë ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óãëóáèòü àíàëèç ñàìîé
çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè. Òàê, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì íå òîëüêî óêàçàòü òå
çíà÷åíèÿ T , äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ íà÷àëü-
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íûõ è êîíå÷íûõ äàííûõ, íî äëÿ òåõ T , êîãäà áåçóñëîâíàÿ óïðàâëÿåìîñòü îò-
ñóòñòâóåò, âûïèñàòü óñëîâèÿ íà íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå äàííûå, ïðè âûïîë-
íåíèè êîòîðûõ çàäà÷à âñå-òàêè îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé (óñëîâíàÿ óïðàâ-
ëÿåìîñòü). Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ÿâíî îïèñàòü òîò ïðîèçâîë
â ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèÿõ, êîòîðûé äîïóñêàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå
íå åäèíñòâåííî. Òàêîãî òèïà ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â [78]-[81] äëÿ îä-
íîðîäíîé ñòðóíû è äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
â óðàâíåíèè.

2.1.2 Óïðîùåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

×òîáû èçáåæàòü óñëîæíåíèÿ ôîðìóë çà ñ÷åò íåñóùåñòâåííîé äëÿ çàäà-
÷è îáùíîñòè ôîðìóëèðîâîê, ìû ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ
(1.0.4), îáîçíà÷àÿ ÷åðåç z0(s) = z(0, s) è ζ0(s) = zt(0, s) � íà÷àëüíîå ïî-
ëîæåíèå è íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, à ÷åðåç zT (s) = z(T, s) è ζT (s) = zt(T, s)
� êîíå÷íîå ïîëîæåíèå è êîíå÷íóþ ñêîðîñòü. Ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ïðè
ýòîì îáîçíà÷èì ÷åðåç ν(t) = z(t, 0) è µ(t) = z(t, l).

Íèæå âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïðè êîòîðûõ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (1.0.4) ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè. Ýòî � ïðåäïîëîæåíèå î
íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ϕ(s) (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæå-
íèþ î äâàæäû íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè k(s),
è ïðåäïîëîæåíèå î äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ äàííûõ
(äâàæäû íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü äëÿ z0, zT è íåïðåðûâíàÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòü äëÿ ζ0, ζT ). Ðàñïðîñòðàíåíèå äåéñòâèÿ ïîëó÷åííûõ ôîð-
ìóë íà ñëó÷àé îáîáùåííûõ ðåøåíèé (åñëè íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå äàííûå
òåðÿþò ãëàäêîñòü) òîãî èëè èíîãî êëàññà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé òåõ-
íèêîé, ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ïðîèñõîäèò îñëàáëåíèå îãðàíè÷åíèé íà íà-
÷àëüíûå è êîíå÷íûå äàííûå. Ðàñïðîñòðàíåíèå æå äåéñòâèÿ ýòèõ ôîðìóë
íà ñëó÷àé íåãëàäêèõ èëè íåðåãóëÿðíûõ (êîãäà k(s) îáðàùàåòñÿ â íóëü â îò-
äåëüíûõ òî÷êàõ) êîýôôèöèåíòîâ íåòðèâèàëüíî è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ
ðàññìîòðåíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè öåëåé, ñòîÿùèõ ïåðåä äàííîé ðàáîòîé.

×åðåç R(ξ, η; a, b) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ Ðèìàíà óðàâíåíèÿ (1.1.5), ò.å.
ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ è íà ïðÿìûõ ξ = a
è η = b ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå. Ïðîèçâîäíûå îò R ïî
ñâîèì àðãóìåíòàì ìû, êàê ýòî áûëî óêàçàíî â ïàðàãðàôå � 1.4, îáîçíà÷à-
åì ÷åðåç Rξ, Rη, Ra, Rb. Êðîìå òîãî, ÷åðåç Rt è Rs îáîçíà÷àþòñÿ ïîëíûå
ïðîèçâîäíûå ïî t è ïî s îò R(s − t, s + t; a, b) (êîòîðûå ðàâíû Rη − Rξ è
Rη +Rξ ñîîòâåòñòâåííî), à ÷åðåç Rσ è Rτ � ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ïî σ è ïî
τ îò R(ξ, η;σ − τ, σ + τ) (îíè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî Ra +Rb è Rb −Ra).
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×åðåç Λ(y; ξ, η;A,B) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ

Λ(y; ξ, η;A,B) =

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y, y) dκ−

−1

2
R(ξ, η; y, y) +

1

4
R(ξ, η;A,B)R(A,B; y, y), (2.1.1)

à ÷åðåç Λ′(y; ξ, η;A,B) � åå ïðîèçâîäíóþ Λξ −Λη +ΛA−ΛB, èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè,

Λ′(y; ξ, η;A,B) =
d

dθ
Λ(y; ξ + θ, η − θ;A+ θ,B − θ)

∣∣∣∣
θ=0

. (2.1.2)

Îïåðàòîð Rβ
α

[
z
ζ

]
, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

Rβ
α

[
z

ζ

]
(t, s) =

z(α) + z(β)

2
+

+
1

2

∫ β

α

[z(y)Rt(s− t, s+ t; y, y) + ζ(y)R(s− t, s+ t; y, y)] dy (2.1.3)

ìû áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì Ðèìàíà, îòîáðàæàþùèì íà÷àëüíûå äàí-

íûå ñ îòðåçêà [α, β] â òî÷êó (t, s), îïåðàòîðû Rβ
(α)

[
z
ζ

]
è R(β)

α

[
z
ζ

]
, îòëè÷àþ-

ùèåñÿ îò (2.1.3) îòñóòñòâèåì ÷ëåíà c z(α) èëè z(β) ñîîòâåòñòâåííî � óñå-
÷åííûìè îïåðàòîðàìè Ðèìàíà, à îïåðàòîð

Λβα

[
z

ζ

]
(t, s) =

z(β)− z(α)

4
R(s− t, s+ t;α, β)+

+

∫ β

α

[z(y)Λ′(y; s− t, s+ t;α, β)− ζ(y)Λ(y; s− t, s+ t;α, β)] dy (2.1.4)

� îïåðàòîðîì êîððåêöèè, òàêæå îòîáðàæàþùèì íà÷àëüíûå äàííûå ñ îò-
ðåçêà [α, β] â òî÷êó (t, s).

Íàêîíåö, äëÿ ôóíêöèè z(s) ÷åðåç Lz îáîçíà÷èì ôóíêöèþ Lz = z′′−(ϕ′+
ϕ2)(s)z, ò.å. ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòè (2) ê ôóíêöèè
z.

2.1.3 Ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè â ñëó÷àå T ≤ l
(òåîðåìà îá óñëîâíîé óïðàâëÿåìîñòè).

Òåîðåìà 2.1.1 Åñëè T ≤ l, òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîé
óïðàâëÿåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (2) íà îòðåçêå [0, l] ñóùåñòâóåò òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå äàííûå z0(s), ζ0(s), zT (s), ζT (s)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

R
s+T/2
s−T/2

[
z0 − zT
ζ0 + ζT

]
(T/2, s) = R

s+T/2
s−T/2

[
ζ0 − ζT

Lz0 + LzT

]
(T/2, s) = 0 (2.1.5)

ïðè s ∈ [T/2, l − T/2] â ñëó÷àå T < l è óñëîâèÿì

Rl
0

[
z0 − zT
ζ0 + ζT

]
(l/2, l/2) = 0, (2.1.6)

d

ds
R
s+l/2
s−l/2

[
z0 − zT
ζ0 + ζT

]
(l/2, s)

∣∣∣∣
s=l/2

= 0, Rl
0

[
ζ0 − ζT

Lz0 + LzT

]
(l/2, l/2) = 0,

(2.1.7)
d

ds
R
s+l/2
s−T/2

[
ζ0 − ζT

Lz0 + LzT

]
(l/2, s)

∣∣∣∣
s=l/2

= 0, Rl
0

[
Lz0 − LzT
Lζ0 + LζT

]
(l/2, l/2) = 0,

(2.1.8)
â ñëó÷àå T = l.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî
z0, ζ0, zT , ζT îäíîçíà÷íî è äàþòñÿ ôîðìóëàìè

ν(t) =
{
Rt

0 − ΛT0
} [z0

ζ0

]
(t, 0) +

{
RT−t

0 − ΛT0
} [ zT

−ζT

]
(T − t, 0), (2.1.9)

µ(t) =
{
Rl+t−T
l − Λl−Tl

} [zT
ζT

]
(t− T, l) +

{
Rl−t
l − Λl−Tl

} [ z0
−ζ0

]
(−t, l).

(2.1.10)

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìàëüíîå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà óñëîâèé ïðè T = l

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè T < l ïÿòü óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè z è
åå ïðîèçâîäíûõ zt, zs, zts è zss (óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ztt òîãäà ñëåäóåò
èç óðàâíåíèÿ (1.0.4)) íà îòðåçêå s ∈ [T/2, l − T/2] ïðÿìîé t = T/2 íå
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Òðè èç íèõ � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè zs, zts è zss
� ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè zt è z, òàê êàê ïîëó÷àþòñÿ
èç íèõ ïðîñòûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî s (âäîëü îòðåçêà). Â ñëó÷àå æå,
êîãäà ýòîò îòðåçîê âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü íåãî
íåâîçìîæíî è âñå ïÿòü óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè äëÿ z è åå ïðîèçâîäíûõ
ñòàíîâÿòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà.
Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü óñëîâèÿ (2.1.5) è óñëîâèÿ

(2.1.6)-(2.1.8) â ðàçâåðíóòîé ôîðìå, äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â íèõ âûðàæå-
íèå äëÿ îïåðàòîðà Ðèìàíà èç (2.1.3). Ïðè ýòîì âòîðîå èç óñëîâèé (2.1.8),
ÿâëÿþùååñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè äëÿ ztt (åãî çäåñü óäîáíåå èñïîëüçî-
âàòü, ÷åì óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè zss), ìîæíî ïîíèìàòü íåïîñðåäñòâåííî
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÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå (2.1.3) òîëüêî åñëè ñóììà ζ0 + ζT èìååò "äîïîëíè-
òåëüíóþ" ãëàäêîñòü (ò.å. ÿâëÿåòñÿ íå îäèí, à äâà ðàçà íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîãëàøåíèå î
ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðà Ðèìàíà íà Lζ â âèäå

Rβ
α

[
0

Lζ

]
(t, s) =

ζ ′(β)R(s− t, s+ t; β, β)− ζ ′(α)R(s− t, s+ t;α, α)

2
−

−1
2

∫ β

α

[
ζ ′(y)Rσ(s− t, s+ t; y, y) + ζ(y)(ϕ′ + ϕ2)(y)R(s− t, s+ t; y, y)

]
dy.

(2.1.3′)
Çàìå÷àíèå 3. Ïðè ðàññìîòðåíèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé, äîïóñêàþùèõ

ðàçðûâû âòîðîé ïðîèçâîäíîé (ñëàáûå ðàçðûâû) óñëîâèÿ (2.1.8) îïóñêàþò-
ñÿ. Ïðè äîïóùåíèè æå è ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ó íàñ îñòàåòñÿ òîëüêî óñëîâèå
(2.1.6) (à ïðè T < l � òîëüêî ïåðâîå óñëîâèå (2.1.5)).

2.1.4 Ñõåìà îáîñíîâàíèÿ

Îáîñíîâàíèå ôîðìóë îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé (ñì., íàïð., [78]-[81]) ñõå-
ìå ðåøåíèÿ çàäà÷ ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè. Â ïðÿìîóãîëüíèêå (t, s) ∈
[0, T ] × [0, l] ïðîâîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòèêè s − t = A è s + t = B (A è B
ïðèíèìàþò òå èëè èíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó
T è l è îò òîãî, íà ïðàâîé èëè íà ëåâîé ãðàíèöå âû÷èñëÿåòñÿ ãðàíè÷íîå
óïðàâëåíèå). Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå äàííûå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ðåøå-
íèå íà÷àëüíîé çàäà÷è â îáëàñòÿõ íèæå è âûøå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèê (íà ïëîñêîñòè (t, s), ãäå îñü s ïðåäïîëàãàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé, à îñü
t âåðòèêàëüíîé), ÷òî äàåò çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ. Çàòåì ïî
ýòèì çíà÷åíèÿì ðåøàåòñÿ çàäà÷à Ãóðñà, äàþùàÿ ðåøåíèå ñëåâà è ñïðàâà
îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ðåøåíèé ïðè
s = 0 è s = l ñîîòâåòñòâåííî è åñòü èñêîìûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ.

Åñëè T ≤ l, òî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÿâíî-
ãî âûðàæåíèÿ ÷àñòè êîíå÷íûõ äàííûõ ïî íà÷àëüíûì è îñòàëüíîé ÷àñòè
êîíå÷íûõ äàííûõ. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ ïðè-
õîäèòñÿ ïîäñòàâëÿòü íå â ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà, à â ôîðìóëû
ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïî åãî çíà÷åíèÿì ïðè t = θ è íà îä-
íîé èç õàðàêòåðèñòèê (ýòó çàäà÷ó ìû íàçâàëè çàäà÷åé Ôðèäëàíäåðà � ñì.
ï. 1.3.6).

Äëÿ îïåðèðîâàíèÿ ñ ðåøåíèÿìè íà÷àëüíîé, íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è,
çàäà÷è Ãóðñà è Ôðèäëàíäåðà, ìû èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â
íàèáîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå � â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ðèìàíà (ïàðàãðàô
� 1.4).
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Ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì (íà âçãëÿä àâòîðà, äàæå áîëåå âàæíûì,
÷åì ñàìè ôîðìóëû ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ îïèñàííàÿ íèæå òåõ-
íèêà óïðîùåíèÿ ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé
èëè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà èëè
Ôðèäëàíäåðà, íà îñíîâå ôîðìóë ñâåðòêè äëÿ ôóíêöèè Ðèìàíà, àíàëî-
ãè÷íûõ èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâàì äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé (â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ôóíêöèþ Ðèìàíà ïðè ϕ(s) ≡
const). Ýòè ôîðìóëû ñâåðòêè íåòðèâèàëüíû, äîãàäàòüñÿ îá èõ ñóùåñòâîâà-
íèè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, è âûéòè íà íèõ óäàëîñü ëèøü ÷åðåç ìåòîä
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí: ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, ïðåîáðàçóþ-
ùèõ ëåâóþ è ïðàâóþ âîëíû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, ôîðìó-
ëû ñâåðòêè èìåþò ìåñòî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà âîëí (ñì. ïàðàãðàô
� 1.2), à íàëè÷èå ñâåðòî÷íûõ ôîðìóë äëÿ ôóíêöèè Ðèìàíà ÿâëÿåòñÿ óæå
ñëåäñòâèåì ôîðìóë, âûðàæàþùèõ ôóíêöèþ Ðèìàíà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
ïåðåíîñà (ïàðàãðàô � 1.4). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñàì ôàêò âîçìîæíîñòè óïðîùå-
íèÿ ôîðìóë ïîçâîëÿåò ïåðåéòè â èññëåäîâàíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ âîëíîâûõ
óðàâíåíèé îò îáùèõ îáîñíîâàíèé ðàçðåøèìîñòè ñëîæíûõ, íå ýëåìåíòàð-
íûõ çàäà÷ ê âîïðîñàì î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ è ê ðàçðàáîòêå
àëãîðèòìîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

2.1.5 Ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà ñ äàííûìè, îïðåäåëÿåìû-
ìè ÷åðåç íà÷àëüíûå.Ñâåðòêè ôóíêöèé Ðèìàíà.

Ôîðìóëû ìû ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû õàðàêòåðèñòèê s − t = A,
s+ t = B, à äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ è
÷òî íàõîäèòñÿ, áóäåì ïîäñòàâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ A, B, s
è t.

Ìû ïðèâåäåì, äëÿ ïðîñòîòû, ôîðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ôîðìóë ïàðà-
ãðàôà � 1.3 ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ (1.0.2) ê óðàâíåíèþ (1.0.4). Ôîðìóëà
(1.4.13) ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä

z(t, s) =
z(s− t+ θ) + z(s+ t− θ)

2
+

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

[z(y)Rt(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ) + ζ(y)R(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ)] dy,

(2.1.11)
ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ðàâíà

zt(t, s) =
ζ(s− t+ θ) + ζ(s+ t− θ)

2
+
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+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

[ζ(y)Rt(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ)+Lz(y)R(s− t, s+ t, y− θ, y+ θ)] dy,

(2.1.12)
à ôîðìóëà (1.4.20) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà � âèä

z(t, s) =
1

2

[
f

(
A+B

2

)
+ g

(
A+B

2

)]
R(s− t, s+ t, A,B)+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

f ′(κ)R(s− t, s+ t, A, 2κ − A) dκ+ (2.1.13)

+

s−t+B
2∫

A+B
2

g′(κ)R(s− t, s+ t, 2κ −B,B) dκ

(ìû ïðåäñòàâèëè îáùåå çíà÷åíèå ôóíêöèé f è g â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèê â âèäå ïîëóñóììû çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé).

Èç ôîðìóëû (2.1.11) ïîäñòàíîâêàìè t = s−A è t = B−s ìîæíî ïîëó÷èòü
çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ � ôóíêöèè f(s) è g(s):

f(s) =
1

2
[zθ(A+ θ) + zθ(2s− A− θ)]+

+
1

2

2s−A−θ∫
A+θ

[zθ(y)Rt(A, 2s−A; y− θ, y+ θ)+ ζθ(y)R(A, 2s−A; y− θ, y+ θ)] dy,

(2.1.14)

g(s) =
1

2
[zθ(2s−B + θ) + zθ(B − θ)]+

+
1

2

B−θ∫
2s−B+θ

[zθ(y)Rt(2s−B,B; y−θ, y+θ)+ζθ(y)R(2s−B,B; y−θ, y+θ)] dy,

(2.1.15)
äèôôåðåíöèðîâàíèå (2.1.14) è (2.1.15) äàåò

f ′(s) = z′θ(2s− A− θ) + ζθ(2s− A− θ)+

+zθ(2s− A− θ)Rt(A, 2s− A; 2s− A− 2θ, 2s− A)+
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+

2s−A−θ∫
A+θ

[zθ(y)Rtη(A, 2s−A; y− θ, y+ θ)+ ζθ(y)Rη(A, 2s−A; y− θ, y+ θ)] dy,

(2.1.16)
g′(s) = z′θ(2s−B + θ)− ζθ(2s−B + θ)−

−zθ(2s−B + θ)Rt(2s−B,B; 2s−B, 2s−B + 2θ)+

+

B−θ∫
2s−B+θ

[zθ(y)Rtξ(2s−B,B; y−θ, y+θ)+ζθ(y)Rξ(2s−B,B; y−θ, y+θ)] dy.

(2.1.17)
Ýòè ôóíêöèè íåîáõîäèìî ïîäñòàâëÿòü â ôîðìóëó (2.1.13) ðåøåíèÿ çà-

äà÷è Ãóðñà ïðè θ = 0 è ïðè θ = T . Íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëó
(2.1.13) â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

zf(t, s)=
1

2
f

(
A+B

2

)
R(s−t, s+t;A,B)+

s+t+A
2∫

A+B
2

f ′(κ)R(s−t, s+t;A, 2κ−A)dκ

(2.1.18)
è

zg(t, s)=
1

2
g

(
A+B

2

)
R(s−t, s+t;A,B)+

s−t+B
2∫

A+B
2

g′(κ)R(s−t, s+t; 2κ−B,B)dκ

(2.1.19)
Ìû ïîäñòàâèì (2.1.16) è (2.1.17) â (2.1.18) è (2.1.19) ñîîòâåòñòâåííî, âû-
ïîëíèì óïðîùåíèÿ, à çàòåì óæå áóäåì ïðîñòî áðàòü íåîáõîäèìûå A, B è θ
è ñêëàäûâàòü ïîëó÷åííûå ôîðìóëû.

Ïîñêîëüêó è (2.1.16), è (2.1.17) ÿâíî ðàçäåëÿåòñÿ íà ñëàãàåìûå, ñîäåðæà-
ùèå zθ, è ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ζθ, ìû âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó ïî ÷àñòÿì,
íàõîäÿ ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè zfz, zfζ , zgz è zgζ . Ïîñêîëüêó ïðè ïîäñòà-
íîâêå ïîÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü îò θ, A è B, ìû áóäåì ÿâíî óêàçûâàòü åå â
àðãóìåíòàõ � ýòî ïîçâîëèò ïîòîì ïðîñòî óêàçàòü ïðè ñóììèðîâàíèè çíà÷å-
íèå ýòîãî àðãóìåíòà.

Ëåììà 2.1.1 Ôóíêöèè zfz, zfζ, zgz è zgζ âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè
ôîðìóëàìè:

zfζ(t, s; θ, A,B) =
1

2

s+t−θ∫
A+θ

ζθ(y)R(s− t, s+ t; y − θ, y + θ) dy+
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+

B−θ∫
A+θ

ζθ(y)Λ(y; s−t+θ, s+t−θ;A+θ,B−θ) dy. (2.1.20)

zfz(t, s; θ, A,B) =
1

2
zθ(s+t−θ)+

1

4
[zθ(A+θ)−zθ(B−θ)]R(s−t, s+t;A,B)+

+
1

2

s+t−θ∫
A+θ

zθ(y)Rt(s− t, s+ t; y − θ, y + θ) dy−

−
B−θ∫
A+θ

zθ(y)Λ
′(y; s− t+ θ, s+ t− θ;A+ θ, B − θ) dy. (2.1.21)

zgζ(t, s; θ, A,B) =
1

2

B−θ∫
s−t+θ

ζθ(y)R(s− t, s+ t; y − θ, y + θ) dy+

−
A+θ∫

B−θ

ζθ(y)Λ(y; s+t−θ, s−t+θ;B−θ, A+θ) dy. (2.1.22)

zgz(t, s; θ, A,B) =
1

2
zθ(s−t+θ)+

1

4
[zθ(B−θ)−zθ(A+θ)]R(s−t, s+t;A,B)+

+
1

2

B−θ∫
s−t+θ

zθ(y)Rt(s− t, s+ t; y − θ, y + θ)] dy−

−
A+θ∫

B−θ

zθ(y)Λ
′(y; s+ t− θ, s− t+ θ;B − θ, A+ θ) dy. (2.1.23)

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë (2.1.20)-(2.1.23)
âûðàæàþòñÿ ðàçíîñòüþ îïåðàòîðà Ðèìàíà (2.1.3) è îïåðàòîðà êîððåêöèè
(2.1.4), òàê ÷òî èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

zf(t, s; θ, A,B) = Rs+t−θ
(A+θ)

[
zθ
ζθ

]
(t− θ, s)− ΛB−θ

A+θ

[
zθ
ζθ

]
(t− θ, s), (2.1.24)

zg(t, s; θ, A,B) = Rs−t+θ
(B−θ)

[
zθ
−ζθ

]
(θ − t, s)− ΛA+θB−θ

[
zθ
−ζθ

]
(θ − t, s). (2.1.25)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Äîêàæåì ñíà÷àëà ôîðìóëó (2.1.20). Ïîäñòà-
íîâêà ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ζθ èç (2.1.14) (ïðè s = (A+B)/2) è èç (2.1.16)
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â ôîðìóëó (2.1.18) äàåò

zfζ(t, s; θ, A,B) =
1

4
R(s− t, s+ t;A,B)

B−θ∫
A+θ

ζθ(y)R(A,B; y − θ, y + θ) dy+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

ζθ(2κ − A− θ)R(s− t, s+ t;A, 2κ − A) dκ+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

2κ−A−θ∫
A+θ

ζθ(y)Rη(A, 2κ−A; y−θ, y+θ)R(s− t, s+ t;A, 2κ−A) dy dκ.

Çàìåíÿÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ y = 2κ−A− θ

è ìåíÿÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðàâèëó

s+t+A
2∫

A+B
2

2κ−A−θ∫
A+θ

. . . dy dκ =

s+t−θ∫
B−θ

A+s+t
2∫

A+y+θ
2

. . . dκ dy +
B−θ∫
A+θ

A+s+t
2∫

A+B
2

. . . dκ dy,

ïîëó÷àåì

zfζ(t, s; θ, A,B) =
1

4
R(s− t, s+ t;A,B)

B−θ∫
A+θ

ζθ(y)R(A,B; y − θ, y + θ) dy+

+
1

2

s+t−θ∫
B−θ

ζθ(y)R(s− t, s+ t;A, y + θ) dy+

+

s+t−θ∫
B−θ

ζθ(y)

A+s+t
2∫

A+y+θ
2

R(s− t, s+ t;A, 2κ−A)Rη(A, 2κ−A; y−θ, y+θ) dκ dy+

+

B−θ∫
A+θ

ζθ(y)

A+s+t
2∫

A+B
2

R(s− t, s+ t;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ) dκ dy.
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Ðàññìîòðèì âíóòðåííèé èíòåãðàë â ïåðâîì äâîéíîì èíòåãðàëå
A+η
2∫

A+y+θ
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ) dκ

Ýòî � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1.5) (÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿ-
ìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì), íà õàðàêòåðèñòèêå η = y + θ ýòî ðåøåíèå,
î÷åâèäíî, ðàâíî íóëþ, à íà õàðàêòåðèñòèêå ξ = A ïåðâûé ìíîæèòåëü ïîä
èíòåãðàëîì îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó, è èíòåãðàë îêàçûâàåòñÿ ðàâåí
1

2
[R(A, η; y− θ, y+ θ)−R(A, y+ θ; y− θ, y+ θ)] = 1

2
[R(A, η; y− θ, y+ θ)−1].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 1
2 [R(ξ, η; y − θ, y + θ) − R(ξ, η;A, y +

θ)], òàêæå ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1.5), óäîâëåòâîðÿåò òåì æå
óñëîâèÿì íà õàðàêòåðèñòèêàõ, è ïîýòîìó ñîâïàäàåò ñ íàøèì èíòåãðàëîì,
òàê ÷òî

A+η
2∫

A+y+θ
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ) dκ =

=
1

2
[R(ξ, η; y − θ, y + θ)−R(ξ, η;A, y + θ)]. (2.1.26)

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà âî âòîðîì äâîéíîì èíòåãðà-
ëå ïîäîáíîé ôîðìóëû ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ, è, ñêîðåå âñåãî, åå ïðîñòî íå
ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ìû ââåäåíèåì îáîçíà÷åíèÿ (2.1.1) ïðåâðàùàåì ýòîò
èíòåãðàë â

Λ(y; s− t+ θ, s+ t− θ;A+ θ, B− θ)+
1

2
R(s− t, s+ t; y− θ, y+ θ)−

−1

4
R(s− t, s+ t;A,B)R(A,B; y − θ, y + θ)

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé è äàåò, ïîñëå ñîêðàùåíèé, ôîðìóëó
(2.1.20).

Íåñêîëüêî ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ ôîðìóëîé (2.1.21). Ïîäñòàíîâêà â
(2.1.18) ñîäåðæàùèõ zθ ñëàãàåìûõ èç ôîðìóëû (2.1.14) (ïðè s = (A+B)/2)
è èç ôîðìóëû (2.1.16) äàåò

zfz(t, s; θ, A,B) =

s+t+A
2∫

A+B
2

2κ−A−θ∫
A+θ

zθ(y)Rtη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ)×
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×R(s− t, s+ t;A, 2κ − A) dy dκ+

+
1

4

zθ(A+ θ) + zθ(B − θ) +

B−θ∫
A+θ

zθ(y)Rt(A,B; y − θ, y + θ) dy

×

×R(s− t, s+ t;A,B) +

s+t+A
2∫

A+B
2

R(s− t, s+ t;A, 2κ − A)×

×[z′θ(2κ − A− θ) + zθ(2κ − A− θ)Rt(A, 2κ − A; 2κ − A− 2θ, 2κ − A)] dκ,

ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå è èíòåãðèðîâàíèÿ â íåì
ïî ÷àñòÿì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, à òàêæå çàìåíû ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ â
äâîéíîì èíòåãðàëå ïîëó÷àåì

zfz(t, s; θ, A,B) =

s+t−θ∫
B−θ

zθ(y)

A+s+t
2∫

A+y+θ
2

R(s− t, s+ t;A, 2κ − A)×

Rtη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ) dκ dy+

+

B−θ∫
A+θ

zθ(y)

A+s+t
2∫

A+B
2

R(s− t, s+ t;A, 2κ−A)Rtη(A, 2κ−A; y− θ, y+ θ) dκ dy+

+
1

4

zθ(A+ θ) + zθ(B − θ) +

B−θ∫
A+θ

zθ(y)Rt(A,B; y − θ, y + θ) dy

×

×R(s− t, s+ t;A,B) +
1

2
[zθ(s+ t− θ)− zθ(B − θ)R(s− t, s+ t;A,B)]+

+
1

2

s+t−θ∫
B−θ

zθ(y)[Rt(A, y + θ; y − θ, y + θ)R(s− t, s+ t;A, y + θ)−

−Rb(s− t, s+ t;A, y + θ)] dy

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ Rt = Ra−Rb (ñì. (1.4.11)-(1.4.12)) äëÿ àðãóìåí-
òîâ (s− t, s + t, y − θ, y + θ) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê − d

dθR(s−
t, s+ t; y− θ, y+ θ), âíóòðåííèå èíòåãðàëû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç
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ïðîèçâîäíóþ ïî θ îò (2.1.26) è îò (2.1.1). Äèôôåðåíöèðîâàíèå (2.1.1) äàåò
ôîðìóëó

A+s+t
2∫

A+B
2

R(s− t, s+ t;A, 2κ − A)Rtη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ) dκ =

= − d

dθ

A+s+t
2∫

A+B
2

R(s− t, s+ t;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ) dκ =

= − d

dθ
Λ(y; s− t+ θ, s+ t− θ;A+ θ, B − θ) +

1

2
Rt(s− t, s+ t; y− θ, y+ θ)−

−1

4
R(ξ, η;A,B)Rt(A,B; y − θ, y + θ)

äëÿ âòîðîãî âíóòðåííåãî èíòåãðàëà (íàïîìíèì, ÷òî ôèãóðèðóþùóþ
çäåñü ïðîèçâîäíóþ (2.1.2) ìû äîãîâîðèëèñü îáîçíà÷àòü ïðîñòî ÷åðåç Λ′).
Äëÿ ïåðâîãî æå âíóòðåííåãî èíòåãðàëà äèôôåðåíöèðîâàíèåì (2.1.26) ïî θ
ïîëó÷àåì

A+η
2∫

A+y+θ
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rtη(A, 2κ − A; y − θ, y + θ) dκ =

=
1

2
[Rt(ξ, η; y − θ, y + θ)−R(ξ, η;A, y + θ)Rη(A, y + θ; y − θ, y + θ)+

+Rb(ξ, η;A, y + θ)]. (2.1.27)

Ïîäñòàâëÿÿ âñå âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ è ïðîèçâîäÿ ñî-
êðàùåíèÿ, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (2.1.21).

Ôîðìóëû äëÿ (2.1.22)-(2.1.23) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî, ïðè ýòîì äëÿ âû-
ðàæåíèÿ âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ ÷åðåç òå æå ñàìûå Λ, Λ′ îñíîâíóþ ðîëü
èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî R(ξ, η; a, b) = R(η, ξ; b, a).

2.1.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1

Â òåîðåìå 2.1.1 ìû èìååì äåëî ñî ñëó÷àåì T ≤ l. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûå
ïðîáëåìû ñîñðåäîòî÷åíû âîêðóã óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è. Åñëè íà-
÷àëüíûå è êîíå÷íûå äàííûå ñîâìåñòíû, òî ðåøåíèå � ôóíêöèè ν(t) è µ(t)
� ïîëó÷àþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.1.24)-(2.1.25) â âèäå ν(t) = zf(t, 0; 0, 0, T ) +
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zg(t, 0;T, 0, T ), µ(t) = zf(t, l;T, l− T, l) + zg(t, l; 0, l− T, l), ÷òî è äàåò ôîð-
ìóëû (2.1.9)-(2.1.10); ïðè ýòîì â ôîðìóëàõ äëÿ µ óäîáíî âûïîëíèòü ïðèâå-
äåíèå àðãóìåíòîâ ê (t, 0), èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå èç (2.1.3) ðàâåíñòâî

Rβ
(α)

[
z

−ζ

]
(−t, s) = R

(α)
β

[
z

ζ

]
(t, s).

Îáñóäèì òåïåðü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è. Ýòè óñëîâèÿ ìîãóò áûòü
îïèñàíû íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïðîñòåéøèé èç íèõ � ñèììåòðè÷íàÿ ôîð-
ìà, óêàçàííàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.1.1 (äðóãèå ôîðìû óñëîâèé áó-
äóò îáñóæäàòüñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå). Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùèõ
ñîîáðàæåíèé. Ïðîâåäåì â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 ≤ s ≤ l, 0 ≤ t ≤ T õàðàê-
òåðèñòèêè s − t = 0, s + t = T , s − t = l − T , s + t = l è îáîçíà÷èì
M1 = (0, 0) M2 = (T/2, T/2), M3 = (T, 0), M4 = (l/2, l/2), M5 = (T, l),
M6 = (T/2, l − T/2), M7 = (0, l) è M8 = (T − l/2, l/2). Ãëàäêèå íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ãëàäêîå (êëàññè÷åñêîå) ðåøåíèå â òðå-
óãîëüíèêåM0M4M7, êîíå÷íûå � â òðåóãîëüíèêåM3M8M5, ýòè äâà ðåøåíèÿ
ñîâïàäàþò íà îáùåé ÷àñòè � â êâàäðàòå M8M2M4M6 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè ñîâïàäàþò íà îòðåçêå M2M6 âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé ïî t. Â ýòîì
ñëó÷àå îäíî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïðîäîëæåíèåì äðóãîãî, ïîýòîìó
ñóæåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ íà êàæäóþ èç óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì, è ðåøåíèå ìîæåò áûòü ãëàäêî ïðîäîëæåíî, êàê ðåøåíèå çàäà÷è
Ãóðñà, â ëåâûé òðåóãîëüíèê M1M2M3 è â ïðàâûé òðåóãîëüíèê M5M6M7.
Óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ðåøåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ íà îòðåçêå M2M6 è åñòü
óñëîâèÿ (2.1.5), îíè ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîäñòà-
íîâêè â (2.1.11) è (2.1.12) ñ îäíîé ñòîðîíû � çíà÷åíèé θ = 0, t = T/2, à
ñ äðóãîé � çíà÷åíèé θ = T , t = T/2. Ïðèâåäåíèå èíòåãðàëîâ ê ïîäîáèþ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâ èç ñëåäñòâèé 1-2 ëåììû 1.4.2
R(ξ+ θ, η− θ; a+ θ, b− θ) = R(ξ, η; a, b) = R(η, ξ; b, a) è ïîëó÷àåìûõ èç íèõ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì òîæäåñòâ Rt(ξ+θ, η−θ; a+θ, b−θ) = Rt(ξ, η; a, b) =
−Rt(η, ξ; b, a). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.1 çàâåðøåíî.
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� 2.2 Âûðàæåíèå êîíå÷íûõ äàííûõ ÷åðåç íà÷àëüíûå â

çàäà÷àõ óñëîâíîé óïðàâëÿåìîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå, êàê è â ïðåäûäóùåì, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷-
íîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.4): ïî çàäàííûì íà÷àëüíûì äàí-
íûì z0(s) = z(0, s) è ζ0(s) = zt(0, s) è êîíå÷íûì äàííûì zT (s) = z(T, s)
è ζT (s) = zt(T, s) íàéòè òàêèå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ν(t) = z(t, 0) è
µ(t) = z(t, l), êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïåðåâåñòè ñòðóíó èç çàäàííîãî íà÷àëüíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.1, ïðè T ≤ l
ðåøåíèå èìååòñÿ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèé. Ýòè óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿþò ÷àñòü äàííûõ ïî
îñòàëüíûì äàííûì. Êîíå÷íî, õîòåëîñü áû óìåòü ðàçðåøàòü ýòè óñëîâèÿ
îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ èëè îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ äàííûõ è, åñëè òàêîå
ðàçðåøåíèå îñóùåñòâëåíî, òî âûïèñàòü ôîðìóëû äëÿ óïðàâëåíèé ÷åðåç òå
äàííûå, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è íå ñâÿçàíû
íèêàêèìè îãðàíè÷åíèÿìè.

2.2.1 Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì

Çäåñü, êàê è ðàíåå, ÷åðåç R(ξ, η, a, b) îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ Ðèìà-
íà (1.1.5) ñ ïðîèçâîäíûìè (1.4.7)-(1.4.12), ÷åðåç Λ(y; ξ, η, A,B) � ôóíêöèÿ
(2.1.1), à ÷åðåç Λ′(y; ξ, η, A,B) � åå ïðîèçâîäíàÿ (2.1.2). Â ôîðìóëèðîâêàõ
áóäóò, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, èñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðû Ðèìàíà
(2.1.3) è êîððåêöèè (2.1.4).

Òåîðåìà 2.2.1 Ïðè T ≤ l/2 óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðàçðåøè-
ìîñòü çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (óñëîâèÿ (2.1.5) òåîðåìû 2.1.1) ìî-
ãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ôîðìå, ÿâíî âûðàæàþùåé êîíå÷íóþ ñêîðîñòü íà
âñåì [0, l], êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå íà [T, l − T ] è ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ÷å-
ðåç íà÷àëüíûå äàííûå è çíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ zT íà [0, T ] è íà
[l − T, l]:

zT (s) = Rs+T
s−T

[
z0
ζ0

]
(T, s), ζT (s) = Rs+T

s−T

[
ζ0
Lz0

]
(T, s), s ∈ [T, l − T ];

(2.2.1)

ζT (s) = 2R(T )
s

[
0

LzT

]
(0, s) + 2

{
Rs+T

(0) − Λ2T
0

}[ ζ0
Lz0

]
(T, s), s ∈ [0, T ];

(2.2.2)

ζT (s)=2Rs
(l−T )

[
0

LzT

]
(0, s) + 2

{
Rs−T

(l) −Λl−2T
l

}[ ζ0
−Lz0

]
(T, s), s ∈ [l − T, l].

(2.2.3)
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Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå äàííûå è çíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ zT íà
[0, T ] è íà [l − T, l] îêàçûâàþòñÿ óæå ñâîáîäíûìè, íå ñâÿçàííûìè íèêà-
êèìè îãðàíè÷åíèÿìè, åñëè íå ñ÷èòàòü çíà÷åíèé zT è åå ïðîèçâîäíûõ â
òî÷êàõ s = T è s = l − T , êîòîðûå äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè

zT (T − 0) = R2T
0

[
z0
ζ0

]
(T, T ), z′T (T − 0) =

d

ds
Rs+T
s−T

[
z0
ζ0

]
(T, s)

∣∣∣∣
s=T

,

(LzT )(T − 0) = R2T
0

[
Lz0
Lζ0

]
(T, T ) (2.2.4)

â òî÷êå s = T è ôîðìóëàìè

zT (l−T +0) = Rl
l−2T

[
z0
ζ0

]
(T, T ), z′T (l−T +0) =

d

ds
Rs+T
s−T

[
z0
ζ0

]
(T, s)

∣∣∣∣
s=l−T

,

(LzT )(l − T + 0) = Rl
l−2T

[
Lz0
Lζ0

]
(T, l − T ) (2.2.5)

â òî÷êå s = l − T .
Òîëüêî ÷åðåç ñâîáîäíûå äàííûå âûðàæàþòñÿ è ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ

ν(t)=2R
(T )
T−t

[zT
0

]
+
(
Rt

(0)−Λ2T
0

)[z0
ζ0

]
(t, 0)−

(
R2T−t

(0) −Λ2T
0

)[z0
ζ0

]
(2T − t, 0),

(2.2.6)

µ(t) = 2Rl+t−T
(l−T )

[zT
0

]
+
(
Rl−t

(l) − Λl−2T
l

)[ z0
−ζ0

]
(−t, l)−

−
(
Rl+t−2T

(l) − Λl−2T
l

)[ z0
−ζ0

]
(t− 2T, l). (2.2.7)

Çàìå÷àíèå.È â (2.2.4), è â (2.2.5) èñïîëüçóåòñÿ ïðèíÿòîå â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå ñîãëàøåíèå äëÿ ëèøü îäèí ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè ζ(s) ñ÷èòàòü

Rβ
α

[
0

Lζ

]
(t, s) =

ζ ′(β)R(s− t, s+ t; β, β)− ζ ′(α)R(s− t, s+ t;α, α)

2
−

−1
2

∫ β

α

[
ζ ′(y)Rσ(s− t, s+ t; y, y) + ζ(y)(ϕ′ + ϕ2)(y)R(s− t, s+ t; y, y)

]
dy.

(2.1.3′)

Òåîðåìà 2.2.2 Ïðè l/2 < T < l óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðàçðåøè-
ìîñòü çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (óñëîâèÿ (2.1.5) òåîðåìû 2.1.1) ìî-
ãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ôîðìå, ÿâíî âûðàæàþùåé êîíå÷íóþ ñêîðîñòü íà
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[0, l−T ] è íà [0, T ] ÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå, êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå zT è çíà-
÷åíèÿ êîíå÷íîé ñêîðîñòè íà [l − T, T ]. Íà [0, l − T ] ýòà ñêîðîñòü äàåòñÿ
ôîðìóëîé

ζT (s) = 2
{
Rs+T

(0) − Λl0

}[ ζ0
−Lz0

]
(T, s)− 2

{
Rs

(T ) − Λl−TT

}[ ζT
LzT

]
(0, s),

(2.2.8)
à íà [T, l] � ôîðìóëîé

ζT (s)=−2
{
Rs−T

(l) − Λ0
l

}[ ζ0
−Lz0

]
(−T, s)− 2

{
Rs

(l−T ) − ΛTl−T

}[ ζT
−LzT

]
(0, s).

(2.2.9)
×åðåç ñâîáîäíûå äàííûå âûðàæàþòñÿ è ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ: ïðè 0 ≤

t ≤ 2T − l

ν(t) =
{
Rt

(0) − Λl0

}[z0
ζ0

]
(t, 0) +

{
RT−t

(l−T ) − ΛTl−T

}[ zT
−ζT

]
(T − t, 0), (2.2.10)

µ(t) =
{
Rl+T−t

(l) − Λ0
l

}[ z0
−ζ0

]
(−t, l) +

{
Rl−T+t

(T ) − Λl−TT

}[zT
ζT

]
(t− T, l),

(2.2.11)
à ïðè 2T − l ≤ t ≤ T

ν(t) =
{
Rt

(0) − Λl0

}[z0
ζ0

]
(t, 0)−

{
R2T−t

(0) − Λl0

}[z0
ζ0

]
(2T − t, 0)+

+2R
(T )
T−t

[zT
0

]
(t−T, 0)−Λl−TT

[
zT
ζT

]
(T − t, 0)+Λl−TT

[
zT
ζT

]
(t−T, 0), (2.2.12)

µ(t) =
{
Rl−t

(l) − Λ0
l

}[ z0
−ζ0

]
(−t, l)−

{
Rl−2T+t

(l) − Λ0
l

}[ z0
−ζ0

]
(t− 2T, l)+

+2Rl−T+t
(l−T )

[zT
0

]
(t− T, l)− ΛTl−T

[
zT
−ζT

]
(t− T, l) + ΛTl−T

[
zT
−ζT

]
(T − t, l).

(2.2.13)
Çíà÷åíèÿ zT è ζT è èõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ T è l−T ñîîòíîøåíèÿìè

(2.2.8)-(2.2.9) íå îïðåäåëÿþòñÿ (ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ s îíè îáðàùàþòñÿ
â òîæäåñòâà), à äîëæíû áûòü íàéäåíû èç ïÿòè óñëîâèé, èãðàþùèõ òó
æå ðîëü, ÷òî è óñëîâèÿ (2.1.6)-(2.1.8) ïðè l = T â òåîðåìå 2.1.1

Rl
0

[
z0
ζ0

]
(
l

2
,
l

2
) = RT

l−T

[
zT
−ζT

]
(T − l

2
,
l

2
),

Rl
0

[
ζ0
Lz0

]
(
l

2
,
l

2
) = RT

l−T

[
ζT

−LzT

]
(T − l

2
,
l

2
), (2.2.14)
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d

ds
R
s+l/2
s−l/2

[
z0
ζ0

]
(
l

2
, s)

∣∣∣∣
s=l/2

=
d

ds
R
s+T−l/2
s−T−l/2

[
zT
−ζT

]
(T − l

2
, s)

∣∣∣∣
s=l/2

, (2.2.15)

d

ds
R
s+l/2
s−l/2

[
ζ0
Lz0

]
(
l

2
, s)

∣∣∣∣
s=l/2

=
d

ds
R
s+T−l/2
s−T−l/2

[
ζT

−LzT

]
(T − l

2
, s)

∣∣∣∣
s=l/2

, (2.2.16)

Rl
0

[
Lz0
Lζ0

]
(
l

2
,
l

2
) = RT

l−T

[
LzT
−LζT

]
(T − l

2
,
l

2
). (2.2.17)

Çàìå÷àíèå. Â ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè, èñïîëü-
çóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ (Boundary Control Method èëè, êî-
ðî÷å, BC-ìåòîä � ñì. [25]), íåîáõîäèìî ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
ïîëó÷èòü çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ïðè ýòîì íå çà-
äàåòñÿ. Äëÿ ýòîé ïîñòàíîâêè èç òåîðåì 2-3 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè
T > l/2 óïðàâëÿåìîñòü èìååò ìåñòî: â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû (2.2.8)-(2.2.9)
ïðåâðàùàþòñÿ ïðîñòî â ÿâíîå îïèñàíèå òîé êîíå÷íîé ñêîðîñòè, êîòîðàÿ
íå çàäàâàëàñü. Ïðè T < l/2 óïðàâëÿåìîñòü îòñóòñòâóåò , òàê êàê óñëîâèå
(2.2.1) èñêëþ÷àåò ïðîèçâîë â âûáîðå êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ zT . Â "ïîãðàíè÷-
íîì" ñëó÷àå T = l/2 óïðàâëÿåìîñòü èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè òðîéíîãî
óñëîâèÿ zT (l/2) = z′T (l/2) = z′′T (l/2) = 0 (êîòîðîå, åñòåñòâåííî, ìîæåò áûòü
îñëàáëåíî ïóòåì ïåðåõîäà îò êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ê îáîáùåííûì � òîãäà
â íåì îñòàþòñÿ óñëîâèÿ òîëüêî íà òå ïðîèçâîäíûå, äëÿ êîòîðûõ â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïîíèìàíèè ðåøåíèÿ çíà÷åíèÿ â òî÷êå îïðåäåëåíû), è ãðàíè÷íûå
óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè

ν(t) = zT (T − t) +

T∫
T−t

zT (y)Rt(T − t, t− T ; y, y) dy,

µ(t) = zT (l + t− T ) +

l+t−T∫
l−T

zT (y)Rt(l − t+ T, l + t− T ; y, y) dy.

2.2.2 Ôîðìóëû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

Ìû ïðèâåäåì ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå èç ôîðìóë � 1.4 ïðè ïåðåõîäå îò óðàâ-
íåíèÿ (1.0.2) ê óðàâíåíèþ (1.0.4), êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåì 2.2.1-2.2.2.
Äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè zθ(s) = z(θ, s)

è ζθ(s) = zt(θ, s) íà ïðÿìîé t = θ ôîðìóëà ðåøåíèÿ èìååò âèä

z(t, s) =
1

2
[zθ(s− t+ θ) + zθ(s+ t− θ)]+
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+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

[zθ(y)Rt(s− t, s+ t; y− θ, y+ θ)+ ζθ(y)R(s− t, s+ t; y− θ, y+ θ)] dy,

(2.1.11)
à åå ïðîèçâîäíàÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

zt(t, s) =
1

2
[ζθ(s+ t− θ) + ζθ(s− t+ θ)]+

+
1

2

s+t−θ∫
s−t+θ

[ζθ(y)Rt(s−t, s+t; y−θ, y+θ)+(Lzθ)(y)R(s−t, s+t; y−θ, y+θ) dy].

(2.1.12)
Â òåðìèíàõ îáîçíà÷åíèé (2.1.3)

z(t, s) = Rs+t−θ
s−t+θ

[
zθ
ζθ

]
(t− θ, s), zt(t, s) = Rs+t−θ

s−t+θ

[
ζθ
Lzθ

]
(t− θ, s).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà ñ äàííûìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ z|s−t=A =
f(s), z|s+t=B = g(s) â ïðåäïîëîæåíèè ñîãëàñîâàíèÿ äàííûõ f([A+B]/2)=
g([A+B]/2) ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé

z(t, s) =
1

2

[
f

(
A+B

2

)
+ g

(
A+B

2

)]
R(s− t, s+ t;A,B)+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

f ′(κ)R(s− t, s+ t;A, 2κ−A) dκ+

s−t+B
2∫

A+B
2

g′(κ)R(s− t, s+ t; 2κ−B,B) dκ.

(2.1.13)
Ôîðìóëà ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôðèäëàíäåðà (ñ äàííûìè íà õàðàêòåðèñòèêå

è íà ïðÿìîé t = θ) â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè s− t = A èìååò âèä

z(t, s) =

s+t+A
2∫

A+θ

f ′(κ)R(s− t, s+ t;A, 2κ − A) dκ−

−

s−t+A
2 + θ∫
A+θ

f ′(κ)R(s− t, s+ t; 2κ − A− 2θ, A+ 2θ) dκ+

+zθ(s− t+ θ)−
s−t+θ∫
A+θ

zθ(y)Rt(s− t, s+ t; y − θ, y + θ) dy, (2.2.18)
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ãäå f(s) � çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêå, à zθ(s) � çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ
íà ïðÿìîé t = θ. Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè s+ t = B ðåøåíèå èìååò âèä

z(t, s) = zθ(s+ t− θ) +

s+t−θ∫
B−θ

zθ(y)Rt(s− t, s+ t; y − θ, y + θ) dy+

+

s−t+B
2∫

B−θ

g′(κ)R(s− t, s+ t; 2κ −B,B) dκ−

−

s+t+B
2 − θ∫
B−θ

g′(κ)R(s− t, s+ t;B − 2θ, 2κ −B + 2θ)dκ. (2.2.19)

Â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå â
ï. 2.1.5 ôîðìóëû, äàþùèå ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó (2.1.13)
ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà äàííûõ íà õàðàêòåðèñòèêàõ z|s−t=A = f(s), z|s+t=B=
g(s), êîòîðûå âû÷èñëåíû ïî íà÷àëüíûì (ïðè t = 0) è êîíå÷íûì (ïðè t = θ)
äàííûì: ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ýòî ðåøåíèå
îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

z(t, s) = zf(t, s; 0, A,B) + zg(t, s; θ, A,B),

z(t, s) = zg(t, s; 0, A,B) + zf(t, s; θ, A,B),

ãäå zf è zg îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

zf(t, s; θ, A,B) = Rs+t−θ
(A+θ)

[
zθ
ζθ

]
(t− θ, s)− ΛB−θ

A+θ

[
zθ
ζθ

]
(t− θ, s), (2.1.24)

zg(t, s; θ, A,B) = Rs−t+θ
(B−θ)

[
zθ
−ζθ

]
(θ − t, s)− ΛA+θB−θ

[
zθ
−ζθ

]
(θ − t, s). (2.1.25)

2.2.3 Ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò Λ(y; ξ, η;A,B)

Ïîñêîëüêó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 2.2.1-2.2.2 íàì ïðèäåòñÿ ïîñòîÿííî èñ-
ïîëüçîâàòü ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò è åãî ïðîèçâîäíûå, ìû ïðèâåäåì
ôîðìóëû èõ âûðàæåíèÿ è íàéäåì çíà÷åíèÿ Λ è Λy ïðè y = A è y = B.
Ïðåæäå âñåãî âîñïðîèçâåäåì ôîðìóëó (2.1.1)

Λ(y; ξ, η;A,B) =

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η, A; 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y, y) dκ−
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−1

2
R(ξ, η; y, y) +

1

4
R(ξ, η;A,B)R(A,B; y, y), (2.1.1)

è åå äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷èì ïðîèçâîäíûå îò Λ ïî t, y, à òàêæå
Λ′(y; ξ, η;A,B):

Λt(y; ξ, η;A,B) =

A+η
2∫

A+B
2

Rt(ξ, η;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y, y) dκ+

+
1

2
Rη(A, η; y, y)−

1

2
Rt(ξ, η; y, y) +

1

4
Rt(ξ, η;A,B)R(A,B; y, y), (2.2.20)

Λy(y; ξ, η;A,B) =

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rση(A, 2κ − A; y, y) dκ−

−1

2
Rσ(ξ, η; y, y) +

1

4
R(ξ, η;A,B)Rσ(A,B; y, y), (2.2.21)

Λ′(y; ξ, η;A,B) = −

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rtη(A, 2κ − A; y, y) dκ+

+
1

2
Rt(ξ, η; y, y)−

1

4
R(ξ, η;A,B)Rt(A,B; y, y). (2.2.22)

Ïðîèçâîäíûå Λ′ è Λt ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Äåéñòâèòåëüíî, èõ ñóììà
ðàâíà ΛA−ΛB, à îáå ýòè ïðîèçâîäíûå âûðàæàþòñÿ êîíå÷íûìè ôîðìóëàìè.
Äëÿ ΛB ýòî ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì (2.1.1)

ΛB(y; ξ, η;A,B)=
1

4
[Rb(ξ, η;A,B)R(A,B; y, y)−R(ξ, η;A,B)Rη(A,B; y, y)].

(2.2.23)
Â ôîðìóëå æå ïðîèçâîäíîé ΛA

ΛA(y; ξ, η;A,B) =
1

2
Rη(A, η; y, y)−

1

2
R(ξ, η;A,B)Rη(A,B; y, y)+

+

A+η
2∫

A+B
2

[(Ra−Rb)(ξ, η;A, 2κ−A)Rη(A, 2κ−A; y, y)+

+R(ξ, η;A, 2κ −A)(Rηξ −Rηη)(A, 2κ −A; y, y)] dκ+
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+
1

4
[Ra(ξ, η;A,B)R(A,B; y, y) +R(ξ, η;A,B)Rξ(A,B; y, y)]

ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîä èíòåãðàëîì ñëàãàåìîãî

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rηξ(A, 2κ − A; y, y) =

= R(ξ, η;A, 2κ − A)
1

4
(ϕ′ + ϕ2)(κ)R(A, 2κ − A; y, y) =

= Rab(ξ, η;A, 2κ − A)R(A, 2κ − A; y, y)

ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îêàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî κ îò

1

2
[Ra(ξ, η;A, 2κ−A)R(A, 2κ−A; y, y)−R(ξ, η;A, 2κ−A)Rη(A, 2κ−A; y, y)],

÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíòåãðàë è ïîñëå ñîêðàùåíèé äàåò äëÿ ΛA ôîð-
ìóëó

ΛA(y; ξ, η;A,B) =

=
1

4
[R(ξ, η;A,B)Rξ(A,B; y, y)−Ra(ξ, η;A,B)R(A,B; y, y)]. (2.2.24)

Âû÷èòàÿ èç ôîðìóëû (2.2.24) ôîðìóëó (2.2.23), ïîëó÷àåì, ÷òî

Λt(y; ξ, η;A,B) + Λ′(y; ξ, η;A,B) =
1

4
[R(ξ, η;A,B)Rs(A,B; y, y)−

−Rσ(ξ, η;A,B)R(A,B; y, y)].
(2.2.25)

Ïîâòîðíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷àþòñÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå

(Λ′)t(y; ξ, η;A,B) = −

A+η
2∫

A+B
2

Rt(ξ, η;A, 2κ − A)Rtη(A, 2κ − A; y, y) dκ−

−1

2
Rtη(A, η; y, y) +

1

2
Rtt(ξ, η; y, y)−

1

4
Rt(ξ, η;A,B)Rt(A,B; y, y) (2.2.26)

è

Λyy(y; ξ, η;A,B) =

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rσση(A, 2κ − A; y, y) dκ

−1

2
Rσσ(ξ, η; y, y) +

1

4
R(ξ, η;A,B)Rσσ(A,B; y, y) (2.2.27)
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(çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Rσση ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà �
ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð èç ôîðìóëû (1.4.12)). Ýòè ïðîèçâîäíûå òàêæå ñâÿ-
çàíû ìåæäó ñîáîé: èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.4.14), ïîëó÷àåì èç (2.2.27), ÷òî

Λyy(y; ξ, η;A,B)− [ϕ′(y) + ϕ2(y)]Λ(y; ξ, η;A,B) = −1

2
Rtt(ξ, η; y, y)+

+
1

4
R(ξ, η;A,B)Rtt(A,B; y, y) +

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rttη(A, 2κ − A; y, y) dκ,

è ñëîæåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà ñ (2.2.26) äàåò

Λyy(y; ξ, η;A,B)− (ϕ′(y) + ϕ2(y))Λ(y; ξ, η;A,B) + (Λ′)t(y; ξ, η;A,B) =

=

A+η
2∫

A+B
2

[R(ξ, η;A, 2κ − A)Rttη(A, 2κ − A; y, y)−

−Rt(ξ, η;A, 2κ − A)Rtη(A, 2κ − A; y, y)] dκ − 1

2
Rtη(A, η; y, y)+

+
1

4
[R(ξ, η;A,B)Rtt(A,B; y, y)−Rt(ξ, η;A,B)Rt(A,B; y, y)].

Ïîñêîëüêó ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

R(ξ, η;A,B)Rttη(A,B; y, y)−Rt(ξ, η;A,B)Rtη(A,B; y, y) =

=
d

dB
[R(ξ, η;A,B)Rtη(A,B; y, y)−Ra(ξ, η;A,B)Rt(A,B; y, y)]

(÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ðàñêðûòèåì ïðîèçâîäíîé â ïðàâîé ÷àñòè, èñïîëüçîâàíèåì
òîæäåñòâ

Rξη =
1

4

[
ϕ′
(
ξ + η

2

)
+ ϕ2

(
ξ + η

2

)]
R,

Rab =
1

4

[
ϕ′
(
a+ b

2

)
+ ϕ2

(
a+ b

2

)]
R (2.2.28)

è ðàâåíñòâ Ra − Rb = Rη − Rξ = Rt), ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ñîêðàùåíèé
ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

Λyy(y; ξ, η;A,B)− (ϕ′(y) + ϕ2(y))Λ(y; ξ, η;A,B) + (Λ′)t(y; ξ, η;A,B) =

=
1

4
[Rσ(ξ, η;A,B)Rt(A,B; y, y)−R(ξ, η;A,B)Rts(A,B; y, y)]. (2.2.29)
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Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ Λ è åå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî y
ïðè y = A,B. ×òî êàñàåòñÿ çíà÷åíèé ñàìîé ôóíêöèè, òî îíè ðàâíû

Λ(A; ξ, η;A,B) = −1

2
R(ξ, η;A,A) +

1

4
R(ξ, η;A,B),

Λ(B; ξ, η;A,B) = −1

4
R(ξ, η;A,B) (2.2.30)

(ïåðâîå � ïîñêîëüêó Rη(ξ, η; a, b) = 0 ïðè ξ = a, à âòîðîå � â ñèëó ôîðìóëû
(2.1.26), êîòîðàÿ ïðè θ = 0 ïðèíèìàåò âèä

A+η
2∫

A+y
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rη(A, 2κ − A; y, y) dκ =
1

2
[R(ξ, η; y, y)−R(ξ, η;A, y)].

(2.2.31)
×òî êàñàåòñÿ çíà÷åíèé ïðè y = A,B ïðîèçâîäíîé ïî y, òî

Λy(B; ξ, η;A,B) =
1

4
R(ξ, η;A,B)Rs(A,B;B,B)− 1

2
Rb(ξ, η;A,B) (2.2.32)

� ýòî ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé y = B â ôîðìóëó

A+η
2∫

A+y
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rση(A, 2κ − A; y, y) dκ =
1

2
R(ξ, η;A, y)Rη(A, y; y, y)+

+
1

2
Rσ(ξ, η; y, y)−

1

2
Rb(ξ, η;A, y), (2.2.33)

ïîëó÷àþùóþñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì (2.2.31). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ æå
Λy(A; ξ, η;A,B) íàì ïðèäåòñÿ ÿâíî ïîñ÷èòàòü âòîðîé ìíîæèòåëü ïîä èíòå-
ãðàëîì:

Rση(A, η;A,A) =
d

dη
Rσ(A, η;A,A).

Ïîñêîëüêó ïðè ξ = a âûïîëíåíî Rη(ξ, η; a, b) = Rb(ξ, η; a, b) = 0,

Rσ(A, η;A,A) = −Rτ(A, η;A,A) = Rt(A, η;A,A) = −Rξ(A, η;A,A),

çíà÷èò

Rση(A, η;A,A) = −Rξη(A, η;A,A) = −1

4
[ϕ′ + ϕ2]

(
A+ η

2

)
R(A, η;A,A),
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à ïîñêîëüêó âòîðîé ìíîæèòåëü ðàâåí åäèíèöå, Rση(A, 2κ − A;A,A) =
−1

4(ϕ
′ + ϕ2)(κ). Íî òîãäà, â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà (2.2.28) ïîäûíòåãðàëü-

íîå âûðàæåíèå óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

−Rab(ξ, η;A, 2κ − A) = −1

2

d

dκ
Ra(ξ, η;A, 2κ − A)

è èíòåãðàë ïîëíîñòüþ âû÷èñëÿåòñÿ, ÷òî äàåò íàì (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
Ra(ξ, η; a, b) = 0 ïðè b = η)

Λy(A; ξ, η;A,B) =
1

2
Ra(ξ, η;A,B)−

−1

2
Rσ(ξ, η;A,A) +

1

4
R(ξ, η;A,B)Rσ(A,B;A,A). (2.2.34)

2.2.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.1

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2.1 (T ≤ l/2) òðåóãîëüíèê (0, 0) − (l/2, l/2) − (0, l)
"íàêðûâàåò"÷àñòü ïðÿìîé t = T , è òîãäà íà ýòîì îòðåçêå êîíå÷íûå äàííûå
äîëæíû ïðîñòî îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè (2.1.11), (2.1.12) äëÿ ðåøåíèÿ íà-
÷àëüíîé çàäà÷è ñ θ = 0, t = T , z = z0, ζ = ζ0. Ýòî è åñòü, ñ ó÷åòîì
îáîçíà÷åíèé (2.1.3), ôîðìóëû (2.2.3).

Íà îòðåçêàõ æå [0, T ] è [l− T, l], ëåæàùèõ âíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà, îäíî
èç êîíå÷íûõ äàííûõ îïðåäåëÿåòñÿ äðóãèì (íàïðèìåð, êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü �
êîíå÷íûì ïîëîæåíèåì), êîòîðîå ìîæåò óæå çàäàâàòüñÿ ïî÷òè ïðîèçâîëüíî
(åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå � òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè zT (s) è åå ïðîèç-
âîäíûõ â òî÷êàõ s = T è s = l − T äàåò óñëîâèÿ (2.2.4) è (2.2.5) ñî-
îòâåòñòâåííî). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå äàííûå îïðåäåëÿþò
îäíîçíà÷íî ðåøåíèå íà õàðàêòåðèñòèêàõ s = t è s + t = l âïëîòü äî ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé t = T , â "ëåâîì" è "ïðàâîì" òðåóãîëüíèêàõ, îòðåçàåìûõ
ýòèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ìû îêàçûâàåìñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è Ôðèäëàíäå-
ðà. Äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè, ïîëó÷åííûìè
íàìè â ï. 2.1.5: â ôîðìóëó (2.2.18) ïîäñòàâèòü ïðîèçâîäíóþ f ′(s) çíà÷åíèÿ
f(s) = z(s−A, s) ðåøåíèÿ (2.1.11) ïðè s− t = A è çíà÷åíèå zT (s) ðåøåíèÿ
íà ïðÿìîé t = T .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïîâòîðÿòü ñíîâà âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
ïîäñòàíîâêîé, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè, êîòîðûå
ìû óæå îäèí ðàç ïðîýêñïëóàòèðîâàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, è êîòî-
ðûå ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ôîðìóëû (2.2.18) ïîëó÷à-
þòñÿ èç ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà, åñëè g(s) = −f(s) íà ïðÿìîé
s+ t = A+ 2T . ×òîáû ýòîãî äîáèòüñÿ, äîñòàòî÷íî íà ïðÿìîé t = 2T âçÿòü
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"ñèììåòðè÷íûå" íà÷àëüíûì äàííûå z2T (s) = −z0(s), ζ2T (s) = ζ0(s) è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (2.1.24) ïðè θ = A = 0, B = 2T è (2.1.25) ïðè
A = 0, B = θ = 2T . Ýòî äàåò äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

z(t, s) =
(
Rs+t

0 − Λ2T
0

) [z0
ζ0

]
(t, s)−

(
Rs−t+2T

0 − Λ2T
0

) [z0
ζ0

]
(2T − t, s)+

+2R
(T )
s−t+T

[zT
0

]
(t− T, s). (2.2.35)

Ïîäñòàíîâêà ñþäà s = 0 ïðèâîäèò ê (2.2.6). Âû÷èñëåíèå æå ïðîèçâîäíîé
ïðè t = T ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñëîâèå (2.2.2). Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàåò âû÷èñëåíèå òîò ôàêò, ÷òî ïðè t = T ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé êàê
ïðîèçâîäíûå îò ïàðû ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâëåííûõ îïåðàòîðàìè Ðèìàíà îò
íà÷àëüíûõ äàííûõ, òàê è ïðîèçâîäíûå îò ïàðû ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâëåí-
íûõ îïåðàòîðàìè êîððåêöèè, ïîýòîìó ïðîèçâîäíûå äîñòàòî÷íî âû÷èñëÿòü
òîëüêî äëÿ îäíîãî ñëàãàåìîãî èç êàæäîé ïàðû.

Ëåììà 2.2.1 Ïðîèçâîäíûå îïåðàòîðà Ðèìàíà è îïåðàòîðà êîððåêöèè
îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

d

dt
Rs+t

(α)

[
z

ζ

]
(t, s) = Rs+t

(α)

[
ζ

Lz

]
(t, s)+

+
1

2
[z′(α)R(s− t, s+ t;α, α)− z(α)Rσ(s− t, s+ t;α, α)], (2.2.36)

d

dt
Λβα

[
z

ζ

]
(t, s) = Λβα

[
ζ

Lz

]
(t, s)+

+
1

2
[z′(α)R(s− t, s+ t;α, α)− z(α)Rσ(s− t, s+ t;α, α)]+

+
1

2
Rσ(s− t, s+ t;α, β)

{
Rβ
α

[
z

ζ

]
(t, s)

}
s−t=α
s+t=β

−

−1

2
R(s− t, s+ t;α, β)

{
d

ds
Rs+t
s−t

[
z

ζ

]
(t, s)

}
s−t=α
s+t=β

. (2.2.37)

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (2.2.36) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìûì äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé Rtt ïî ôîðìóëå (1.4.14) è èíòåãðèðîâà-
íèåì ïî ÷àñòÿì âûðàæåíèÿ z(y)Rσσ(s− t, s+ t; y, y), â êîòîðîì âòîðîé ìíî-
æèòåëü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y îò R(s−t, s+t; y, y).

Ôîðìóëà (2.2.37) îáîñíîâûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî âûêëàäêè òðåáó-
þòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèå. Äèôôåðåíöèðîâàíèå (2.1.4) äàåò

d

dt
Λβα

[
z

ζ

]
(t, s) =

1

4
[z(β)− z(α)]Rt(s− t, s+ t;α, β)+
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+

∫ β

α

[z(y)Λ′
t(y; s− t, s+ t;α, β)− ζ(y)Λt(y; s− t, s+ t;α, β)] dy.

Âûðàæàÿ â èíòåãðàëå Λt ÷åðåç Λ′ ïî ôîðìóëå (2.2.25), à (Λ′)t � ÷åðåç Λyy ïî
ôîðìóëå (2.2.29) è èíòåãðèðóÿ z(y)Λyy ïî ÷àñòÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.2.30),
(2.2.32), (2.2.34), ìû ïîëó÷àåì, ïîñëå âûäåëåíèÿ óêàçàííûõ â ïðàâîé ÷àñòè
(2.2.37) ñëàãàåìûõ, ÷òî âñå îñòàâøèåñÿ âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû âçàèìíî
óíè÷òîæàþòñÿ, è òåì ñàìûì ôîðìóëà (2.2.37) òàêæå îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâîé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóë (2.2.36)-(2.2.37) â ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé îò
(2.2.35) äàåò êàê ðàç (2.2.2), òàê êàê â ñèëó (2.2.1)

zT (T ) = R2T
0

[
z0
ζ0

]
(T, T ), z′T (T ) =

d

ds
Rs+T
s−T

[
z0
ζ0

]
(T, s)

∣∣∣∣
s=T

,

òàê ÷òî âñå äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, âîçíèêàþùèå ïðè äèôôåðåíöèðî-
âàíèè, âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.

Ôîðìóëû (2.2.3) è (2.2.7) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà 2.2.1 äîêàçà-
íà.

2.2.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.2.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë ðåøåíèÿ ïðîâåäåì õàðàêòåðèñòèêè s = t è s+t = l,
à ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîé èç íèõ ñ ïðÿìîé t = T ïðîâåäåì åùå
ïî îäíîé õàðàêòåðèñòèêå, êîòîðûå áóäóò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè s− t =
l − 2T è s + t = 2T ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè äîïîëíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòè-
êè ðàçîáüþò êàæäûé èç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ (0, 0)-(T, 0)-(T, l−T )-(l/2, l/2)
è (l, 0)-(T, l)-(T, T )-(l/2, l/2) íà òðåóãîëüíèê è òðàïåöèþ. Âíóòðè òðàïå-
öèè íàì óäîáíåå âû÷èñëÿòü ðåøåíèå, ñ÷èòàÿ åãî ðåøåíèåì çàäà÷è Ãóðñà ñ
äàííûìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ s = t è s+t = l, à â òðåóãîëüíèêàõ (2T−l, 0)-
(T, 0)-(l − T, T ) è (2T − l, l) − (T, l) − (T, T ) � êàê ðåøåíèå çàäà÷è Ôðèä-
ëàíäåðà íà òðåóãîëüíèêàõ (0, 0)-(0, T )-(T, T ) è (0, l) − (T, l) − (l − T, T )
ñîîòâåòñòâåííî.

Óñëîâèå äâóêðàòíîé íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïîëó÷åííûõ ðå-
øåíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ïÿòüþ óñëîâèÿìè (2.2.14)-(2.2.17), êîòîðûå ñîãëàñî-
âûâàþò ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå íèæå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê s = t
è s+t = l, èñõîäÿ èç íà÷àëüíûõ äàííûõ, è ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå âûøå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê, èñõîäÿ èç êîíå÷íûõ äàííûõ.

Ïîñêîëüêó ôîðìóëû (2.2.10)-(2.2.11), çàäàþùèå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ
ïðè t ≤ 2T − l, ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé â

ν(t) = zf(t, 0; 0, 0, l) + zg(t, 0;T, 0, l), µ(t) = zf(t, l;T, 0, l) + zg(t, l; 0, 0, l),
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âûðàæåíèé zf è zg ïî ôîðìóëàì (2.1.24)-(2.1.25), ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà
âòîðîé ÷àñòè çàäà÷è � âû÷èñëåíèè ðåøåíèÿ â òðåóãîëüíèêàõ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òðåóãîëüíèê (0, 0)-(0, T )-(T, T ). Çäåñü ìû óæå íå
ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (2.1.24)-(2.1.25), ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ
z(t, s) íà õàðàêòåðèñòèêå s− t = 0 òåïåðü îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè òîëüêî ïðè s ≤ l/2, à ïðè s ≥ l/2 îíè çàäàþòñÿ óæå êîíå÷íûìè
äàííûìè, èç-çà ÷åãî ïåðâûå äâà èíòåãðàëà â (2.2.18) ïðèõîäèòñÿ êàæäûé
äåëèòü íà äâå ÷àñòè, ïîäñòàâëÿÿ ïðè κ < l/2 îäíó ôîðìóëó, à ïðè κ > l/2
� äðóãóþ.

Îäíàêî íè÷òî íå ìåøàåò ïðîñëåäîâàòü ñõåìå, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.1 ïðè âûâîäå ñàìèõ ôîðìóë (2.1.24)-(2.1.25).
Äëÿ ýòîãî ìû îáîçíà÷èì ñóæåíèå ôóíêöèè f(s) íà [0, l/2], îïðåäåëÿåìîå
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ÷åðåç f0(s), åå ñóæåíèå íà [l/2, T ], îïðåäåëÿåìîå
êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè � ÷åðåç fT (s), à ðåøåíèå z(t, s), ïîëó÷àåìîå ïîäñòà-
íîâêîé â (51) ôóíêöèè f(s), ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû zf0(t, s) è zfT (t, s)
ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ äàííûõ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ

f0(s) =
1

2
[z0(0) + z0(2s)] +

1

2

2s∫
0

[z0(y)Rt(0, 2s; y, y) + ζ0(y)R(0, 2s; y, y)] dy,

fT (s)=
1

2
[zT (T ) + zT (2s− T )]− 1

2

T∫
2s−T

[zT (y)Rt(0, 2s; y − T, y + T )+

+ζT (y)R(0, 2s; y − T, y + T )]dy,

è ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ

f ′0(s) = z′0(2s) + z0(2s)Rt(0, 2s; 2s, 2s) + ζ0(2s)+

+

2s∫
0

[z0(y)Rtη(0, 2s; y, y) + ζ0(y)Rη(0, 2s; y, y)] dy,

f ′T (s) = z′T (2s−T )+ zT (2s−T )Rt(0, 2s; 2s− 2T, 2s)+ ζT (2s−T )−

−
T∫

2s−T

[zT (y)Rtη(0, 2s; y−T, y+T )+ζT (y)Rη(0, 2s; y−T, y+T )] dy,

â (51), ïîëó÷èì äëÿ zf0 è zfT âûðàæåíèÿ
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zf0(t, s) = −
l/2∫

s+t
2

[z′0(2κ) + z0(2κ)Rt(0, 2κ; 2κ, 2κ) + ζ0(2κ)]×

×R(s− t, s+ t; 0, 2κ) dκ−

−
l/2∫

s+t
2

2κ∫
0

[z0(y)Rtη(0, 2κ; y, y) + ζ0(y)Rη(0, 2κ; y, y)]R(s− t, s+ t; 0, 2κ) dy dκ+

+

l/2∫
s−t
2 + T

[z′0(2κ)+z0(2κ)Rt(0, 2κ; 2κ, 2κ)+ζ0(2κ)]R(s− t, s+ t; 2κ−2T, 2T ) dκ+

+

l/2∫
s−t
2 + T

2κ∫
0

[z0(y)Rtη(0, 2κ; y, y) + ζ0(y)Rη(0, 2κ; y, y)]×

×R(s− t, s+ t; 2κ − 2T, 2T ) dy dκ,

zfT (t, s)=−
T∫
l
2

[z′T (2κ−T )+zT (2κ−T )Rt(0, 2κ; 2κ−2T, 2κ)+ζT (2κ−T )]×

×R(s− t, s+ t; 0, 2κ) dκ+

+

T∫
l/2

T∫
2κ−T

[zT (y)Rtη(0, 2κ; y − T, y + T ) + ζT (y)Rη(0, 2κ; y − T, y + T )]×

×R(s− t, s+ t; 0, 2κ) dy dκ+

+

T∫
l/2

[z′T (2κ − T ) + zT (2κ − T )Rt(0, 2κ; 2κ − 2T, 2κ) + ζT (2κ − T )]×

×R(s− t, s+ t; 2κ − 2T, 2T ) dκ−

−
T∫

l/2

T∫
2κ−T

[zT (y)Rtη(0, 2κ; y − T, y + T ) + ζT (y)Rη(0, 2κ; y − T, y + T )]×

×R(s− t, s+ t; 2κ − 2T, 2T ) dy dκ.
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Ëåììà 2.2.2 Âûðàæåíèÿ zf0 è zfT ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

zf0(t, s) =
{
Rs+t

(0) − Λl0

}[z0
ζ0

]
(t, s)−

{
Rs+2T−t

(0) − Λl0

}[z0
ζ0

]
(2T − t, s)+

+
1

2
[R(s− t, s+ t; l − 2T, 2T )−R(s− t, s+ t; 0, l)]Rl

0

[
z0
ζ0

]
(
l

2
,
l

2
), (2.2.38)

zfT (t, s) = Λl−TT

[
zT
ζT

]
(t− T, s)− Λl−TT

[
zT
ζT

]
(T − t, s)+

+
1

2
[R(s−t, s+t; 0, l)−R(s−t, s+t; l−2T, 2T )]Rl−T

T

[
zT
ζT

]
(
l

2
−T, l

2
). (2.2.39)

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè
ïðèâåäåííûì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.1: â îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëàõ
îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííîé, ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå z′θ èíòåãðèðó-
þòñÿ ïî ÷àñòÿì, à äâîéíûå èíòåãðàëû âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë
(2.1.1), (2.2.22), (2.2.31) è ôîðìóëû (2.1.27) ïðè θ = 0

A+η
2∫

A+y
2

R(ξ, η;A, 2κ − A)Rtη(A, 2κ − A; y, y) dκ =

=
1

2
[Rt(ξ, η; y, y)−R(ξ, η;A, y)Rη(A, y; y, y) +Rb(ξ, η;A, y)].

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóë (2.2.38), (2.2.39) â ôîðìóëó (2.2.18) äàåò äëÿ ðåøå-
íèÿ ôîðìóëó

z(t, s) =
{
Rs+t

(0) − Λl0

}[z0
ζ0

]
(t, s)−

{
Rs+2T−t

(0) − Λl0

}[z0
ζ0

]
(2T − t, s)+

+2R
(T )
s−t+T

[zT
0

]
(t−T, s)+Λl−TT

[
zT
ζT

]
(t−T, s)−Λl−TT

[
zT
ζT

]
(T−t, s) (2.2.40)

(ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â (2.2.38) è (2.2.39) óíè÷òîæèëèñü ââèäó
(2.2.14)). Èç ýòîé ôîðìóëû ïðè s = 0 ïîëó÷àåòñÿ (2.2.12). Äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå æå (2.2.40) ïî ôîðìóëàì (2.2.36)-(2.2.37) ëåììû 2.2.1 äàåò, ïîñëå
ïîäñòàíîâêè t = T , ôîðìóëó (2.2.8). Àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ â òðå-
óãîëüíèêå (0, l)-(T, l)-(l − T, T ) ïîçâîëÿþò èç ôîðìóëû (2.2.19) ïîëó÷èòü
ôîðìóëû (2.2.13) è (2.2.9). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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� 2.3 Çàäà÷à ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè ïðè T > l

2.3.1 Ñëó÷àé T > l. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î áåçóñëîâíîé óïðàâ-
ëÿåìîñòè.

Çäåñü ìû, êàê è â ñëó÷àå òåîðåì 2.1.1-2.2.2, èñïîëüçóåì âûðàæåíèå ðåøå-
íèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà R(ξ, η; a, b) óðàâíåíèÿ (1.1.5), ôóíêöèè
Λ(y; ξ, η;A,B) è ïîðîæäàåìûõ èìè îïåðàòîðîâ Ðèìàíà è îïåðàòîðîâ êîð-
ðåêöèè. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, íàì ïîíàäîáèòñÿ ïå-
ðåíîñèòü äàííûå íå òîëüêî ñ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ t = 0, t = T , íî è
ñ âåðòèêàëüíûõ s = 0, s = l. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ èñïîëüçîâàòü
íåñêîëüêî äðóãèå ìîäèôèêàöèè îïåðàòîðà Ðèìàíà

R̃β
α

[
z

ζ

]
σ

(t, s) =
z(α) + z(β)

2
+

1

2

∫ β

α

[ζ(τ)R(s− t, s+ t;σ − τ, σ + τ)−

−z(τ)Rσ(s− t, s+ t;σ − τ, σ + τ)] dτ
(2.3.1)

è îïåðàòîðà êîððåêöèè

Λ̃βα

[
z

ζ

]
σ

(t, s;A,B) =
1

4
[z(β)− z(α)]R(s− t, s+ t, A,B)−

−
∫ β

α

[ζ(τ)Λ(σ; s−t, s+t;A−τ, B+τ)−z(τ)Λy(σ; s−t, s+t;A−τ, B+τ)] dτ,

(2.3.2)
à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå óñå÷åííûå îïåðàòîðû R̃β

(α), R̃
(β)
α , R̃(β)

(α), è óñå÷åí-

íûå îïåðàòîðû êîððåêöèè Λ̃
(β)
α è Λ̃β(α) (âçÿòèå â êðóãëûå ñêîáêè èíäåêñîâ α

è/èëè β ïî-ïðåæíåìó îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âíåèíòåãðàëü-
íûõ ÷ëåíîâ).

Îïåðàòîð (2.3.1) îïèñûâàåò ïåðåíîñ äàííûõ z(t) = z(t, σ) è ζ(t) =
zs(t, σ) ñ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé s = σ â òî÷êó (t, s). Èíäåêñ σ çà êâàä-
ðàòíîé ñêîáêîé â (2.3.1)-(2.3.2) óêàçûâàåò, ñ êàêîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé
ïåðåíîñÿòñÿ äàííûå, óêàçàííûå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Òåîðåìà 2.3.1 Åñëè T > l, òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷-
íîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.4) íà îòðåçêå [0, l] ñóùåñòâóåò
äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ äàííûõ z0(s), ζ0(s), zT (s), ζT (s), îäíà-
êî îíî íå åäèíñòâåííî. Ïðîèçâîë çàäàåòñÿ âûáîðîì ãðàíè÷íûõ ðåæèìîâ
ν(t) = ν∗(t), µ(t) = µ∗(t) ïðè 0 ≤ t ≤ T − l. Åñëè ýòîò ðåæèì çàäàí, òî
ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ïðè T − l ≤ t ≤ T îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

ν(t) =
{
Rt

(l−T ) − ΛTl−T

}[z0
ζ0

]
(t, 0) +

{
RT−t

(0) − Λl0

}[ zT
−ζT

]
(T − t, 0)+
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+2
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
(T−l−2lm)

[ν∗
0

]
−2lm

(t, 0)− Λ̃
(0)
T−l−2lm

[ν∗
0

]
−2lm

(t, 0; l − T, T )

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(t−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, 0)− Λ̃
(T−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, 0; l − T, T )
}
+

+2
∞∑
m=0

{
R̃t−l−2lm

(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, 0)− Λ̃T−l−2lm
(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, 0; l − T, T )

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(0)
(T−2lm)

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, 0)− Λ̃
(0)
T−2lm

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, 0; l − T, T )

}
,

(2.3.3)

µ(t) =
{
Rl−t

(T ) − Λl−TT

}[ z0
−ζ0

]
(−t, l) +

{
Rl+t−T

(l) − Λ0
l

}[zT
ζT

]
(t− T, l)+

+2
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
(t−l−2lm)

[ν∗
0

]
−2lm

(t, l) + Λ̃
(0)
T−l−2lm

[ν∗
0

]
2lm

(t,−l;−T, T − l)

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(T−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, l) + Λ̃
(T−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
−2lm

(t,−l;−T, T − l)

}
+

+2
∞∑
m=0

{
R̃T−l−2lm

(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, l) + Λ̃T−l−2lm
(0)

[µ∗
0

]
−l−2lm

(t,−l;−T, T − l)

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(0)
(t−2lm)

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, l) + Λ̃
(0)
T−2lm

[µ∗
0

]
−l+2lm

(t,−l;−T, T − l)

}
.

(2.3.4)
Ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ν∗(t) è µ∗(t) çàäàíû íà [0, T − l], è äîëæíû óäî-

âëåòâîðÿòü, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå áûëî êëàññè÷åñêèì, øåñòè óñëî-
âèÿì ñîãëàñîâàíèÿ ïðè t = 0

ν∗(+0) = z0(0), ν̇∗(+0) = ζ0(0), ν̈∗(+0) = Lz0(0),
µ∗(+0) = z0(l), µ̇∗(+0) = ζ0(l), µ̈∗(+0) = Lz0(l),

(2.3.5)

è ïÿòè óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ (àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì (2.1.6)-(2.1.8) òåî-
ðåìû 2.1.1), â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê, ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî
íèæå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê, èñõîäÿ èç íà÷àëüíûõ äàííûõ
ñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷íûìè ðåæèìàìè ν∗, µ∗ è ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî âûøå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê � èñõîäÿ èç êîíå÷íûõ äàííûõ. Ýòè
óñëîâèÿ èìåþò âèä

RT
l−T

[
z0
ζ0

]
(T − l

2
,
l

2
)−Rl

0

[
zT
−ζT

]
(
l

2
,
l

2
)+
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+
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
T−l−2lm

[ν∗
0

]
0
(T − l

2
,
l

2
+ 2lm)+

+R̃T−l−2lm
(0)

[µ∗
0

]
l
(T − l

2
,
l

2
− 2lm)

}
−

−
∞∑
m=1

{
R̃T−2lm

(0)

[ν∗
0

]
0
(T − l

2
,
l

2
− 2lm)+

+R̃
(0)
T−2lm

[µ∗
0

]
l
(T − l

2
,
l

2
+ 2lm)

}
= 0, (2.3.6)

RT
l−T

[
ζ0
Lz0

]
(T − l

2
,
l

2
)−Rl

0

[
ζT

−LzT

]
(
l

2
,
l

2
)+

+
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
T−l−2lm

[
ν ′∗
0

]
0

(T − l

2
,
l

2
+ 2lm)+

+R̃T−l−2lm
(0)

[
µ′∗
0

]
l

(T − l

2
,
l

2
− 2lm)

}
−

−
∞∑
m=1

{
R̃T−2lm

(0)

[
ν ′∗
0

]
0

(T − l

2
,
l

2
− 2lm)+

+R̃
(0)
T−2lm

[
µ′∗
0

]
l

(T − l

2
,
l

2
+ 2lm)

}
= 0, (2.3.7)

d

ds

[
R
s+T−l/2
s−T+l/2

[
z0
ζ0

]
(T − l

2
, s)−R

s+l/2
s−l/2

[
zT
−ζT

]
(
l

2
, s)+

+
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
T−l/2−s−2lm

[ν∗
0

]
0
(T − l

2
, s+ 2lm)+

+R̃
T−l/2−s+2lm
(0)

[µ∗
0

]
l
(T − l

2
, s− 2lm)

}
−

−
∞∑
m=1

{
R̃
T−l/2+s−2lm
(0)

[ν∗
0

]
0
(T − l

2
, s− 2lm)+

+R̃
(0)
T+l/2−s−2lm

[µ∗
0

]
l
(T − l

2
, s+ 2lm)

}]
s=l/2

= 0, (2.3.8)

RT
l−T

[
Lz0
Lζ0

]
(T − l

2
,
l

2
)−Rl

0

[
LzT
−LζT

]
(
l

2
,
l

2
)+
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+
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
T−l−2lm

[
ν ′′∗
0

]
0

(T − l

2
,
l

2
+ 2lm)+

+R̃T−l−2lm
(0)

[
µ′′∗
0

]
l

(T − l

2
,
l

2
− 2lm)

}
−

−
∞∑
m=1

{
R̃T−2lm

(0)

[
ν ′′∗
0

]
0

(T − l

2
,
l

2
− 2lm)+

+R̃
(0)
T−2lm

[
µ′′∗
0

]
l

(T − l

2
,
l

2
+ 2lm)

}
= 0, (2.3.9)

d

ds

[
R
s+T−l/2
s−T+l/2

[
ζ0
Lz0

]
(T − l

2
, s)−R

s+l/2
s−l/2

[
ζT

−LzT

]
(
l

2
, s)+

+
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
T−l/2−s−2lm

[
ν ′∗
0

]
0

(T − l

2
, s+ 2lm)+

+R̃
T−l/2−s+2lm
(0)

[
µ′∗
0

]
l

(T − l

2
, s− 2lm)

}
−

−
∞∑
m=1

{
R̃
T−l/2+s−2lm
(0)

[
ν ′∗
0

]
0

(T − l

2
, s− 2lm)+

+R̃
(0)
T+l/2−s−2lm

[
µ′∗
0

]
l

(T − l

2
, s+ 2lm)

}]
s=l/2

= 0. (2.3.10)

Âî âñåõ ôîðìóëàõ (2.3.3)-(2.3.4), (2.3.6)-(2.3.10) ñ÷èòàåòñÿ ôîð-
ìàëüíî ν∗(τ) = µ∗(τ) ≡ 0 ïðè τ < 0, òàê ÷òî ñóììèðîâàíèå ðåàëüíî
ïðîèñõîäèò òîëüêî ïî òåì çíà÷åíèÿì m, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èíäåêñû ó R̃ è Λ̃ áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè.

2.3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.1

Äîêàçàòåëüñòâî â öåëîì îñóùåñòâëÿåòñÿ âñå ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåì 2.1.1-2.2.2. Íà ýòîò ðàç ìû áóäåì ïðîäîëæàòü ðåøåíèå
÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè s − t = l − T è s + t = T . Âûøå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.1.11) ïðè θ = T ,
÷òî â òåðìèíàõ îïåðàòîðà (2.1.3) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

z(t, s) = Rs−t+T
s+t−T

[
zT
−ζT

]
(T − t, s). (2.3.11)
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Íèæå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ñóììîé ôîð-
ìóëû (2.1.11) ïðè θ = 0 è ôîðìóë

z(t, s) =
∞∑
m=0

[ν∗(t− s− 2lm)+

+

∫ t−s−2lm

0

ν∗(τ)Rσ(s+ 2lm− t, s+ 2lm+ t;−τ, τ)dτ
]
+

+
∞∑
m=1

[
−ν∗(t+ s− 2lm) +

∫ t+s−2lm

0

ν∗(τ)Rσ(s− 2lm− t, s− 2lm+ t;−τ, τ)dτ
]
,

(2.3.12)

z(t, s) =
∞∑
m=0

[µ∗(t+ s− l − 2lm)−

−
t+s−l−2lm∫

0

µ∗(τ)Rσ(s− 2lm− t, s− 2lm+ t; l − τ, l + τ)dτ

−
−

∞∑
m=0

[µ∗(t− s− l − 2lm)+

+

t−s−l−2lm∫
0

µ∗(τ)Rσ(s+ 2lm− t, s+ 2lm+ t;−l − τ,−l + τ)dτ

 , (2.3.13)

ïîëó÷àåìûõ èç 1.4.17 è (1.4.19) ñîîòâåòñòâåííî. Â òåðìèíàõ ââåäåííûõ îïå-
ðàòîðîâ ïåðåíîñà ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è íèæå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

z(t, s) = Rs+t
s−t

[
z0
ζ0

]
(t, s)+

+2
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
t−s−2lm

[ν∗
0

]
0
(t, s+ 2lm) + R̃

t+s−l(2m+1)
(0)

[µ∗
0

]
l
(t, s− 2lm)

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃t+s−2lm

(0)

[ν∗
0

]
0
(t, s− 2lm) + R̃

(0)
t−s−l(2m−1)

[µ∗
0

]
l
(t, s+ 2lm)

}
.

(2.3.14)
Äëÿ âûðàæåíèÿ óñëîâèé ãëàäêîé ñòûêîâêè ðåøåíèé (2.3.11)-(2.3.14) â

òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê (T−l/2, l/2) íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
ëåììà.
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Ëåììà 2.3.1 Ïðîèçâîäíûå ïî t îò îïåðàòîðîâ R̃ âûðàæàþòñÿ ñëåäó-
þùèìè ôîðìóëàìè:

d

dt
R̃s+t−σ
s−t+σ

[
z

ζ

]
σ

(t, s) = R̃s+t−σ
s−t+σ

[
z′

ζ ′

]
σ

(t, s),

d

dt
R̃s+t−σ

(α)

[
z

ζ

]
σ

(t, s) = R̃s+t−σ
(α)

[
z′

ζ ′

]
σ

(t, s)+

+
1

2
[ζ(α)R(s− t, s+ t, σ − α, σ + α)− z(α)Rσ(s− t, s+ t, σ − α, σ + α)].

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì è èñ-
ïîëüçîâàíèåì òîãî, ÷òî Rt = −Rτ , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó-
÷åííûå èíòåãðàëû ïî ÷àñòÿì, è ïðèâîäèò ê òðåáóåìûì ôîðìóëàì. Ìîæíî
ïîñòóïèòü è ïî-äðóãîìó: ñäåëàâ çàìåíó â èíòåãðàëàõ τ − t = y, ïîëó÷èòü
âûðàæåíèÿ, â êîòîðûõ îò t çàâèñÿò òîëüêî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè z, ζ,
òàê ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîñòî ïåðåíîñèòñÿ íà ýòè ôóíêöèè ÷åðåç çíàê
èíòåãðàëà. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè (2.3.14) ïî t ñëåäóåò
çàìåíèòü ν∗ è µ∗ íà ïðîèçâîäíûå ýòèõ ôóíêöèé è ó÷åñòü âíåèíòåãðàëü-
íûå ÷ëåíû. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ï. 1.4.3, ýòè ÷ëåíû óíè÷òîæàþòñÿ òåìè
äîïîëíèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè
ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (2.3.14) èç-çà ðàçðûâîâ íå÷åòíî ïðîäîëæåííûõ çà
ïðåäåëû [0, l] íà÷àëüíûõ óñëîâèé z0(s) è ζ0(s) (ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü
èãðàþò êàê ðàç óñëîâèÿ (2.3.5)). Â ðåçóëüòàòå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðåøå-
íèé (2.3.11) è (2.3.14) âûðàæàþòñÿ â ôîðìå ñîîòíîøåíèé (2.3.6)-(2.3.10).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ æå ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé ν(t) è µ(t) ïðè t ≥ T − l

íàì íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèÿ îáîèõ íàéäåííûõ íàìè ðåøåíèé (2.3.11),
(2.3.14) íà õàðàêòåðèñòèêàõ, è ïîäñòàâèòü èõ â ôîðìóëó (2.1.13) äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà. Çäåñü ìû ñíîâà ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè
(2.1.24)-(2.1.25), äàþùèìè ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ýòó ôîðìóëó òîé ÷àñòè
ôîðìóë (2.3.11)-(2.3.14), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè
äàííûìè (îíè ðàâíû zf(t, s; 0, l− T, T ) è zg(t, s;T, l− T, T ) ñëåâà îò òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê è zg(t, s; 0, l − T, T ) è zf(t, s;T, l − T, T ) ñïðà-
âà îò ýòîé òî÷êè), îäíàêî ýòî äàåò íàì ëèøü ÷àñòü ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó
íà íèæíåé ïîëîâèíå õàðàêòåðèñòèê çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íå
òîëüêî íà÷àëüíûìè äàííûìè, íî è ãðàíè÷íûìè ðåæèìàìè ν(t) = ν∗(t) è
µ(t) = µ∗(t) ïðè 0 ≤ t ≤ T−l. Ïîýòîìó ðåøåíèå ñëåâà îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
õàðàêòåðèñòèê áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóììó

z(t, s) = zf(t, s; 0, l − T, T ) + zg(t, s;T, l − T, T )+
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+zfν(t, s; l − T, T ) + zfµ(t, s; l − T, T ),

à ñïðàâà � ñóììó

z(t, s) = zf(t, s;T, l − T, T ) + zg(t, s; 0, l − T, T )+

+zgν(t, s; l − T, T ) + zgµ(t, s; l − T, T ),

ãäå zfν(t, s;A,B), zfµ(t, s;A,B), zgν(t, s;A,B) è zgµ(t, s;A,B) � ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó (2.1.13) ôóíêöèé fν,µ(s) è gν,µ(s), âû÷èñëÿåìûõ
êàê çíà÷åíèÿ (2.3.12) è (2.3.13) íà õàðàêòåðèñòèêàõ s − t = A è s + t = B
ñîîòâåòñòâåííî

fν(s)=
∞∑
m=0

[
ν∗(−A− 2lm)+

∫ −A−2lm

0

ν∗(τ)Rσ(A+ 2lm, 2s− A+ 2lm,−τ, τ)dτ
]
−

−
∞∑
m=1

[
ν∗(2s− A− 2lm)−

∫ 2s−A−2lm

0

ν∗(τ)Rσ(A− 2lm, 2s− A− 2lm,−τ, τ)dτ
]
,

(2.3.15)

fµ(s)=
∞∑
m=0

[µ∗(2s− A− l(2m+ 1))−

−
2s−A−l(2m+1)∫

0

µ∗(τ)Rσ(A− 2lm, 2s− A− 2lm, l − τ, l + τ)dτ

−
−

∞∑
m=1

[µ∗(−A− l(2m− 1))+

+

∫ −A−l(2m−1)

0

µ∗(τ)Rσ(A+ 2lm, 2s− A+ 2lm, l − τ, l + τ)dτ

]
,

gν(s) =
∞∑
m=0

[ν∗(B − 2s− 2lm)+

+

∫ B−2s−2lm

0

ν∗(τ)Rσ(2s+ 2lm−B,B + 2lm,−τ, τ)dτ
]
−

−
∞∑
m=1

[
ν∗(B − 2lm)−

∫ B−2lm

0

ν∗(τ)Rσ(2s− 2lm−B,B − 2lm,−τ, τ)dτ
]
,

gµ(s)=
∞∑
m=0

[µ∗(B − l(2m+ 1))−
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−
∫ B−l(2m+1)

0

µ∗(τ)Rσ(2s− 2lm−B,B − 2lm, l − τ, l + τ)dτ

]
−

−
∞∑
m=1

[µ∗(B − 2s− l(2m− 1))+

+

B−2s−l(2m−1)∫
0

µ∗(τ)Rσ(2s+ 2lm−B,B + 2lm, l − τ, l + τ)dτ

 .
Ëåììà 2.3.2 Ôóíêöèè zfν(t, s;A,B), zfµ(t, s;A,B), zgν(t, s;A,B) è

zgµ(t, s;A,B) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

zfν(t, s;A,B) = 2
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
(−A−2lm)

[ν∗
0

]
−2lm

(t, s)−

−Λ̃
(0)
−A−2lm

[ν∗
0

]
−2lm

(t, s;A,B)

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(s+t−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, s)− Λ̃
(B−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, s;A,B)
}
, (2.3.16)

zfµ(t, s;A,B) = 2
∞∑
m=0

{
R̃s+t−l−2lm

(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, s)−

−Λ̃B−l−2lm
(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, s;A,B)

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(0)
(l−2lm−A)

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, s)− Λ̃
(0)
l−2lm−A

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, s;A,B)

}
,

(2.3.17)

zgν(t, s;A,B) = 2
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
(t−s−2lm)

[ν∗
0

]
−2lm

(t, s)+

+Λ̃
(0)
−A−2lm

[ν∗
0

]
2lm

(t,−s;−B,−A)
}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(B−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, s) + Λ̃
(B−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
−2lm

(t,−s;−B,−A)
}
,

(2.3.18)
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zgµ(t, s;A,B) = 2
∞∑
m=0

{
R̃B−l−2lm

(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, s)+

+Λ̃B−l−2lm
(0)

[µ∗
0

]
−l−2lm

(t,−s;−B,−A)
}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(0)
(t−s+l−2lm)

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, s) + Λ̃
(0)
l−2lm−A

[µ∗
0

]
−l+2lm

(t,−s;−B,−A)
}
.

(2.3.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ fν , îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé
(2.3.15), è åå ïðîèçâîäíóþ

f ′ν(s) = 2
∞∑
m=1

[−ν ′∗(2s− A− 2lm) + ν∗(2s− A− 2lm)Rσ(2s− 4lm, 0, 0, 0)]+

+2
∞∑
m=0

∫ −A−2lm

0

ν∗(τ)Rση(A+ 2lm, 2s− A+ 2lm,−τ, τ)dτ+

+2
∞∑
m=1

∫ 2s−A−2lm

0

ν∗(τ)Rση(A− 2lm, 2s− A− 2lm,−τ, τ)dτ

â ôîðìóëó

z(t, s) =
1

2
f

(
A+B

2

)
R(s− t, s+ t, A,B)+

+

s+t+A
2∫

A+B
2

f ′(κ)R(s− t, s+ t, A, 2κ − A) dκ,

ñîäåðæàùóþ òå ñëàãàåìûå èç (2.1.13), êîòîðûå çàâèñÿò îò f . Ïîñëå çàìåíû
ïåðåìåííîé â îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëàõ, ïåðåìåíû ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ
â äâîéíûõ èíòåãðàëàõ è èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë

2

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η, A, 2κ − A)Rση(A, 2κ − A, y − τ, y + τ) dκ =

= 2Λy(y; ξ + τ, η − τ, A+ τ, B − τ) +Rσ(ξ, η, y − τ, y + τ)−

−1

2
R(ξ, η;A,B)Rσ(A,B; y − τ, y + τ),
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2

A+η
2∫

A+y+τ
2

R(ξ, η, A, 2κ − A)Rση(A, 2κ − A, y − τ, y + τ) dκ =

= R(ξ, η, A, y+ τ)Rη(A+ τ, y, y, y)+Rσ(ξ, η, y− τ, y+ τ)−Rb(ξ, η, A, y+ τ)

(ýòî � ïî-äðóãîìó ïåðåïèñàííûå ôîðìóëû (2.2.21) è (2.2.33)), ïîñëå ñîêðà-
ùåíèé ïîëó÷àåì

zfν(t, s;A,B) =

=
1

2

[ ∞∑
m=0

ν∗(−A− 2ml) +
1

2

∞∑
m=1

ν∗(B − 2ml)

]
R(s− t, s+ t, A,B)−

−
∞∑
m=1

ν∗(s+ t−2ml)+
∞∑
m=1

∫ s+t−2ml

0

ν∗(τ)Rσ(s− t, s+ t, 2ml−τ, 2ml+τ)dτ+

+
∞∑
m=0

∫ −A−2lm)

0

ν∗(τ)[2Λy(−2ml; s− t+ τ, s+ t− τ, A+ τ, B − τ)+

+Rσ(s− t, s+ t,−2ml − τ,−2ml + τ)]dτ+

+
∞∑
m=1

∫ B−2ml

0

ν∗(τ)2Λy(2ml; s− t+ τ, s+ t− τ, A+ τ, B − τ)dτ,

÷òî è äàåò, ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ îïåðàòîðîâ Ðèìàíà è êîð-
ðåêöèè, ôîðìóëó (2.3.16).

Ôîðìóëû (2.3.17)-(2.3.19) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî, ïðè ýòîì äëÿ ïðè-
âåäåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â zgν è zgµ ê âèäó, ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ôîðìóëå îïåðàòîðà êîððåêöèè Λ̃, ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü
ñâîéñòâî íå÷åòíîñòè ôóíêöèè Λy(y; ξ, η;A,B) ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåí-
òîâ, êîòîðîå âûòåêàåò èç ôîðìóëû (2.2.21) è ÷åòíîñòè ôóíêöèè Ðèìàíà:
R(−ξ,−η;−A,−B) = R(ξ, η;A,B). Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ ðåøåíèÿ,
è îíî â ëåâîì òðåóãîëüíèêå èìååò âèä

z(t, s) =
{
Rs+t

(l−T ) − ΛTl−T

}[z0
ζ0

]
(t, s) +

{
Rs−t+T

(0) − Λl0

}[ zT
−ζT

]
(T − t, s)+

+2
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
(T−l−2lm)

[ν∗
0

]
−2lm

(t, s)− Λ̃
(0)
T−l−2lm

[ν∗
0

]
−2lm

(t, s; l − T, T )

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(s+t−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, s)− Λ̃
(T−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, s; l − T, T )
}
+
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+2
∞∑
m=0

{
R̃s+t−l−2lm

(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, s)− Λ̃B−l−2lm
(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, s; l − T, T )

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(0)
(T−2lm)

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, s)− Λ̃
(0)
T−2lm

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, s; l − T, T )

}
,

à â ïðàâîì � âèä

z(t, s) =
{
Rs−t

(T ) − Λl−TT

}[ z0
−ζ0

]
(−t, s) +

{
Rs+t−T

(l) − Λ0
l

}[zT
ζT

]
(t− T, s)+

+2
∞∑
m=0

{
R̃

(0)
(t−s−2lm)

[ν∗
0

]
−2lm

(t, s) + Λ̃
(0)
T−l−2lm

[ν∗
0

]
2lm

(t,−s;−T, T − l)

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(T−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
2lm

(t, s) + Λ̃
(T−2lm)
(0)

[ν∗
0

]
−2lm

(t,−s;−T, T − l)

}
+

+2
∞∑
m=0

{
R̃T−l−2lm

(0)

[µ∗
0

]
l+2lm

(t, s) + Λ̃T−l−2lm
(0)

[µ∗
0

]
−l−2lm

(t,−s;−T, T − l)

}
−

−2
∞∑
m=1

{
R̃

(0)
(t−s+l−2lm)

[µ∗
0

]
l−2lm

(t, s) + Λ̃
(0)
T−2lm

[µ∗
0

]
−l+2lm

(t,−s;−T, T − l)

}
.

Èç ïåðâîé ôîðìóëû ïðè s = 0 ïîëó÷àåì (2.3.3), à èç âòîðîé ïðè s = l �
(2.3.4). Òåîðåìà 2.3.1 äîêàçàíà.

2.3.3 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Îïåðàòîðû Ðèìàíà R è R̃ ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ ðåàëè-
çàöèÿìè îäíîãî è òîãî æå îïåðàòîðà ïåðåíîñà äàííûõ ñ íåêîòîðîé ëèíèè
(âîîáùå ãîâîðÿ, êðèâîé) â òî÷êó (t, s).

Â òåðìèíàõ âîëí ïåðåíîñ ñ êðèâîé Γ, ïàðàìåòðèçîâàííîé ïàðàìåòðîì y
è çàäàâàåìîé óðàâíåíèÿìè t = τ(y), s = σ(y), îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè

V t(s) = V (α(s− t))α′(s− t)+

+
1

2

β(s+t)∫
α(s−t)

V (y)J

(
s− t+ (σ + τ)(y)

2
,
s− t− (σ − τ)(y)

2
, s

)
dy+

+
1

2

β(s+t)∫
α(s−t)

W (y)J̃

(
s− t+ (σ + τ)(y)

2
,
s− t− (σ(y)− τ)(y)

2
, s

)
dy,

W t(s)=W (β(s+ t))β′(s+ t)−
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−1

2

β(s+t)∫
α(s−t)

V (y)J̃

(
s+ t+ (σ − τ)(y)

2
,
s+ t− (σ + τ)(y)

2
, s

)
dy−

−1

2

β(s+t)∫
α(s−t)

W (y)J

(
s+ t+ (σ − τ)(y)

2
,
s+ t− (σ + τ)(y)

2
, s

)
dy,

ãäå α(ξ) è β(η) � íåêîòîðûå ôóíêöèè îò õàðàêòåðèñòèê, à V (y) è W (y) �
èñõîäíûå (íàõîäÿùèåñÿ íà êðèâîé Γ) âîëíû. Ïàðà ôóíêöèé z−(t, s) = V t(s)
è z+(t, s) = W t(s) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1.1.4), îïèñûâàþùåé ïåðåíîñ
âîëí, è ïîýòîìó èõ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1.0.4) ïðè ëþáîì âûáîðå
ôóíêöèé V , W , α è β.

Â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé, â êà÷åñòâå α(ξ)
è β(η) óäîáíî âûáðàòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòè-
êè ñ êðèâîé (òî÷íåå, îòâå÷àþùåå ýòî òî÷êå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà y), ÷òî äàåò
òîæäåñòâà

(σ + τ)(β(η)) = η, (σ − τ)(α(s− t)) = s− t,

α(σ(y)− τ(y)) = β(σ(y) + τ(y)) = y,

èç ïîñëåäíåé ïàðû ñëåäóåò

α′(σ(y)− τ(y))[σ′(y)− τ ′(y)] = β′(σ(y) + τ(y))[σ′(y) + τ ′(y)] = 1,

è ïåðåíîðìèðîâêà âîëí

Ṽ (y) = V (y)α′(σ(y)− τ(y)), W̃ (y) = W (y)β′(σ(y) + τ(y)),

ïîçâîëÿåò ïåðåéòè êî âòîðîé ôîðìå óðàâíåíèé ïåðåíîñà (ñîîòâåòñòâóþùåé
óðàâíåíèÿì (1.3.27)-(1.3.28))

V t(s)= Ṽ (α(s− t))+

+
1

2

β(s+t)∫
α(s−t)

Ṽ (y)[σ − τ ]′(y)J

(
s− t+ (σ + τ)(y)

2
,
s− t− (σ − τ)(y)

2
, s

)
dy+

+
1

2

β(s+t)∫
α(s−t)

W̃ (y)[σ + τ ]′(y)J̃

(
s− t+ (σ + τ)(y)

2
,
s− t− (σ(y)− τ(y))

2
, s

)
dy,

W t(s)=W̃ (β(s+ t))−
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−1

2

β(s+t)∫
α(s−t)

Ṽ (y)[σ − τ ]′(y)J̃

(
s+ t+ (σ − τ)(y)

2
,
s+ t− (σ + τ)(y)

2
, s

)
dy−

−1

2

β(s+t)∫
α(s−t)

W̃ (y)[σ + τ ]′(y)J

(
s+ t+ (σ − τ)(y)

2
,
s+ t− (σ + τ)(y)

2
, s

)
dy.

Ïîäñòàíîâêà â ýòè óðàâíåíèÿ äëÿ z(t, s) = V t(s) +W t(s) äàííûõ

z(τ(y), σ(y)) = z(y),
∂z

∂n
(τ(y), σ(y)) = ζ(y)

íà êðèâîé ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì

z(y) = V (y) +W (y),

ζ(y) =
σ′2(y)− τ ′2(y)√
σ′2(y) + τ ′2(y)

{
(Ṽ − W̃ )′(y) + ϕ(σ(y))[(Ṽ − W̃ )(y)σ′(y)−

−(Ṽ + W̃ )(y)τ ′(y)]
}

ïîçâîëÿþùèì âûðàçèòü ÷åðåç z(l),ζ(l) èñõîäíûå ïðàâóþ è ëåâóþ âîëíû Ṽ

è W̃ , è ïðèéòè, ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë, âûðàæàþùèõ ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòû ïåðåíîñà ôóíêöèþ Ðèìàíà è åå ïðîèçâîäíûå, ê êëàññè÷åñêîé
ôîðìóëå Ðèìàíà, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ ïî÷òè âî âñåõ ó÷åáíèêàõ ïî óðàâíå-
íèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé (òî÷-
íî èëè àñèìïòîòè÷åñêè), òàê ÷òî íå âñå õàðàêòåðèñòèêè ñ ýòîé êðèâîé ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà äàííûå çàäàíû òîëüêî
íà êîíå÷íîé ÷àñòè êðèâîé (íàïðèìåð, íà îòðåçêå ïðÿìîé). Òîãäà îäèí èëè
îáà ïàðàìåòðà α, β ïðèõîäèòñÿ çàäàâàòü "ïðèíóäèòåëüíî", èñõîäÿ èç òåõ
èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé (êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå çàäà÷è Ãóðñà èëè ñìåøàí-
íîé çàäà÷è), êàê ïðàâèëî - êîíñòàíòîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå
âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå èñ÷åçàþò, è îäíîâðåìåííî ìû ëèøàåìñÿ âîç-
ìîæíîñòè îñóùåñòâëÿòü ïåðåíîðìèðîâêó âîëí. Êðîìå òîãî, ïîäñòàíîâêà
äàííûõ íà êðèâîé ïðèâîäèò óæå íå ê "òî÷å÷íûì" ñîîòíîøåíèÿì, à ê èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèÿì íà êðèâîé, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, ðåøàþòñÿ è ïîñëå
âûðàæåíèÿ èñõîäíûõ âîëí ÷åðåç äàííûå çàäà÷è, ïðèâîäÿò ê ôîðìóëàì óæå
ñ óñå÷åííûìè îïåðàòîðàìè Ðèìàíà.
Çàìå÷àíèå 2. Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü èç ôîðìóë (2.2.30), (2.2.32),

(2.2.34), ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò Λ ó íàñ îïðåäåëåí òàê, ÷òî èìååò ìå-
ñòî îïðåäåëåííàÿ àñèììåòðèÿ. Íà ñàìîì äåëå ñèììåòðè÷íîñòè ìîæíî äî-
áèòüñÿ, óìåíüøèâ Λ íà 1

4R(ξ, η, y, y) � òîãäà ïðè y = A ýòîò êîýôôèöèåíò
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ïðèìåò çíà÷åíèå 1
4 [R(ξ, η, A,B) − R(ξ, η, A,A)], à ïðè y = B � çíà÷åíèå

1
4 [R(ξ, η, B,B)− R(ξ, η, A,B)]. Ìû íå ñäåëàëè ýòîãî ïî åäèíñòâåííîé ïðè-
÷èíå: â ýòîì ñëó÷àå âñå ôîðìóëû íà òðåòü óäëèíÿòñÿ, òàê êàê êàæäàÿ
êîìáèíàöèÿ âèäà Rs±t

(α) −Λβα ïðåâðàòèòñÿ â
1
2R

s±t
(α) +

1
2R

(β)
s±t−Λβα, òî åñòü âåñü

ïåðåíîñ äàííûõ áóäåò ðàçëàãàòüñÿ íà ïåðåíîñ íàä õàðàêòåðèñòèêîé, ïåðå-
íîñ ïîä õàðàêòåðèñòèêîé (îïèñûâàåìûå îïåðàòîðàìè Ðèìàíà) è ïåðåíîñ
÷åðåç õàðàêòåðèñòèêó (îïèñûâàåìûé îïåðàòîðîì êîððåêöèè). Õîòÿ òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ, âîçìîæíî, áûëî áû áîëåå àäåêâàòíûì ôèçèêå, ìû,
ïðåñëåäóÿ öåëè ýêîíîìèè ìåñòà è êîìïàêòíîñòè ôîðìóëèðîâîê, èñïîëüçî-
âàëè âñå-òàêè äëÿ ïîïðàâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà îïðåäåëåíèå (2.1.1).
Çàìå÷àíèå 3. Îò÷àñòè ñìûñë ïîïðàâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà ïðîÿñíÿåò

ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå: åñëè ââåñòè áîëåå îáùèé îáúåêò

Λ(y−θ, y+θ; ξ, η;A,B) =

A+η
2∫

A+B
2

R(ξ, η;A, 2κ−A)Rη(A, 2κ−A; y−θ, y+θ) dκ−

−1

4
R(ξ, η; y − θ, y + θ) +

1

4
R(ξ, η;A,B)R(A,B; y − θ, y + θ),

òî îí áóäåò óäîâëåòâîðÿòü, êàê ôóíêöèÿ ξ, η, óðàâíåíèþ (1.1.5), ïðèíèìàÿ
ïðè ξ = A è η = B çíà÷åíèÿ 1

4 [R(ξ, η; y− θ, y + θ)−R(A,B; y− θ, y + θ)] è
1
4 [R(A,B; y− θ, y+ θ)−R(ξ, η; y− θ, y+ θ)] ñîîòâåòñòâåííî, à êàê ôóíêöèÿ
θ, y � óðàâíåíèþ (1.0.4)

Λθθ = Λyy − (ϕ′ + ϕ2)(y)Λ,

ïðèíèìàÿ ïðè y−θ = A è ïðè y+θ = B çíà÷åíèÿ 1
4 [R(ξ, η;A,B)−R(ξ, η; y−

θ, y + θ)] è 1
4 [R(ξ, η; y − θ, y + θ) − R(ξ, η;A, y + θ)], òàê ÷òî ïîïðàâî÷íûé

êîýôôèöèåíò ìîæíî ñ÷èòàòü, â íåêîòîðîì ñìûñëå, èòåðèðîâàííûì ÿäðîì,
îòâå÷àþùèì ôóíêöèè Ðèìàíà.



Ãëàâà 3

Òðåõìåðíîå óðàâíåíèå ýéêîíàëà äëÿ

íåîäíîðîäíîé ñðåäû

� 3.1 Óðàâíåíèå ýéêîíàëà â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå è

àêóñòèêå

3.1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè

Â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò ñèñòåìà ïðåä-
ñòàâëåíèé, âîñõîäÿùèõ ê äðåâíåãðå÷åñêèì èäåÿì îá îáðàçå (ηικω̃ν � îòñþäà
è òåðìèí "ýéêîíàë") òåëà, îòäåëÿþùåìñÿ îò íåãî è äîñòèãàþùåì íàøåãî
ãëàçà. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ, â ñîâðåìåííîé ôîðìå îáëà÷åííûå â òåðìèíû ìà-
òåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îáðàçóþò ðàçäåë âîëíîâîé òåîðèè, íàçûâàåìûé
ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêîé (èíîãäà � àêóñòèêîé). Îñíîâíûìè, áàçîâûìè ïî-
íÿòèÿìè ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿþòñÿ ôðîíòû êàê íîñèòåëè ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùåãîñÿ âîçìóùåíèÿ (îïèñûâàåìîãî òåìè èëè èíûìè âîëíîâû-
ìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè) è ëó÷è, êàê êðèâûå (â îäíîðîäíîé
ñðåäå � ïðÿìûå) ëèíèè, âäîëü êîòîðîé äâèæóòñÿ òî÷êè ôðîíòà ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè.

Áàçîâûìè äëÿ óðàâíåíèé ôðîíòîâ è ëó÷åé ÿâëÿþòñÿ íåñêîëüêî ïðèíöè-
ïîâ. Ïåðâûé óòâåðæäàåò, ÷òî â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäå ëó÷è ÿâëÿþò-
ñÿ ïðÿìûìè, à ôðîíò îò âîçìóùåíèÿ â îäíîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì:
v2t2 = (x − x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2, ãäå v � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëíû. Âòîðîé � ïðèíöèï Ãþéãåíñà � óòâåðæäàåò, ÷òî â îäíîðîäíîé
ñðåäå ïîëîæåíèå ôðîíòà â ìîìåíò âðåìåíè t+∆t ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîñòðî-
èâ âîêðóã êàæäîé òî÷êè ôðîíòà â ìîìåíò âðåìåíè t ñôåðó ðàäèóñà ∆t/v
è íàéäÿ îãèáàþùóþ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Òðåòèé � çàêîí Ñíåëëèóñà � îïè-
ñûâàåò èçëîì ëó÷à ïðè ïåðåõîäå èç îäíîðîäíîé ñðåäû ñ îäíîé ñêîðîñòüþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ â äðóãóþ ñðåäó, òîæå îäíîðîäíóþ, íî ñ äðóãîé ñêîðîñòüþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ (íàïðèìåð, èç âîçäóõà â âîäó), ÿâëÿþùèéñÿ ñëåäñòâèåì
ïðèíöèïà Ãþéãåíñà è åñòåñòâåííîãî ïðèíöèïà íåðàçðûâíîñòè äëÿ ôðîíòà
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íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä.
Óðàâíåíèÿ äëÿ ôðîíòîâ è ëó÷åé â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ìîæíî ïîëó÷èòü,

çàìåíèâ ñíà÷àëà íåîäíîðîäíóþ ñðåäó êóñî÷íî-îäíîðîäíîé, çàïèñàâ äëÿ íåå
çàêîí Ñíåëëèóñà, à çàòåì ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ÷òî äàåò äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ëó÷åé

ṙ = v(r)τ, τ̇ = −∇v(r) + (∇v(r), τ)τ, (3.1.1)

ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð, τ � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê ëó÷ó, ∇ �
îïåðàòîð ãðàäèåíòà, à òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.
Ïåðâîå óðàâíåíèå â (3.1.1) � ýòî ïðîñòî îïðåäåëåíèå τ , âòîðîå � èíôè-
íèòåçèìàëüíûé àíàëîã çàêîíà Ñíåëëèóñà. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå r = (x, y),
τ = (cos θ, sin θ), è (3.1.1) ïðèîáðåòàåò âèä ñèñòåìû

ẋ = v(x, y) cos θ, ẏ = v(x, y) sin θ, θ̇ = vx sin θ − vy cos θ.
(3.1.2)

Äëÿ ôðîíòîâ æå ìû èç (3.1.1) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå(
∂ψ

∂x

)2

+

(
∂ψ

∂y

)2

+

(
∂ψ

∂z

)2

=
1

v2(x, y, z)
(3.1.3)

â òðåõìåðíîì ñëó÷àå è óðàâíåíèå(
∂ψ

∂x

)2

+

(
∂ψ

∂y

)2

=
1

v2(x, y)
(3.1.4)

â äâóìåðíîì, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ýéêîíàëà. Çäåñü ψ � íåèç-
âåñòíàÿ ôóíêöèÿ (ýéêîíàë), v(x, y, z) èëè v(x, y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ (ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ), ôðîíò îïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû
ïîâåðõíîñòåé t = ψ(x, y, z).

3.1.2 Óðàâíåíèå ýéêîíàëà êàê óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê äëÿ
âîëíîâûõ óðàâíåíèé

Êëþ÷åâàÿ ðîëü óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ñâÿçàíà ñ
òåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.1.3) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì õàðàêòåðèñòèê äëÿ îñíîâ-
íûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé: êàê àêóñòè÷åñêèõ (ñì. [97], [147], [63], [13], [91],
[52]-[53]))

m(x, y, z)
∂2u

∂t2
= div (p(x, y, z)gradu),

1

v2(x, y, z)

∂2u

∂t2
= ∆u, (3.1.5)

òàê è ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (ñì., íàïð., [13, Ãë. I, �5]) â ïðåäïîëî-
æåíèè èçîòðîïíîñòè ñðåäû. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèå (3.1.4) ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-
íèåì õàðàêòåðèñòèê äëÿ äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, õîòÿ íàñ â ýòîé
ãëàâå îíî áóäåò èíòåðåñîâàòü áîëüøå êàê ðåäóöèðîâàííîå òðåõìåðíîå.
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Óðàâíåíèÿ æå ëó÷åé (3.1.1) îêàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè õàðàêòåðèñòèê
äëÿ ñàìîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà, è, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèåì áèõàðàêòå-
ðèñòèê äëÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Èìåííî ýòà ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü
ìåæäó óðàâíåíèåì (3.1.5) (ïîëó÷àåìûì êàê ëèíåàðèçàöèÿ âáëèçè íåêîòî-
ðîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñïëîøíîé ñðåäû) è
óðàâíåíèÿìè ýéêîíàëà è ëó÷åé äàåò îñíîâàíèå íàçûâàòü óðàâíåíèå (3.1.5)
âîëíîâûì (âïðî÷åì, ýòî êàñàåòñÿ è ñèñòåìû Ìàêñâåëëà, èíà÷å îíà ìîãëà
áû ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êàê êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ñâÿçü îïðàâäûâàåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è îá ýéêî-
íàëå â íåîäíîðîäíîé ñðåäå: óðàâíåíèÿ (3.1.5), êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïî-
ëó÷àåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèé ñïëîøíîé ñðåäû (ãàçîâîé äèíàìèêè è
ãèäðîäèíàìèêè), ôèãóðèðóþùèå â íèõ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ôóíê-
öèè îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè â ñòàöèîíàðíîì
ñîñòîÿíèè, à ýòè âåëè÷èíû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðî-
ñòðàíñòâà: äàâëåíèå ìîæåò ìåíÿòüñÿ âñëåäñòâèå âîçäåéñòâèÿ ãðàâèòàöèè
(êàê ýòî èìååò ìåñòî â àòìîñôåðå, îêåàíå, ãðàâèòèðóþùåì ãàçå è ò.ï.),
à ïëîòíîñòü � åùå è âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû. Îòìåòèì, ÷òî
â ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà òàêæå äîïóñêàåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü ñðå-
äû (ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ìîãóò áûòü ïåðåìåííûìè)
[108], è, õîòÿ ïðèðîäà èõ èçìåíåíèÿ íå âïîëíå ÿñíà, à òåì áîëåå íåÿñåí âî-
ïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ñêîðîñòü ñâåòà ïîñòîÿííîé èëè íåò (ïîêà ÷òî ìû
ïîëüçóåìñÿ ëèøü ãèïîòåçîé, ïðèíÿòîé â ñèëó ïðèíöèïà íåäîñòàòî÷íîãî îñ-
íîâàíèÿ: ðàç íàì íåèçâåñòíû ìåõàíèçìû, ìîãóùèå èçìåíèòü ýòó âåëè÷èíó,
è ðàç â äîñòóïíîì íàì îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå íå óäàëîñü çàôèêñèðî-
âàòü åå ñêîëü-íèáóäü ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå, ìû ñ÷èòàåì åå ïîñòîÿííîé
âñåãäà è âåçäå) ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àíàëèç òàêèõ ñðåä âïîëíå
îïðàâäàí. Â îòëè÷èå îò ôèçèêè, êîòîðàÿ èçó÷àåò òîëüêî òî, ÷òî, â ñèëó òåõ
èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé, âîçìîæíî, ìàòåìàòèêà èçó÷àåò âñå, ÷òî â ðàìêàõ
èçâåñòíûõ íàì ôàêòîâ, íå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà è
âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè èìååòñÿ íå òîëüêî â äèôôåðåíöèàëüíûõ òåðìè-
íàõ. Èçâåñòíûå ïîïûòêè îïèñàòü â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ðåøåíèÿ âîëíîâûõ
óðàâíåíèé (ñì., íàïð., [147]-[63]) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ôèãóðè-
ðóþùèå â ôîðìóëàõ âåëè÷èíû òàê èëè èíà÷å âûðàæàþòñÿ èìåííî ÷åðåç ýé-
êîíàë. Ýòî êàñàåòñÿ è ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà [13], [91] ê ðåøåíèþ âîëíîâûõ óðàâíåíèé,
â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíåíèå ôàçû êîëåáàíèÿ îêàçûâàåòñÿ òàêæå ïîä÷èíåí-
íûì óðàâíåíèþ ýéêîíàëà, à àìïëèòóäà âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè ÷åðåç
ýéêîíàë.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó âîëíîâûìè
óðàâíåíèåì è óðàâíåíèÿìè ýéêîíàëà è ëó÷åé â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé ñåé÷àñ ñ÷èòàåòñÿ îñíîâíîé, à èñõîäíûå ïðèíöèïû (ïðèíöèï
Ãþéãåíñà è çàêîí Ñíåëëèóñà) � âòîðè÷íûìè. Äåëî â òîì, ÷òî â íåîäíîðîä-
íîé ñðåäå ôðîíò, âîîáùå ãîâîðÿ, òåðÿåò ñâîþ èçíà÷àëüíóþ ôóíêöèþ êàê
íîñèòåëÿ âîçìóùåíèÿ (âïðî÷åì, ýòî èìååò ìåñòî è äëÿ äâóìåðíîãî óðàâ-
íåíèÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå), ëèøü îãðàíè÷èâàÿ âîçìóùåííóþ îáëàñòü. Òåì
ñàìûì ïðèíöèï Ãþéãåíñà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà: îáùèé (ñïðàâåäëèâûé äëÿ
âñåõ íåîäíîðîäíûõ ñðåä, íî ñ óòðàòîé ôðîíòîì ôóíêöèè íîñèòåëÿ âîçìó-
ùåíèÿ) è ÷àñòíûé (ñ ñîõðàíåíèåì ôðîíòîì ôóíêöèé íîñèòåëÿ âîçìóùå-
íèÿ, íî âûïîëíÿþùèéñÿ êðàéíå ðåäêî � ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. èññëåäîâà-
íèÿ [75], [77]). Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ðàçâå ÷òî ñèòóàöèè, êîãäà ðåøåíèå
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ôðîíòà òåðÿåò ãëàäêîñòü èëè äàæå
òåðïèò ðàçðûâ (â ìåõàíèêå ýòî íàçûâàþò óäàðíûìè âîëíàìè) � â ýòîì ñëó-
÷àå ôðîíò îêàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ñîîòâåòñòâóþùåé îñîáåííîñòè, îäíàêî ñ
ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åìó ñîîòâåòñòâóåò óæå "îáîáùåííîå" ðåøå-
íèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ è ñ çàêîíîì
Ñíåëëèóñà: â àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ îí òåðÿåò ñâîþ íàãëÿäíóþ î÷åâèäíîñòü,
è ìîòèâàöèþ åãî àíàëîãîâ îáû÷íî îñíîâûâàþò óæå íà ÷èñòî ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ àðãóìåíòàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèÿ (3.1.3) è (3.1.4), îòâå-
÷àþùèå ñëó÷àþ èçîòðîïíîé ñòàöèîíàðíîé ñðåäû, êîãäà ñêîðîñòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ íå çàâèñèò íè îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë-
íû, íè îò âðåìåíè. Áîëåå îáùèå ïîñòàíîâêè, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ àíèçî-
òðîïèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè èçó÷åíèè óïðóãèõ âîëí â òâåðäîì òåëå, ìû çäåñü
íå ðàññìàòðèâàåì. Òàêæå ìû íå êàñàåìñÿ è íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
v çàâèñèò åùå è îò âðåìåíè (ñì., íàïð., [14]), õîòÿ, áåçóñëîâíî, è îí èãðàåò
î÷åíü âàæíóþ ðîëü.

3.1.3 Óðàâíåíèå ýéêîíàëà è ãåîìåòðèÿ ëó÷åé

×ðåçâû÷àéíî âàæíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óðàâíå-
íèÿ ëó÷åé (3.1.1) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ýêñòðåìàëüíîãî ïðèíöèïà, âïåð-
âûå ñôîðìóëèðîâàííîãî Ôåðìà, è â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ çâó÷àùåãî êàê
ïðèíöèï ñòàöèîíàðíîãî äåéñòâèÿ: ëó÷è îòâå÷àþò êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ
ôóíêöèîíàëà

T =

∫ r1

r0

dl

v(r)
, (3.1.6)

ãäå ìèíèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåì êðèâûì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè r0

è r1, dl � äèôôåðåíöèàë äëèíû äóãè âäîëü êðèâîé. Ñàì èíòåãðàë èìååò
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ñìûñë âðåìåíè "ïðîáåãàíèÿ âîçìóùåíèÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü êðèâîé".
Ýòîò ôàêò, ñ îäíîé ñòîðîíû, îêàçàëñÿ öåíòðàëüíûì äëÿ ñîçäàíèÿ öå-

ëîãî ñïëàâà îïòèêî-ìåõàíè÷åñêèõ àíàëîãèé, ïðèâåäøèõ ê ñîçäàíèþ êëàñ-
ñè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ãäå "ïîëå ýêñòðåìàëåé", ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà, óðàâíåíèÿ Âåéåðøòðàññà-Ýðäìàíà ÿâëÿþòñÿ ëèøü äðóãèìè
íàçâàíèÿìè äëÿ ëó÷åé, ôðîíòîâ è àíàëîãîâ çàêîíîâ îòðàæåíèÿ è ïðåëîì-
ëåíèÿ ëó÷åé) è ÿâèâøèõñÿ îñíîâîé ñîâðåìåííûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé, â êîòîðûõ çà îñíîâó áåðóòñÿ íåêèå óðàâíåíèÿ, à "âîëíà"
è "÷àñòèöà" ÿâëÿþòñÿ ëèøü èíòåðïðåòàöèÿìè, êîððåêòíûìè â ðàìêàõ òåõ
èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ôàêò îêàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì äëÿ ñâÿçè óðàâ-
íåíèÿ ýéêîíàëà ñ ãåîìåòðèåé: ïðèíöèï Ôåðìà äëÿ èíòåãðàëà (3.1.6) îçíà-
÷àåò, ÷òî ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè äëÿ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ìåò-
ðèêîé

ds2 = (dx2 + dy2 + dz2)/v2(x, y, z) (3.1.7)

â òðåõìåðíîì ñëó÷àå è

ds2 = (dx2 + dy2)/v2(x, y) (3.1.8)

â ñëó÷àå äâóìåðíîì. Ýòî ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ìû äàëåå áóäåì íàçûâàòü
ïðîñòðàíñòâîì ëó÷åé. Ýéêîíàë ïðè ýòîì ïðèîáðåòàåò ñìûñë ãåîäåçè÷åñêî-
ãî ðàññòîÿíèÿ.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ìíîãèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ñâÿçàíû ñà-
ìûì òåñíûì îáðàçîì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòðàíñòâà
ëó÷åé, ïðåæäå âñåãî ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé K, êîòîðàÿ â òðåõìåðíîì ñëó-
÷àå ðàâíà

K(x, y, z) =
4

3
v(x, y, z)∆v(x, y, z)− 2[∇v(x, y, z)]2 (3.1.9)

à â äâóìåðíîì �

K(x, y) = v(x, y)∆v(x, y)− [∇v(x, y)]2. (3.1.10)

Íàïîìíèì, ÷òî â äâóõ- è òðåõìåðíîì ñëó÷àå âñå õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå
ñ êðèâèçíîé, îïðåäåëÿþòñÿ òåíçîðîì Ðè÷÷è Ri

j (ñì., íàïð., [174]), êîòîðûé
â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëåí òîæäåñòâåííîìó ñ êîýôôèöèåíòîì
2K(x, y), à â ñëó÷àå áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (x = (xi), 1 ≤ i ≤ n) ðàâåí

Ri
j(x) =

{
v(x)∆v(x)− (n− 1)[∇v(x)]2

}
δij + (n− 2)v(x)D2v(x), (3.1.11)

ãäå ∆ � ïî-ïðåæíåìó îïåðàòîð Ëàïëàñà, ∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà, D2v �
ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Èç (3.1.11) íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò, ÷òî ðèìàíîâà êðèâèçíà ðàâíà

R = Ri
i = 2(n− 1)v(x)∆v(x)− n(n− 1)[∇v(x)]2,
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÷òî äàåò ïðè n = 2, 3 ôîðìóëû (3.1.10)-(3.1.9) äëÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû.
Îòìåòèì, ÷òî ñâÿçü ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ãåîìåò-

ðèåé ïðîñòðàíñòâà ëó÷åé áûëà äåòàëüíî èçó÷åíà â [124], [74] è [75], îäíàêî
ïî÷åìó-òî äëÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà òàêîãî àíàëèçà íå ïðîâîäèëîñü, õîòÿ
èìåííî äëÿ ýéêîíàëà ýòà ñâÿçü îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ÿðêîé è ýôôåêòèâ-
íîé.

3.1.4 Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà

Íåñìîòðÿ íà òàêóþ âàæíîñòü óðàâíåíèé ýéêîíàëà äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîëí, ñàìè óðàâíåíèÿ (3.1.3)-(3.1.4), èññëåäîâàíû ãëàâíûì îáðà-
çîì äëÿ ñëó÷àÿ v = const. Çäåñü, ïîìèìî ôîðìóë äëÿ ôðîíòà âîëíû òî-
÷å÷íîãî èñòî÷íèêà (x−x0)

2+(y− y0)
2+(z− z0)

2 = v2t2 è ôðîíòà ïëîñêîé
âîëíû, èçâåñòíû ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðåëîìëåíèå è äèôðàêöèþ âîëí
(íà òåëàõ "ýòàëîííîé" ôîðìû), à òàêæå ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå êàêèìè-
ëèáî äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè (ñèììåòðèåé, ëèáî èíâàðèàíòíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êàêîãî-ëèáî
ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé) [182], [86], [18].

Äëÿ íåîäíîðîäíîé æå ñðåäû èçâåñòíûå ðåøåíèÿ åäèíè÷íû (ñì. [84]).
Ýòè ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ëèáî ñ ïîìîùüþ àääèòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ (ñì., íàïð., [91]) â ñëó÷àå 1/v2(x, y, z) = a(x) + b(y) + c(z), ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå äàíüþ ìàòåìàòè÷åñêîìó ìåòîäó, ÷åì ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå
óðàâíåíèÿ, ëèáî ïóòåì "ñêëåèâàíèÿ" ðåøåíèé â ñëó÷àå êóñî÷íî-îäíîðîäíîé
ñðåäû [52]-[53]. Îäèí èç ðåäêèõ ïðèìåðîâ ïðîèíòåãðèðîâàííîãî â êîíå÷íîì
âèäå óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà, ïðè÷åì óæå äëÿ íåèçîòðîïíîé ñðåäû ïðèâåäåí
â [63], îäíàêî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî è îí çàìåíîé x̃ = 2e−αx/2/α, ỹ = y,
z̃ = z ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ îäíîðîäíîé ñðåäû. Î÷åíü ýôôåêòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ñðåäû ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðèâå-
äåíî â [76],[77].

Äâóìåðíîå óðàâíåíèå íåñêîëüêî áîãà÷å ðåøåíèÿìè, ðÿä èç íèõ òàêæå
ïðèâåäåí â [84]. Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ óðàâíåíèå
ýéêîíàëà â êîíå÷íîé ôîðìå íå ïðåäñòàâèìî, èëè ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåîáî-
çðèìî, óäàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ ëó÷åé. Òàê, â [111] ýòî áûëî
ñäåëàíî äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) =

√
x, è îêàçàëîñü, ÷òî ëó÷è

ÿâëÿþòñÿ öèêëîèäàìè.
Òåì íå ìåíåå, è äëÿ äâóìåðíîãî, è äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèé èõ ðàç-

ðåøèìîñòü â êîíå÷íîé ôîðìå íå ïîä÷èíåíà êàêîé-áû òî íè áûëî ñèñòåìå,
à îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðåå âîëåé ñëó÷àÿ, óäà÷íûì ñòå÷åíèåì îáñòîÿòåëüñòâ.

Òàêîå "íåäîñòàòî÷íîå" âíèìàíèå ê óðàâíåíèÿì ýéêîíàëà íåëüçÿ ñ÷è-
òàòü ñëó÷àéíûì. Ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé îáùíîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ åãî
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ñîäåðæàòåëüíîãî àíàëèçà íåîáõîäèìî èìåòü äîñòàòî÷íûé çàïàñ ðåøàåìûõ
â ÿâíîé ôîðìå ñëó÷àåâ äëÿ òîãî, ÷òîáû òåìè èëè èíûìè èíòåãðàëüíûìè
ñîîáðàæåíèÿìè ïîëó÷àòü âûâîäû è äëÿ ñëó÷àåâ, â ÿâíîé ôîðìå íåðåøàå-
ìûõ.

Êîíå÷íî, óðàâíåíèå ýéêîíàëà, êàê òèïè÷íîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, "òåîðåòè÷åñêè" èíòåãðèðóåòñÿ ïî
èçâåñòíîé ñõåìå ñâåäåíèåì ê ïîëíîìó èíòåãðàëó Ëàãðàíæà. Îäíàêî ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî äàæå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñõåìû ïðèâî-
äèò ê íåîáõîäèìîñòè èñêëþ÷åíèÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ èç òðåõ ñîîòíîøåíèé,
ñîäåðæàùèõ êâàäðàòóðû äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà, òàê ÷òî íà ñàìîì äåëå
ýòà ñõåìà ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äàåò.

Ïîñêîëüêó äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íåëüçÿ ðàññ÷èòûâàòü íà âîçìîæ-
íîñòü ÿâíîãî ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå, âîïðîñ óïèðàåòñÿ â îïðåäåëåíèå òåõ
èç óðàâíåíèé (3.1.3)-(3.1.4), êîòîðûå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Âûáîð èí-
òåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ çäåñü ñîâåðøåííî íåî÷åâèäåí, è äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ
íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû.

Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ [124], [75], [126] êàê ðàç ïîìîãàåò ïðåïàðèðî-
âàòü ñåìåéñòâî óðàâíåíèé ñ öåëüþ âûäåëåíèÿ èç íèõ íàèáîëåå äîñòóïíûõ
äëÿ àíàëèçà (è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÿâíîé ðàçðåøèìîñòè). Ýòà äîñòóïíîñòü
èçìåðÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ òîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðàÿ îñòàâëÿåò
óðàâíåíèå èíâàðèàíòíûì (ãðóïïû ñèììåòðèé).

Â íàñòîÿùåé è ñëåäóþùåé ãëàâå ìû âûïîëíÿåì ãðóïïîâîé àíàëèç òðåõ-
ìåðíîãî è äâóìåðíîãî óðàâíåíèé ýéêîíàëà è äëÿ óðàâíåíèé ñ ìàêñèìàëü-
íîé ãðóïïîé ñèììåòðèé íàõîäèì ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ôðîíò âîëíû òî-
÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, â âèäå êîíå÷íûõ ÿâíûõ ôîðìóë. Ýòè ôîðìóëû ïîçâîëÿ-
þò îáíàðóæèòü ðÿä íîâûõ ýôôåêòîâ (èëëþçèþ äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà è
ëîêàëèçàöèþ ôðîíòà), êîòîðûå ÿâíî èìåþò îáùèé õàðàêòåð. Äëÿ èëëþçèè
äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà ïîëó÷åíî îïèñàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ â îáùåì ñëó-
÷àå, îáíàðóæèâàþùåå åãî áëèçîñòü, ïî êðàéíåé ìåðå íà óðîâíå ôîðìóëû,
ê èçâåñòíîìó çàêîíó Õàááëà.
Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëüíûé õàðàêòåð ïðèâîäèìûõ ðåøåíèé, ïîç-

âîëÿÿ èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ïîãðóæåíèÿ óðàâíåíèÿ â êàêîå-òî ôóíêöè-
îíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, âìåñòå ñ òåì äåìîíñòðèðóåò íåòðèâèàëüíîñòü âî-
ïðîñà î ñòðóêòóðå ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå. Ñòàíäàðòíûå ìåòîäû îáîñíîâà-
íèÿ ðàçðåøèìîñòè òàêîãî óðàâíåíèÿ ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
è åãî ðåãóëÿðíîñòü òîëüêî "â ìàëîì", à äàëåå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôèçè÷å-
ñêè ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îí ñòàíîâèòñÿ
íåðåãóëÿðíûì: ðåøåíèå (êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû) ïðèîáðåòàåò îñîáåííî-
ñòè, äëÿ àíàëèçà êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü ñïåöèàëüíóþ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ òåõíèêó (ñì., íàïð. [9]-[10], [153]).
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� 3.2 Ãðóïïîâîé àíàëèç óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà

3.2.1 Èñïîëüçóåìûå ïðèíöèïû è èäåè ãðóïïîâîãî àíàëèçà

Íàïîìíèì (ñì. [124], [75], [126], [125]), ÷òî òî÷å÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ (â íàøåì ñëó÷àå � (x, y, z, ψ)) íàçûâàåòñÿ ñèììåò-
ðèåé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè îíî îñòàâëÿåò ýòî óðàâíåíèå èí-
âàðèàíòíûì. Ìíîæåñòâî ñèììåòðèé êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ýòîé ãðóïïû îáû÷íî ïàðàìåòðèçóåòñÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðà-
ìè, ïðèîáðåòàÿ åùå è ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ (åñëè ïàðàìåòðèçàöèè íî-
ñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð) è ñòàíîâÿñü òåì ñàìûì ãðóïïîé Ëè. Ðàçìåðíîñòü
ãðóïïû Ëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (îíà
îäíà è òà æå âî âñåõ òî÷êàõ: â ñèëó ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà îêðåñòíîñòü êàæ-
äîé òî÷êè èçîìîðôíà îêðåñòíîñòè òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ).

Ñ êîíå÷íîìåðíîé ãðóïïîé Ëè òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà
ïåðåìåííûõ (x, y, z, ψ) ñâÿçàíà àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàþùèõ
îäíîìåðíûå ïîäãðóïïû ýòîé ãðóïïû (àëãåáðà Ëè). Êîìïîíåíòû ýòèõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ξ, η, ζ, ϕ ñîîòâåòñòâåííî. Îíè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ x, y, z, ψ, è îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäàåìàÿ òàêèì âåêòîðíûì ïî-
ëåì, âû÷èñëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = ξ(x, y, z, ψ), ẏ = η(x, y, z, ψ),
ż = ζ(x, y, z, ψ), ψ̇ = ϕ(x, y, z, ψ), ãäå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðèçàöèè ýòîé ïîäãðóïïû.

ßçûê àëãåáð Ëè óäîáåí, ïðåæäå âñåãî, òåì, ÷òî ãðóïïà îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîåé àëãåáðîé Ëè, à ïîñëåäíÿÿ èìååò ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, ïîýòîìó îïèñàòü ãðóïïó � ýòî çíà÷èò ïðåäúÿâèòü êîíêðåòíûå
âûðàæåíèÿ ξ(x, y, z, ψ), η(x, y, z, ψ), ζ(x, y, z, ψ), ϕ(x, y, z, ψ), â êîòîðûõ ôè-
ãóðèðóþò ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ êàê êîýôôèöè-
åíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Êîëè÷åñòâî êîíñòàíò (åñòåñòâåííî, ñ îãîâîðêîé
î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé) è ÿâëÿåòñÿ
ðàçìåðíîñòüþ ãðóïïû.
Ïîñêîëüêó îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñò-
ðàíñòâà IR3+1 çàäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé âî ìíî-
æåñòâå ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, èíôèíèòåçèìàëüíàÿ îá-
ðàçóþùàÿ êîòîðîé îêàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì

Ξ = ξ∂x + η∂y + ζ∂z + ϕ∂ψ (3.2.1)

(∂α � äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì), àëãåáðà Ëè
èñõîäíîé ãðóïïû îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ àëãåáðîé îïåðàòîðîâ âèäà (3.2.1). Â
òåðìèíàõ (3.2.1) óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ



� 157 �

îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé óäàåòñÿ îïèñàòü â ôîðìå, ÷ðåçâû-
÷àéíî ïðîçðà÷íîé ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è âåñüìà êîìïàêòíîé � ñ
òî÷êè çðåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå ïå-
ðåìåííûõ (x, y, z, ψ) ïîðîæäàåò, ïî ôîðìóëàì îáû÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäíûõ, è òåì ñàìûì ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ â "ðàñøèðåííîì" ïðîñòðàíñòâå (â íàøåì ñëó÷àå � ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ (x, y, z, ψ, ψx, ψy, ψz)), à óðàâíåíèå (â íàøåì ñëó÷àå
� óðàâíåíèå (3.1.3)) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ïîâåðõíîñòü â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå, èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé îêàçû-
âàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé èíâàðèàíòíîñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, Àëãåáðà Ëè (3.2.1) ïðîäîëæàåòñÿ â ýòî "ðàñøè-
ðåííîå" ïðîñòðàíñòâî â âèäå àëãåáðû

Ξ(1) = Ξ + ϕx∂ψx
+ ϕy∂ψy

+ ϕz∂ψz
,

ãäå êîýôôèöèåíòû, îáîçíà÷åííûå ÷åðåç ϕα, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ϕx = ϕx + ϕψψx − ψx(ξx + ξψψx)− ψy(ηx + ηψψx)− ψz(ζx + ζψψx),
ϕy = ϕy + ϕψψy − ψx(ξy + ξψψy)− ψy(ηy + ηψψy)− ψz(ζy + ζψψy),
ϕz = ϕz + ϕψψz − ψx(ξz + ξψψz)− ψy(ηz + ηψψz)− ψz(ζz + ζψψz),

(3.2.2)
à ïîñêîëüêó ýòà àëãåáðà, òàê æå, êàê è (3.2.1), ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ êàê àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàþùèõ îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêèå ïîäãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ãðóïïû ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå êàñàíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ è ïî-
âåðõíîñòè, çàïèñûâàåìîãî îáû÷íî â ôîðìå óðàâíåíèÿ Ëè

Ξ(1)F
∣∣∣
F=0

= 0, (3.2.3)

ãäå F � ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñåìåéñòâà óðàâíåíèé (â íàøåì ñëó÷àå � óðàâ-
íåíèé (3.1.3), êàæäîå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ "ñâîåé" ôóíêöèåé v(x, y, z)),
ïðåäïîëàãàåò, ïðåæäå âñåãî, ðàçäåëåíèå âñåãî ñåìåéñòâà íà ïîäñåìåéñòâà,
èìåþùèå ðàçëè÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèé. Ýòî � ïåðâè÷íàÿ, "ãðóáàÿ" ñåïà-
ðàöèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ âíåøíå ðàçëè÷íûìè, íî îäèíàêîâûìè
ïî ñòðóêòóðå ãðóïïàìè ñèììåòðèé ìîãóò îêàçàòüñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (à èõ
ãðóïïû ñèììåòðèé � èçîìîðôíûìè), ò.å. ïðåîáðàçóþùèìèñÿ äðóã â äðó-
ãà çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿåò
ñòðóêòóðó ãðóïïû ñèììåòðèé, óðàâíåíèÿ ñ ãðóïïàìè ñèììåòðèé ðàçëè÷íîé
ñòðóêòóðû, à òåì áîëåå ðàçíîé ðàçìåðíîñòè ýêâèâàëåíòíû áûòü íå ìîãóò.
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À âîò ñåìåéñòâà óðàâíåíèé ñ èçîìîðôíûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé íåîáõî-
äèìî åùå ðàññëîèòü íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, óêàçàâ â êàæäîì êëàññå
îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïðåäñòàâèòåëåé, íàèáîëåå ïðîñòûõ ïî ôîðìå è èìå-
þùèõ íàèáîëåå ïðîñòî îïèñûâàåìóþ ãðóïïó ñèììåòðèé. Ýòîò äåòàëüíûé
àíàëèç îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ ãðóïï ýêâèâàëåíòíîñòè
[125], [194].

Ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñåìåéñòâà óðàâíåíèé (3.1.3) � ýòî ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðàÿ âñÿêîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà ïåðåâîäèò â óðàâíå-
íèå ýòîãî æå ñåìåéñòâà (ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãîé ôóíêöèåé v(x, y, z); åñëè
æå "íîâàÿ" v(x, y, z) ñîâïàëà ñî ñòàðîé � çíà÷èò, íàøå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðèåé óðàâíåíèÿ). Äëÿ îòûñêàíèÿ ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè
óðàâíåíèå (3.1.3) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîîòíîøåíèå óæå ìåæäó ïÿòüþ âå-
ëè÷èíàìè x, y, z, ψ, v, ïîðîæäàþùàÿ åå àëãåáðà Ëè èìååò âèä

Ξ̄ = ξ(x, y, z, ψ, v)∂x + η(x, y, z, ψ, v)∂y + ζ(x, y, z, ψ, v)∂y+
+ϕ(x, y, z, ψ, v)∂ψ + ω(x, y, z, ψ, v)∂v,

(3.2.4)

à êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç àíàëîãè÷íîãî (3.2.3) óðàâíåíèÿ Ëè

Ξ̄(1)F
∣∣∣
F=0

= 0, (3.2.5)

âûïîëíåííîãî äëÿ âñåõ x, y, ψ, v, óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.1.3). Ýòó ãðóïïó ýê-
âèâàëåíòíîñòè è àëãåáðó ìû áóäåì íàçûâàòü îáùåé ãðóïïîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, â îòëè÷èå îò ãðóïï è àëãåáð ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäñåìåéñòâ
óðàâíåíèé, îïðåäåëÿåìûõ òåìè èëè èíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà v(x, y).

3.2.2 Êîíóñ è ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

Ïîìèìî àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè (3.2.4) íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü åùå îäèí
îáúåêò, êîòîðûé àëãåáðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî îïèñûâàåòñÿ
â àíàëîãè÷íûõ òåðìèíàõ. Íàñêîëüêî àâòîðó èçâåñòíî, ýòîò îáúåêò ÿâëÿåòñÿ
íîâûì, ïîýòîìó íà åãî îïèñàíèè è ñâîéñòâàõ ìû îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîá-
íî.

Ïóñòü v(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî T (τ) ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ (x, y, z, ψ, v),
ïðåîáðàçóþùèõ óðàâíåíèå (3.1.3) ñ çàäàííîé íàìè ôóíêöèåé v(x, y, z) â
óðàâíåíèÿ âèäà (3.1.3) ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãîé ôóíêöèåé v = vτ(x, y, z).
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíîé

dT (τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= (ξ, η, ζ, ϕ, ω), (3.2.6)

ãäå âñå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò (x, y, z, ψ, v), îïåðàòîð (3.2.4)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.2.5), íî òîëüêî ïðè ôèêñèðîâàííîé v(x, y, z).
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Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð (3.2.4), óäîâëåòâîðÿþùèé (3.2.5) ïðè ôèêñè-
ðîâàííîé v = v(x, y, z), ìû áóäåì íàçûâàòü î ï å ð àò î ð îì ê à ñ àò å ë ü-
í î é ý ê â è â à ë å íòí î ñòè, à ìíîæåñòâî òàêèõ îïåðàòîðîâ (îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì) � ï ð î ñòð à í ñòâ îì
ê à ñ àò å ë ü íûõ ý ê â è â à ë å íòí î ñò å é, îòâå÷àþùèì äàííîé v(x, y, z)
(è ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ).
Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2.4) ÿâëÿþò-

ñÿ ïðîèçâîäíûìè îò íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ âèäà (3.2.6). Ïðî ýòè ïðîèç-
âîäíûå ìîæíî òîëüêî óòâåðæäàòü, ÷òî îíè îáðàçóþò íåêîòîðîå êîíè-
÷åñêîå ìíîæåñòâî (êîòîðîå ìû äàëåå áóäåì íàçûâàòü ê î í ó ñ îì ê à ñ à -
ò å ë ü íûõ ý ê â è â à ë å íòí î ñò å é), êîòîðîå íàâåðíÿêà ëåæèò èìåííî
â ïðîñòðàíñòâå êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, òàê ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ìíîæåñòâà "âåðõíåé îöåíêîé".

Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îêàçàëîñü ÷ðåçâû÷àéíî
óäîáíî äëÿ àíàëèçà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî àëãåáðà ýê-
âèâàëåíòíîñòè, íàðÿäó ñ íåîñïîðèìûìè ïðåèìóùåñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ
íàëè÷èåì ïðîñòîãî àëãîðèòìà åå âû÷èñëåíèÿ (îíî äàæå çà÷àñòóþ ïðîùå,
÷åì âû÷èñëåíèå àëãåáðû ñèììåòðèé), èìååò òîò íåäîñòàòîê, ÷òî îíà îá-
ñëóæèâàåò èëè âñå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé (åñëè ðå÷ü èäåò îá îáùåé àëãåáðå
ýêâèâàëåíòíîñòè), ëèáî êàêîå-òî ïîäñåìåéñòâî (è òîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòíàÿ àëãåáðà). Êëàññèôèêàöèÿ æå íîñèò "èíäèâèäó-
àëüíûé" õàðàêòåð: äëÿ äàííîãî êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè
âñå óðàâíåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå åìó è âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿþùèå
ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü.

Åñòåñòâåííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé "ñïóñòèòüñÿ" îò "îáùåãî" îáúåê-
òà � ñåìåéñòâà ê "èíäèâèäóàëüíîìó" � êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè íåêîòîðîé èåðàðõèè ñåìåéñòâ è ïîäñåìåéñòâ è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì ãðóïï ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê ÷òî íàâåðõó ýòîé èåðàðõèè áóäåò âñå
èçó÷àåìîå ñåìåéñòâî, à âíèçó � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è îòâå÷àþùèå èì
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îäíàêî íà ýòîì ïóòè åñòü ïðèíöèïèàëüíàÿ ñëîæíîñòü, è çàêëþ÷àåòñÿ
îíà â òîì, ÷òî íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé, óñòàíàâëèâàþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòü
óðàâíåíèé èç îäíîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, è åãî
îòíîøåíèå ê ñàìîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè â êîðíå îòëè÷àåòñÿ îò îòíî-
øåíèÿ ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè ñåìåéñòâà ê ñàìîìó ñåìåéñòâó. Â ñëó÷àå
ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò âñå óðàâíåíèÿ ñåìåé-
ñòâà â ýêâèâàëåíòíûå èì. Â ñëó÷àå æå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íèîòêóäà
íå ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå îäíî óðàâíåíèå èç êëàññà â
äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå åìó, ïåðåâîäèò òðåòüå óðàâíåíèå èç òîãî æå êëàññà
â óðàâíåíèå, õîòÿ áû ïðîñòî ïðèíàäëåæàùåå ðàññìàòðèâàåìîìó ñåìåéñòâó
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(ïîñêîëüêó íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìû ðàçáèâàåì âñåãäà íåêîòîðîå ñå-
ìåéñòâî óðàâíåíèé, âûáèðàåìîå èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé).

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîáëåìà íà ñàìîì äåëå çàêëþ÷àåòñÿ â óäà÷íîì âûáîðå
èñõîäíîãî ñåìåéñòâà, è, êàê ìû óâèäèì, êëàññ óðàâíåíèé (3.1.3) è (3.1.4)
â ýòîì ñìûñëå âûáðàí óäà÷íî. Îäíàêî óæå ïðè àíàëèçå íåêîòîðûõ ïîäñå-
ìåéñòâ óðàâíåíèé (3.1.3) ìû óâèäèì, ÷òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì íîðìàëèçî-
âàííîå (÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò "ëèøíèõ" ïàðàìåòðîâ) ïîäñåìåéñòâî óðàâíå-
íèé îêàçûâàåòñÿ âûáðàííûì "íåóäà÷íî", ïðè÷åì êàê åãî âûáðàòü "óäà÷íî"
� ñîâåðøåííî íåÿñíî.

Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëå-
ìó ðàäèêàëüíûì îáðàçîì, èçáàâëÿÿ íàñ îò íåîáõîäèìîñòè çàáîòèòüñÿ îá
óäà÷íîì èçíà÷àëüíîì âûáîðå èñõîäíîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé èëè îá óäà÷-
íîé íîðìàëèçàöèè êàêîãî-òî ïîäñåìåéñòâà, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò âñå êàñà-
òåëüíûå âåêòîðû êî âñåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì ïðåîáðàçîâà-
íèé, îñóùåñòâëÿþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ äðóãèìè óðàâ-
íåíèÿìè èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îíî ñîäåðæèò àëãåáðó
ñèììåòðèé, îáùóþ àëãåáðó ýêâèâàëåíòíîñòè, èõ ñóììó è âñå ÷àñòíûå àë-
ãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ ïîäñåìåéñòâ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ äàííîå.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê "ðàáîòàåò" ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíò-
íîñòåé. "Èäåàëüíàÿ" ñèòóàöèÿ, îòâå÷àþùàÿ "ïðàâèëüíîìó" (ñì. ïî ýòîìó
ïîâîäó òàêæå [134, 196]) âûáîðó ñåìåéñòâà èëè ïîäñåìåéñòâà ñêëàäûâà-
åòñÿ òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâà ïðîñòðàíñòâî êàñà-
òåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè ñå-
ìåéñòâà è ãðóïïû ñèììåòðèé ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ìàêñèìàëüíî óïðîùàåòñÿ âçàèìíîå îòíîøåíèå ìåæäó îáùåé ãðóïïîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè âñåãî ñåìåéñòâà è ÷àñòíûìè ãðóïïàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäñå-
ìåéñòâ: ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷àñòíóþ ãðóïïó ýêâèâàëåíòíîñòè, íàäî íàéòè òó
ïîäãðóïïó îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ îñòàâëÿåò ñåìåéñòâî
èíâàðèàíòíûì, è äîáàâèòü ê íåé ãðóïïó ñèììåòðèé, îáùóþ äëÿ âñåãî ñå-
ìåéñòâà (ÿäðî ãðóïï ñèììåòðèé ïî òåðìèíîëîãèè [124]).

Áîëåå òîíêèé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ óæå óñòðîéñòâà êëàññà ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ïðèâåäåí â íèæåñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ èç ñåìåéñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóììîé àëãåáðû Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è àëãåá-
ðû Ëè îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè, è ïóñòü îáå ãðóïïû (ãðóïïà ýê-
âèâàëåíòíîñòè è ãðóïïà ñèììåòðèé) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè. Òîãäà
ëþáàÿ êîìïîíåíòà C1-ñâÿçíîñòè ëþáîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ
óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ëþáîãî èç óðàâíåíèé ýòîé êîìïî-
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íåíòû äåéñòâèåì íà íåãî ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà îäèí äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàð-
íûé ôàêò: ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííîé
(ïî t) ïðàâîé ÷àñòüþ ìîæíî ïðèáëèçèòü ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþ-
ùèé ðåçóëüòàò, ÿâëÿþùèéñÿ âàðèàíòîì òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìî-
ñòè ðåøåíèÿ îò ïðàâîé ÷àñòè.

Ëåììà 3.2.1 Ïóñòü X ∈ Rn, è ôóíêöèè Fi(X) : Rn → Rn (i =
1, . . . ,m) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà èç
m íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ai(τ) : R → R ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè X(0) = X0

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ẋ = a1(τ)F1(X) + a2(τ)F2(X) + . . .+ am(τ)Fm(X) (3.2.7)

ñóùåñòâóåò íà èíòåðâàëå [0, T ] äëÿ âñåõ X0 èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà Ω. Òîãäà è ýòî ðåøåíèå, è åãî ïðîèçâîäíûå ïî íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ai(τ), ò.å. äëÿ ëþáî-
ãî êîìïàêòà K ⊂ Ω è äëÿ ëþáîãî ϵ > 0 òàêîãî, ÷òî ϵ-îêðåñòíîñòü K
ëåæèò â Ω, íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ èëè
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ bi(τ) òàêèõ, ÷òî |ai(τ)− bi(τ)| < δ íà [0, T ] ðåøåíèå
ñèñòåìû (3.2.7) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ òåì æå
óñëîâèåì X(0) = X0 äëÿ ñèñòåìû

Ẋ = b1(τ)F1(X) + b2(τ)F2(X) + . . .+ bm(τ)Fm(X), (3.2.8)

à ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ (3.2.7) ïî íà÷àëüíûì äàííûì � îò ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ (3.2.8) íå áîëåå ÷åì íà ϵ ñðàçó äëÿ âñåõ τ ∈ [0, T ]
è äëÿ âñåõ X0 ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñâîäèòñÿ ê îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Xk äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî (3.2.8) âåêòîðíîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

X(τ) = X0 +

∫ τ

0

[b1(s)F1(X(s)) + b2(s)F2(X(s)) + . . .+ bm(s)Fm(X(s))] ds

(3.2.9)
è ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòðè÷íîãî (Y � ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) óðàâ-
íåíèÿ â âàðèàöèÿõ

Y (τ) = I +

∫ τ

0

[b1(s)∇F1(X(s)) + b2(s)∇F2(X(s)) + . . .+

+bm(s)∇Fm(X(s))]Y (s) ds.
(3.2.10)
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ X0(τ) ìû âîçüìåì ðåøåíèå X̄(τ) ýê-
âèâàëåíòíîãî (3.2.7) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

X(τ) = X0 +

∫ τ

0

[a1(s)F1(X(s)) + a2(s)F2(X(s)) + . . .+ am(s)Fm(X(s))] ds,

(3.2.11)
ñóùåñòâóþùåå íà âñåì [0, T ] â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû, à â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ (3.2.10) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâ-
íåíèÿ â âàðèàöèÿõ

Y (τ) = I +

∫ τ

0

[a1(s)∇F1(X(s)) + a2(s)∇F2(X(s)) + . . .+

+am(s)∇Fm(X(s))]Y (s) ds.
(3.2.12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kϵ,T çàìêíóòóþ ϵ-îêðåñòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ãðàôèêîâ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.2.7) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç K, ÷åðåç M =
M(K, ϵ, T ) � ñóïðåìóì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû âñåõ Fi(x) íà Kϵ,T , ÷åðåç
L = L(K, ϵ, T ) � èõ îáùóþ êîíñòàíòó Ëèïøèöà (ñóùåñòâóþùóþ â ñèëó
íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè Fi), à ÷åðåç A � ìàêñèìóì âñåõ ai(τ) íà
[0, T ].

Òîãäà äëÿ óêàçàííîãî íàìè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåðà-
âåíñòâà |bi(τ) − ai(τ)| < δ íà [0, T ] èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.2.9)-
(3.2.11) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îáîñíîâûâàåòñÿ îöåíêà

|Xk+1(τ)− X̄(τ)| ≤Mδm|τ |+mAL

∫ τ

0

|Xk(s)− X̄(s)| |ds|,

îòêóäà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîëó÷àåì

|Xk(τ)− X̄(τ)| ≤Mδm[|τ |+ 1

2
ALm|τ |2 + 1

6
A2L2m2|τ |3 + . . .+

+
1

k!
(ALm)k−1|τ |k] < δ

M

AL
eALMT ,

òàê ÷òî âûáðàâ δ òàê, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèëà
çàäàííîå ϵ, ìû ïîëó÷èì âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ëåæàùèìè â
Kϵ,T , ãàðàíòèðóÿ êàê ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ ïîëó÷åííûõ îöåíîê, òàê è òî, ÷òî
è ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Xk(τ), è èõ ïðåäåë X(τ), ÿâëÿþùèéñÿ
ðåøåíèåì (3.2.9) è (3.2.8), îòëè÷àþòñÿ îò X̄(τ) íå áîëåå, ÷åì íà ϵ.

Íåçàâèñèìîñòü âñåõ ïîëó÷åííûõ îöåíîê îò âûáîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
X0, ëåæàùåãî â K, ãàðàíòèðóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî |X(τ) − X̄(τ)| < ϵ áóäåò
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ τ ∈ [0, T ] è äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
X0 ∈ K. Àíàëîãè÷íî îáîñíîâûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü è äëÿ óðàâíåíèÿ (3.2.12).
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
aji (τ) ðàâíîìåðíî íà [0, T ] ñõîäèòñÿ ê ai(τ), îïåðàòîðû ñäâèãà ïî òðà-
åêòîðèÿì äëÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèñòåì

Ẋ = aj1(τ)F1(X) + aj2(τ)F2(X) + . . .+ ajm(τ)Fm(X)

ñõîäÿòñÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ê îïåðàòîðàì
ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (3.2.7).
Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà IRn áóäåì íàçû-

âàòü ç àì ê í óòîé, åñëè ëþáîå íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ÿâëÿþùå-
åñÿ ïðåäåëîì ïðåîáðàçîâàíèé èç ýòîé ãðóïïû â ñìûñëå ñõîäèìîñòè, ðàâ-
íîìåðíîé íà êîìïàêòàõ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè, òàêæå ïðèíàäëåæèò
ãðóïïå.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü G � çàìûêàíèå íåêîòîðîé êîíå÷íîìåðíîé ëîêàëü-

íîé ãðóïïû Ëè, èìåþùåé àëãåáðó Ëè L. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîãî ïî ïàðàìåòðó ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé T (τ),
T (0) = I äëÿ êàæäîãî τ ∈ [0, T ] ïðîèçâîäíàÿ dT/dτ ïðèíàäëåæèò L, òî
âñå îïåðàòîðû T (τ) ëåæàò â G.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ââåñòè â àëãåáðå L íåêîòîðûé áàçèñ Ξ1, Ξ2, . . ., Ξm,
òî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäñòâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî

dT (τ)

dτ
= a1(τ)Ξ1 + . . .+ am(τ)Ξm.

Ýòî � ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
ëåììû 3.2.1, è ïîýòîìó îïåðàòîðû T (τ), ÿâëÿþùèåñÿ îïåðàòîðàìè ñäâè-
ãà ïî òðàåêòîðèÿì ýòîé ñèñòåìû, ìîãóò áûòü ïðèáëèæåíû îïåðàòîðàìè
ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
bi(τ). Íî äëÿ ñèñòåìû ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âñå îïå-
ðàòîðû ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ëåæàò â ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå Ëè, òàê
êàê ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè êîíå÷íîãî ÷èñëà ýêñïîíåíò îò îïåðàòîðîâ
àëãåáðû Ëè L. Çíà÷èò, èõ ïðåäåëû � îïåðàòîðû T (τ) � ïðèíàäëåæàò G (â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î åå ïîëó÷åíèè â ðåçóëüòàòå çàìûêàíèÿ ãðóïïû Ëè).

Ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì
ñâîéñòâîì ãðóïïû, à ñêîðåå îòíîñèòñÿ ê åå âíåøíåé ãåîìåòðèè. Åñëè ãðóï-
ïà Ëè, êàê ìíîãîîáðàçèå, âëîæåíà â íå÷òî îêðóæàþùåå (ñêàæåì, â áîëåå
øèðîêóþ ãðóïïó) ðåãóëÿðíî, òî îíà îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè òðèâèàëüíóþ îäíîìåðíóþ ãðóïïó, êîòîðàÿ ïðè
ðåàëèçàöèè â êà÷åñòâå ãðóïïû ñäâèãîâ â Rn îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé: ïðåäåë
ñäâèãîâ � âñåãäà ñäâèã; ïðè åå ðåàëèçàöèè â âèäå ãðóïïû ðàñòÿæåíèé â Rn

îíà òàêæå çàìêíóòà: åäèíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ ïðåäåëîì
ðàñòÿæåíèé è íå ÿâëÿþùååñÿ ðàñòÿæåíèåì åñòü òðèâèàëüíîå îòîáðàæåíèå
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(âñå ïðîñòðàíñòâî â îäíó òî÷êó), êîòîðîå âûðîæäåíî; ïðè ðåàëèçàöèè æå
îäíîìåðíîé ãðóïïû â âèäå ãðóïïû ñäâèãîâ íà òîðå îíà áóäåò çàìêíóòîé
òîëüêî ïðè ñîèçìåðèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ó ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðîæäà-
þùåãî îïåðàòîðà, â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå îíà áóäåò íåçàìêíóòîé è åå çà-
ìûêàíèå äàñò óæå äâóìåðíóþ ãðóïïó âñåõ ñäâèãîâ íà òîðå.

Õîòÿ ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ïîäãðóïïû â íåêîòîðîé êîíå÷íîìåðíîé ãðóï-
ïå èçó÷àëîñü (ñì., íàïð., [109]), â íàøåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î íåñêîëüêî áî-
ëåå ñëîæíîé êîíñòðóêöèè: çäåñü âëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ãðóïïó âñåõ
íåâûðîæäåííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì
ìíîãîîáðàçèåì ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ ñ ïðî-
èçâîäíûìè, äëÿ êîòîðîãî îáùèé âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè âëîæåíèÿ, êàê è
âñå ìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå âîïðîñû, îáðàñòàåò îãðîìíûì êîëè÷å-
ñòâîì âàðèàíòîâ, îãîâîðîê è òîíêîñòåé, â êîòîðûå ñîâåðøåííî íå õîòåëîñü
áû âäàâàòüñÿ.

Óäà÷íûì ñòå÷åíèåì îáñòîÿòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, õîòÿ ñâîéñòâî çà-
ìêíóòîñòè, êàê ìû âèäèì, íåòðèâèàëüíî, â ãðóïïîâîì àíàëèçå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî èìåííî ñ çàìêíóòûìè
ãðóïïàìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèììåòðèé
íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, è âîçüìåì åå
ïðåäåë â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ âìåñòå ñ ïðîèçâîä-
íûìè, òî ýòîò ïðåäåë, î÷åâèäíî, áóäåò ñèììåòðèåé òîãî æå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ. Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ è ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñåìåéñòâà óðàâíåíèé. Êàê ïðàâèëî, ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ âòîðîñòåïåííûì,
ñîâïàäàåò ëè ýòà ãðóïïà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïîé Ëè, ïîëó÷àåìîé èç
àëãåáðû Ëè ñ ïîìîùüþ òåîðåì Ëè, èëè îíà ïîëó÷àåòñÿ åùå è çàìûêàíè-
åì. Â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ (ãðóïïû ñäâèãîâ, âðàùåíèé, äâèæåíèé, êîí-
ôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) ýòî ñîâïàäåíèå î÷åâèäíî è ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ãðóïïû
(êàê ñîáñòâåííûõ, òàê è íåñîáñòâåííûõ) è çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ ãðóïïû
íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû íà ñâîéñòâå çàìêíóòîñòè îñòàíàâëèâàòüñÿ
íå áóäåì, ïðîñòî ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì çàìêíóòîñòè ãðóïïû ñèììåòðèé è
ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè êàê äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì ôàêòîì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.1 òåïåðü óæå ñîâåðøåííî íåñëîæíî.

Ïóñòü T (τ) � íåêîòîðîå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ñåìåéñòâî ïðåîá-
ðàçîâàíèé íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ U0 â ýêâèâàëåíòíûå åìó óðàâíåíèÿ Uτ ,
ïðè÷åì T (0) = I. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξ àëãåáðó Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé óðàâ-
íåíèÿ U0, ÷åðåç Ξτ � àëãåáðó Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ Uτ , à ÷åðåç
Ξ̄ � àëãåáðó Ëè ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè íåêîòîðîãî êëàññà óðàâíåíèé, êî-
òîðîìó ïðèíàäëåæàò âñå Uτ .
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå T (τ) äàåò äëÿ X ∈ Rn ñîîòíîøåíèå

dT (τ)X

dτ
= ξ̃τ(T (τ)X),

ãäå ξ̃τ � âåêòîðíîå ïîëå, îòâå÷àþùåå îïåðàòîðó êàñàòåëüíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè (îíî, åñòåñòâåííî, âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå T (τ)X). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
òåîðåìû ξ̃τ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

ξ̃τ(Y ) = ξτ(Y ) + ξ̄τ(Y ),

ãäå ξ(τ) ∈ Ξτ , à ξ̄ ∈ Ξ̄. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ T (τ) óñòàíàâëèâàþò èçî-
ìîðôèçì ãðóïï ñèììåòðèé, èõ ãðàäèåíòû îòîáðàæàþò àëãåáðó Ξ íà Ξτ ,
ïîýòîìó ξτ(Y ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ξτ(Y ) = [∇T (τ, T−1(τ)Y )]ξ0τ (T
−1(τ)Y ),

ãäå ξ0τ (·) ∈ Ξ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äëÿ dT/dτ äåêîìïîçèöèþ

dT (τ)X

dτ
= [∇T (τ,X)]ξ0τ (X) + ξ̄τ(T (τ)X).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(τ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dS(τ)X

dτ
= −ξ0τ (SX)

ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå âèäà (3.2.7), îïðåäåëÿþùåå S(τ) êàê îïåðàòîð
ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ (â ðîëè Fi âûñòóïàþò çäåñü áàçèñ-
íûå âåêòîðíûå ïîëÿ àëãåáðû ñèììåòðèé). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 èç ëåììû
3.2.1 S(τ) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèÿ U0. Ïîëîæèì òåïåðü E(τ) =
T (τ)S(τ). Òîãäà

dE(τ)X

dτ
=
dT (τ)

dτ
S(τ)X + [∇T (τ, S(τ)X)]

dS(τ)X

dτ
=

= [∇T (τ, S(τ)X)]ξ0τ (S(τ)X) + ξ̄τ(T (τ)S(τ)X)−
−[∇T (τ, S(τ)X)]ξ0τ (S(τ)X) = ξ̄τ(T (τ)S(τ)X) = ξ̄τ(E(τ)X),

ò.å. E(τ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ âèäà (3.2.1), íî òîëüêî çäåñü â êà÷åñòâå
Fi âûñòóïàþò áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿ àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè. Çíà÷èò,
ïî òîìó æå ñëåäñòâèþ 2, E(τ) ïðèíàäëåæàò ãðóïïå ýêâèâàëåíòíîñòè, è
èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå T (τ) = E(τ)S−1(τ) ïîëó÷åíî. Ïîñêîëüêó S(τ) ÿâ-
ëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèÿ U0, âñå óðàâíåíèÿ Uτ ïîëó÷àþòñÿ èç U0 ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé E(τ), ëåæàùèõ â ãðóïïå ýêâèâàëåíòíîñòè. Òåî-
ðåìà 3.2.1 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Êàê íåòðóäíî âèäåòü èç äîêàçàòåëüñòâà, äëÿ êëþ÷åâîãî
ôàêòà � äåêîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ T (τ) = E(τ)S−1(τ) � òî, ÷òî ìû
èìååì äåëî èìåííî ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé è èìåííî ñ ãðóïïîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè. Òàêàÿ äåêîìïîçèöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ
ëþáûõ äâóõ çàìêíóòûõ êîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï G è Ḡ è èõ àëãåáð Ëè Ξ è
Ξ̄, åñëè äëÿ T (τ) âûïîëíåíî óñëîâèå

dT

dτ
∈ Ξ̄ +∇T [Ξ].
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� 3.3 Ãðóïïû ñèììåòðèé óðàâíåíèé ýéêîíàëà

3.3.1 Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû

Òåîðåìà 3.3.1 I. Ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (3.1.3) ÿâëÿ-
åòñÿ 15-ìåðíîé äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ñêîðîñòè v(x, y, z) (ñ òî÷íîñòüþ
äî ñäâèãà ñèñòåìû êîîðäèíàò): ïîñòîÿííîé

v(x, y, z) ≡ const, (3.3.1)

ëèíåéíîé

v(x, y, z) = Px+Qy +Rz (P 2 +Q2 +R2 > 0), (3.3.2)

è êâàäðàòè÷íîé îäíîãî èç òðåõ òèïîâ

v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 − ν2) (ν > 0), (3.3.3)

v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 + ν2) (ν > 0), (3.3.4)

v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2). (3.3.5)

Ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû Ëè ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè II.2.
II. Ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíîé äëÿ

v(x, y, z), ïðèíàäëåæàùåé (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ñèñòåìû êîîðäèíàò)
îäíîìó èç ÷åòûðåõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé (V (·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, P 2+
Q2 +R2 = 1): ïëîñêî-ñëîèñòûõ

v(x, y, z) = V (Px+Qy +Rz), (3.3.6)

ñôåðè÷åñêè-ñëîèñòûõ

v(x, y, z) = V (x2 + y2 + z2), (3.3.7)

îäíîðîäíî-öèëèíäðè÷åñêè-ñëîèñòûõ

v(x, y, z) = (−Rx+ Pz) · V
(
Ry −Qz

−Rx+ Pz

)
, (R ̸= 0), (3.3.8)

è îñåñèììåòðè÷íî-ñëîèñòûõ

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 ± ν2) · V
(

Px+Qy +Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2

)
. (3.3.9)

Ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû Ëè ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöå II.1 â ïðèëî-
æåíèè II.3.

Êàæäîå èç óêàçàííûõ ñåìåéñòâ ñîäåðæèò ïî íåñêîëüêî (÷åòûðå,
øåñòü, øåñòü è øåñòíàäöàòü ñîîòâåòñòâåííî) êîíå÷íîìåðíûõ ïîäñå-
ìåéñòâ, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïû ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.1.3) øåñòèìåðíû;
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êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî (3.3.6) è ñåìåéñòâî (3.3.9) èìåþò ïî îäíîìó ïîä-
ñåìåéñòâó, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.1.3) ïÿòèìåðíà.
Ñïèñêè ýòèõ ïîäñåìåéñòâ äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà è ñîîòâåòñòâóþùèå
àëãåáðû Ëè ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ II.2-II.6 â ïðèëîæåíèè II.3.

III. Äëÿ 11 ñåìåéñòâ ôóíêöèé ñêîðîñòè v(x, y, z), îïèñûâàåìûõ ïðî-
èçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè îò äâóõ àðãóìåíòîâ, ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíå-
íèÿ (3.1.3) äâóìåðíà. Ýòè ñåìåéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ êàê îáùèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé âèäà

ξvx + ηvy + ζvz = (ξx −M)v (3.3.10)

(êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé), ãäå

ξ = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +Dx+Gy − Fz +H,
η = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz −Gx+Dy + Ez + I,

ζ = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx− Ey +Dz + J,

(3.3.11)

à A, B, C, D, E, F , G, H, I, J èM � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Äëÿ êàæäîãî
èç òàêèõ ñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè èìååò âèä

Ξ = ∆[ξ∂x + η∂y + ζ∂z −Mψ∂ψ] + L∂ψ, (3.3.12)

ãäå∆èL� ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Ôîðìóëû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.3.10)
äëÿ ñëó÷àÿ A2 + B2 + C2 ̸= 0 (êëàññèôèöèðóþùèå óðàâíåíèÿ ñ êâàäðà-
òè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè) ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè II.4, à äëÿ ñëó÷àÿ
A = B = C = 0 (êëàññèôèöèðóþùèå óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè) � â ïðèëîæåíèè II.5. Â îáîèõ ïðèëîæåíèÿõ óðàâíåíèå (3.3.10)
ïðèâåäåíî ñäâèãîì è ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò ê íîðìàëèçîâàííîé
ôîðìå, è ôîðìóëû ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþò èìåííî ýòîé ôîðìå.

IV. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.1.3)
îäíîìåðíà (ýòî � ãðóïïà ñäâèãîâ ïî ψ ñ àëãåáðîé L∂ψ).

3.3.2 Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

Îïèøåì âêðàòöå ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííîãî â ñëåäóþùèõ ïóíê-
òàõ. Ïåðâûé øàã � ýòî ïîëó÷åíèå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, ò.å. äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ξ, η, ζ, ϕ è v(x, y, z), è ÿâëÿþùèõñÿ
íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ ýé-
êîíàëà ñ ôóíêöèåé v(x, y, z) îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Âòîðîé ýòàï � ýòî ðåøåíèå ÷àñòè èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿ-
þùåå îïèñàòü îáùèé âèä ôóíêöèé ξ, η, ζ êàê ôóíêöèé îò (x, y, z).
Òðåòèé ýòàï � ýòî "ãðóáàÿ" êëàññèôèêàöèÿ ñ âûäåëåíèåì ñåìåéñòâ (3.3.6)-

(3.3.9). Äåëî â òîì, ÷òî â îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ óñëîâèÿ îòíîñèòåëü-
íî ϕ âûãëÿäÿò ïðîñòî êàê çàäàíèå ãðàäèåíòà ϕ ïî ïåðåìåííûì (x, y, z),
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ïðè÷åì ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ âûðàæåíû íåêîòîðûì îáðàçîì ÷åðåç
ξ, η, ζ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè ïðàâûå ÷àñòè äåéñòâèòåëüíî áûëè êîìïîíåíòà-
ìè ãðàäèåíòà � íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (óñëîâèÿ
ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà), ÷òî íàëàãàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ξ, η, ζ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ è ïîçâîëÿþò ïðîèçâåñòè ïåðâè÷íóþ ñåïàðàöèþ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû, ôèãóðèðóþùèå â îïèñàíèè ñå-
ìåéñòâ (3.3.6)-(3.3.9) ïðè ãðóáîé êëàññèôèêàöèè, ïîëó÷àþòñÿ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, çàâèñÿùèìè îò ψ. À ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ v îò ψ çàâèñåòü íå äîëæíà
(ïðîñòî ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è � íåàâòîíîìíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (3.1.3)
ìû íå ðàññìàòðèâàåì), ïðèõîäèòñÿ äîêàçûâàòü, ÷òî íåçàâèñèìîñòü v îò ψ
îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü îò ψ êîýôôèöèåíòîâ â âûðàæåíèè äëÿ v. Ýòîò �
÷åòâåðòûé � ýòàï, õîòÿ è îáîñíîâûâàåò äîñòàòî÷íî "î÷åâèäíûé" ôàêò, îêà-
çûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî êðîïîòëèâûì è òðóäîåìêèì: êàæäûé ñëó÷àé òðåáóåò
ñâîèõ ïðèåìîâ.

Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì àíàëèçå ïîñòîÿííî âîçíèêàþò ñëó÷àè ôóíêöèè
v(x, y, z) âèäà (3.3.1)-(3.3.5), ìû çàðàíåå èññëåäóåì ýòè "îñîáûå" ñëó÷àè,
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîòîì ê íèì íå âîçâðàùàòüñÿ. Ýòî � ïÿòûé ýòàï (ïðàâäà,
â íàøåì èçëîæåíèè, â öåëÿõ óäîáñòâà, îí ïðåäøåñòâóåò ÷åòâåðòîìó).

Ïîñëåäíèé, øåñòîé ýòàï � óæå äåòàëüíàÿ, "òîíêàÿ" êëàññèôèêàöèÿ. Â
åå îñíîâå ëåæèò ðåøåíèå ñïåöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

−
[
S ′′(r)

S ′(r)

1

χ′(r)
+

(
1

χ′(r)

)′]
= λS(r) + µ,

êîòîðîå, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé λ è µ ïðèâîäèò ê øåñòè âàðèàíòàì çàâè-
ñèìîñòè S(χ(r)) (è, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè v(x, y, z)). Èìåííî ýòè øåñòü
âàðèàíòîâ è ïðèâåäåíû â â òàáëèöàõ II.2-II.6 â ïðèëîæåíèè II.3, õîòÿ åñòü
è èñêëþ÷åíèÿ: íåêîòîðûå âàðèàíòû îêàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà (3.3.1)-
(3.3.5), à ó ïëîñêîñëîèñòîãî âàðèàíòà (3.3.6) è ó îñåñèììåòðè÷íî-ñëîèñòîãî
(3.3.9) ïðè ν = 0 ïîÿâëÿåòñÿ ïî îäíîìó "ñòåïåííîìó" ïîäñåìåéñòâó ñ ïÿ-
òèìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé, àíàëîãîâ êîòîðîãî íåò ó äðóãèõ ñåìåéñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ïðàêòè÷åñêè âñå
ïîäñåìåéñòâà îäíîãî ñåìåéñòâà ýêâèâàëåíòíû â ñèëó îòñóòñòâèÿ ðàçíèöû
ìåæäó òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè è ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Òî÷íî òàê
æå â ñåìåéñòâå îñåñèììåòðè÷íûõ v(x, y, z) ìîæíî áûëî áû íå ðàçëè÷àòü
+ν2 è −ν2. Îäíàêî ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî â âåùåñòâåííûõ òåðìèíàõ,
÷òî óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ, íî çàòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðóä-
íîñòåé ñ ïîñëåäóþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé ðåçóëüòàòîâ.
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3.3.3 Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ

Ñëåäóÿ ñõåìå, èçëîæåííîé â ïóíêòå 3.2.1, çàïèøåì óðàâíåíèå Ëè
Ξ(1)F

∣∣
F=0

= 0 äëÿ ïðîäîëæåíèÿ

Ξ(1) = Ξ + ϕx∂ψx
+ ϕy∂ψy

+ ϕz∂ψz

àëãåáðû (3.2.1). Â íàøåì ñëó÷àå F = ψ2
x+ψ

2
y +ψ

2
z − 1/v2(x, y, z), è óñëîâèå

èíâàðèàíòíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä

2ϕxψx + 2ϕyψy + 2ϕzψz + 2ξ
vx
v3

+ 2η
vy
v3

+ 2ζ
vz
v3

= 0,

÷òî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôîðìóë (3.2.2) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

ϕxψx + (ϕψ − ξx)ψ
2
x − ηxψxψy − ζxψxψz − ξψψ

3
x − ηψψ

2
xψy − ζψψ

2
xψz+

+ϕyψy + (ϕψ − ηy)ψ
2
y − ξyψxψy − ζyψyψz − ηψψ

3
y − ξψψxψ

2
y − ζψψ

2
yψz+

+ϕzψz + (ϕψ − ζz)ψ
2
z − ξzψxψz − ηzψyψz − ζψψ

3
z − ξψψxψ

2
z − ηψψyψ

2
z+

+ξ
vx
v3

+ η
vy
v3

+ ζ
vz
v3

= 0,

êîòîðîå ïîñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ è èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèÿ ψ2
x + ψ2

y +
ψ2
z = 1/v2 óïðîùàåòñÿ äî âèäà

−ξxψ2
x − ηyψ

2
y − ζzψ

2
z − (ηx + ξy)ψxψy − (ζx + ξz)ψxψz − (ηz + ζy)ψyψz+

+ψx(ϕx−ξψ
1

v2
)+ψy(ϕy−ηψ

1

v2
)+ψz(ϕz−ζψ

1

v2
)+ϕψ

1

v2
+ξ

vx
v3

+η
vy
v3

+ζ
vz
v3

= 0.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ (x, y, z) íàøå óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðàÿ êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò ψx, ψy, ψz íà ñôåðå ψ2

x+ψ
2
y+ψ

2
z−1/v2 = 0 ðàâíà íóëþ.

Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè,
îïðåäåëÿþùåé ñôåðó, ÷òî äàåò íàì óðàâíåíèÿ

ξx = ηy = ζz = ϕψ + (ξvx + ηvy + ζvz)/v, (3.3.13)

ηx + ξy = 0, ζx + ξz = 0, ηz + ζy = 0, (3.3.14)

ϕx = ξψ/v
2, ϕy = ηψ/v

2, ϕz = ζψ/v
2. (3.3.15)

Ýòî è åñòü îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ξ, η, ζ, ϕ. Íà÷èíàÿ ñ ýòî-
ãî ìîìåíòà ìû, ïî ñóùåñòâó, áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó (3.3.13)-(3.3.15), íàõîäÿ
òå óñëîâèÿ íà v(x, y, z), ïðè êîòîðûõ ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ξ, η, ζ, ϕ ñ
òåì èëè èíûì êîëè÷åñòâîì ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

3.3.4 Ïåðâè÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ

Èññëåäóåì ñíà÷àëà çàâèñèìîñòü ξ, η, ζ îò ïåðåìåííûõ x, y, z. Ýòà çàâèñè-
ìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïÿòüþ óðàâíåíèÿìè: ïåðâûìè äâóìÿ ðàâåíñòâàìè èç
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(3.3.13) ξx = ηy = ζz è óðàâíåíèÿìè (3.3.14). Â ñîâîêóïíîñòè îíè îáðàçóþò
ñèñòåìó óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ àëãåáðó Ëè ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà IR3. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä (ñì., íàïð.,
[75, �9, ï. 3], ïîäðîáíûé âûâîä ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè III)

ξ = A(ψ)(x2 − y2 − z2) + 2B(ψ)xy + 2C(ψ)xz+
+D(ψ)x+G(ψ)y − F (ψ)z +H(ψ),

η = B(ψ)(y2 − x2 − z2) + 2A(ψ)xy + 2C(ψ)yz−
−G(ψ)x+D(ψ)y + E(ψ)z + I(ψ),

ζ = C(ψ)(z2 − x2 − y2) + 2A(ψ)xz + 2B(ψ)yz+
+F (ψ)x− E(ψ)y +D(ψ)z + J(ψ).

(3.3.16)

Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò ψ, î÷åâèäíî, ðå÷ü èäåò
îá àëãåáðå íåñêîëüêî áîëåå øèðîêîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíôîðìíîé, ãðóïïû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (3.3.15). Èõ ïðàâûå ÷àñòè ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèè ϕ. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè
ϕ ñ òàêèì ãðàäèåíòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè:(

ξψ
v2

)
y

=
(ηψ
v2

)
x
;

(
ξψ
v2

)
z

=

(
ζψ
v2

)
x

;
(ηψ
v2

)
z
=

(
ζψ
v2

)
y

.

Íàì óäîáíî áóäåò îáîçíà÷èòü ÷åðåç W (x, y, z) ôóíêöèþ W (x, y, z) =
ln v2(x, y, z). Òîãäà óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè çàïèøóòñÿ â âèäå ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

ηψWx − ξψWy = ηψx − ξψy,
−ζψWx + ξψWz = −ζψx + ξψz,
ζψWy − ηψWz = ζψy − ηψz.

(3.3.17)

Ýòà ñèñòåìà èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü â íàøèõ ðàññìîòðåíèÿõ: èìåííî
îíà îïðåäåëÿåò "áàëàíñ" ìåæäó óñëîâèÿìè íà ôóíêöèþ ñêîðîñòè v(x, y, z)
(à çíà÷èò � íà W (x, y, z)) è óñëîâèÿìè íà êîìïîíåíòû ξ, η, ζ àëãåáðû Ëè.
Â ýòîì ïóíêòå ìû ñíîâà áóäåì ñ÷èòàòü âðåìåííî ψ ïðîñòî ïàðàìåòðîì, à
ξψ, ηψ, ζψ� ïðîñòî îáîçíà÷åíèÿìè òðåõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ, ïîìèìî (x, y, z),
åùå è îò ïàðàìåòðà ψ. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (3.3.17) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêè âûðîæäåííîé (êàê ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî Wx,Wy,Wz): ñëîæåíèå óðàâ-
íåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè ζψ, ηψ, ξψ ñîîòâåòñòâåííî äàñò â ëåâîé ÷àñòè íóëü.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìûì óñëîâèåì åå ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â
íóëü ñîîòâåòñòâóþùåé êîìáèíàöèè ïðàâûõ ÷àñòåé. Ïîçæå ìû ïîêàæåì,
÷òî ýòî óñëîâèå è äîñòàòî÷íî, ïðåäúÿâèâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû â ÿâíîì âèäå.

Èòàê, âûïèøåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (3.3.17):

(ηψx − ξψy)ζψ + (−ζψx + ξψz)ηψ + (ζψy − ηψz)ξψ = 0
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Ïîäñòàíîâêà â íåãî ôóíêöèé ξ, η, ζ èç (3.3.16) (ïðè ýòîì, äëÿ êðàòêîñòè
çàïèñè, ìû àðãóìåíò ψ ó êîýôôèöèåíòîâ áóäåì îïóñêàòü, à ïðîèçâîäíûå
ïî ýòîìó àðãóìåíòó áóäåì îáîçíà÷àòü øòðèõîì) äàåò óðàâíåíèå

(2A′y−2B′x−G′)(C ′(z2−x2−y2)+2A′xz+2B′yz+F ′x−E ′y+D′z+J ′)+

+(2C ′x−2A′z−F ′)(B′(y2−x2−z2)+2A′xy+2C ′yz−G′x+D′y+E ′z+I ′)+

+(2B′z−2C ′y−E ′)(A′(x2−y2−z2)+2B′xy+2C ′xz+D′x+G′y−F ′z+H ′)=0,

êîòîðîå ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ (êóáè÷åñêèå ÷ëåíû ñîêðàùàþòñÿ) è
ïðèðàâíèâàíèÿ ïî îòäåëüíîñòè êâàäðàòè÷íûõ, ëèíåéíûõ è ñâîáîäíûõ ÷ëå-
íîâ ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå

2[(A′y−B′x)(F ′x−E ′y)+(C ′x−A′z)(E ′z−G′x)+(B′z−C ′y)(G′y−F ′z)−

−(A′x+B′y+C ′z)(G′z+F ′y+E ′x)]+(A′E ′+B′F ′+C ′G′)(x2+y2+z2) = 0,

2[(A′y−B′x)J ′ + (C ′x−A′z)I ′ + (B′z−C ′y)H ′]−D′(E ′x+F ′y+G′z) = 0,

E ′H ′ + F ′I ′ +G′J ′ = 0,

èç êîòîðîé ìû ïîëó÷àåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû

A′E ′ +B′F ′ + C ′G′ = 0, (3.3.18)

2C ′I ′ − 2B′J ′ = D′G′, 2A′J ′ − 2C ′H ′ = D′F ′, 2B′H ′ − 2A′I ′ = D′E ′,
(3.3.19)

E ′H ′ + F ′I ′ +G′J ′ = 0, (3.3.20)

ÿâëÿþùèåñÿ îñíîâîé ïåðâè÷íîé êëàññèôèêàöèè.
Ñëó÷àé A′2 + B′2 + C ′2 ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå çà ñ÷åò ñäâèãà ñèñòåìû

êîîðäèíàò x̃ = x − α(ψ), ỹ = y − β(ψ), z̃ = z − γ(ψ) óäàåòñÿ ñäåëàòü êî-
ýôôèöèåíòû D′, E ′, F ′, G′ íóëåâûìè (ïðè ýòîì èãðàåò ðîëü òî, ÷òî â ñèëó
óñëîâèÿ (3.3.18) âåêòîð (E ′, F ′, G′) îðòîãîíàëåí âåêòîðó (A′, B′, C ′)). Òîãäà
óðàâíåíèÿ (3.3.18) è (3.3.20) îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè àâòîìàòè÷åñêè,
à óðàâíåíèÿ (3.3.19) îçíà÷àþò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âåêòîðà (H ′, I ′, J ′) âåê-
òîðó (A′, B′, C ′). Åñëè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îáîçíà÷èòü ÷åðåç
∓ν2, òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ξψ = A′(x̃2 − ỹ2 − z̃2 ∓ ν2) + 2B′x̃ỹ + 2C ′x̃z̃,
ηψ = B′(ỹ2 − x̃2 − z̃2 ∓ ν2) + 2A′x̃ỹ + 2C ′ỹz̃,

ζψ = C ′(z̃2 − ỹ2 − x̃2 ∓ ν2) + 2B′ỹz̃ + 2A′x̃z̃.

(3.3.21)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå (3.3.17). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñè-
ñòåìà

ηψWx − ξψWy = 0; −ζψWx + ξψWz = 0; ζψWy − ηψWz = 0.
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ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê: åñëè îáîçíà÷èòü l = A′x̃ + B′ỹ + C ′z̃,
σ = x̃2 + ỹ2 + z̃2 ± ν2, òî îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä
W (x, y, z) = Ω(l/σ). Ïîèñê ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû â
âèäå W (x, y, z) = W (l, σ) ïðèâîäèò ê îäíîìó-åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ
lWl + σWσ = 2, èìåþùåìó ðåøåíèåì, íàïðèìåð, W (l, σ) = 2 lnσ.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3.17) â ïðåäïîëîæåíèè
A′2 + B′2 + C ′2 ̸= 0 îêàçàëîñü ðàâíûì W (x, y, z) = 2 ln σ + Ω(l/σ), ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ñêîðîñòè

v(x, y, z) = σ exp

(
1

2
Ω(l/σ)

)
= σV (

l

σ
), (3.3.22)

ãäå V � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò r = l/σ. Ïî ñóùåñòâó ìû ïîëó÷èëè
ñåìåéñòâî (3.3.9). Ïîñêîëüêó âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âîêðóã îñè (A′, B′, C ′)
íå ìåíÿþò íè çíà÷åíèÿ l, íè çíà÷åíèÿ σ, ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè
v(x, y, z) ÿâëÿþòñÿ íàâåðíÿêà ôèãóðàìè âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîé îñè, è òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ íàìè ôóíêöèÿ ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóåò îñåñèììåòðè÷-
íî-ñëîèñòîé ñðåäå.
Ñëó÷àé A′ = B′ = C ′ = 0, E ′2+F ′2+G′2 ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå

(3.3.18) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî, èç óðàâíåíèé (3.3.19) ïîëó÷àåì D′ = 0, à
èç óñëîâèÿ (3.3.20) îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà (H ′, I ′, J ′) âåêòîðó (E ′, F ′, G′),
ñëåäóåò âîçìîæíîñòü çà ñ÷åò ñäâèãà ñèñòåìû êîîðäèíàò ñäåëàòü H ′, I ′, J ′

íóëÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ξψ = G′ỹ − F ′z̃, ηψ = −G′x̃+ E ′z̃, ζψ = F ′x̃− E ′ỹ, (3.3.23)

Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (3.3.17) â ýòîì ñëó÷àå òîæå íå ïðåäñòàâëÿåò òðó-
äà: ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

ηψWx − ξψWy = −ζψWx + ξψWz = ζψWy − ηψWz = 0

èìååò (â ïðåäïîëîæåíèè G′ ̸= 0, íå îãðàíè÷èâàþùèì îáùíîñòè) ðåøåíèå
W (x, y, z) = Ω([G′ỹ−F ′z̃]/[−G′x̃+E ′z̃]), ãäå Ω � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óäàåòñÿ,
êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îòûñêàòü â âèäå W (x, y, z) = 2 ln | − G′x̃ +
E ′z̃|. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3.17) â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî
W (x, y, z) = 2 ln | −G′x̃ + E ′z̃| + Ω((G′ỹ − F ′z̃)/(−G′x̃ + E ′z̃)), à ôóíêöèÿ
ñêîðîñòè �

v(x, y, z) = (−G′x̃+ E ′z̃)V

(
G′ỹ − F ′z̃

−G′x̃+ E ′z̃

)
. (3.3.24)

Ìû ïîëó÷èëè ñåìåéñòâî (3.3.8). Íàéäåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ ñêîðîñòè ñî-
îòâåòñòâóåò ñðåäå ñ îäíîðîäíî-öèëèíäðè÷åñêèì ñëîåíèåì: ëèíèè óðîâíÿ
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ôóíêöèè v(x, y, z) ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðàìè ñ íàïðàâëÿþùèìè, ïàðàëëåëü-
íûìè âåêòîðó (E ′, F ′, G′), ïðè÷åì ýòè öèëèíäðû ïîäîáíû äðóã äðóãó: ãî-
ìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì k ïåðåâîäèò ïîâåðõíîñòü v = 1 â ïîâåðõíîñòü
v = k.
Ñëó÷àé A′ = B′ = C ′ = E ′ = F ′ = G′ = 0, D′ ̸= 0. Çäåñü âñå óðàâ-

íåíèÿ (3.3.18)-(3.3.19) îêàçûâàþòñÿ òîæäåñòâàìè; çà ñ÷åò ñäâèãà ñèñòåìû
êîîðäèíàò ïîëó÷àåì ξψ = D′x̃, ηψ = D′ỹ, ζψ = D′z̃, ñèñòåìà (3.3.17) îêà-
çûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, è åå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä W (x, y, z) = Ω(σ0),
ãäå σ0 = x̃2 + ỹ2 + z̃2, à Ω � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ ñêîðîñòè èìååò âèä

v(x, y, z) = V (σ0) = V (x2 + y2 + z2), (3.3.25)

÷òî äàåò íàì ñåìåéñòâî (3.3.7), îïèñûâàþùåå ñôåðè÷åñêè ñëîèñòûå ñðåäû.
Ñëó÷àé A′ = B′ = C ′ = E ′ = F ′ = G′ = D′ = 0, H ′2 + I ′2 + J ′2 ̸= 0

Çäåñü ξψ = H ′, ηψ = I ′, ζψ = J ′, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3.17) èìååò âèä
W (x, y, z) = Ω(s), ãäå s = H ′x+ I ′y+ J ′z, à Ω � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî èìååò âèä

v(x, y, z) = V (s) = V (H ′x+ I ′y + J ′z), (3.3.26)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâó (3.3.6), îïèñûâàþùåìó ïëîñêî-ñëîèñòûå ñðå-
äû.
Ñëó÷àé ξψ = ηψ = ζψ ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå óæå ñèñòåìà óðàâíåíèé

(3.3.17) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî � çíà÷èò, åé óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ôóíê-
öèÿ W (x, y, z) è ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè. Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ýòîãî
ñëó÷àÿ, êàê è îñòàëüíûõ, áóäåò ïðîèçâåäåí ïîçæå � òàì ïîÿâÿòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà W è v.

3.3.5 Îñîáûå ñëó÷àè ôóíêöèè ñêîðîñòè (3.3.1)-(3.3.5)

Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ íàì ïîñòîÿííî áóäóò âñòðå÷àòüñÿ,
â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ôóíêöèè ñêîðîñòè (3.3.1)-(3.3.5), íàì áóäåò
óäîáíî çàðàíåå îïèñàòü àëãåáðû Ëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ñèììåòðèé,
÷òîáû ïîòîì ïðîñòî èñêëþ÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ.
Ñëó÷àé v(x, y, z) ≡ v = const. Â ýòîì ñëó÷àå W (x, y, z) = const è

óðàâíåíèÿ (3.3.17) äàþò íàì óñëîâèÿ ξψy = ηψx, ζψx = ξψz, ηψz = ζψy, èç
êîòîðûõ, ââèäó óñëîâèé (3.3.14) ïîëó÷àåì

ξψy = ηψx = ζψx = ξψz = ηψz = ζψy = 0,
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îòêóäà A′ = B′ = C ′ = E ′ = F ′ = G′ = 0, à çíà÷èò A,B,C,D,E, F,G
ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè: A(ψ) = Ā, B(ψ) = B̄, C(ψ) = C̄, E(ψ) = Ē,
F (ψ) = F̄ , G(ψ) = Ḡ. Òàêèì îáðàçîì,

ξ = Ā(x2 − y2 − z2) + 2B̄xy + 2C̄xz +D(ψ)x+ Ḡy − F̄ z +H(ψ),
η = B̄(y2 − x2 − z2) + 2Āxy + 2C̄yz − Ḡx+D(ψ)y + Ēz + I(ψ),
ζ = C̄(z2 − x2 − y2) + 2Āxz + 2B̄yz + F̄ x− Ēy +D(ψ)z + J(ψ).

(3.3.27)
Ñèñòåìà (3.3.15) ïðåâðàùàåòñÿ â

ϕx =
ξψ
v2

=
D′x+H ′

v2
, ϕy =

ηψ
v2

=
D′y + I ′

v2
, ϕz =

ζψ
v2

=
D′z + J ′

v2
,

è åå ðåøåíèå èìååò âèä

ϕ(x, y, z, ψ) =
1
2D

′(ψ)(x2 + y2 + z2) +H ′(ψ)x+ I ′(ψ)y + J ′(ψ)z

v2
+ ϕ̂(ψ).

(3.3.28)
Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðåøåíèÿ â ïîñëåäíåå èç íåèñïîëüçîâàííûõ íàìè ïîêà
óðàâíåíèé (3.3.13), êîòîðîå äëÿ v(x, y, z) = v ïðèíèìàåò âèä ϕψ = ξx =
ηy = ζz, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

1
2D

′′(ψ)(x2 + y2 + z2) +H ′′(ψ)x+ I ′′(ψ)y + J ′′(ψ)z

v2
+ ϕ̂′(ψ) =

= 2(Āx+ B̄y + C̄z) +D(ψ), (3.3.29)

è ïðèðàâíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ äàåò óñëîâèÿ D′′ = 0, H ′′ =
2v2Ā, I ′′ = 2v2B̄, J ′′ = 2v2C̄, ϕ̂′ = D, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ

D = 2D1ψ +D2, ϕ̂ = D1ψ
2 +D2ψ + L.

H = Av2ψ2 +H1ψ +H2, I = Bv2ψ2 + I1ψ + I2, J = Cv2ψ2 + J1ψ + J2.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èìååò êîìïîíåíòû

ξ(x, y, z, ψ) = Ā(ψ2v2 + x2 − y2 − z2) + 2B̄xy + 2C̄xz + (2D1ψ +D2)x+

+Ḡy − F̄ z +H1ψ +H2,

η(x, y, z, ψ) = B̄(ψ2v2 + y2 − x2 − z2) + 2Āxy + 2C̄yz + (2D1ψ +D2)y−
−Ḡx+ Ēz + I1ψ + I2,

ζ(x, y, z, ψ) = C̄(ψ2v2 + z2 − x2 − y2) + 2B̄yz + 2Āxz + (2D1ψ +D2)z+

+F̄ x− Ēy + J1ψ + J2,
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ϕ(x, y, z, ψ) =
D1(ψ

2v2 + x2 + y2 + z2) +H1x+ I1y + J1z

v2
+

+ψ(2Āx+ 2B̄y + 2C̄z +D2) + L,

÷òî â òî÷íîñòè äàåò àëãåáðó, óêàçàííóþ â ïðèëîæåíèè II.2.1.
Ñëó÷àé v(x, y, z) = Px+Qy+Rz. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî òîé

æå ñõåìå, ÷òî è ïðåäûäóùèé, ïîýòîìó ìû èçëîæèì åãî âêðàòöå, îïóñòèâ
äåòàëüíûå âûêëàäêè. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (3.3.17) ïðèîáðåòàåò âèä

2Pηψ − 2Qξψ = [ηψx − ξψy](Px+Qy +Rz),

−2Pζψ + 2Rξψ = [−ζψx + ξψz](Px+Qy +Rz),

2Qζψ − 2Rηψ = [ζψy − ηψz](Px+Qy +Rz),

è ïîäñòàíîâêà â ýòè óðàâíåíèÿ ôóíêöèé (3.3.16) äàåò ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé
îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé, èç êîòîðûõ ïðèðàâíèâàíèåì êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïîëó÷àåì íàáîð óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî êîýôôèöèåíòîâ: B′P = A′Q, C ′P = A′R, B′R = C ′Q, D′ = 0,
E ′P + F ′Q + G′R = 0, I ′P = H ′Q, J ′P = H ′R, J ′Q = I ′R. Ýòè ñîîòíîøå-
íèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü êîýôôèöèåíòû A,B,C, D, E,F,G è H, I, J â
âèäå

A(ψ) = λ(ψ)P + Ā, B(ψ) = λ(ψ)Q+ B̄, C(ψ) = λ(ψ)R + C̄,

D(ψ) ≡ D̄, E = Ê(ψ) + θP, F = F̂ (ψ) + θQ, G = Ĝ(ψ) + θR,

H(ψ) = κ(ψ)P + H̄, I(ψ) = κ(ψ)Q+ Ī , J(ψ) = κ(ψ)R + J̄ ,

ãäå ĀP + B̄Q+ C̄R = Ê(ψ)R + F̂ (ψ)Q+ Ĝ(ψ)P = H̄P + ĪQ+ J̄R = 0, è,
ñîîòâåòñòâåííî,

ξ =λ(ψ)[P (x2 − y2 − z2) + 2Qxy + 2Rxz] + Ā(x2 − y2 − z2) + 2B̄xy+
+2C̄xz + D̄x+G(ψ)y − F (ψ)z + θ[Ry −Qz] + κ(ψ)P + H̄,

η =λ(ψ)[Q(y2 − x2 − z2) + 2Pxy + 2Ryz] + B̄(y2 − x2 − z2) + 2Āxy+
+2C̄yz −G(ψ)x+ D̄y + E(ψ)z + θ[−Rx+ Pz] + κ(ψ)Q+ Ī ,

ζ =λ(ψ)[R(z2 − x2 − y2) + 2Pxz + 2Qyz] + C̄(z2 − x2 − y2) + 2Āxz+
+2B̄yz + F (ψ)x− E(ψ)y +Dz + θ[Qx− Py] + κ(ψ)R + J̄ ,

(3.3.30)
Ïîäñòàíîâêà (3.3.30) â óðàâíåíèÿ (3.3.15) ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü

ýòè óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èòü

ϕ(x, y, z, ψ) =
λ′(x2 + y2 + z2)− (Ĝ′y − F̂ ′z)/P − κ′

Px+Qy +Rz
+ ϕ̂, (3.3.31)
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à ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííîé ϕ â ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (3.3.13) ïðèâîäèò
îïÿòü ê ðàâåíñòâó äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé, èç êîòîðîãî ïîñëå ñîêðà-
ùåíèé è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

λ′′(ψ) = (P 2 +Q2 +R2)λ(ψ), κ′′(ψ) = (P 2 +Q2 +R2)κ(ψ)

Ê ′′(ψ) = (P 2 +Q2 +R2)Ê(ψ), F̂ ′′(ψ) = (P 2 +Q2 +R2)F̂ (ψ), (3.3.32)

−Pϕ̂′(ψ) = RF̂ (ψ)−QÊ(ψ).

Îáîçíà÷àÿ w2 = P 2 +Q2 +R2, ðåøàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ
ýòè ðåøåíèÿ â (3.3.16) è â ôîðìóëó äëÿ ϕ, ïîëó÷àåì ôîðìóëû ïðèëîæåíèÿ
II.2.2:

ξ = [λ1 chwψ+λ2 shwψ][P (x
2− y2− z2)+2Qxy+2Rxz]+ Ā(x2− y2− z2)+

+2B̄xy + 2C̄xz + D̄x+ [G1 chwψ +G2 shwψ]y − [F1 chwψ + F2 shwψ]z+

+θ[Ry −Qz] + [κ1 chwψ + κ2 shwψ]P + H̄,

η = [λ1 chwψ+λ2 shwψ][Q(y
2−x2− z2)+2Pxy+2Ryz]+ B̄(y2−x2− z2)+

+2Āxy + 2C̄yz + D̄y − [G1 chwψ +G2 shwψ]x+ [E1 chwψ + E2 shwψ]z+

+θ[−Rx+ Pz] + [κ1 chwψ + κ2 shwψ]Q+ Ī ,

ζ = [λ1 chwψ+λ2 shwψ][R(z
2−x2− y2)+2Pxz+2Qyz]+ C̄(z2−x2− y2)+

+2Āxz + 2B̄yz +Dz + [F1 chwψ + F2 shwψ]x− [E1 chwψ + E2 shwψ]y+

+θ[Qx− Py] + [κ1 chwψ + κ2 shwψ]R + J̄ ,

ϕ = w[λ1 shwψ + λ2 chwψ]
x2 + y2 + z2

Px+Qy +Rz
− w(κ1 shwψ + κ2 chwψ)

Px+Qy +Rz
+

+
E1(Ry −Qz) + F1(Pz −Rx) +G1(Qx− Py)

w(Px+Qy +Rz)
shwψ+

+
E2(Ry −Qz) + F2(Pz −Rx) +G2(Qx− Py)

w(Px+Qy +Rz)
chwψ + L̄.

Ñëó÷àé v(x, y, z) = wσ = w(x2+ y2+ z2± ν2). Ýòîò ñëó÷àé îáúåäèíÿåò
ñðàçó òðè ôîðìóëû (3.3.3)-(3.3.5). Ñèìâîë ±ν2 îáîçíà÷àåò îäèí èç òðåõ
âàðèàíòîâ: +ν2, −ν2 è 0. Îïÿòü æå ìû ñëåäóåì óæå îòëàæåííîé ñõåìå:
óðàâíåíèÿ (3.3.17) � óðàâíåíèÿ (3.3.15) � ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â (3.3.13), è,
â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà, îïóñêàåì ýëåìåíòàðíûå, íî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå
âûêëàäêè.

Óðàâíåíèÿ (3.3.17) ïðèîáðåòàþò âèä

ηψ
4x

σ
− ξψ

4y

σ
= ηψx − ξψy, −ζψ

4x

σ
+ ξψ

4z

σ
= −ζψx + ξψz,
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ζψ
4y

σ
− ηψ

4z

σ
= ζψy − ηψz,

è ïîäñòàíîâêà â íèõ ôóíêöèé ξ, η, ζ èç (3.3.16) ïîñëå óïðîùåíèé ïðèâîäèò
ê ñîîòíîøåíèÿì

4z(E ′x+ F ′y +G′z) + 4(I ′x−H ′y) = 2G′(x2 + y2 + z2 ± ν2),

4y(E ′x+ F ′y +G′z) + 4(H ′z − J ′x) = 2F ′(x2 + y2 + z2 ± ν2),

4x(E ′x+ F ′y +G′z) + 4(J ′y − I ′z) = 2E ′(x2 + y2 + z2 ± ν2),

êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ (x, y, z) òîëüêî åñëè E ′ = F ′ = G′ =
H ′ = I ′ = J ′ = 0. Òàêèì îáðàçîì,

ξ=A(ψ)(x2 − y2 − z2) + 2B(ψ)xy + 2C(ψ)xz +D(ψ)x+ Ḡy − F̄ z+H̄,
η=B(ψ)(y2 − x2 − z2) + 2A(ψ)xy + 2C(ψ)yz − Ḡx+D(ψ)y + Ēz + Ī ,
ζ=C(ψ)(z2 − x2 − y2) + 2A(ψ)xz + 2B(ψ)yz + F̄ x− Ēy +D(ψ)z + J̄ .

(3.3.33)
Óðàâíåíèÿ (3.3.15) òîãäà ïðèîáðåòàþò âèä

ϕx = − 1

w2

[
2A′x+ 2B′y + 2C ′z +D′

2σ

]
x

,

ϕy = − 1

w2

[
2A′x+ 2B′y + 2C ′z +D′

2σ

]
y

,

ϕz = − 1

w2

[
2A′x+ 2B′y + 2C ′z +D′

2σ

]
z

,

îòêóäà

ϕ(x, y, z, ψ) = −2A′x+ 2B′y + 2C ′z +D′

2w2σ
+ ϕ̂(ψ). (3.3.34)

Îñòàåòñÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èç (3.3.13), êîòîðîå äëÿ íàøåé ôóíêöèè
ñêîðîñòè âûãëÿäèò êàê

σξx = σϕψ + 2xξ + 2yη + 2zζ.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûøå ξ, η, ζ, ϕ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé, è, ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû,
ïîëó÷àåì

D′′ = ∓4w2ν2D, ϕ̂′ = −D(ψ),

A′′ = ∓4w2ν2A+ 2w2H̄, B′′ = ∓4w2ν2B + 2w2Ī , C ′′ = ∓4w2ν2C + 2w2J̄ .
(3.3.35)

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â êàæäîì èç òðåõ âàðèàíòîâ ±ν2 = +ν2, ±ν2 =
−ν2 è ±ν2 = 0 è ïîäñòàíîâêà èõ â ôîðìóëû (3.3.16) è â ôîðìóëó äëÿ ϕ
äàåò àëãåáðû Ëè, óêàçàííûå â ïðèëîæåíèÿõ II.2.3-II.2.5.
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3.3.6 Íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèè ñêîðîñòè îò ψ. Îïðåäåëåíèå
êîìïîíåíò (ξ, η, ζ, ϕ).

Âåðíåìñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâ (3.3.6)-(3.3.9). Â ïîëó÷åííûõ â ïóíêòå
3.3.4 ôîðìóëàõ (3.3.22), (3.3.24), (3.3.25), (3.3.26) ôóíêöèÿ v âûðàæåíà êàê
ôóíêöèÿ íå òîëüêî îò x, y, z, íî è îò ψ (êàê â êîýôôèöèåíòàõ, ôèãóðèðó-
þùèõ â ýòèõ ôîðìóëàõ è â ïàðàìåòðàõ α, β, γ ñäâèãà ñèñòåìû êîîðäèíàò
äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê ïîäõîäÿùåìó âèäó, òàê è â ñàìîì õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè
V (·)). Îäíàêî íà ñàìîì äåëå îíà îò ψ íå çàâèñèò, è ýòî íàëàãàåò äîïîëíè-
òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû. Åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò
â òîì, ÷òî íåçàâèñèìîñòü v îò ψ âëå÷åò íåçàâèñèìîñòü îò ψ âñåõ ïàðàìåòðîâ
è ôóíêöèè V (·), îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà â êàæäîì ñëó÷àå òðå-
áóåò ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ àëãåáðàè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Íàì áóäåò óäîáíåå
èäòè îò áîëåå ïðîñòûõ ôóíêöèé ñêîðîñòè ê áîëåå ñëîæíûì (ò.å. â ïîðÿä-
êå, óêàçàííîì â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû). Êðîìå òîãî, óäîáíåå èññëåäîâàòü
íåçàâèñèìîñòü îò ψ ôóíêöèè W , à íå ôóíêöèè v.
Ñëó÷àé ôóíêöèè (3.3.26). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî W èìååò âèä

W (x, y, z, ψ) = Ω(s, ψ), ãäå s = H ′(ψ)x + I ′(ψ)y + J ′(ψ)z, óñëîâèå íåçàâè-
ñèìîñòè îò ψ èìååò âèä

[H ′′(ψ)x+ I ′′(ψ)y + J ′′(ψ)z]Ωs(s, ψ) + Ωψ(s, ψ) = 0.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ψ è s. Òîãäà x, y, z ëåæàò íà íåêîòîðîé ãèïåðïëîñ-
êîñòè. Íà ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè ëåâàÿ ÷àñòü íàøåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé ôóíêöèåé îò x, y, z, è ýòà ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Çíà-
÷èò, ýòà ôóíêöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé ãèïåðïëîñ-
êîñòü, ò.å. H ′′ = k′(ψ)H ′,I ′′ = k′(ψ)I ′, J ′′ = k′(ψ)J ′. Âîîáùå ãîâîðÿ, êîýô-
ôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìîã áû çàâèñåòü è îò ψ, è îò s, íî ïîñêîëüêó
H, I, J è èõ ïðîèçâîäíûå îò s íå çàâèñÿò � îñòàåòñÿ òîëüêî çàâèñèìîñòü îò
ψ. Ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â âèäå ïðîèçâîäíîé
íåêîòîðîé ôóíêöèè k(ψ) âûáðàíî äëÿ óäîáñòâà: èç íàøèõ óñëîâèé ñëåäó-
åò, ÷òî H ′ = Pek(ψ), I ′ = Qek(ψ), J ′ = Rek(ψ), ãäå P,Q,R � íåêîòîðûå
êîíñòàíòû (ïðè÷åì íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî
P 2 +Q2 +R2 = 1), à òîãäà

H ′x+ I ′y + J ′z = ek(ψ)[Px+Qy +Rz] (3.3.36)

Ω(H ′x+ I ′y + J ′z, ψ) = Ω(ek(ψ)[Px+Qy +Rz], ψ) = Ω̂(Px+Qy +Rz, ψ),

(ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ψ, âêëþ÷åí â çàâè-
ñèìîñòü îò âòîðîãî àðãóìåíòà). Äëÿ íîâîé æå ôóíêöèè Ω̂ íåçàâèñèìîñòü
îò ψ åñòü ïðîñòî íåçàâèñèìîñòü îò âòîðîãî àðãóìåíòà: Ω̂ψ = 0. Çíà÷èò, â
èòîãå W (x, y, z, ψ) = Ω(Px+Qy +Rz), à v(x, y, z) = V (Px+Qy +Rz).
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Ðàâåíñòâî (3.3.36) íàì áóäåò óäîáíåå ïðåäñòàâèòü â âèäå H ′ = θ′(ψ)P ,
I ′ = θ′(ψ)Q, J ′ = θ′(ψ)R, ãäå θ′(ψ) = ek(ψ), à òîãäà H = θ(ψ)P + H̄,
I = θ(ψ)Q+ Ī, J = θ(ψ)R+ J̄ , ïðè÷åì ìîæíî, äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáîðà
θ(ψ), ñ÷èòàòü PH̄+QĪ+RJ̄ = 0. Âìåñòå ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè ýòîãî ñëó÷àÿ
A′ = B′ = C ′ = D′ = E ′ = F ′ = G′ = 0 ýòî äàåò îïèñàíèå ïåðâûõ òðåõ
êîìïîíåíò àëãåáðû Ëè â âèäå

ξ(x, y, z, ψ) = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz+
+Dx+Gy − Fz + θ(ψ)P + H̄,

η(x, y, z, ψ) = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz−
−Gx+Dy + Ez + θ(ψ)Q+ Ī ,

ζ(x, y, z, ψ) = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz+
+Fx− Ey +Dz + θ(ψ)R + J̄ .

(3.3.37)

×åòâåðòàÿ æå êîìïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé (3.3.15), êîòîðûå â
íàøåì ñëó÷àå ïðèîáðåòàþò âèä

ϕx =
θ′(ψ)P

V 2(r)
, ϕy =

θ′(ψ)Q

V 2(r)
, ϕz =

θ′(ψ)R

V 2(r)
,

ãäå r = Px + Qy + Rz. Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, P = rx, Q = ry, R = rz, èç
íàøèõ óðàâíåíèé íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(x, y, z, ψ) = θ′(ψ)S(Px+Qy +Rz) + ϕ̂(ψ), S(r) =

∫
dr

V 2(r)
. (3.3.38)

Ñëó÷àé ôóíêöèè (3.3.25) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Çäåñü

W (x, y, z, ψ) = Ω(σ0, ψ),

ãäå σ0 = (x−α(ψ))2 + (y− β(ψ))2 + (z− γ(ψ))2, óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè W
îò ψ èìååò âèä

−2Ωσ0(σ0, ψ)[α
′(ψ)(x− α(ψ)) + β′(ψ)(y − β(ψ)) + γ′(ψ)(z − γ(ψ))]+

+Ωψ(σ0, ψ) ≡ 0,

è åñëè çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèÿ ψ è σ0, òî äîïóñòèìûå íàáîðû (x, y, z) îá-
ðàçóþò ñôåðó. Ëåâàÿ ÷àñòü íàøåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé
(îòíîñèòåëüíî x, y, z) è ñîõðàíÿåò íà ñôåðå íóëåâîå çíà÷åíèå. Ýòî âîçìîæ-
íî òîëüêî åñëè ýòà ôóíêöèÿ òðèâèàëüíà:

Ωσ0(σ0, ψ)α
′(ψ) = Ωσ0(σ0, ψ)β

′(ψ) = Ωσ0(σ0, ψ)γ
′(ψ) = 0.

îòêóäà, â ñèëó íåòðèâèàëüíîñòè Ωσ0, α
′(ψ)=β′(ψ)=γ′(ψ)=0, è Ωψ(σ0, ψ) =

0. Òàêèì îáðàçîì, W = Ω(σ0), v = V (σ0) è, ïîñêîëüêó α, β, γ îò ψ íå
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çàâèñÿò, ìîæíî ñ÷èòàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáðàííîé òàê, ÷òî σ0 = x2 +
y2 + z2.

Ïîñêîëüêó ïðè òàêîì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò H ′ = I ′ = J ′ = 0
(à îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå êîýôôèöèåíòîâ, êðîìå D′(ψ), ðàâíû íóëþ ïî
ïðåäïîëîæåíèþ), ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû àëãåáðû Ëè èìåþò âèä

ξ =A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +D(ψ)x+Gy − Fz +H,
η =B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz −Gx+D(ψ)y + Ez + I,
ζ =C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx− Ey +D(ψ)z + J.

(3.3.39)

à èç óðàâíåíèé (3.3.15), èìåþùèõ â ýòîì ñëó÷àå âèä

ϕx =
D′(ψ)x

V 2(x2 + y2 + z2)
, ϕy =

D′(ψ)y

V 2(x2 + y2 + z2)
, ϕz =

D′(ψ)z

V 2(x2 + y2 + z2)
,

ïîëó÷àåì

ϕ(x, y, z, ψ) =
1

2
D′(ψ)S(x2 + y2 + z2) + ϕ̂(ψ), S(r) =

∫
dr

V 2(r)
. (3.3.40)

Ñëó÷àé ôóíêöèè (3.3.24). Çäåñü íàì áóäåò óäîáíî ðàáîòàòü â èñ-
õîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (áåç ñäâèãà), îáîçíà÷èâ m = G′y − F ′z + H ′,
n = −G′x + E ′z + I ′, r = m/n (ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî G′(ψ) ̸= 0
è îñòàâëÿÿ óñëîâèå (3.3.20): H ′E ′ + I ′F ′ + J ′G′ = 0). Äëÿ W (x, y, z, ψ) =
2 lnn+ Ω(r, ψ) óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè îò ψ èìååò âèä

Ωr(r, ψ)(
mψn−mnψ

n2
) + Ωψ(r, ψ) + 2

nψ
n

= 0,

è ìû ïðåîáðàçóåì åãî, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî m/n = r, è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ
p = mψ/m, q = nψ/n ê âèäó

p(rΩr(r, ψ))− q(rΩr(r, ψ)− 2) + Ωψ(r, ψ) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé E ′′G′ − G′′E ′ = F ′′G′ − G′′F ′ = 0. Äåëî â òîì, ÷òî â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ âåëè÷èí íåíóëåâàÿ, äëÿ ëþáî-
ãî çàäàííîãî r∗ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñ÷èòàòü (p, q, r) íîâîé ëîêàëüíîé
(âáëèçè (p∗, q∗, r∗) äëÿ íåêîòîðûõ p∗ è q∗) êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìîé êîîðäè-
íàò, ýêâèâàëåíòíîé (x, y, z), à ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, çàôèêñè-
ðîâàâ r, ìåíÿòü p è q ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Íî òîãäà èç íàøåãî óðàâíåíèÿ
ïîëó÷àåì rΩr = rΩr − 2 = 0, ÷åãî, î÷åâèäíî, íå ìîæåò áûòü.

Ýêâèâàëåíòíîñòü æå (ëîêàëüíî) ñèñòåì (p, q, r) è (x, y, z) ñëåäóåò èç òî-
ãî, ÷òî (p, q, r) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (x, y, z) ÿâíî, à îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü
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îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

G′y − F ′z +H ′ = (−G′x+ E ′z + I ′)r,
G′′y − F ′′z +H ′′ = (G′y − F ′z +H ′)p,
−G′′x+ E ′′z + I ′′ = (−G′x+ E ′z + I ′)q,

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåí

r(G′′ − pG′)[E ′′G′ −G′′E ′] + (G′′ − qG′)[G′F ′′ −G′′F ′].

Ïîýòîìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îäíà èç âåëè÷èí E ′′G′−G′′E ′, F ′′G′−G′′F ′

íå ðàâíà íóëþ, äëÿ ëþáîãî r∗ ìîæíî óêàçàòü òàêèå p∗, q∗, ÷òî îïðåäåëèòåëü
áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè, à çíà÷èò â
ýòîé îêðåñòíîñòè (x, y, z) è (p, q, r) âçàèìíî îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ äðóã
÷åðåç äðóãà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè îò ψ âëå÷åò
E ′′G′−G′′E ′ = F ′′G′−G′′F ′ = 0, ÷òî îçíà÷àåò ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíîñòü
ìåæäó ñîáîé ôóíêöèé E ′, F ′, G′:

E ′(ψ) = Pθ′(ψ), F ′(ψ) = Qθ′(ψ), G′(ψ) = Rθ′(ψ),

ïðè÷åì θ′(ψ) ̸= 0. Òîãäà, äëÿ óäîáñòâà, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî è

H ′(ψ) = θ′(ψ)Ĥ(ψ), I ′(ψ) = θ′(ψ)Î(ψ), J ′(ψ) = θ′(ψ)Ĵ(ψ),

è, ñîîòâåòñòâåííî,

m = θ′(ψ)[Ry −Qz + Ĥ(ψ)], n = θ′(ψ)[−Rx+ Pz + Î(ψ)],

r = (Ry −Qz + Ĥ(ψ))/(−Rx+ Pz + Î(ψ)),

W (x, y, z, ψ) = 2 ln(−Rx+ Pz + Î(ψ)) + Ω̂(r, ψ).

Íî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå íåçàâèñèìîñòèW îò ψ óïðîùàåòñÿ è ïðèîáðåòàåò,
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, âèä

1

−Rx+ Pz + Î(ψ)
[Ĥ ′(ψ)Ω̂r(r, ψ)− (rΩ̂r(r, ψ)− 2)Î ′(ψ))] + Ω̂ψ(r, ψ) = 0.

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü òîæäåñòâîì, à ïðè çàôèêñèðîâàííûõ
r, ψ ìíîæèòåëü 1/(−Rx+Pz+ Î(ψ)) ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî äâóì óñëîâèÿì:

Ĥ ′(ψ)Ω̂r(r, ψ)− (rΩ̂r(r, ψ)− 2)Î ′(ψ)) = 0, Ω̂ψ(r, ψ) = 0.

Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî Ω̂ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îäíîé ïåðå-
ìåííîé � r. À â ïåðâîì ïðè ýòîì ïî ñóùåñòâó ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå
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ïåðåìåííûõ: Ĥ ′(ψ)Ω̂′(r) = (rΩ̂′(r) − 2)Î ′(ψ)), è ëèáî Ĥ ′ = Î ′ = 0, ëèáî
rΩ̂′(r)− 2 = kΩ̂′(r) è Ĥ ′ = kÎ ′.

Â ñëó÷àå rΩ̂′(r)− 2 = kΩ̂′(r), îêàçûâàåòñÿ

W = 2 ln(w[Ry −Qz + Ĥ(ψ)− k(−Rx+ Pz + Î(ψ))],

è ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ ëèíåéíîé ôóíêöèè v(x, y, z), ñ íå çàâèñÿùèìè îò
ψ êîýôôèöèåíòàìè (Ĥ(ψ) − kÎ(ψ) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òàê êàê Ĥ ′(ψ) −
kÎ ′(ψ) = 0):

v(x, y, z) = w[kRx+Ry − (Q+ kP )z +M ].

Ìû åå óæå ðàññìîòðåëè â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîýòîìó äàëåå áóäåì îá-
ñóæäàòü òîëüêî ñëó÷àé Ĥ ′ = Î ′ = 0, ò.å. Ĥ è Î (à çíà÷èò, è Ĵ � â ñèëó
ĤP+ ÎQ+ĴR = 0) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè: Ĥ(ψ) ≡ H̄, Î(ψ) ≡ Ī, Ĵ(ψ) ≡ J̄ .
Íî òîãäà ìû ïðèõîäèì ê ôóíêöèè ñêîðîñòè

v(x, y, z) = (−R̄x− Q̄z + Ī)V

(
R̄y − Q̄z + H̄

−R̄x+ P̄ z + Ī

)
,

ïðè÷åì PH̄ + QĪ + RJ̄ = 0. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çà ñ÷åò
ñäâèãà íà÷àëà êîîðäèíàò H̄, Ī è J̄ ñäåëàíû íóëåâûìè, è òîãäà

v(x, y, z) = (−Rx+ Pz)V

(
Ry −Qz

−Rx+ Pz

)
,

à ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû àëãåáðû Ëè èìåþò âèä

ξ = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +Dx+
+θ(ψ)[Ry −Qz] +Gy − Fz +H,

η = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz +Dy+
+θ(ψ)[−Rx+ Pz]−Gx+ Ez + I,

ζ = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz +Dz+
+θ(ψ)[Qx− Py] + Fx− Ey + J

(3.3.41)

Ïðè ýòîì ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð (P,Q,R)
íîðìèðîâàí: P 2 +Q2 +R2 = 1 è ÷òî PE +QF +RG = 0 (èíà÷å ìîæíî ñî-
ñòàâëÿþùóþ âåêòîðà (E,F,G), êîëëèíåàðíóþ (P,Q,R), ïðîñòî âêëþ÷èòü
â ïðåäûäóùåå ñëàãàåìîå, çàìåíèâ íà θ̂(ψ) ñóììó θ(ψ) + PE +QF +RG).

×åòâåðòàÿ æå êîìïîíåíòà ϕ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ðàíüøå, èç ñîîòíîøåíèé
(3.3.15), êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå èìåþò âèä

ϕx =
θ′(ψ)(Ry −Qz)

V 2(r)(−Rx+ Pz)2
=
θ′(ψ)rx
RV 2(r)

, ϕy =
θ′(ψ)ry
RV 2(r)

, ϕz =
θ′(ψ)rz
RV 2(r)
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(ãäå r ïî-ïðåæíåìó ðàâíî r = (Ry −Qz)/(−Rx+ Pz)), îòêóäà

ϕ(x, y, z, ψ) =
θ′(ψ)

R
S(r) + ϕ̂(ψ), S(r) =

∫
1

V 2(r)
. (3.3.42)

Ñëó÷àé ôóíêöèè (3.3.22). Îáîçíà÷àÿ, êàê è ðàíåå, x̃ = x − α(ψ),
ỹ = y − β(ψ), z̃ = z − γ(ψ), l = A′x̃ + B′ỹ + C ′z̃, σ = x̃2 + ỹ2 + z̃2 ± ν2,
r = l/σ, âûïèøåì óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè îò ψ ôóíêöèè W (x, y, z, ψ) =
2 ln σ + Ω(r, ψ). Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ îíè ïðèîáðåòàþò âèä

−2[α′(x− α) + β′(y − β) + γ′(z − γ)∓ νν ′]r(2− rΩr(r, ψ))+

+rΩr(r, ψ)[A
′′(x− α) +B′′(y − β) + C ′′(z − γ)− (A′α′ +B′β′ + C ′γ′)]+

+Ωψ(r, ψ)[A
′(x− α) +B′(y − β) + C ′(z − γ)] = 0.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü r, ψ, òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò ðàâåíñòâî
íóëþ íà ñôåðå

(x−α)2+(y−β)2+(z− γ2)± ν2− 1

r
[A′(x−α)+B′(y−β)+C ′(z− γ)] = 0

ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî (x, y, z) ôóíêöèè, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî åñëè âñå åå
êîýôôèöèåíòû íóëåâûå. Ýòî äàåò íàì ñèñòåìó óðàâíåíèé

−2α′r(2− rΩr(r, ψ)) + rΩr(r, ψ)A
′′ + Ωψ(r, ψ)A

′ = 0,

−2β′r(2− rΩr(r, ψ)) + rΩr(r, ψ)B
′′ + Ωψ(r, ψ)B

′ = 0,

−2γ′r(2− rΩr(r, ψ)) + rΩr(r, ψ)C
′′ + Ωψ(r, ψ)C

′ = 0,

±2νν ′r(2− rΩr(r, ψ))− rΩr(r, ψ)[A
′α′ +B′β′ + C ′γ′] = 0.

Èñêëþ÷àÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü r(2−rΩr) è rΩr (ò.ê. ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
r(2−rΩr(r, ψ)) = k(ψ)rΩr(r, ψ), ïðèâîäèò ê v(x, y, z) = ∆(ψ)(l+kσ), êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïðè k = 0 è êâàäðàòè÷íîé ïðè k ̸= 0), èç
ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ν ′ = 0 è A′α′+B′β′+C ′γ′ = 0. Ñëîæåíèåì
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåííîãî íà α′, âòîðîãî � íà β′, è òðåòüåãî � íà γ′,
ïîëó÷èì

−2[α′2 + β′2 + γ′2]r(2− rΩr(r, ψ)) + rΩr(r, ψ)[A
′′α′ +B′′β′ + C ′′γ′] = 0,

îòêóäà (îïÿòü æå èñêëþ÷àÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè r(2 − rΩr) è rΩr) α′ =
β′ = γ′ = 0, ò.å. σ îò ψ íå çàâèñèò. Íàì áóäåò óäîáíî äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî çà
ñ÷åò ñäâèãà ñèñòåìû êîîðäèíàò ìû äîáèëèñü òîãî, ÷òîáû α = β = γ = 0,
ò.å. σ = x2 + y2 + z2 ± ν2, à l = A′x+B′y + C ′z.

Â óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàøè óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä

rΩr(r, ψ)A
′′ + Ωψ(r, ψ)A

′ = rΩr(r, ψ)B
′′ + Ωψ(r, ψ)B

′ =
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= rΩr(r, ψ)C
′′ + Ωψ(r, ψ)C

′ = 0,

÷òî îçíà÷àåò âçàèìíóþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ A′, B′, C ′:

A′(ψ) = ∆′(ψ)P, B′(ψ) = ∆′(ψ)Q, C(ψ)′ = ∆′(ψ)R,

ïðè÷åì ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî P 2+Q2+
R2 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå l = A′x+B′y + C ′z = ∆′(ψ)(Px+Qy +Rz),

W = 2 ln(x2 + y2 + z2 ± ν2) + Ω̂(
Px+Qy +Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2
, ψ),

è íåçàâèñèìîñòü W îò ψ ýêâèâàëåíòíà Ω̂ψ = 0, òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî ïî-
ëó÷àåì

v(x, y, z) = σV (r), r =
l

σ
=

Px+Qy +Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2
.

Ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè èìåþò âèä

ξ(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[P (x2 − y2 − z2 ∓ ν2) + 2Qxy + 2Rxz]+
+Ā(x2 − y2 − z2 ∓ ν2) + 2B̄xy + 2C̄xz +Dx+Gy − Fz +H,

η(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[Q(y2 − x2 − z2 ∓ ν2) + 2Pxy + 2Ryz]+
+B̄(y2 − x2 − z2 ∓ ν2) + 2Āxy + 2C̄yz −Gx+Dy + Ez + I,

ζ(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[R(z2 − y2 − x2 ∓ ν2) + 2Qyz + 2Pxz]+
+C̄(z2 − y2 − x2 ∓ ν2) + 2B̄yz + 2Āxz + Fx− Ey +Dz + J,

(3.3.43)
ïðè÷åì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ĀP + B̄Q+ C̄R = 0.

×åòâåðòàÿ æå êîìïîíåíòà îïÿòü ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé
(3.3.15): ïîñêîëüêó îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ξψ = −∆′(ψ)rxσ

2, ηψ = −∆′(ψ)ryσ
2,

ζψ = −∆′(ψ)rzσ
2, óðàâíåíèÿ

ϕx =
ξψ
v2
, ϕy =

ηψ
v2
, ϕz =

ζψ
v2

íåìåäëåííî äàþò

ϕ(x, y, z, ψ) = −∆′(ψ)S(r) + ϕ̂(ψ), S(r) =

∫
dr

V 2(r)
. (3.3.44)

Ñëó÷àé ξψ = ηψ = ζψ = 0. Çäåñü íà âèä ôóíêöèé W è v ïîêà íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé íå íàëàãàëîñü, ïîýòîìó íåçàâèñèìîñòü èõ îò ψ íèêàêèõ äî-
ïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íå òðåáóåò, à ñèñòåìà (3.3.15) ïðåâðàùàåòñÿ
â ϕx = ϕy = ϕz = 0, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ϕ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî àðãóìåí-
òà: ϕ(x, y, z, ψ) = ϕ̂(ψ). Îñòàëüíûå æå êîìïîíåíòû àëãåáðû îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè (3.3.16) ñ íå çàâèñÿùèìè îò ψ êîýôôèöèåíòàìè:

ξ = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +Dx+Gy − Fz +H,
η = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz −Gx+Dy + Ez + I,
ζ = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx− Ey +Dz + J.

(3.3.45)
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3.3.7 Äåòàëüíàÿ ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ äëÿ ñåìåéñòâ
(3.3.6)-(3.3.9)

Ïî ñóùåñòâó ó íàñ îñòàëîñü îäíî-åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìû ïîêà
íå ðàçðåøèëè � ýòî ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (3.3.13)

ξx = ϕψ +
1

v
(ξvx + ηvy + ζvz). (3.3.46)

Ìû ïðîèçâåäåì ïîäñòàíîâêó â ýòî óðàâíåíèå íàéäåííûõ íàìè êîìïîíåíò
àëãåáðû Ëè ξ, η, ζ, ϕ è ôóíêöèè ñêîðîñòè v(x, y, z), è íàéäåì äîïîëíèòåëü-
íûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû àëãåáðû è ëèáî äîïîëíèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà v(x, y, z) (è S(r)), ëèáî íàéäåì àëãåáðû, îáñëóæèâàþùèå âñå
ñåìåéñòâî.

Âñþäó ðàññóæäåíèÿ ïðîèñõîäÿò â òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì ïîäñòàíîâêîé
â (3.3.46) è èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, îïèñûâàåìûõ ôîðìóëàìè (3.3.1)-(3.3.5)
óäàåòñÿ äîáèòüñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ôîð-
ìóëàõ ïåðâûõ òðåõ êîìïîíåíò ξ, η, ζ âåêòîðíîãî ïîëÿ è ïðèéòè ê íåêîòî-
ðîìó óðàâíåíèþ, â êîòîðîì ôèãóðèðóþò óæå òîëüêî äâå íåçàâèñèìûå ïå-
ðåìåííûå � r è ψ (è â êîòîðîå âõîäÿò íåèçâåñòíûå ïîêà ôóíêöèè S(r) è
V (r)). Ýòî óðàâíåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ñåìåéñòâà. Âòîðîé ýòàï � ýòî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Çäåñü "îòäåëÿåòñÿ"
ñëó÷àé àëãåáðû Ëè, îáñëóæèâàþùåé âñå ñåìåéñòâî (è òîãäà ïîëó÷åííîå íà-
ìè óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî), à â ñëó÷àå ñåìåéñòâà (3.3.6)
(ïëîñêèõ ôóíêöèé ñêîðîñòè) è ñåìåéñòâà (3.3.9) ñ ν = 0 � è ñëó÷àé ñòåïåí-
íîé çàâèñèìîñòè ñ ïÿòèìåðíîé àëãåáðîé Ëè. Àëüòåðíàòèâîé îòäåëèâøèìñÿ
âàðèàíòàì îêàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì ôèãóðè-
ðóþò òîëüêî îäíà íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ � r, è â êîòîðîì çàäàåòñÿ ñâÿçü
ìåæäó S(r) è V (r). Ýòî óðàâíåíèå ìû áóäåì äàëåå íàçûâàòü óðàâíåíèåì
âåòâëåíèÿ. Òðåòèé ýòàï � ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âåòâëåíèÿ. Ïîñêîëüêó
îíî èìååò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûé âèä äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ñåìåéñòâ, ìû ñî-
îòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì â îáùåì âèäå â ïóíêòå 3.3.8. Èìåííî
ýòî óðàâíåíèå äàåò øåñòü ðàçëè÷íûõ ôîðìóë, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
êîýôôèöèåíòîâ, è èìåííî ýòè øåñòü âàðèàíòîâ è ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ
II.2-II.6 â ïðèëîæåíèè II.3. Â ñëó÷àå ÷åòâåðòîãî ñåìåéñòâà âîçíèêàåò åùå
îäíî âåòâëåíèå âàðèàíòîâ � â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ ±ν2,
òàê ÷òî âñåãî âàðèàíòîâ çäåñü îêàçûâàåòñÿ âîñåìíàäöàòü. Ïðàâäà, íåêîòî-
ðûå èç íèõ (äâà âàðèàíòà â ñëó÷àå ñåìåéñòâà ïëîñêèõ ôóíêöèé è äâà � â
ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ) îêàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà (3.3.1)-(3.3.5), è
ïîýòîìó îíè â ÷èñëå ïîäñåìåéñòâ ðàçäåëà II â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû íå
ó÷èòûâàþòñÿ.
Ñëó÷àé v(x, y, z) = V (r) = V (Px+Qy+Rz). Äëÿ òàêîé ôóíêöèè v (è
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ñîîòâåòñòâóþùåé ϕ) óðàâíåíèå (3.3.46) ïðåâðàùàåòñÿ â

ξx = θ′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ) +
V ′(r)

V (r)
(ξrx + ηry + ζrz),

à ïîäñòàíîâêà â íåãî ξ, η, ζ èç (3.3.37) äàåò

2Ax+ 2By + 2Cz +D = θ′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ) +
V ′(r)

V (r)
×

×
{
P [A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +Dx+ Ey − Fz + θ(ψ)P + H̄]+

+Q[B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz − Ex+Dy +Gz + θ(ψ)Q+ Ī]+

+R[C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx−Gy +Dz + θ(ψ)R + J̄ ]
}
.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü ψ è r, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî íåêîòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ íà ãèïåðïëîñêîñòè Px+Qy +Rz = r, ÷òî âîçìîæíî
òîëüêî åñëè ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Px+Qy+
Rz− r íà íåêîòîðóþ äðóãóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò x, y, z, ò.å. ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

(Px+Qy +Rz − r)(αx+ βy + γz − κ)

Îñóùåñòâëÿÿ ïåðåìíîæåíèå â ýòîé ôîðìóëå è óðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ x, y, z ñ êîýôôèöèåíòàìè â íàøåì óðàâíå-
íèè, ïîëó÷àåì 

(AP −BQ−RC)V ′(r)/V (r) = αP,
(−AP +BQ−RC)V ′(r)/V (r) = βQ,

(−AP −BQ+RC)V ′(r)/V (r) = γR,

(3.3.47)


(2BP + 2AQ)V ′(r)/V (r) = αQ+ βP,
(2CP + 2AR)V ′(r)/V (r) = αR + γP,

(2CQ+ 2BR)V ′(r)/V (r) = βR + γQ,

(3.3.48)


(PD −QE +RF )V ′(r)/V (r)− 2A = −αr − κP,
(PE +QD −RG)V ′(r)/V (r)− 2B = −βr − κQ,
(−PF +QG+RD)V ′(r)/V (r)− 2C = −γr − κR,

(3.3.49)

θ′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ) +
V ′(r)

V (r)
[θ(ψ)(P 2 +Q2 +R2) +PH̄ +QĪ +RJ̄ ]−D = rκ.

(3.3.50)
Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç (3.3.49) íà PQ è ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ

÷àñòü αP è βQ èç (3.3.47), ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà V ′/V (ñëó÷àé V ′ = 0
èñêëþ÷åí � ýòî ñëó÷àé ôóíêöèè (3.3.1)), ïîëó÷àåì (AP +BQ+CR)(P 2 +
Q2) = 0. Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ ðàâåíñòâà (AP +BQ+CR)(P 2+R2) = 0,
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(AP+BQ+CR)(Q2+R2) = 0, îòêóäà (â ñèëó P 2+Q2+R2 = 1) ñëåäóåòAP+
BQ + CR = 0. Íî òîãäà (3.3.47) è (3.3.48) äàþò ÿâíûå âûðàæåíèÿ α, β, γ
÷åðåç A,B,C: α = 2AV ′(r)/V (r), β = 2BV ′(r)/V (r), γ = 2CV ′(r)/V (r), è
ïðè ýòîì èç AP +BQ+ CR = 0 íåìåäëåííî ñëåäóåò αP + βQ+ γR = 0.

Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (3.3.49) ñ êîýôôèöèåíòàìè P,Q,R, ïîëó÷àåì ÿâ-
íîå âûðàæåíèå äëÿ κ = −DV ′(r)/V (r), è ïîýòîìó (3.3.49) ñâîäèòñÿ ê

V ′(r)

V (r)
[−QE +RF ] = 2A(1− r

V ′(r)

V (r)
),
V ′(r)

V (r)
[PE −RG] = 2B(1− r

V ′(r)

V (r)
),

V ′(r)

V (r)
[−PF +QG] = 2C(1− r

V ′(r)

V (r)
),

èç êîòîðûõ èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ (1− rV ′(r)/V (r)) = kV ′(r)/V (r) (ïðèâî-
äÿùåìó ê ñëó÷àþ V (r) = w ·(r+k) ëèíåéíîé ôóíêöèè ñêîðîñòè), ïîëó÷àåì
A = B = C = α = β = γ = 0, −QE+RF = PE−RG = −PF +QG = 0, à
ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ∆ âûïîë-
íåíî E = ∆R, F = ∆Q, G = ∆P . Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
â (3.3.37) äàåò

ξ(x, y, z, ψ) = ∆(Ry −Qz) + θ(ψ)P + H̄,
η(x, y, z, ψ) = ∆(−Rx+ Pz) + θ(ψ)Q+ Ī ,

ζ(x, y, z, ψ) = ∆(Qx− Py) + θ(ψ)R + J̄ ,

÷òî, ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ íàìè â ïðèëîæåíèè II.1 îáîçíà÷åíèé, ïðèâîäèò ê
àëãåáðå Ëè

ΞII.1 = ∆Ξ◦(P,Q,R) + Ξ↑(H, I, J) + θ(ψ)Ξ↑(P,Q,R)+

+(θ′(ψ)S(Px+Qy +Rz) + ϕ̂(ψ))∂ψ,
(3.3.51)

ãäå êîíñòàíòû ∆, H̄, Ī, J̄ ïðîèçâîëüíû è ïîä÷èíÿþòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åíèþ
PH̄ + QĪ + RJ̄ = 0, à ôóíêöèè S(r), V (r), θ(ψ) è ϕ̂(ψ) óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ

θ′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ) +
V ′(r)

V (r)
θ(ψ) = D(1− r

V ′(r)

V (r)
). (3.3.52)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (3.3.50) ïîäñòàíîâêîé íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ κ, è èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà PH̄+QĪ+RJ̄ = 0. Ýòî è åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ñåìåéñòâà.

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: ñëó÷àé θ(ψ) =
0 ïðè D = 0 äàåò ϕ̂ = L è ìû ïîëó÷àåì àëãåáðó, îáñëóæèâàþùóþ âñå ñå-
ìåéñòâî (îíà ïðèâåäåíà â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû II.1 â ïðèëîæåíèè II.3).
Ñëó÷àé D ̸= 0 äëÿ θ(ψ) = 0 (à òàêæå è äëÿ θ(ψ) = θ̄ = const) ïðèâîäèò ê
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V (r) = w · (Dr+ θ̄)1−M/D, îòêóäà, îáîçíà÷àÿ −M/D = k è ñäâèãàÿ ñèñòåìó
êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû θ̄ îêàçàëîñü ðàâíûì íóëþ, ïîëó÷àåì ïîäñåìåéñòâî,
ïðèâåäåííîå â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû II.2 ïðèëîæåíèÿ II.3.

Åñëè æå θ ̸≡ const, òî äèôôåðåíöèðîâàíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ ïî ψ
íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

V ′(r)/V (r) = λS(r) + µ, (3.3.53)

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò λ è µ, ïîäñòàíîâêà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â (3.3.52)
äàåò

S(r)[θ′′(ψ) + λθ(ψ) + λDr] + ϕ̂′(ψ) + µθ(ψ)−D(1− µr) = 0,

îòêóäà ëèáî λD = µD = 0, θ′′(ψ) + λθ(ψ) = 0, ϕ̂′(ψ) + µθ(ψ) = D, ëèáî ìû
ïðèõîäèì ê îäíîé èç ôóíêöèé ñêîðîñòè (3.3.1)-(3.3.2). Ïîñêîëüêó λ = µ = 0
â ñèëó (3.3.53) îïÿòü æå ïðèâîäèò ê ôóíêöèè âèäà (3.3.1), îñòàåòñÿ D = 0,
è óðàâíåíèå (3.3.53) äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

θ′′(ψ) + λθ(ψ) = 0, ϕ̂′(ψ) + µθ(ψ) = 0. (3.3.54)

Ïî ñóùåñòâó ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ñäåëàíî. Óðàâíåíèå (3.3.53) åñòü óðàâ-
íåíèå âåòâëåíèÿ äëÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà. Àíàëèç ñèñòåì òèïà (3.3.53)-(3.3.54)
(à òàêèå ñèñòåìû âîçíèêàþò âî âñåõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ) ìû áóäåì ïðîâîäèòü
åäèíûì îáðàçîì â ïóíêòå 3.3.8.
Ñëó÷àé v(x, y, z) = V (σ0) = V (x2 + y2 + z2). Àíàëèç ýòîãî ñëó÷àÿ

ïðîèñõîäèò ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è ïðåäûäóùåãî. Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå
(3.3.46) ξ, η, ζ, ϕ èç (3.3.39)-(3.3.40) è v âèäà (3.3.7) äàåò ëèíåéíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî x, y, z (ïðè çàôèêñèðîâàííûõ ψ è σ0), êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ
òîæäåñòâîì íà ñôåðå x2+y2+z2 = σ0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè ëèíåéíûå
ôóíêöèè â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò òîæäåñòâåííî, ÷òî
äàåò ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé

2A = 2
V ′(σ0)

V (σ0)
(Aσ0 +H), 2B = 2

V ′(σ0)

V (σ0)
(Bσ0 + I), 2C = 2

V ′(σ0)

V (σ0)
(Cσ0 + J),

1

2
D′′(ψ)S(σ0) + ϕ̂′(ψ) +D(ψ)

[
2
V ′(σ0)

V (σ0)
σ0 − 1

]
= 0, (3.3.55)

èç êîòîðîé èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ôóíêöèè ñêîðîñòè âèäà (3.3.5) ïîëó÷àåì
A = B = C = H = I = J = 0, òàê ÷òî íàì îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå óðàâ-
íåíèå (3.3.55) � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ñåìåéñòâà. Êîìïî-
íåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ, η, ζ ïðèîáðåòàþò âèä

ξ = D(ψ)x+Gy − Fz, η = −Gx+D(ψ)y + Ez, ζ = Fx− Ey +D(ψ)z,
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÷òî ïðèâîäèò, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé ïàðàãðàôà II.1, ê àëãåáðå

ΞII.2 = Ξ◦(E,F,G) +D(ψ)Ξ∗ + [
1

2
D′(ψ)S(x2 + y2 + z2) + ϕ̂(ψ)]∂ψ (3.3.56)

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè E,F,G è ôóíêöèÿìè S(r), V (r),D(ψ), ϕ̂(ψ),
óäîâëåòâîðÿþùèìè (3.3.55).

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â (3.3.55) äàåò ëèáî D(ψ) ≡ 0, ÷òî ïðèâîäèò ê
ϕ(ψ) = L è ìû ïîëó÷àåì àëãåáðó, îáñëóæèâàþùóþ âñå ñåìåéñòâî, êîòîðàÿ
ïðèâåäåíà âî âòîðîé ñòðîêå òàáëèöû II.1 ïðèëîæåíèÿ II.3. Ëèáî D(ψ) ̸= 0
(õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ ψ), è ìû ïîëó÷àåì òîãäà óðàâíåíèå âåòâëåíèÿ

4
V ′(σ0)

V (σ0)
σ0 − 2 = λS + µ, (3.3.57)

à èç (3.3.55) � ñîïðîâîæäàþùèå óðàâíåíèÿ

D′′(ψ) = λD(ψ), ϕ̂′(ψ) =
1

2
µD(ψ). (3.3.58)

Ýòî � ñèñòåìà òîãî æå òèïà, ÷òî è (3.3.53)-(3.3.54), îíà áóäåò îáñóæäàòüñÿ
â ïóíêòå 3.3.8.
Ñëó÷àé v(x, y, z) = (−Rx + Pz)V ((Ry − Qz)/(−Rx + Pz)). Ïîäñòà-

íîâêà â óðàâíåíèå (3.3.46) ôóíêöèé ξ, η, ζ, ϕ èç (3.3.41)-(3.3.42) è v äàåò
êâàäðàòè÷íîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x, y, z (ïðè çàôèêñèðîâàííûõ ψ è r),
êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì íà ïëîñêîñòè r = (Ry−Qz)/(−Rx+Pz).
Ïîñêîëüêó ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì k îñòàâëÿåò íàñ íà ýòîé ïëîñêî-
ñòè, à ðàçëè÷íûå ÷ëåíû êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïðè ýòîì óìíîæàþòñÿ íà
ðàçíûå êîýôôèöèåíòû, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðèðàâíÿòü äðóã äðóãó
ïî îòäåëüíîñòè êâàäðàòè÷íûå, ëèíåéíûå è ñâîáîäíûå ÷ëåíû, ÷òî äàåò òðè
óðàâíåíèÿ

(RA− PC)(1− r
V ′(r)

V (r)
)− (RB −QC)

V ′(r)

V (r)
= 0,

(−Rx+ Pz)[
1

G
θ′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ)]−R[θ(ψ)(Ry −Qz) +Gy − Fz]+

+P [θ(ψ)(Qx− Py) + Fx− Ey] +
V ′(r)

V (r)
[Rr(θ(ψ)(Ry −Qz) +Gy − Fz)+

+R(θ(ψ)(−Rx+Pz)−Gx+Ez)−(Q+Pr)(θ(ψ)(Qx−Py)+Fx−Ey)] = 0,

(PJ −RH)(1− r
V ′(r)

V (r)
)− V ′(r)

V (r)
(QJ −RI) = 0.
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Èñêëþ÷åíèå â ïåðâîì è òðåòüåì óðàâíåíèÿõ ñëó÷àÿ ôóíêöèè âèäà (3.3.2)
ïðèâîäèò íàñ ê óñëîâèÿì RA−PC = RB−QC = 0, PJ−RH = QJ−RI =
0, âòîðîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(−Rx+ Pz)

[
1

R
θ′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ) +Gθ(ψ)

(
−r − P (Q+ Pr)

R2
+

+
V ′(r)

V (r)
(r2 + 1 +

(Q+ Pr)2

R2
)

)]
= [−F + (Fr − E)

V ′(r)

V (r)
](Px+Qy +Rz),

è ïîäñòàíîâêà â ýòî óðàâíåíèå âåêòîðà (x, y, z) = (P − ϵ,Q + ϵr, R) (î÷å-
âèäíî, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè r = (Ry−Qz)/(−Rx+Pz)) äàåò, â ñèëó ïðî-
èçâîëà âûáîðà ϵ, äâà óðàâíåíèÿ, ïåðâîå èç êîòîðûõ −F + (Fr − E)V

′(r)
V (r) =

0 ïðèâîäèò èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ôóíêöèé âèäà (3.3.1)-(3.3.2) ê óñëîâèþ
E = F = G = 0, à âòîðîå òîãäà îêàçûâàåòñÿ êàê ðàç õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì òðåòüåãî ñåìåéñòâà:

1

R
θ′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ)+

+Rθ(ψ)

(
−r − P (Q+ Pr)

R2
+
V ′(r)

V (r)
(r2 + 1 +

(Q+ Pr)2

R2
)

)
= 0.

(3.3.59)

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ íàìè çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ â (3.3.41) äàåò

ξ(x, y, z, ψ) = ∆[E(x2 − y2 − z2) + 2Fxy + 2Gxz] +Dx+
+θ(ψ)[Ey − Fz] + κE,

η(x, y, z, ψ) = ∆[F (y2 − x2 − z2) + 2Exy + 2Gyz] +Dy+
+θ(ψ)[−Ex+Gz] + κF,

ζ(x, y, z, ψ) = ∆[G(z2 − x2 − y2) + 2Exz + 2Fyz] +Dz+
+θ(ψ)[Fx−Gy] + κG,

è ìû ïîëó÷àåì àëãåáðó Ëè

ΞII.3 = ∆Ξ∞(E,F,G, 0) +DΞ∗ + κΞ↑(E,F,G)+

+θ(ψ)Ξ◦(E,F,G) + [
θ′(ψ)

G
S

(
Gy − Fz

−Gx+ Ez

)
+ ϕ̂(ψ)]∂ψ

(3.3.60)

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè ∆, D,κ è ñ ôóíêöèÿìè S(r), V (r), θ(ψ) è
ϕ̂(ψ), óäîâëåòâîðÿþùèìè (3.3.59).

Èç (3.3.59) ïðè θ(ψ) ≡ 0 ìû ïîëó÷àåì ϕ(ψ) = L è ïðèõîäèì ê àëãåáðå,
îáñëóæèâàþùåé âñå ñåìåéñòâî, êîòîðàÿ óêàçàíà â òðåòüåé ñòðîêå òàáëèöû
II.1 ïðèëîæåíèÿ II.3. Ïðè θ(ψ) ̸= 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ψ ìû ïîëó÷àåì, êàê
è â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, ñèñòåìó

V ′(r)

V (r)

(
r2 + 1 +

(Q+ Pr)2

R2

)
− r − P (Q+ Pr)

R2
=

1

R
(λS(r) + µ), (3.3.61)
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θ′′(ψ) + λRθ(ψ) = 0, ϕ̂′(ψ) = −µθ(ψ), (3.3.62)

ê êîòîðîé âåðíåìñÿ â ïóíêòå 3.3.8.

Ñëó÷àé v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 ± ν2)V
(

Px+Qy+Rz
x2+y2+z2±ν2

)
Ïîäñòàíîâêà â

óðàâíåíèå (3.3.46) ξ, η, ζ, ϕ è v èç (3.3.43)-(3.3.44) äàåò, ïîñëå óïðîùåíèé,
è ôèêñàöèè, êàê è ðàíåå, ψ è r = (Px + Qy + Rz)/(x2 + y2 + z2 ± ν2),
ðàâåíñòâî íóëþ ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ñôåðå. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ òðèâèàëüíà, ÷òî äàåò ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé

P

[
−∆′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ) +D

(
1− r

V ′(r)

V (r)

)
−

−∆(ψ)

(
V ′(r)

V (r)
(1∓ 4r2ν2)± 4rν2

)]
∓

∓4Ā

(
r − V ′(r)

V (r)
r2
)
ν2 + 2H

(
r − r2

V ′(r)

V (r)

)
+ (FR−GQ)r

V ′(r)

V (r)
= 0,

Q

[
−∆′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ) +D

(
1− r

V ′(r)

V (r)

)
−

−∆(ψ)

(
V ′(r)

V (r)
(1∓ 4r2ν2)± 4rν2

)]
∓

∓4B̄

(
r − V ′(r)

V (r)
r2
)
ν2 + 2I

(
r − r2

V ′(r)

V (r)

)
+ (GP − ER)r

V ′(r)

V (r)
= 0,

R

[
−∆′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ) +D

(
1− r

V ′(r)

V (r)

)
−

−∆(ψ)

(
V ′(r)

V (r)
(1∓ 4r2ν2)± 4rν2

)]
∓

∓4C̄

(
r − V ′(r)

V (r)
r2
)
ν2 + 2J

(
r − r2

V ′(r)

V (r)

)
+ (EQ− FP )r

V ′(r)

V (r)
= 0,

r
V ′(r)

V (r)
[±2Drν2 + (PH +QI +RJ)]∓ 2Drν2 = 0.

Ðàçðåøåíèå ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñ èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ ôóíêöèé
âèäà (3.3.2)-(3.3.5) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì D = 0, PH + QI + RJ = 0, à
òîãäà èç ïåðâûõ òðåõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ:

−∆′′(ψ)S(r) + ϕ̂′(ψ)−∆(ψ)

(
V ′(r)

V (r)
(1∓ 4r2ν2)± 4rν2

)
= 0, (3.3.63)

(2H ∓ 4Āν2)

(
r − V ′(r)

V (r)
r2
)
+ (FR−GQ)r

V ′(r)

V (r)
= 0,
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(2I ∓ 4B̄ν2)

(
r − V ′(r)

V (r)
r2
)
+ (GP − ER)r

V ′(r)

V (r)
= 0,

(2J ∓ 4C̄ν2)

(
r − V ′(r)

V (r)
r2
)
+ (EQ− FP )r

V ′(r)

V (r)
= 0,

ðåøåíèå ïîñëåäíèõ òðåõ èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñíîâà ñ èñêëþ÷åíèåì
ñëó÷àåâ ôóíêöèè v(x, y, z) âèäà (3.3.2)-(3.3.5) äàåò óñëîâèÿ H = ±2Āν2,
I ± 2B̄ν2, J = ±2C̄ν2, (ïðè ýòîì óñëîâèå PH + IQ+ RJ = 0 îêàçûâàåòñÿ
âûïîëíåííûì àâòîìàòè÷åñêè) è FR − GQ = GP − ER = EQ − FP =
0. Ïåðåïèñàâ ïîñëåäíåå óñëîâèå â âèäå E = θP , F = θQ, G = θR, ìû
ïîëó÷àåì

ξ(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[P (x2 − y2 − z2 ∓ ν2) + 2Qxy + 2Rxz]+
+Ā(x2 − y2 − z2 ± ν2) + 2B̄xy + 2C̄xz + θ(Ry −Qz),

η(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[Q(y2 − x2 − z2 ∓ ν2) + 2Pxy + 2Ryz]+
+B̄(y2 − x2 − z2 ± ν2) + 2Āxy + 2C̄yz + θ(−Rx+ Pz),

ζ(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[R(z2 − y2 − x2 ∓ ν2) + 2Qyz + 2Pxz]+
+C̄(z2 − y2 − x2 ± ν2) + 2B̄yz + 2Āxz + θ(Qx− Py),

÷òî äàåò àëãåáðó Ëè

ΞII.4 = Ξ∞(A,B,C,∓ν2) + θΞ◦(P,Q,R)+

+[−∆′(ψ)S

(
Px+Qy +Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2

)
+ ϕ̂(ψ)]∂ψ

(3.3.64)

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè θ, Ā, B̄, C̄, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ
ĀP + B̄Q + C̄R = 0 è ñ ôóíêöèÿìè S(r), V (r), ∆(ψ) è ϕ̂(ψ), óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè (3.3.63), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ
÷åòâåðòîãî ñåìåéñòâà.

Çäåñü, êàê è ðàíåå, ëèáî ∆(ψ) ≡ 0, è òîãäà ìû ïðèõîäèì ê àëãåáðå,
îáñëóæèâàþùåé âñå ñåìåéñòâî è ïðèâåäåííîé â ÷åòâåðòîé ñòðîêå òàáëèöû
II.1 ïðèëîæåíèÿ II.3, ëèáî ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âåòâëåíèÿ

V ′(r)

V (r)
(1∓ 4r2ν2)± 4rν2 = λS(r) + µ, (3.3.65)

è ñîïðîâîæäàþùèå óðàâíåíèÿ

∆′′(ψ) + λ∆(ψ) = 0, ϕ̂′(ψ) = µ∆(ψ), (3.3.66)

êîòîðûå áóäóò îáñóæäàòüñÿ íèæå.
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3.3.8 Óðàâíåíèå âåòâëåíèÿ

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, âñå ÷åòûðå ïîëó÷åííûå íàìè óðàâíåíèÿ âåòâëåíèÿ
(3.3.53), (3.3.57), (3.3.61), (3.3.65) èìåþò îäèíàêîâûé âèä:

V ′(r)

V (r)

1

χ′(r)
− 1

2

(
1

χ′(r)

)′
= λS(r) + µ (3.3.67)

Â ñëó÷àå ïåðâîãî ñåìåéñòâà χ′(r) = 1, χ(r) = r, â ñëó÷àå âòîðîãî χ′(r) =
1/(4r), χ(r) = 1/4 ln r, äëÿ òðåòüåãî χ′(r) = R−1[r2 + 1 + (Q + Pr)2/R2]−1,
χ(r) = arctg([r(R2 + P 2) + QP ]/R), è, íàêîíåö, ó ÷åòâåðòîãî ñåìåéñòâà
χ′(r) = 1/(1 ∓ 4r2ν2), è, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ±ν2, ëèáî χ(r) =∫
dr/(1− 4r2ν2) = 1

4ν ln[(1 + 2νr)/(1− 2νr)], ëèáî χ(r) =
∫
dr/(1 + 4νr2) =

1
2ν arctg 2νr, ëèáî χ(r) =

∫
dr = r.

Ëåììà 3.3.1 Ïóñòü S ′(r) = 1/V 2(r). Òîãäà óðàâíåíèå (3.3.67) èìååò
ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

V (r) = w
1√
χ′(r)

, S(r) =
1

w2
χ(r) (λ = µ = 0);

V (r) = w
exp(kχ(r))√

χ′(r)
, S(r) = − 1

2kw2
exp(−2kχ(r)) (λ = 0, µ = k);

V (r) = w
cos(kχ(r) + h)√

χ′(r)
, S(r) =

1

kw2
tg(kχ(r) + h)− µ

λ
(λ = −k2w2);

V (r) = w
sh(kχ(r) + h)√

χ′(r)
, S(r) = − 1

kw2
cth(kχ(r) + h)− µ

λ
(λ = −k2w2);

V (r) = w
ch(kχ(r) + h)√

χ′(r)
, S(r) = − 1

kw2
th(kχ(r) + h)− µ

λ
(λ = k2w2);

V (r) = w
χ(r) + h√

χ′(r)
, S(r) = − 1

w2(χ(r) + h)
− µ

λ
(λ = −w2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λ = 0, òî íàøå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

V ′(r)

V (r)

1

χ′(r)
− 1

2

(
1

χ′(r)

)′
= µ

è ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

V 2(r) = w
1

χ′(r)
eµχ(r).

Ýòî � êàê ðàç ïåðâàÿ (ïðè µ = 0) è âòîðàÿ (ïðè µ ̸= 0) èç ïðèâåäåííûõ
íàìè ôîðìóë. S(r) íàõîäèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì.
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Åñëè æå λ ̸= 0, òî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî µ îïðåäåëÿåò òîëüêî âûáîð
S(r) êàê ïåðâîîáðàçíîé îò ôóíêöèè 1/V 2(r). Ïîýòîìó ìû ìîæåì âðåìåí-
íî ñ÷èòàòü S(r) âûáðàííîé òàê, ÷òîáû µ ðàâíÿëîñü íóëþ (à îáùèé ñëó÷àé
ïîëó÷èòñÿ âû÷èòàíèåì èç íàéäåííîé ôóíêöèè µ/λ, êàê ýòî ñäåëàíî â ôîð-
ìóëàõ ñ òðåòüåé ïî øåñòóþ â ôîðìóëèðîâêå ëåììû).

Ïîñêîëüêó S ′(r) = 1/V 2(r), à çíà÷èò V ′(r)/V (r) = −S ′′(r)/(2S ′(r)),
óðàâíåíèå (3.3.67) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

S ′′(r)

S ′(r)

1

χ′(r)
+

(
1

χ′(r)

)′
= −λS(r).

Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà S ′(r) îíî èíòåãðèðóåòñÿ:

S ′(r)
1

χ′(r)
= −λ(S2(r)± κ2), (3.3.68)

è ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü åùå ðàç, îäíàêî èíòåãðàë
çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ±κ2: åñëè îíî ïîëîæèòåëüíî, òî ïîëó÷àåì

1

κ
arctg

S(r)

κ
= −λ(χ(r) + h), S(r) = κ tg[−λκ(χ(r) + h)],

V (r) =
cos[−λκ(χ(r) + h)]√

−λκ2χ′(r)
.

Îñòàåòñÿ ïåðåîáîçíà÷èòü, äëÿ óäîáñòâà, k = −λκ, w = 1/(
√
−λκ), äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåòüþ ôîðìóëó íàøåé ëåììû.
Àíàëîãè÷íî, åñëè ±κ2 îòðèöàòåëüíî, òî (3.3.68) äàåò

1

2κ
ln

∣∣∣∣S(r)− κ
S(r) + κ

∣∣∣∣ = −λ(χ(r) + h),
S(r)− κ
S(r) + κ

= ± exp[−2λκ(χ(r) + h)],

è, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ± ïëþñîì èëè ìèíóñîì, ïîëó÷àåì ëèáî

S(r) = κ th[λκ(χ(r) + h)], V (r) =
ch[λκ(χ(r) + h)]√

λκ2χ′(r)
,

ëèáî

S(r) = κ cth[λκ(χ(r) + h)], V (r) =
sh[λκ(χ(r) + h)]√

−λκ2χ′(r)
.

Ïåðåîáîçíà÷àÿ, êàê è âûøå, w = 1/(
√
λκ) äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ è w =

1/(
√
−λκ) äëÿ âòîðîãî, k = −λκ, ìû ïîëó÷èì ÷åòâåðòóþ è ïÿòóþ ôîðìó-

ëû íàøåé ëåììû.
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Íàêîíåö, øåñòàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç (3.3.68), åñëè κ = 0:

S(r) =
1

λ(χ(r) + h)
, V (r) =

√
−λχ(r) + h√

χ′(r)

(w =
√
−λ). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøåíî.

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, äåòàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñåìåéñòâ (3.3.6)-(3.3.9) çà-
âåðøåíà: âñå ôîðìóëû òàáëèö II.2-II.6 ïðèëîæåíèÿ II.3 ïîëó÷àþòñÿ ïðèìå-
íåíèåì ëåììû 3.3.1 äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé χ(r) (è ðàçíûõ âûðàæåíèé äëÿ
r) ñ ïîäñòàíîâêîé â àëãåáðû (3.3.51), (3.3.56), (3.3.60), (3.3.64) ôóíêöèé,
âû÷èñëåííûõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ λ, µ èç ñîïðîâîæäàþùèõ
óðàâíåíèé (3.3.54), (3.3.58), (3.3.62), (3.3.66) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì â
ñëó÷àå λ ̸= 0 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ôîðìóëàõ äëÿ ϕ âûðàæåíèÿ, ñîäåðæà-
ùèå µ, ïðîñòî ñîêðàùàþòñÿ, òàê ÷òî íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ýòà êîíñòàíòà
íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ. Íåáîëüøèå âàðèàíòû â ñîïðîâîæäàþùèõ
óðàâíåíèÿõ ñâÿçàíû òîëüêî ñ òåì, ÷òî äëÿ ðàçíûõ ñåìåéñòâ ôóíêöèÿ S(r)
âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ ϕ ñ ðàçíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

3.3.9 Ñëó÷àé ξψ = ηψ = ζψ = 0

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì îñòàëîñü îáñóäèòü ñëó÷àé, êîãäà ξ, η
è ζ íå çàâèñÿò îò ψ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû óæå ãîâîðèëè, èç (3.3.15) ñëå-
äóåò ϕ(x, y, z, ψ) = ϕ̂(ψ) è, óðàâíåíèå (3.3.46) ïðèîáðåòàåò âèä óðàâíåíèÿ
ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè, èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì ϕ̂′(ψ) = M = const,
ϕ̂(ψ) =Mψ + L, è óðàâíåíèå

1

v
(ξvx + ηvy + ζvz) = ξx −M, (3.3.69)

ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì (3.3.10) â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Ýòî � ëèíåé-
íîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè W = 2 ln v(x, y, z). Ïî ñóùåñòâó îñòàåòñÿ òîëüêî ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå
â òåõ èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà ìû íå ïðèâîäèì
çäåñü ïîëíûå âûêëàäêè (îíè èçëîæåíû â [38]), à ëèøü èçëîæèì ðåçóëüòàòû.

Â ñëó÷àå A2+B2+C2 ̸= 0 óäàåòñÿ ñäâèãîì ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèâåñòè
âåêòîðíîå ïîëå (ξ, η, ζ) ê âèäó

ξ = ∆[Ā(x2 − y2 − z2 ∓ ν2) + 2B̄xy + 2C̄xz + θ(C̄y − B̄z) + λH̄],
η = ∆[B̄(y2 − x2 − z2 ∓ ν2) + 2Āxy + 2C̄yz + θ(−C̄x+ Āz) + λĪ],
ζ = ∆[C̄(z2 − x2 − y2) + 2Āxz + 2B̄yz + θ(B̄x− Āy) + λJ̄ ],

ãäå Ā2+ B̄2+ C̄2 = 1, ĀH̄+ B̄Ī+ C̄J̄ = 0, H̄2+ Ī2+ J̄2 = 1. Ââåäåíèå íîâîé
(îðòîãîíàëüíîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò l = Āx+ B̄y + C̄z, s = H̄x+ Īy + J̄z,
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p = [B̄J̄ − C̄Ī]x + [C̄H̄ − ĀJ̄ ]y + [ĀĪ − B̄H̄]z ïðèâîäèò óðàâíåíèå (3.3.69)
ê âèäó

∆
1

v
[(l2 − s2 − p2 ∓ ν2)vl + (2ls+ θp+ λ)vl + (2lp− θs)vp) = 2∆l −M,

èëè, åñëè îáîçíà÷èòü M̄ =M/∆,

1

v
[(l2 − s2 − p2 ∓ ν2)vl + (2ls+ θp+ λ)vl + (2lp− θs)vp) = 2l− M̄. (3.3.70)

Ïðè ýòîì ∆ îêàçûâàåòñÿ åùå îäíîé (êðîìå L) ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòîé, à
èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3.3.70) â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ, çàâèñÿùèõ îò ñîîòíî-
øåíèé ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè λ, θ,±ν2, îïðåäåëÿåìûõ â òåðìèíàõ êîðíåé
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

(µ+ θ2)(µ∓ 4ν2)− 4λ2 = 0, (3.3.71)

äàåò ñåìåéñòâà ôóíêöèé, ïðèâåäåííûå â ïðèëîæåíèè II.4, êîòîðûì îòâå÷à-
åò àëãåáðà (3.3.12).

Â ñëó÷àå æå A = B = C = 0 âåêòîðíîå ïîëå (ξ, η, ζ) îêàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíûì è óðàâíåíèå (3.3.69) èíòåãðèðóåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì. Â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ðàâíû èëè íåò íóëþ E2 + F 2 + G2, D, H2 + I2 + J2 ïîëó÷àþòñÿ
âàðèàíòû, ïðèâåäåííûå â ïðèëîæåíèè II.5.

Â ñëó÷àå æå, êîãäà ξ = η = ζ ≡ 0 ìû ïîëó÷àåì èç óðàâíåíèÿ (3.3.69)
M = 0, è ýòî äàåò íàì àëãåáðó Ëè Ξ = L∂ψ, îáñëóæèâàþùóþ âñå óðàâíåíèÿ
ýéêîíàëà, êîòîðàÿ, âïðî÷åì, äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé:
îíà ïîðîæäàåò ãðóïïó ñäâèãîâ ïî ïåðåìåííîé ψ, à òî, ÷òî ñäâèã ψ íå ìåíÿåò
óðàâíåíèÿ � î÷åâèäíî.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî íàøåé òåîðåìû ïîëíîñòüþ çàâåðøåíî.
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� 3.4 Ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè è êîíóñ êàñàòåëüíûõ

ýêâèâàëåíòíîñòåé òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêî-

íàëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé ýé-
êîíàëà è èçó÷èì ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà áóäóò èñïîëüçîâàíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ñåìåéñòâà òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé
ýéêîíàëà.

3.4.1 Îáùàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà

Òåîðåìà 3.4.1 Îáùàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé (3.1.3) ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàí-
ñòâà ïåðåìåííûõ (x, y, z) è ãðóïïû ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé ïåðåìåííîé ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå Ëè (3.2.5) äëÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà
(3.1.3) ïðèîáðåòàåò âèä

2ψxϕ
x + 2ψyϕ

y + 2ψzϕ
z + 2

ω

v3(x, y, z)
= 0,

ãäå ϕx, ϕy è ϕz � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ïåðâîãî ïðîäîëæåíèÿ Ξ̄(1) îïåðà-
òîðà (3.2.4), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

ϕx = ϕx + ϕψψx + ϕvvx−ψx(ξx + ξψψx + ξvvx) −
−ψy(ηx + ηψψx + ηvvx)− ψz(ζx + ζψψx + ζvvx),

ϕy = ϕy + ϕψψy + ϕvvy−ψx(ξy + ξψψy + ξvvy) −
−ψy(ηy + ηψψy + ηvvy)− ψz(ζy + ζψψy + ζvvy),

ϕz = ϕz + ϕψψz + ϕvvz −ψx(ξz + ξψψz + ξvvz) −
−ψy(ηz + ηψψz + ηvvz)− ψz(ζz + ζψψz + ζvvz),

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû â íàøå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ïîñëå ïðåîáðàçîâà-
íèé

ϕψ
v2

− ξψψx + ηψψy + ζψψz
v2

+ ψx(ϕx+ ϕvvx) + ψy(ϕy + ϕvvy) + ψz(ϕz + ϕvvz)−

−ψ2
x(ξx + ξvvx)− ψxψy(ηx + ηvvx)− ψxψz(ζx + ζvvx)− ψxψy(ξy + ξvvy)−

−ψ2
y(ηy + ηvvy)− ψyψz(ζy + ζvvy)− ψxψz(ξz + ξvvz)− ψyψz(ηz + ηvvz)−

−ψ2
z(ζz + ζvvz) +

ω

v3
= 0.

Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âñåãäà, êîãäà âûïîëíåíî (3.1.3),
è ïîñêîëüêó ñëåâà ñòîèò êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò ψx, ψy, ψz, à óðàâíåíèå
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(3.1.3) � ýòî óðàâíåíèå ñôåðû îòíîñèòåëüíî ψx, ψy, ψz, ëåâàÿ ÷àñòü íàøå-
ãî óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà óðàâíåíèþ ñôåðû, ÷òî äàåò
îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ

ξx + ξvvx = ηy + ηvvy = ζz + ζvvz = ϕψ +
ω

v
(3.4.1)

ηx+ ηvvx+ ξy + ξvvy = 0, ζx+ ζvvx+ ξz + ξvvz = 0, ηz + ηvvz + ζy + ζvvy = 0,
(3.4.2)

ϕx + ϕvvx = ξψ/v
2, ϕy + ϕvvy = ηψ/v

2, ϕz + ϕvvz = ζψ/v
2. (3.4.3)

Ïîñêîëüêó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ v ïðî-
äîëæàåò îñòàâàòüñÿ íåçàâèñèìîé îò ψ, à çàâèñèò òîëüêî îò x, y è z, íàì
íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ó÷åñòü ýòó íåçàâèñèìîñòü. Óäîáíî çàïèñàòü åå
â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ vψ = 0, è âîñïîëüçîâàòüñÿ âñå òåì
æå ïðèíöèïîì, íàïèñàâ óðàâíåíèå Ëè è äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (äëÿ ÷å-
ãî ðàññìîòðåòü ïðîäîëæåíèå àëãåáðû (3.2.4) â ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ
(x, y, z, ψ, v, vx, vy, vz, vψ)). Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

ωψ − vxξψ − vyηψ − vzζψ = 0. (3.4.4)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Ëè îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè âî âñåõ
óðàâíåíèÿõ ñëåäóåò vx, vy, vz ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûìè âåëè÷èíàìè. Òîãäà
èç (3.4.1) ïîëó÷àåì, ÷òî ξv = ηv = ζv = 0, à èç (3.4.3) � ÷òî ϕv = 0, ò.å.
âñå êîýôôèöèåíòû (êðîìå ω) îò v íå çàâèñÿò. Íî òîãäà èç (3.4.3), â ñèëó
ïðîèçâîëà óæå âåëè÷èíû v, ïîëó÷àåì ϕx = ϕy = ϕz = ξψ = ηψ = ζψ = 0,
ò.å. ξ, η, ζ çàâèñÿò òîëüêî îò x, y, z. À òîãäà óðàâíåíèÿ (3.4.1)-(3.4.2) ïðå-
âðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
â ïðîñòðàíñòâå (x, y, z). Çíà÷èò,

ξ = a(x2 − y2 − z2) + 2bxy + 2cxz + dx+ gy − fz + h,

η = b(y2 − x2 − z2) + 2axy + 2cyz − gx+ dy + ez + i,
ζ = c(z2 − x2 − y2) + 2axz + 2byz + fx− ey + dz + j.

(3.4.5)

Èç ξψ = ηψ = ζψ = 0 ñëåäóåò, â ñèëó (3.4.4), ÷òî ωψ = 0, à ïîñêîëüêó
ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â (3.4.1) îïðåäåëÿåò ω ÿâíûì îáðàçîì: ω = v(ξx−ϕψ),
ìû, äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕψψ = 0. Òàê êàê ϕ çàâèñèò òîëüêî îò
ψ, îíà ìîæåò áûòü òîëüêî ëèíåéíîé:

ϕ = mψ + l, (3.4.6)

à çíà÷èò,
ω = v(2ax+ 2by + 2cz + d−m). (3.4.7)

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè îêàçàëàñü ñîâïàäàþùåé ñ
ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà (x, y, z)
è ãðóïïû ðàñòÿæåíèé è ñäâèãîâ ïåðåìåííîé ψ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Ñïåöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà ω â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ v íà íåêî-
òîðóþ ôóíêöèþ îò x, y, z îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ôóíêöèÿ v,
ïîìèìî çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì ôóíêöèè, èñïûòûâàåò åùå óìíî-
æåíèå íà íåêîòîðûé ìíîæèòåëü.

3.4.2 Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

Òåîðåìà 3.4.2 Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ
âñÿêîãî óðàâíåíèÿ âèäà (3.1.3), çà èñêëþ÷åíèåì óðàâíåíèé (3.3.1) è (3.3.5),
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àëãåáðû Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è àë-
ãåáðû Ëè îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ óðàâíåíèé âèäà (3.3.1) è
(3.3.5) ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
àëãåáðû Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé, àëãåáðû Ëè ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè è
÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî îïåðàòîðàìè

Ξ̄ = D0[ψ
2(x∂x+ y∂y + z∂z) +ψ(x2 + y2 + z2 +

1

3
ψ2)∂ψ − v(x2 + y2 + z2)∂v]+

+ψ2(H0∂x+I0∂y+J0∂z+2(H0x+I0y+J0z)ψ∂ψ−2v(H0x+I0y+J0z)∂v (3.4.8)

â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.3.1) è îïåðàòîðàìè

Ξ̄ = D0[ψ
2(x∂x + y∂y + z∂z]−D0ψ

[
1

w2(x2 + y2 + z2)
+

1

3
ψ2

]
∂ψ+

+D0

[
2ψ2+

1

w2(x2 + y2 + z2)

]
∂v+ψ

2{A0[(x
2−y2− z2)∂x+2xy∂y+2xz∂z]+

+B0[2xy∂x+(y2−x2−z2)∂y+2yz∂z]+C0[2xz∂x+2yz∂y+(z2−x2−y2)∂z]}−

−2ψ
A0x+B0y + C0z

w2(x2 + y2 + z2)
∂ψ + 2(A0x+B0y + C0z)

[
ψ2 +

1

w2(x2 + y2 + z2)

]
∂v

(3.4.9)
â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.3.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
ñîäåðæèò è àëãåáðó ñèììåòðèé, è îáùóþ àëãåáðó ýêâèâàëåíòíîñòè � î÷å-
âèäíî, ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ îïåðàòîðîâ îíî íå
ñîäåðæèò.

Äëÿ îïåðàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïåðå-
õîä îò óðàâíåíèÿ Ëè ê îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèÿì çäåñü ïðîèñõîäèò òàê
æå, êàê è â òåîðåìå 3.4.1, ïîýòîìó ìû áóäåì ïðîñòî èñïîëüçîâàòü óðàâíå-
íèÿ (3.4.1)-(3.4.4). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïåðàòîðîâ êàñàòåëüíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íåîáõîäèìî â ôîðìóëû äëÿ ξ, η, ζ, ϕ, ω ïîäñòàâèòü v = v(x, y, z). Îáî-
çíà÷èì ôóíêöèè ñ òàêîé ïîäñòàíîâêîé ÷åðåç ξ̃, η̃, ζ̃, ϕ̃ è ω̃ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà óðàâíåíèÿ (3.4.1)-(3.4.4) ïðåâðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ
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ξ̃x = η̃y = ζ̃z = ϕ̃ψ +
ω̃
v (3.4.10)

η̃x + ξ̃y = 0, ζ̃x + ξ̃z = 0, η̃z + ζ̃y = 0, (3.4.11)

ϕ̃x = ξ̃ψ/v
2, ϕ̃y = η̃ψ/v

2, ϕ̃z = ζ̃ψ/v
2, (3.4.12)

ω̃ψ − vxξ̃ψ − vyη̃ψ − vz ζ̃ψ = 0. (3.4.13)

Óðàâíåíèÿ (3.4.10)-(3.4.12) ñîâïàäàþò (êðîìå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ â
(3.4.10)) ñ ñèñòåìîé (3.3.13)-(3.3.15). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðîñòî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, ïðèâåäåííûìè â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå, ñîãëàñíî êîòîðûì ξ̃, η̃, ζ̃, ϕ̃ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (3.3.27)-
(3.3.28), (3.3.30)-(3.3.31), (3.3.33)-(3.3.34) äëÿ ñåìåéñòâ (3.3.1)-(3.3.5), ôîð-
ìóëàìè (3.3.37), (3.3.39)(3.3.41) è (3.3.43) äëÿ ñåìåéñòâ (3.3.6)-(3.3.9) è ôîð-
ìóëàìè (3.3.45 äëÿ ñåìåéñòâ óðàâíåíèé ñ äâóìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé.
Ôóíêöèÿ ω̃ òîãäà âû÷èñëÿåòñÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (3.4.10), è ïîäñòà-
íîâêà ýòîé ôóíêöèè â (3.4.13) äàåò óñëîâèå

ξ̃ψx = ϕ̃ψψ +
vxξ̃ψ + vyη̃ψ + vz ζ̃ψ

v
, (3.4.14)

îòëè÷àþùååñÿ îò ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (3.3.13) òîëüêî äîïîëíèòåëüíûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ψ, óäîâëåòâîðåíèå êîòîðîìó îêîí÷àòåëüíî îï-
ðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Ðåàëèçóÿ ýòó ñõåìó, îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé, íå âîøåä-
øèõ â ðàçäåëû I-III ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 3.3.1, êîýôôèöèåíòû ξ̃, η̃, ζ̃ îïå-
ðàòîðîâ êàñàòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (3.3.45) è
íå çàâèñÿò îò ψ. Íî òîãäà, â ñèëó (3.4.12), ϕ̃ çàâèñèò òîëüêî îò ψ, óðàâ-
íåíèå (3.4.13) ïðåâðàùàåòñÿ â ω̃ψ = 0, è äëÿ ôóíêöèé ϕ̃, ω̃ ìû ïðèõîäèì
ê ôîðìóëàì (3.4.6)-(3.4.7). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé Ëè
îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé è ãðóïïà
ñèììåòðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ ïîäãðóïïó îáùåé ãðóïïû ýêâè-
âàëåíòíîñòè, äëÿ íèõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû, õîòÿ è òðèâèàëüíûì îáðàçîì,
íî ñïðàâåäëèâî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèÿìè, ïåðå÷èñëåííûìè â ðàçäå-
ëàõ II-III ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 3.3.1. Äëÿ ôóíêöèé, íå ïîïàäàþùèõ â
ðàçäåë III, ãðóïïà ñèììåòðèé ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé îáùåé ãðóïïû ýêâè-
âàëåíòíîñòè, òàê ÷òî è äëÿ íèõ íåîáõîäèìî äîêàçàòü òîëüêî òî, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàäàåò ñ îáùåé àëãåáðîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Äëÿ óðàâíåíèé æå, ïîïàäàþùèõ â ðàçäåë III, è îïðåäåëÿ-
åìûõ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé (3.3.53)-(3.3.54), (3.3.57)-(3.3.58), (3.3.61)-
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(3.3.62), (3.3.65)-(3.3.66) ãðóïïà ñèììåòðèé "âûõîäèò çà ðàìêè" îáùåé ãðóï-
ïû ýêâèâàëåíòíîñòè, è çäåñü óòâåðæäåíèå íàøåé òåîðåìû íîñèò ñîäåðæà-
òåëüíûé õàðàêòåð.

Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà ðàçäåëà II ( òåîðåìû 3.3.1 ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(3.4.10)-(3.4.12) (êðîìå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (3.4.10)) äàþò ôóíêöèè ξ̃, η̃,
ζ̃, ϕ̃, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (3.3.37), (3.3.39), (3.3.41) è
(3.3.43), â êîòîðûõ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ñëàãàåìûõ óæå ïðèíàäëåæèò îá-
ùåé àëãåáðå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâè-
âàëåíòíîñòåé,êàê ìû óæå ãîâîðèëè, íàâåðíÿêà íå óæå ýòîé àëãåáðû, íàì
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñëàãà-
åìûå, çàâèñÿùèå îò ψ, ëèáî ïîðîæäàþò ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ, ëèáî âõîäÿò
â àëãåáðó îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â ñëó÷àå v = V (Px + Qy + Rz) òàêèìè ñëàãàåìûìè ÿâëÿþòñÿ (ñì.
(3.3.37)) ξ̃ = Pθ(ψ), η̃ = Qθ(ψ), ζ̃ = Rθ(ψ), ϕ̃ = θ′(ψ)S(Px+Qy+Rz)+ϕ̂(ψ).
Òîãäà

ω̃ = −V (Px+Qy +Rz)[θ′′(ψ)S(Px+Qy +Rz) + ϕ̂′(ψ)].

è ïîäñòàíîâêà ýòèõ ôóíêöèé â óñëîâèå (3.4.13) äàåò óðàâíåíèå

V (r)[θ′′′(ψ)S(r) + ϕ̂′′(ψ)] + V ′(r)θ′(ψ) = 0

(r = Px + Qy + Rz). Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ýòîì óðàâíåíèè ïðèâîäèò
ëèáî ê ïðåäïîëîæåíèþ θ′(ψ) = 0, òîãäà ϕ̂′′(ψ) = 0, è ìû ïîëó÷àåì ýëåìåíòû
îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè, ëèáî ê óðàâíåíèÿì

V ′(r)/V (r) = λS(r) + µ,

θ′′′(ψ) + λθ′(ψ) = 0, ϕ̂′′(ψ) + µθ′(ψ) = 0.

Ïîñêîëüêó ïåðâîå óðàâíåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (3.3.53), ìû îêàçûâà-
åìñÿ â îäíîì èç ïîäñåìåéñòâ óðàâíåíèé ñ øåñòèìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé.
Â òî æå âðåìÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò
ðåøåíèÿ ñîïðîâîæäàþùåãî óðàâíåíèÿ (3.3.54), äàþùåãî ýëåìåíòû àëãåáðû
ñèììåòðèé, òîëüêî íà äâà ñëàãàåìûõ θ = const è ϕ = Mψ, ïîðîæäàþùèå
îïåðàòîðû îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè. Çíà÷èò, äëÿ ïëîñêèõ ñëîåíèé
v(x, y, z) = V (Px+Qy +Rz) óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî.

Àíàëîãè÷íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ñëîåíèé ìû ëèáî ïîëó-
÷àåìD′(ψ) = 0, è ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàäàåò ñ
îáùåé àëãåáðîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ëèáî ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (3.3.57) äëÿ
V è S, îãðàíè÷èâàþùåå íàñ óðàâíåíèÿìè ýéêîíàëà ñ øåñòèìåðíîé ãðóï-
ïîé ñèììåòðèé, è óðàâíåíèÿ äëÿ D(ψ) è ϕ(ψ), ðåøåíèÿ êîòîðûõ äàþò ëèáî
îïåðàòîðû àëãåáðû ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ, ëèáî îïåðàòîðû îáùåé àëãåáðû
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ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîò æå ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷àåì è äëÿ îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ
ðàçäåëîâ II è III òåîðåìû 3.3.1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü îáñóäèòü ñëó÷àè ôóíêöèé
(3.3.1)-(3.3.5). Çäåñü ìû, ïî-ïðåæíåìó ñëåäóÿ íàøåé ñõåìå, âîñïîëüçóåì-
ñÿ ðåçóëüòàòàìè ïóíêòà 3.3.5, âíîñÿ òîëüêî êîððåêòèâû, ñâÿçàííûå ñ çà-
ìåíîé ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (3.3.13) íà óðàâíåíèå (3.4.14). Äëÿ ôóíêöèè
v ≡ const ìû òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïðåäâàðèòåëüíûå ôîðìóëû (3.3.27)-
(3.3.28), ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â (3.4.14) äàåò íàì âìåñòî (3.3.29) ðàâåíñòâî

1
2D

′′′(ψ)(x2 + y2 + z2) +H ′′′(ψ)x+ I ′′′(ψ)y + J ′′′(ψ)z

v2
+ ϕ̂′′(ψ) = D′(ψ),

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì

D′′′ = H ′′′ = I ′′′ = J ′′′ = 0, ϕ̂′′ = D′.

Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé, ñ îïåðàòîðàìè àëãåáðû ñèììåòðèé è
àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêàçûâàåò ïîÿâëåíèå "èçáûòêà" â âèäå îïåðà-
òîðîâ (3.4.8). Äëÿ ôóíêöèè (3.3.2) ïîäñòàíîâêà (3.3.30)-(3.3.31) â (3.4.14)
äàåò íàì âìåñòî (3.3.32) ðàâåíñòâà

λ′′′(ψ) = (P 2 +Q2 +R2)λ′(ψ), κ′′′(ψ) = (P 2 +Q2 +R2)κ′(ψ)

Ê ′′′(ψ) = (P 2 +Q2 +R2)Ê ′(ψ), F̂ ′′′(ψ) = (P 2 +Q2 +R2)F̂ ′(ψ),

−Pϕ̂′′(ψ) = RF̂ ′(ψ)−QÊ ′(ψ),

ðåøåíèÿ êîòîðûõ, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ñðàâíåíèåì, äàþò îïåðàòîðû
ëèáî àëãåáðû ñèììåòðèé ëèáî îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè. Íàêîíåö,
äëÿ ôóíêöèé (3.3.3)-(3.3.5) ïîäñòàíîâêà (3.3.33)-(3.3.34) â (3.4.14) äàåò íàì
âìåñòî (3.3.35) ðàâåíñòâà

D′′′ = ∓4w2ν2D′, ϕ̂′′ = −D′(ψ),

A′′′ = ∓4w2ν2A′, B′′′ = ∓4w2ν2B′, C ′′′ = ∓4w2ν2C ′,

ðåøåíèå êîòîðûõ ðàçëè÷íî â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâíî ±ν2 íóëþ èëè íåò.
Åñëè îíî îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ìû, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì
ðåøåíèå, ïîðîæäàþùåå ëèáî îïåðàòîðû àëãåáðû ñèììåòðèé, ëèáî îïåðàòî-
ðû îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ñëó÷àå æå ν = 0 ìû îêàçûâàåìñÿ â
ñèòóàöèè, àíàëîãè÷íîé ïåðâîìó ñëó÷àþ (ôóíêöèÿ (3.3.1)), è çäåñü ïîÿâëÿ-
åòñÿ "èçáûòîê" ïðîñòðàíñòâà êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íàä ñóììîé
àëãåáðû ñèììåòðèé è îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàâíûé (3.4.9).

Òåîðåìà 3.4.2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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� 3.5 Êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé

ýéêîíàëà

Òåîðåìû 3.2.1 è 3.4.2 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûé âûâîä: äëÿ
ëþáîãî óðàâíåíèÿ (3.1.3) åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâè-
åì íà ýòî óðàâíåíèå ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò èñ-
÷åðïûâàþùèì îáðàçîì îïèñàòü ñòðóêòóðó âñåãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé ýé-
êîíàëà, êîòîðàÿ èìååò èåðàðõè÷åñêè-ñëîèñòûé âèä. Èåðàðõèÿ ïîðîæäåíà
ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèåé è îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ãðóïïû ñèììåò-
ðèé, âåòâëåíèå â èåðàðõèè íà ñåìåéñòâà è ïîäñåìåéñòâà ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ãðóïïû ñèììåòðèé îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü íåèçîìîðôíû.
À âîò ðàçäåëåíèå êàæäîãî èç âûäåëåííûõ ïîäñåìåéñòâ íà êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íîñèò óæå íå èåðàðõè÷åñêóþ, à ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó, êîãäà âûáîð
êëàññà îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîðîì íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè è îäíî-
ãî èëè íåñêîëüêèõ ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ.

3.5.1 Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, íàì ïîíàäî-
áèòñÿ ñäåëàòü íåñêîëüêî îãîâîðîê. Òðàäèöèîííî óêàçàíèå êëàññà ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ïðåäïîëàãàåò óêàçàíèå òîëüêî îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ è íàáîðà
ïðåîáðàçîâàíèé, ïîçâîëÿþùèõ èç ïðåäñòàâèòåëÿ ïîëó÷èòü âåñü êëàññ. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó ïðåäñòàâèòåëþ ìîæíî âîññòàíîâèòü âåñü
êëàññ, à âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ýòî ëåãêî ñäåëàòü, îñòàâëÿåòñÿ â ñòîðîíå.

Â íàøåì ñëó÷àå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé (3.1.3) ïîðîæäàåòñÿ
êîíôîðìíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ëèíåé-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ψ. Ïðîñ÷èòàòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê óðàâíåíèþ
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî è â óìå, ÷åãî íå ñêàæåøü îá èíâåðñè-
ÿõ, ñîñòàâëÿþùèõ ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü êîíôîðìíîé ãðóïïû. Ïîýòîìó äëÿ
òîãî, ÷òîáû íå ñëèøêîì îòõîäèòü îò òðàäèöèè ïðåäñòàâëÿòü ðåçóëüòàò â
ìàêñèìàëüíî êîìïàêòíîé, "÷èñòîé" ôîðìå è îäíîâðåìåííî íå æåðòâîâàòü
ïðè ýòîì âîçìîæíîñòüþ ïðåäúÿâèòü ÿâíî âåñü ñïåêòð ïîëó÷àþùèõñÿ óðàâ-
íåíèé (îñîáåííî íàèáîëåå èíòåðåñíûå èç íèõ), ìû âûáåðåì "àäàïòèðîâàí-
íóþ" ôîðìó, êîãäà ïðè îïèñàíèè êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè óêàçûâàåòñÿ íå
îäèí, à äâà ïðåäñòàâèòåëÿ, òàê, ÷òîáû âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû êëàññà ïî-
ëó÷àëèñü èç íèõ óæå òîëüêî ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Êðîìå òîãî, â ñëó÷àÿõ óðàâíåíèé ñ ìàëîìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé îêà-
çûâàåòñÿ íåóäîáíûì âûáèðàòü êàêèì-òî îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïðåäñòà-
âèòåëÿ êëàññà ïî òîìó èëè èíîìó ïðàâèëó, òàê êàê èñïîëüçîâàíèå ëþáîãî
òàêîãî ïðàâèëà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìíîãî÷èñëåííûõ îãîâîðîê è èñêëþ-
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÷åíèé. Âìåñòî ýòîãî îêàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîñòî îïèñûâàòü ñå÷åíèå
òîãî èëè èíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñåìåéñòâà êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè, óêà-
çûâàÿ ïðîèçâîë â âûáîðå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé êëàññ. Íàïðèìåð, ïðîùå
óêàçàòü, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ V (x) ñ òî÷íîñòüþ
äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé x è óìíîæåíèé V íà êîýôôèöèåíò, ÷åì îãðà-
íè÷èâàòü ôóíêöèþ V (x) òðåìÿ óñëîâèÿìè (ñêàæåì, V (1) = 1, V ′(1) = 1 è
V ′′(1) = 1).

Òåîðåìà 3.5.1 Óðàâíåíèÿ âèäà (3.1.3) ðàñïàäàþòñÿ íà ñëåäóþùèå
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè (â êàæäîì êëàññå óêàçàíû ïðåäñòàâèòåëè, èç
êîòîðûõ îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ êëàññà ïîëó÷àþòñÿ â ðàçäåëàõ I-IV ãîìî-
òåòèÿìè, ïîâîðîòàìè è ñäâèãàìè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ëè-
íåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ψ, à â ðàçäåëå V � åùå è èíâåðñèÿìè).

I. Óðàâíåíèÿ ñ 15-ìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé îáðàçóþò òðè êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè:

v(x, y, z) ≡ 1, v(x, y, z) = x2 + y2 + z2, (I.1)

v(x, y, z) = x, v(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1, (I.2)

v(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 1 (I.3)

II. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé ñ 4-ìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé
îáðàçóþò òðè ôóíêöèîíàëüíûõ (îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèåé V (x) ) ñåìåé-
ñòâà. Â ïåðâîì ïðåäñòàâèòåëè

v(x, y, z) = V (x), v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)V

(
x

x2 + y2 + z2

)
(II.1)

îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèåé V (·) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå
àðãóìåíòà è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà ÷èñëî, âî âòîðîì � ïðåäñòàâèòåëè

v(x, y, z)=
√
x2 + y2 + z2V

(
1
2 ln(x

2 + y2 + z2)
)
,

v(x, y, z)=
√

(x2 + y2 + z2 + 1)2 − 4x2V

(
1

2
ln

(x− 1)2 + y2 + z2

(x+ 1)2 + y2 + z2

)
(II.2)

îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ òîëüêî äî ñäâèãà àðãóìåíòà è óìíîæåíèÿ
ôóíêöèè V (·) íà ÷èñëî, à â òðåòüåì � ïðåäñòàâèòåëè

v(x, y, z) =
√
x2 + y2 · V

(
arctg y

x

)
,

v(x, y, z) =
√
(x2 + y2 + z2 − 1)2 + 4x2V

(
arctg

x

1− x2 − y2 − z2

)
(II.3)

îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ôóíêöèè V (·) íà ÷èñëî.
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III. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé ñ 6-ìåðíîé ãðóïïîé ñèììåò-
ðèé îáðàçóþò ïàðàìåòðèçîâàííûå ñåìåéñòâà, ïðåäñòàâèòåëè êîòîðûõ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (II.1)-(II.3) ñ ôóíêöèÿìè V (·) âèäà

V (r) ≡ w, V (r) = wr, V (r) = w cos(kr + h),
V (r) = wekr, V (r) = w sh(kr + h), V (r) = w ch(kr + h).

(III)

Äëÿ ñåìåéñòâ, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (II.1), âûáîð êëàññà îïðåäåëÿ-
åò òîëüêî òèï ôóíêöèè íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé w, k è h (äëÿ ïðåäñòà-
âèòåëÿ ïîëàãàåì w = k = 1, h = 0), ïðè ýòîì êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè,
îòâå÷àþùèå ôóíêöèÿì V = 1 è V = r èñêëþ÷àþòñÿ, òàê êàê ïîïàäàþò
â ïåðâûé ðàçäåë òåîðåìû.

Äëÿ ñåìåéñòâ, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (II.2), âûáîð êëàññà îïðåäåëÿ-
åò òèï ôóíêöèè è çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé w è
h (äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ ïîëàãàåì w = 1, h = 0), ïðè ýòîì èñêëþ÷àþòñÿ
èç ðàññìîòðåíèÿ (ïîñêîëüêó îíè óæå ïîïàëè â ïåðâûé ðàçäåë òåîðåìû)
êëàññû ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè V = e±r, V = sh r è V = ch r.

Äëÿ ñåìåéñòâ, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (II.3), âûáîð êëàññà îïðåäåëÿ-
åò òèï ôóíêöèè è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ k è h, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ
w (äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ ïîëàãàåì w = 1), ïðè ýòîì èñêëþ÷àåòñÿ óæå
ïðåäñòàâëåííûå â ïåðâîì ðàçäåëå ñëó÷àè V = cos(r + h).

IV. Óðàâíåíèÿ ñ 5-ìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé îáðàçóþò îäíî îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêîå (ñ ïàðàìåòðîì k) ñåìåéñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ
ïðåäñòàâèòåëÿìè

v(x, y, z) = x1+k, v(x, y, z) =
x1+k

(x2 + y2 + z2)k
. (IV )

V. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé ñ äâóìåðíîé ãðóïïîé ñèììåò-
ðèé îáðàçóþò 8 ôóíêöèîíàëüíûõ (îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèåé äâóõ àðãóìåí-
òîâ) ñåìåéñòâ.

Ïåðâîå ñåìåéñòâî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè, óêàçàííûìè â ïðè-
ëîæåíèè II.4.1, ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ôóíê-
öèÿìè âèäà

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + 1) exp

(
k arctg

2x

(x2 + y2 + z2 − 1)

)
×

×V
(
(x2 + y2 + z2 − 1)2 + 4x2

(x2 + y2 + z2 + 1)2
, arctg

2x

(x2 + y2 + z2 − 1)
+ 2ρ arctg

y

z

)
,

(V.1)
êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî äâà ïàðàìåòðà
k, ρ (ρ ̸= 0,±1/2) è ôóíêöèþ V (α, β) � ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà âòîðîãî
àðãóìåíòà ýòîé ôóíêöèè è óìíîæåíèÿ åå íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.



� 207 �

Âòîðîå ñåìåéñòâî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè, óêàçàííûìè â ïðè-
ëîæåíèè II.4.2, ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ôóíê-
öèÿìè âèäà

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + 1) exp

(
k arctg

2x

(x2 + y2 + z2 − 1)

)
×

×V
(
(x2 + y2 + z2 − 1)2 + 4x2

(x2 + y2 + z2 + 1)2
− 1

2
,
2y(x2 + y2 + z2 − 1) + 4xz

(x2 + y2 + z2 + 1)2
, (V.2)

4xy − 2z(x2 + y2 + z2 − 1)

(x2 + y2 + z2 + 1)2

)
,

êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî ïàðàìåòð k è
ôóíêöèþ V (α, β, γ), îäíîðîäíóþ ïî âòîðîìó è òðåòüåìó àðãóìåíòàì �
ñ òî÷íîñòüþ äî âñåõ âðàùåíèé àðãóìåíòîâ ýòîé ôóíêöèè è óìíîæåíèÿ
åå íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

Òðåòüå ñåìåéñòâî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè, óêàçàííûìè â
ïðèëîæåíèÿõ II.4.3 è II.5.1, ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíå-
íèÿ ñ ôóíêöèÿìè âèäà

v(x, y, z) = x1−kV

(
x2

y2 + z2
, arctg

y

z
− θ lnx

)
, (V.3)

êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðû k, θ
(θ ̸= 0) è ôóíêöèþ V (α, β) � ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà âòîðîãî àðãóìåíòà
ýòîé ôóíêöèè è óìíîæåíèÿ åå íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

×åòâåðòîå ñåìåéñòâî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè, óêàçàííûìè â
ïðèëîæåíèè II.4.4 è â ïðèëîæåíèè II.5.2 (ïðè λ ̸= 0), ïðåäñòàâèòåëÿìè
êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèÿìè âèäà

v(x, y, z) = exp
(
−k arctg y

z

)
V
(
y2 + z2, x− arctg

y

z

)
, (V.4)

êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî ïàðàìåòð k è
ôóíêöèþ V (α, β) � ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà âòîðîãî àðãóìåíòà ýòîé ôóíê-
öèè è óìíîæåíèÿ åå íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

Ïÿòîå ñåìåéñòâî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè, óêàçàííûìè â ïðè-
ëîæåíèÿõ II.4.5 è â ïðèëîæåíèè II.5.2 (ïðè λ = 0), ïðåäñòàâèòåëÿìè
êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèÿìè âèäà

v(x, y, z) = exp
(
−k arctg y

z

)
V (x,

√
y2 + z2), (V.5)

êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî ïàðàìåòð k è
ôóíêöèþ V (x, r) � ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïåðâîãî àðãóìåíòà ýòîé ôóíê-
öèè, ðàñòÿæåíèé, èíâåðñèé, ïîðîæäåííûõ îïåðàòîðîì

(x2 − r2)∂x + 2xr∂r,
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è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.
Øåñòîå ñåìåéñòâî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè, óêàçàííûìè â ïðè-

ëîæåíèÿõ II.4.6 è II.5.3 ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ
îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè

v(x, y, z) = V (x, y, z), V (tx, ty, tz) = tkV (x, y, z) (V.6)

êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ V îäíîçíà÷íî
ñ òî÷íîñòüþ äî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé àðãóìåíòîâ ýòîé
ôóíêöèè è óìíîæåíèÿ åå íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

Ñåäüìîå ñåìåéñòâî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè, óêàçàííûìè â ïðè-
ëîæåíèÿõ II.4.7 è II.5.4 (è òàì, è òàì � ïðè k ̸= 0). Ïðåäñòàâèòåëÿìè
êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèÿìè âèäà

v(x, y, z) = e−xV (y, z), (V.7)

êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ V (y, z) îäíîçíà÷íî
ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèé è ñäâèãîâ àðãóìåíòîâ ýòîé ôóíêöèè è óìíî-
æåíèÿ åå íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

Âîñüìîå ñåìåéñòâî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè, óêàçàííûìè â ïðè-
ëîæåíèÿõ II.4.7 è II.5.4 (è òàì, è òàì � ïðè k = 0). Ïðåäñòàâèòåëÿìè
êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèÿìè âèäà

v(x, y, z) = V (y, z), (V.8)

êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ V (y, z) îäíîçíà÷-
íî ñ òî÷íîñòüþ äî ðàñòÿæåíèé, âðàùåíèé è ñäâèãîâ àðãóìåíòîâ ýòîé
ôóíêöèè, à òàêæå óìíîæåíèÿ åå íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

Äëÿ óðàâíåíèé ñ îäíîìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ìû ïðåäñòàâèòåëåé íå
óêàçûâàåì ââèäó îòñóòñòâèÿ êàêèõ-ëèáî ñîîáðàæåíèé, ïîçâîëÿþùèõ îïðå-
äåëåííûì îáðàçîì âûäåëèòü èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè êàêîãî-òî ïðåäñòà-
âèòåëÿ.

3.5.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.5.1 äëÿ óðàâíåíèé ñ áîëüøîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé

Äëÿ óðàâíåíèé ñ 15-ìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ïðåæäå âñåãî ìîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî ïîâîðîòàìè, ñäâèãàìè è ðàñòÿæåíèÿìè ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ
(x, y, z) (ïðèíàäëåæàùèìè îáùåé ãðóïïå ýêâèâàëåíòíîñòè) ìîæíî ïðèâå-
ñòè ëþáîå óðàâíåíèå ñ ôóíêöèåé âèäà (3.3.1) ê óðàâíåíèþ ñ v(x, y, z) ≡ 1,
ëþáîå óðàâíåíèå ñ ôóíêöèåé âèäà (3.3.2) ê óðàâíåíèþ ñ v(x, y, z) = x, è ëþ-
áîå óðàâíåíèå ñ ôóíêöèÿìè âèäà (3.3.3)-(3.3.5) ê óðàâíåíèÿì ñ ôóíêöèÿìè
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v(x, y, z) = x2+y2+z2−1, v(x, y, z) = x2+y2+z2+1 è v(x, y, z) = x2+y2+z2

ñîîòâåòñòâåííî.
Óðàâíåíèå ñ v(x, y, z) = x2 + y2 + z2 èíâåðñèåé

(x̃, ỹ, z̃) = − (x, y, z)

x2 + y2 + z2
(3.5.1)

ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ v(x, y, z) ≡ 1, à óðàâíåíèå ñ v(x, y, z) = x2+y2+
z2 − 1 èíâåðñèåé

(x̃, ỹ + 1, z̃) = 2
(x, y + 1, z)

x2 + (y + 1)2 + z2
(3.5.2)

ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ v(x, y, z) = x.
Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ñ v = 1, c v = x è ñ v = x2+y2+z2+1 óæå íå ýêâèâà-

ëåíòíû ìåæäó ñîáîé (ïðàâäà, ïîñëåäíèå äâà ýêâèâàëåíòíû â êîìïëåêñíîì
ñìûñëå, íî ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî î âåùåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ).
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñâÿçàííûå ñ ýòèìè óðàâíåíèÿìè ïðîñòðàíñòâà
ëó÷åé (ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðèêîé (3.1.7)) èìåþò ñîîòâåòñòâåí-
íî íóëåâóþ, îòðèöàòåëüíóþ è ïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó (3.1.9). Ïîñêîëüêó
êðèâèçíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðè ëþáûõ, â òîì ÷èñëå è êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìåòðèêè, à ïðè ëèíåéíûõ çàìåíàõ ψ îíà óìíîæàåòñÿ íà
ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü, óðàâíåíèÿ ñ ðàçíîé êðèâèçíîé íå ìîãóò áûòü
ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé. Ïðàâäà, ïåðâîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò, êàê óêà-
çàíî â òåîðåìå 3.4.2, ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé áîëåå
øèðîêîå, ÷åì ñóììà îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè è àëãåáðû ñèììåò-
ðèé, íî â ñèëó èñêëþ÷èòåëüíîñòè ýòî óðàâíåíèå íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
èç äðóãèõ, äëÿ êîòîðûõ âñå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò
ê îáùåé ãðóïïå ýêâèâàëåíòíîñòè, è ïîýòîìó ïîñðåäñòâîì ýòèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ñäåëàòü íåíóëåâóþ êðèâèçíó íóëåâîé íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü èìååòñÿ ðîâíî òðè êëàññà. Â ïåðâûé âõîäÿò óðàâ-
íåíèÿ ñ ôóíêöèåé ñêîðîñòè âèäà (3.3.1) è (3.3.5), ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà
ÿâëÿåòñÿ, â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà, ëèáî v ≡ 1, ëèáî v = x2 + y2 + z2.
Âî âòîðîé âõîäÿò óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèÿìè (3.3.2) è (3.3.3), ñ ïðåäñòàâèòå-
ëÿìè, òîæå â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà, v = x èëè v = x2 + y2 + z2 − 1.
Íàêîíåö, â òðåòèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âõîäÿò óðàâíåíèÿ ñ ôóíêöèÿìè
(3.3.4), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèÿ v = x2 + y2 + z2 + 1.

Äëÿ óðàâíåíèé ñ 4-6-ìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé, îïèñûâàåìûõ ôîðìó-
ëàìè (3.3.6)-(3.3.9) ñðàçó ìîæíî óêàçàòü íà òî, ÷òî ðàñòÿæåíèÿìè, âðàùå-
íèÿìè è ñäâèãàìè (à òàêæå íåêîòîðûìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿìè) ýòè ñåìåéñòâà
ïåðåâîäÿòñÿ â ñåìåéñòâà ñ ôóíêöèÿìè v(x, y, z) âèäà (çäåñü ñëó÷àè "+ν2",



� 210 �

"−ν2" è "ν = 0" ðàçäåëåíû)

v(x, y, z) = V (x), (3.5.3)

v(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2V

(
1
2 ln(x

2 + y2 + z2)
)
, (3.5.4)

v(x, y, z) =
√
y2 + z2V

(
arctg y

z

)
, (3.5.5)

v(x, y, z) =
√

(x2 + y2 + z2 + 1)2 − 4x2V
(
1
2 ln

(x−1)2+y2+z2

(x+1)2+y2+z2

)
, (3.5.6)

v(x, y, z) =
√
(x2 + y2 + z2 − 1)2 + 4x2V

(
arctg x

1−x2−y2−z2

)
, (3.5.7)

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)V
(

x
x2+y2+z2

)
. (3.5.8)

Ñåìåéñòâî (3.5.3) ýêâèâàëåíòíî (3.5.8), ñåìåéñòâî (3.5.4) � ñåìåéñòâó
(3.5.6), à ñåìåéñòâî (3.5.5) � ñåìåéñòâó (3.5.7). Ýêâèâàëåíòíîñòü óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè (3.5.1) â ïåðâîì ñëó÷àå, ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè

(x̂+ 1, ŷ, ẑ) =
2(x+ 1, y, z)

(x+ 1)2 + y2 + z2
(3.5.9)

âî âòîðîì è ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè (3.5.2) � â òðåòüåì. Ýòè èíâåðñèè óñòàíàâ-
ëèâàþò ñîîòâåòñòâèå è ìåæäó ïîäñåìåéñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâ
óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïû ñèììåòðèé ïÿòè- èëè øåñòèìåðíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àëãåáðû Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé äëÿ óðàâíåíèé (3.5.3)-
(3.5.5) ïîïàðíî íåèçîìîðôíû (cì. òàáëèöó II.1 â ïðèëîæåíèè II.2). Äëÿ
ñåìåéñòâà (3.5.3) àëãåáðà Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé èìååò âèä

E[z∂y − y∂z] + I∂y + J∂z + L∂ψ.

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýòîé àëãåáðû òðåõìåðíà, è ñîäåðæèò àáå-
ëåâó äâóìåðíóþ ïîäàëãåáðó (èäåàë) ñäâèãîâ. Äëÿ ñåìåéñòâà (3.5.4) àëãåáðà
Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé èìååò âèä

(Gy − Fz)∂x + (−Gx+ Ez)∂y + (Fx− Ey)∂z + L∂ψ,

ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé âðàùåíèé è íå èìå-
åò íèêàêèõ ïîäàëãåáð. Íàêîíåö, äëÿ ñåìåéñòâà (3.5.5) àëãåáðà Ëè ãðóïïû
ñèììåòðèé èìååò âèä

A[(x2 − y2 − z2)∂x + 2xy∂y + 2xz∂z] +D[x∂x + y∂y + z∂z] +H∂x + L∂ψ,

ó ýòîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü èìååò äâå äâóìåðíûå ïîäàëãåáðû
(ðàñòÿæåíèå+ñäâèã è ðàñòÿæåíèå+èíâåðñèÿ), íè îäíà èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé.

Ïîýòîìó ðàçíûå ñåìåéñòâà (3.5.3)-(3.5.5) íå ìîãóò ñîäåðæàòü ýêâèâà-
ëåíòíûõ ýëåìåíòîâ, è îñòàåòñÿ íàéòè, êàê äåéñòâóþò â êàæäîì ñåìåéñòâå
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òå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç îáùåé ãðóïïû, êîòîðûå îñòàâëÿþò ýòî ñåìåéñòâî èí-
âàðèàíòíûì.

Äëÿ ñåìåéñòâà (3.5.3) òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
ñâîäÿòñÿ, ïîìèìî ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè, ê ðàñòÿæåíèÿì è ñäâèãàì:
óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé vy = vz = 0 äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé, ïî-
ðîæäàåìûõ àëãåáðîé ξ∂x + η∂y + ζ∂z + vξx∂v ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì
ξxyv − ξyvx = ξxzv − ξzvx = 0, ÷òî äëÿ ξ, η, ζ, âèäà (3.4.5) äàåò a = b = c =
e = f = g = 0. Ïîýòîìó ñå÷åíèå ýòîãî ñåìåéñòâà êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè
ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ äðóã èç äðóãà óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó
ñàìîé ôóíêöèè, è ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì åå àðãóìåíòà.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñåìåéñòâà (3.5.4) îáùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, äåéñòâóþùèå â ýòîì ñåìåéñòâå, ñâîäÿòñÿ, ïîìèìî ñèììåòðèé, ê ðàñòÿ-
æåíèÿì ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ψ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè V (·) îçíà-
÷àåò óìíîæåíèå åå íà êîíñòàíòó è ñäâèã åå àðãóìåíòà. Äëÿ ñåìåéñòâà æå
(3.5.5) ñðåäè îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, äåéñòâóþùèõ â ýòîì
ñåìåéñòâå, òîëüêî ðàñòÿæåíèÿ ïî ψ íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè äëÿ V (·).

×òî êàñàåòñÿ ïîäñåìåéñòâ ñåìåéñòâ (3.5.3)-(3.5.5), èìåþùèõ øåñòèìåð-
íóþ ãðóïïó ñèììåòðèé, òî îíè, êàê óæå ãîâîðèëîñü, îáðàçîâàíû åäèíûì
îáðàçîì: ôóíêöèÿ V (·) â íèõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç øåñòè ñëåäóþùèõ ôóíê-
öèé: V (r) ≡ w, V (r) = kr + h, V (r) = wekr, V (r) = w ch(kr + h), V (r) =
w sh(kr + h), V (r) = w cos(kr + h), ãäå w, k, h � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, äåéñòâóþùèå â êàæäîì èç ñå-
ìåéñòâ, ðàçëè÷íû, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè â ïîäñåìåéñòâàõ áóäóò èìåòü
ðàçíóþ ñòðóêòóðó.

Â ïîäñåìåéñòâàõ ñåìåéñòâà (3.5.3) êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîäåðæèò âñå
ôóíêöèè îäèíàêîâîãî òèïà, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé êîíñòàíò w, k, h, òàêèõ
êëàññîâ ðîâíî ÷åòûðå (ñëó÷àè V (r) = const è V (r) = kr + h ÿâëÿþòñÿ
êëàññàìè (I.1) è (I.2)) è ïðåäñòàâèòåëÿìè â íèõ ÿâëÿþòñÿ v = ex, v = chx,
v = sh x è v = cos x.

Â ïîäñåìåéñòâàõ ñåìåéñòâà (3.5.4) â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âõîäÿò òîëü-
êî ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûìè k, òàê ÷òî ïðåäñòàâèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèè, îïðåäåëÿåìûå (II.2) ñ V (r) ≡ 1, V (r) = r, V (r) = ekr, V (r) = ch(kr),
V (r) = sh(kr), V (r) = cos(kr) (â ñëó÷àå ýêñïîíåíòû è ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ôóíêöèé k ̸= ±1: ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ k ìû ïîëó÷àåì êëàññû (I.1)-(I.3)).

Â ïîäñåìåéñòâàõ æå ñåìåéñòâà (3.5.5) â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âõîäÿò
òîëüêî ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûìè k è h, òàê ÷òî ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòèõ êëàñ-
ñîâ îêàçûâàþòñÿ ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (II.3) ñ V (r) = 1,
V (r) = r + h, V (r) = ekr, V (r) = ch(kr + h), V (r) = sh(kr + h), V (r) =
cos(kr+h) (â ñëó÷àå êîñèíóñà � ïðè k ̸= 1, òàê êàê ïðè k = 1 ìû ïîëó÷àåì
êëàññ (I.2)).
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Ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà (3.5.3), èìåþùåå ïÿòèìåðíóþ ãðóïïó ñèììåò-
ðèé, â îáùåì âèäå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé v = w(x+ h)k, è ðàñïàäàåòñÿ íà
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè v = xk (ãäå k ̸= 0, 1).

3.5.3 Èíäóöèðîâàííàÿ àëãåáðà

Äëÿ ñåìåéñòâ ñ äâóìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé àëãåáðû ñèììåòðèé âñåõ
ñåìåéñòâ èçîìîðôíû äðóã äðóãó, è äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññîðòèðîâàòü èõ ïî
êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè, òðåáóåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü äåéñòâèå íà ýòèõ
ñåìåéñòâàõ ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå. Ïóñòü

P (x, y, z)vx +Q(x, y, z)vy +R(x, y, z)vz = S(x, y, z)v (3.5.10)

� êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå îäíó èç ôóíêöèé, ïåðå÷èñ-
ëåííûõ â ïðèëîæåíèÿõ II.4-II.5.

Ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåâîäèò êàæäîå èç òàêèõ óðàâíå-
íèé â äðóãîå óðàâíåíèå òîãî æå âèäà. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ îçíà÷àåò,
åñòåñòâåííî, ïðåîáðàçîâàíèå åãî êîýôôèöèåíòîâ P , Q, R, S. Ïîñêîëüêó
ýòè êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôèêñèðîâàííûõ
ôóíêöèé, ïðåîáðàçîâàíèå P,Q,R, S ñâîäèòñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ êîýôôè-
öèåíòîâ ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ, ãåíåðèðîâàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè, òàêæå
îáðàçóþò ãðóïïó, êîòîðóþ ìû íàçîâåì èíäóöèðîâàííîé ãðóïïîé. Ïîñêîëü-
êó ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóþò ãðóïïó Ëè (ò.å. ýòà ãðóïïà
ïàðàìåòðèçóåìà, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî), èíäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè, è ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé àëãåáðîé, êîòîðóþ ìû
ñîîòâåòñòâåííî áóäåì íàçûâàòü èíäóöèðîâàííîé. Îïåðàòîð èíäóöèðîâàí-
íîé àëãåáðû, ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì Ξ̄ àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü Ξ̄∗.

Ëåììà 3.5.1 Ïóñòü ξ, η, ζ, ω çàâèñÿò îò x, y, z, v è îïåðàòîð

Ξ̄ = ξ∂x + η∂y + ζ∂z + ϕ∂ψ + ω∂v,

îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûì êëàññ óðàâíåíèé âèäà (3.5.10) ñ êîýôôèöèåí-
òàìè, çàâèñÿùèìè ëèíåéíî îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà êîíñòàíò.
Òîãäà èíäóöèðîâàííûé îïåðàòîð Ξ̄∗ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

Ξ̄∗U = [U, Ξ̄] + γ(x, y, z, v)U, (3.5.11)

Ξ̄∗S = −Ξ̄S +
Uω + S(vωv − ω)

v
+ γ(x, y, z, v)S, (3.5.12)

ãäå U = P∂x +Q∂y +R∂z.
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Çàìå÷àíèå. Ñîîòíîøåíèÿ (3.5.11)-(3.5.12) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ðàâåíñòâ

Ξ̄∗Ξ = [Ξ, Ξ̄] + γ(xi, u, ui, v)Ξ, (3.5.13)

Ξ̄∗(Ξ(1)F ) = [Ξ(1), Ξ̄(1)]F + γ(xi, u, ui, v)Ξ
(1)F, (3.5.14)

äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà F (xi, u, ui) = v(xi) ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì v(xi).
Êëàññèôèöèðóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

Ξv = Ξ(1)F,

ãäå Ξ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà ñèììåòðèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à äåé-
ñòâèå îïåðàòîðà Ξ̄∗, ïîðîæäåííîãî îïåðàòîðîì àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè Ξ̄
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàç (3.5.13)-(3.5.14).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.5.1. Äëÿ èíäóöèðîâàííîãî îïåðàòîðà èìå-

åò ìåñòî ðàâåíñòâî

[Ξ̄∗ + Ξ̄(1)](Pvx +Qvy +Rvz − Sv) = 0,

âûïîëíåííîå âñåãäà, êîãäà âûïîëíåíî (3.5.10). Ðàñêðûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ξ̄∗ äåéñòâóåò òîëüêî íà êîýôôèöèåíòû P,Q,R (ïîñêîëüêó îí
äåéñòâóåò íà êîíñòàíòû, ôèãóðèðóþùèå òîëüêî â ýòèõ êîýôôèöèåíòàõ), à
òàêæå ÷òî ïðèìåíåíèå ê P,Q,R îïåðàòîðà Ξ̄(1) òîæäåñòâåííî ïðèìåíåíèþ
îïåðàòîðà Ξ̄ (òàê êàê êîýôôèöèåíòû íå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûõ), ïîëó÷àåì

vx[Ξ̄
∗ + Ξ̄]P + vy[Ξ̄

∗ + Ξ̄]Q+ vz[Ξ̄
∗ + Ξ̄]R + P Ξ̄(1)vx +QΞ̄(1)vy +RΞ̄(1)vz =

= v[Ξ̄∗ + Ξ̄]S + SΞ̄v.

Ïîäñòàíîâêà
Ξ̄(1)vx = ωx + ωvvx − vxξx − vyηx − vzζx,

Ξ̄(1)vy = ωy + ωvvy − vxξy − vyηy − vzζy,

Ξ̄(1)vz = ωz + ωvvz − vxξz − vyηz − vzζz,

Ξ̄v = ω,

ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

vx[Ξ̄
∗ + Ξ̄]P + vy[Ξ̄

∗ + Ξ̄]Q+ vz[Ξ̄
∗ + Ξ̄]R + Uω + Pωvvx +Qωvvy +Rωvvz−

−vxUξ − vyUη − vzUζ = v[Ξ̄∗ + Ξ̄]S + Sω,

êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî âñåãäà, êîãäà âûïîëíåíî (3.5.10). Äëÿ ýòî-
ãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû èìåëà ìåñòî ïðîïîðöèÿ

[Ξ̄∗ + Ξ̄]P + Pωv − Uξ

P
=

[Ξ̄∗ + Ξ̄]Q+Qωv − Uη

Q
=
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=
[Ξ̄∗ + Ξ̄]R +Rωv − Uζ

R
=
v[Ξ̄∗ + Ξ̄]S + Sω − Uω

Sv
.

Óìåíüøàÿ âñå ÷ëåíû ïðîïîðöèè íà ωv, è îáîçíà÷àÿ îáùåå çíà÷åíèå ïîëó-
÷åííîé ïðîïîðöèè ÷åðåç γ(x, y, z, v), ïðèõîäèì ê ôîðìóëàì

Ξ̄∗P = −Ξ̄P + Uξ + γ(x, y, z, v)P,

Ξ̄∗Q = −Ξ̄Q+ Uη + γ(x, y, z, v)Q,

Ξ̄∗R = −Ξ̄R + Uζ + γ(x, y, z, v)R,

Ξ̄∗S = −Ξ̄S +
Uω + S(vωv − ω)

v
+ γ(x, y, z, v)S.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü â òî÷íîñòè (3.5.12), à ñóììà ïåðâûõ òðåõ, óìíî-
æåííûõ íà ∂x, ∂y, ∂z ñîîòâåòñòâåííî, äàåò

Ξ̄∗P∂x + Ξ̄∗Q∂y + Ξ̄∗R∂z = U(ξ∂x + η∂y + ζ∂z)−

−Ξ̄(P∂x +Q∂y +R∂z) + γ(P∂x +Q∂y +R∂z),

÷òî ñîâïàäàåò ñ (3.5.11). Ëåììà äîêàçàíà.
Â (3.5.11)-(3.5.12) ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå γ(x, y, z, v) ïîðîæäàþò áåñ-

êîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó óìíîæåíèé óðàâíåíèÿ (3.5.10) íà ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ, ýòà ãðóïïà ñîñòîèò èç ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.5.10), íå èíäó-
öèðîâàííûõ íèêàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ïîðîæäåííûìè àëãåáðîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòè ñëàãàåìûå ìîæíî áûëî áû ïðîñòî óäà-
ëèòü (ò.å. ïðîèçâåñòè ôàêòîðèçàöèþ), ïîëó÷èâ, ÷òî "ýôôåêòèâíîå" äåé-
ñòâèå èíäóöèðîâàííîé ãðóïïû íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (3.5.10) åñòü
ïðîñòî ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà. Îäíàêî òàêîé ïðèåì íå âïîëíå êîððåêòåí:
äåëî â òîì, ÷òî ãðóïïà óìíîæåíèé óðàâíåíèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
íà ñàìîì äåëå ìîæåò ïîãëîùàòü ñîñòàâëÿþùèå íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ èíäó-
öèðîâàííîé àëãåáðû. Ïîýòîìó íàì ïðèäåòñÿ îñòàâèòü ïîêà (3.5.11)-(3.5.12)
êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ èíäóöèðîâàííîé ãðóïïû, âûäåëÿÿ, èñõîäÿ
óæå èç äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé, èç âñåõ âîçìîæíûõ γ(x, y, z, v) òå,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò îïåðàòîðû èíäóöèðîâàííîé àëãåáðû.

Ëåììà 3.5.2 Åñëè ξv = ηv = ζv = 0,

ξx = ηy = ζz, ξy + ηx = ξz + ζx = ηz + ζy = 0, ω = v(ξx − ϕψ), ϕψ = m,

(3.5.15)
Px = Qy = Rz, Py+Qx = Pz+Rx = Qz+Ry = 0, S = Px−M, (3.5.16)

òî γ ìîæåò áûòü òîëüêî êîíñòàíòîé è óðàâíåíèå (3.5.12) ïðè ýòîì
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ξ̄∗M = γM. (3.5.17)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî, íåçàâèñèìîñòü îò v íå
òîëüêî P,Q,R, íî è ξ, η, ζ âëå÷åò íåçàâèñèìîñòü îò v è êîýôôèöèåíòà γ.
Êðîìå òîãî, â ñèëó ω = vωv (ñì. ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå (3.5.15)) ìû
ìîæåì â óðàâíåíèè (3.5.12) ïðîèçâåñòè ñîêðàùåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê âèäó

Ξ̄∗S = −Ξ̄S + Uωv + γ(x, y, z)S. (3.5.18)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî

Ξ̄∗P = −Ξ̄P + Uξ + γP.

ïî x, ïîëó÷àåì

Ξ̄∗Px = −ξxPx− ηxPy− ζxPz− Ξ̄Px+Pxξx+Qxξy+Rxξz+Uξx+ γxP + γPx,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (3.5.15)-(3.5.16)

Ξ̄∗Px = −Ξ̄Px + Uξx + γxP + γPx,

è, âû÷èòàíèå èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà (3.5.18) äàåò, â ñèëó S = Px −M ,
ω = v(ξx − ϕψ)

Ξ̄∗M = −Ξ̄M + Uϕψ + γM + γxP = γM + γxP (3.5.19)

(Ξ̄M = Uϕψ = 0 òàê êàê M è ϕψ = m � êîíñòàíòû, à îïåðàòîðû Ξ̄ è U
ñîäåðæàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òîëüêî ïî x, y, z). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ
è ñîîòíîøåíèÿ

Ξ̄∗M = γM + γyQ, Ξ̄∗M = γM + γzR. (3.5.20)

Ïîêàæåì, ÷òî (3.5.18)-(3.5.20) ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü äëÿ ïîñòîÿííîé
ôóíêöèè γ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî P , Q, R íå ÿâëÿ-
þòñÿ òîæäåñòâåííûìè íóëÿìè è èç ñîîòíîøåíèé (3.5.19)-(3.5.20) ïîëó÷àåì
çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè γ

γx =
Ξ̄∗M − γM

P
, γy =

Ξ̄∗M − γM

Q
, γz =

Ξ̄∗M − γM

R
.

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (ñ ó÷åòîì Ξ̄∗M − γM ̸≡ 0) èìåþò âèä

Py
P 2

=
Qx

Q2
,

Ry

R2
=
Qz

Q2
,

Pz
P 2

=
Rx

R2
,

÷òî, â ñèëó (3.5.16), äàåò Py = Qx = Rx = Pz = Qz = Ry = 0, ò.å. P çàâèñèò
òîëüêî îò x, Q � òîëüêî îò y, à R � òîëüêî îò z. Íî òîãäà èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ (3.5.16) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî P = Dx + H, Q = Dy + I,
R = Dz + J � ëèíåéíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ïîýòîìó S = Px −M
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ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è èç (3.5.18) ïîëó÷àåì, ÷òî γ � ïîëèíîì ñòåïåíè íå
âûøå âòîðîé.

Åñëè D ̸= 0, òî èç (3.5.19)-(3.5.20) ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ξ̄∗M − γM ,
ÿâëÿþùàÿñÿ íåòðèâèàëüíûì (â ñèëó γ ̸= const) ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âû-
øå âòîðîé, äåëèòñÿ íà òðè ìîíîìà P = Dx+H,Q = Dy+I,R = Dz+J , ÷òî
íåâîçìîæíî. Åñëè æå D = 0, òî P � êîíñòàíòà, è â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî
(3.5.19) íå ìîæåò èìåòü ìåñòà äëÿ ïîëèíîìà γ, îòëè÷íîãî îò êîíñòàíòû.

Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëîæåíèå γ ̸≡ const ïðèâåëî íàñ ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. Çíà÷èò, γ íå çàâèñèò îò x, y, z, è óðàâíåíèå (3.5.19) ïðåâðàùàåòñÿ â
(3.5.14). Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ëåììû 3.5.2 íàì ïîíàäîáèòñÿ òàáëèöà êîììóòàöèè
äëÿ îïåðàòîðîâ àëãåáðû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (òàáëèöà 3.5.1).

Òàáëèöà 3.5.1. Êîììóòàòîðû ýëåìåíòîâ Àëãåáðû Ëè ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (â íåêîòîðûõ êîëîíêàõ, äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà, àðãóìåíòû
ó Ξα ðàñïîëîæåíû ñòîëáöîì).

[ , ] Ξ∞(a, b, c) Ξ∗ Ξ◦(e, f, g) Ξ↑(h, i, j)

Ξ∞

AB
C

 0 −Ξ∞

AB
C

 Ξ∞

Bg − Cf
Ce− Ag
Af −Be

 −2Ξ◦

Ci−Bj
Aj − Ch
Bh− Ai

−

−2(Ah+
+Bi+ Cj)Ξ∗

Ξ∗ Ξ∞(a, b, c) 0 0 −Ξ↑(h, i, j)

Ξ◦

EF
G

 −Ξ∞

Gb− Fc
Ec−Ga
Fa− Eb

 0 Ξ◦

Fg −Gf
Ge− Eg
Ef − Fe

 Ξ↑

Fj −Gi
Gh− Eh
Ei− Fh



Ξ↑

HI
J

 2Ξ◦

 cI − bJ
aJ − cH
bH − aI

+

+2(aH+
+bI + cJ)Ξ∗

Ξ↑

HI
J

 Ξ↑

gI − fJ
eJ − gH
fH − eI

 0

Â íåé èñïîëüçîâàíû óæå ïðèìåíÿâøèåñÿ íàìè îáîçíà÷åíèÿ èç ïðèëîæå-
íèÿ II.1

Ξ∞(A,B,C) = [A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz]∂x+

+[B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz]∂y + [C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz]∂z,

Ξ◦(E,F,G) = (Gy − Fz)∂x + (−Gx+ Ez)∂y + (Fx− Ey)∂z,

Ξ∗ = x∂x + y∂y + z∂z, Ξ↑(H, I, J) = H∂x + I∂y + J∂z.
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Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ àëãåáðà 3.4.5 êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò âèä

Ξ∞(a, b, c) + dΞ∗ + Ξ◦(e, f, g) + Ξ↑(h, i, j),

è â òàáëèöå êîììóòàòîðû óêàçàíû ñðàçó äëÿ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ââåäåííûì îáîçíà÷åíèÿì.

3.5.4 Èíäóöèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé è èíäóöèðîâàííûå àëãåáðû ñèììåòðèé äëÿ êëàññèôè-
öèðóþùèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êàæäîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé v(x, y, z), çàäàþùèõ ñå-
ìåéñòâî óðàâíåíèé ýéêîíàëà ñ äâóìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé, îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì

P (x, y, z)vx +Q(x, y, z)vy +R(x, y, z)vz = (Px(x, y, z)−M)v. (3.5.21)

Ïîðîæäàþùèé óðàâíåíèå (3.5.21) îïåðàòîð P∂x + Q∂y + R∂z ìû, êàê è
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç U . Êîýôôèöèåíòû P,Q,R
êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîðà ñèì-
ìåòðèè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (à òî÷íåå, ïðîñòðàíñòâåííîé
ñîñòàâëÿþùåé ýòîãî îïåðàòîðà) è èìåþò âèä

P (x, y, z) = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +Dx+Gy − Fz +H,

Q(x, y, z) = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz −Gx+Dy + Ez + I,
R(x, y, z) = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx− Ey +Dz + J

(3.5.22)
ñ íåêîòîðûì (äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà � ñâîèì) íàáîðîì êîíñòàíò. Äëÿ òîãî,
÷òîáû íå ïóòàòü êîíñòàíòû â êîýôôèöèåíòàõ êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíå-
íèÿ ñ êîíñòàíòàìè â êîýôôèöèåíòàõ àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü êîíñòàíòû â êëàññèôèöèðóþùåì óðàâíåíèè áîëüøèìè áóêâà-
ìè, à êîíñòàíòû â îïåðàòîðå ýêâèâàëåíòíîñòè � ìàëåíüêèìè (êàê â (3.4.5)).

Àíàëèçèðóÿ ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè è ñèììåòðèé ñåìåéñòâ óðàâíåíèé
ñ äâóìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé (óïîìÿíóòûõ â ðàçäåëå III ôîðìóëèðîâêè
òåîðåìû 3.3.1 è ïåðå÷èñëåííûõ â ïðèëîæåíèÿõ II.4-II.5), ìû áóäåì ñëå-
äîâàòü ñõåìå, óæå èñïîëüçîâàííîé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3.1 è ðàñ-
ñìîòðèì äâà îñíîâíûõ âàðèàíòà: êîãäà A2 + B2 + C2 ̸= 0 (êîýôôèöèåíòû
êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ êâàäðàòè÷íûå) è êîãäà A = B = C = 0
(êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûå).

Ïîñêîëüêó â âàðèàíòå, êîãäà êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íûå, ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèé, çàâåäîìî âõîäÿùèõ â ãðóïïó ýêâèâàëåíòíîñòè, óðàâíåíèå
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(3.5.21) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (3.3.70)

(x2−y2−z2∓ν2)vx+(2xy+θz+λ)vy+(2xz−θy)vz) = (2x−M)v, (3.5.23)

ìû ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, äåéñòâóþùèå òîëüêî íà
óðàâíåíèÿõ âèäà (3.5.23). Â ýòîì ñëó÷àå

U = Ξ∞(1, 0, 0) + Ξ◦(θ, 0, 0) + Ξ↑(κ, λ, 0), (3.5.24)

è äëÿ ïîäàëãåáðû ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, äåéñòâóþùåé íà óðàâ-
íåíèÿõ âèäà (3.5.23), äîëæíî, â ñèëó ëåìì 3.5.1-3.5.2, âûïîëíÿòüñÿ

Ξ̄∗U = [U, Ξ̄] + γU.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (3.5.24) è

Ξ̄ = Ξ∞(a, b, c) + dΞ∗ + Ξ◦(e, f, g) + Ξ↑(h, i, j),

ïîëó÷àåì, ïîëüçóÿñü òàáëèöåé 3.5.1, ÷òî

Ξ̄∗θ · Ξ◦(1, 0, 0) + Ξ̄∗κ · Ξ↑(1, 0, 0) + Ξ̄∗λ · Ξ↑(0, 1, 0) =

= −dΞ∞(1, 0, 0) + Ξ∞(0,−g, f)− 2hΞ∗ − 2Ξ◦(0, j,−i)−
−Ξ∞(0, θc,−θb) + Ξ◦(0,−θg, θf) + Ξ↑(0,−θj, θi)+

+2(aκ+bλ)Ξ∗+2Ξ◦(λc,−κc,κb−λa)+dΞ↑(κ, λ, 0)+Ξ↑(λg,−κg,κf−λe)+
+γΞ∞(1, 0, 0) + γθΞ◦(1, 0, 0) + γκΞ↑(1, 0, 0) + γλΞ↑(0, 1, 0),

îòêóäà, ïðèðàâíèâàÿ êîíñòàíòû ïðè îäèíàêîâûõ îïåðàòîðàõ, ïðèõîäèì ê
ñèñòåìå

γ = d, g + θc = 0, f + θb = 0; (3.5.25)

aκ + bλ− h = 0; (3.5.26)

Ξ̄∗θ = 2λc+ γθ, 2j + θg + 2κc = 0, 2i+ θf + 2κb− 2λa = 0; (3.5.27)

Ξ̄∗κ = dκ+λg+γκ, Ξ̄∗λ = −θj+λd−κg+γλ, θi+κf−λe = 0, (3.5.28)

êîòîðàÿ äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì (3.5.14).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, îñòàâëÿþùèå

èíâàðèàíòíûì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé âèäà (3.5.23), íàì íåîáõîäèìî íàéòè
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (3.5.25)-(3.5.28) èìååò ðåøåíèå.
Ýòà ñèñòåìà � äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêàÿ: ïåðâîå óðàâíåíèå (3.5.27)
è ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (3.5.28) çàäàþò îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ (ò.ê. Ξ̄∗θ, Ξ̄∗κ è Ξ̄∗λ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò θ, κ è λ ïî
ãðóïïîâîìó ïàðàìåòðó), îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ � àëãåáðàè÷åñêèå.
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Ðàññìàòðèâàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíäóöèðîâàííûå íà êëàññèôèöèðóþùèå
óðàâíåíèÿ (3.5.21) ãðóïïîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû âèäèì, ÷òî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, îñòàâëÿþùèå èíâàðèàíòíûìè òî èëè èíîå ñåìåé-
ñòâî êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, ñåìåéñòâî (3.5.23)) îáðà-
çóþò ïîäãðóïïó èíäóöèðîâàííîé ãðóïïû, êîòîðóþ ìû, â îòëè÷èå îò îá-
ùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè, áóäåì íàçûâàòü ÷àñòíîé èíäóöèðîâàííîé
ãðóïïîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé. Êàê è
â ñëó÷àå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà, ïîìèìî ÷àñòíîé èíäóöèðîâàííîé
ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè, îòâå÷àþùåé óðàâíåíèþ (3.5.23), ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü è èíäóöèðîâàííûå êîíóñ è ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñåìåéñòâàì ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ãðóïïàìè.

Ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê ñåìåéñòâó è ïîäñåìåéñòâó ñóæàåò íå òîëüêî ñî-
îòâåòñòâóþùóþ èíäóöèðîâàííóþ ãðóïïó ýêâèâàëåíòíîñòè, íî è èíäóöèðî-
âàííûé êîíóñ êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé (ò.ê. ìû ðàññìàòðèâàåì òîëü-
êî ïðåîáðàçîâàíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ñåìåéñòâå èëè ïîäñåìåéñòâå), ìû, ïî-
ñòåïåííî "ñïóñêàÿñü" ê ïîäñåìåéñòâàì, ìîæåì ïðèâåñòè ñèòóàöèþ ê "ïðè-
ìèòèâíîìó" ñëó÷àþ, êîãäà è èíäóöèðîâàííàÿ ÷àñòíàÿ àëãåáðà ýêâèâàëåíò-
íîñòè, è èíäóöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé âû-
ðîæäàþòñÿ â àëãåáðó ñèììåòðèé êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ. Äîñòè-
æåíèå "ïðèìèòèâíûõ" ñëó÷àåâ çàêàí÷èâàåò èåðàðõè÷åñêóþ êëàññèôèêà-
öèþ. Ïîñëå ýòîãî íàì îñòàåòñÿ òîëüêî âûÿñíèòü äåéñòâèå ïîëó÷åííûõ ãðóïï
ñèììåòðèé íà ðåøåíèÿ êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé è óñòàíîâèòü òåì ñà-
ìûì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè è èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè.

Ëåììà 3.5.3 ×àñòíàÿ èíäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
ñåìåéñòâà óðàâíåíèé (3.5.23) åñòü ãðóïïà ðàñòÿæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ÷àñòíîé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè ñåìåéñòâà ñî-
îòíîøåíèÿ (3.5.25)-(3.5.28) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé
θ, κ, λ. Ïîýòîìó èç òåõ óðàâíåíèé (3.5.25)-(3.5.28), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèìè, ñëåäóåò, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû, êðîìå d, îáÿçàíû áûòü
íóëÿìè. Çíà÷èò, ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè ñåìåéñòâà (3.5.23) åñòü ãðóïïà
ðàñòÿæåíèé. Ïðè ýòîì â ñèñòåìå (3.5.25)-(3.5.28) îñòàåòñÿ òîëüêî òðè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ

Ξ̄∗θ = dθ, Ξ̄∗κ = 2dκ, Ξ̄∗λ = 2dλ,

êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y, z) êîýô-
ôèöèåíòû òàêæå ïîäâåðãàþòñÿ ðàñòÿæåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñàìîãî
óðàâíåíèÿ (3.5.23) ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåí-
íûõ (x, y, z) â t ðàç ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ θ íà t, à κ è λ � íà t2. Ëåììà
äîêàçàíà.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíäóöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà êàñàòåëüíûõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé óðàâíåíèÿ (3.5.23) íàì ïîíàäîáèòñÿ çàôèêñèðîâàòü êàêèå-òî
êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ λ, θ, κ è ðåøèòü àëãåáðàè÷åñêóþ ÷àñòü ñèñòåìû
(3.5.25)-(3.5.25) (ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ íå íàëàãàþò
íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, à òîëüêî îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ).

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå èìååòñÿ äëÿ λ ̸= 0 è
äëÿ λ = 0. Äëÿ λ ̸= 0 âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåç a, b è c äàåò

Ξ̃ = a[Ξ∞(1, 0, 0) + θΞ◦(1, 0, 0) + Ξ↑(κ, λ, 0)]+

+b[Ξ∞(0, 1, 0) + Ξ◦(
θ(θ2 − 4κ)

2λ
,−θ, 0) + Ξ↑(λ, (

1

2
θ2 − κ), 0)]+

+c[Ξ∞(0, 0, 1)− θΞ◦(0, 0, 1) + (
1

2
θ2 − κ)Ξ↑(0, 0, 1)] + dΞ∗,

ïðè ýòîì

Ξ̃∗θ = θd+ 2λc, Ξ̃∗κ = 2κd− λθc, Ξ̃∗λ = 2λd− 1

2
θ(θ2 − 4κ)c.

(3.5.29)
Ïðèìå÷àòåëüíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (3.5.23) ïðî-
ñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àëãåáðû ýê-
âèâàëåíòíîñòè è àëãåáðû ñèììåòðèé. Äåéñòâèòåëüíî, ñîñòàâëÿþùèå Ξ̃ îïå-
ðàòîðû, ñîäåðæàùèå a è b, ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè ñèììåòðèè êëàññèôè-
öèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (ò.ê. íè a, íè b íå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ (3.5.29)).
Îïåðàòîð, ñîäåðæàùèé d � ýòî îïåðàòîð ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè. À âîò
îïåðàòîð, ñîäåðæàùèé c, íå ëåæèò íè â àëãåáðå ñèììåòðèé, íè â àëãåáðå
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çäåñü ìû íàãëÿäíî âèäèì, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà ïîäñåìåéñòâî âûáðàíî
íå î÷åíü óäà÷íî, íî äðóãîãî âàðèàíòà âûáîðà ó íàñ íåò. Îäíàêî îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî íàëè÷èå "ëèøíåãî" îïåðàòîðà ñîâåðøåííî íå ìåøàåò, à, íàîáîðîò,
ïîìîãàåò óïðîñòèòü ñèòóàöèþ.

Ïðåæäå âñåãî, åñëè c = 0, à d ̸= 0, òî ñèñòåìà (3.5.29) èìååò äâà èíâà-
ðèàíòà 4κ/θ2 è λ/θ2 (â ïðåäïîëîæåíèè, êîíå÷íî, ÷òî θ ̸= 0). Åñëè æå, íà-
ïðîòèâ, d = 0, à c ̸= 0, òî ìû ïîëó÷àåì äðóãóþ ïàðó èíâàðèàíòîâ: λ2− θ2κ
è θ2 + 4κ. Íàêîíåö, åñëè è c ̸= 0, è d ̸= 0, òî ó ñèñòåìû (3.5.29) èìååòñÿ
åäèíñòâåííûé èíâàðèàíò

λ2 − θ2κ
(θ2 + 4κ)2

,

êîòîðûé åñòåñòâåííî íàçâàòü àáñîëþòíûì èíâàðèàíòîì. Ïîñêîëüêó àáñî-
ëþòíûé èíâàðèàíò íå ìåíÿåòñÿ íå òîëüêî ïðè äåéñòâèè ãðóïïû ýêâèâàëåíò-
íîñòè, íî è ïðè äåéñòâèè ëþáûõ äðóãèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ âèä
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êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (3.5.23), îí îêàçûâàåòñÿ êëàññèôèöèðóþ-
ùèì ïàðàìåòðîì � óðàâíåíèÿ ñ ðàçíûì àáñîëþòíûì èíâàðèàíòîì ëåæàò â
ðàçíûõ êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñ ïîìîùüþ "ëèøíåãî" îïåðàòîðà, íå âîøåäøåãî íè
â àëãåáðó ñèììåòðèé, íè â àëãåáðó ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ñå-
ìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé, íå îáðàçóþùèõ ãðóïïó, è ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñåìåé-
ñòâà ðåäóöèðîâàòü óðàâíåíèå (3.5.23) ê áîëåå ïðîñòîìó. À èìåííî, ñëó÷àé
λ ̸= 0 ðåäóöèðîâàòü ê ñëó÷àþ λ = 0.

Ëåììà 3.5.4 Ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû

θ̇ = 2λ, κ̇ = −λθ, λ̇ = −1

2
θ(θ2 − 4κ) (3.5.30)

ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü λ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3.5.30) èìååò èí-
òåãðàë θ2+4κ, ïîýòîìó âñå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ðàññëîèòü íà ïàðàáîëè÷å-
ñêèå öèëèíäðû θ2+4κ = 2C, è ñïðîåêòèðîâàòü íàøó ñèñòåìó ñ êàæäîãî èç
ýòèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ öèëèíäðîâ íà ïëîñêîñòü (λ, θ), âûðàçèâ èç óðàâíåíèÿ
öèëèíäðà κ ÷åðåç θ è ïîäñòàâèâ åãî â (3.5.30). Ïîëó÷èì

θ̇ = 2λ, λ̇ = −θ(θ2 − C),

åå ðåøåíèå äàåò óðàâíåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

λ2 = −1

4
θ4 + C

1

2
θ2 + C1.

Ïðîåêöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ïëîñêîñòü (λ, θ) äëÿ ñëó÷àåâ C ≤ 0 è
C > 0 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.1 ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ýòîìó
ðèñóíêó âèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî C (ò.å. äëÿ ëþáîãî ëèñòà
íàøåãî ñëîåíèÿ) òðàåêòîðèè ïðîåêöèè ñèñòåìû (3.5.30) íà ïëîñêîñòü (λ, θ)
îáðàçóþò çàìêíóòûå ëèíèè (ïðàâäà, íåêîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñà-
ìè îñîáîé òî÷êè λ = θ = 0), è ÷òî âñå îíè ïðîõîäÿò â íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè ÷åðåç ïðÿìóþ λ = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì ïàðàáîëè÷å-
ñêîì öèëèíäðå ïðîîáðàçû ýòèõ òðàåêòîðèé � òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3.5.30)
ïðîõîäÿò ÷åðåç ïëîñêîñòü λ = 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû 3.5.4 ñëåäóåò, ÷òî çàäàâàÿ θ, λ,κ êàê ôóíêöèè íåêîòîðîãî
ïàðàìåòðà èç ñèñòåìû (3.5.30) (ñðàçó îòìåòèì, ÷òî âûðàæàþòñÿ îíè ÷å-
ðåç ýòîò ïàðàìåòð êàê ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè) è ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâî
ïðåîáðàçîâàíèé, îïðåäåëÿåìûõ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

ẋ = 2xz, ẏ = 2yz − θz, ż = z2 − x2 − y2 + θy +
1

2
θ2 − κ,
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λ λ

θ θ

Ðèñ. 3.1: Ïðîåêöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ïëîñêîñòü (λ, θ) äëÿ ñëó÷àåâ C ≤ 0 (ñëåâà) è
C > 0 (ñïðàâà).

ñ íàéäåííûìè ôóíêöèÿìè θ, λ,κ, ìû ïîëó÷èì ïðè òîì çíà÷åíèè ïàðàìåò-
ðà, êîòîðîå îòâå÷àåò λ = 0, îòîáðàæåíèå, ïðåîáðàçóþùåå óðàâíåíèå âèäà
(3.5.23) ñ íåíóëåâûì λ â óðàâíåíèå (3.5.23) ñ íóëåâûì λ. Íèæå, â ïóíêòå
3.5.6, áóäåò óêàçàí äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîãî îòîáðàæåíèÿ � â âèäå
ñóïåðïîçèöèè ñåìè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ê ñëó÷àþ λ = 0, ëåæèò â îá-
ùåé ãðóïïå ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû ìîæåì äàëåå ñóçèòü íàøè ðàññìîòðåíèÿ
òîëüêî íà ýòîò ñëó÷àé, âûáèðàÿ ïðåäñòàâèòåëÿ òîëüêî èç ýòèõ óðàâíåíèé.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ãðóïïà ðàñòÿæåíèé òàêæå îñóùåñòâëÿåò ýêâèâà-
ëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ, íàì ìîæíî çà-
ôèêñèðîâàòü åùå îäèí èç îñòàâøèõñÿ ïàðàìåòðîâ θ èëè κ, ñâåäÿ âñå ê òðåì
îñíîâíûì âàðèàíòàì: κ = ±1, θ ïðîèçâîëüíîå; κ = 0, θ = 1 è κ = θ = 0.
Ôèêñàöèÿ ñëó÷àÿ λ = 0 ïîçâîëÿåò íàì ñóçèòü è ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé (ïîñêîëüêó ñóæàåòñÿ êëàññ óðàâíåíèé, â êîòîðûå äàí-
íîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî): ïîäñòàíîâêà â ñèñòåìó λ = 0 è
κ = const äàåò

γ = d, g + θc = 0, f + θb = 0, aκ − h = 0,

2j + θg + 2κc = 0, 2i+ θf + 2κb = 0, dκ + γκ = 0,

θj + κg = 0, θi+ κf = 0, Ξ̄∗θ = γθ.

Åñëè κ = 1, à θ ïðîèçâîëüíî, òî íàøà ñèñòåìà ðåäóöèðóåòñÿ ê

γ = d, g + θc = 0, f + θb = 0, a− h = 0,
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2j + θg + 2c = 0, 2i+ θf + 2b = 0, d+ γ = 0,

θj + g = 0, θi+ f = 0, Ξ̄∗θ = γθ,

îòêóäà d = γ = 0, θ = const, è âûðàæåíèå g = −θc, f = −θb, h = a,
i = (θ2/2− 1)b, 2j = (θ2/2− 1)c ïðèâîäèò ê ïàðå óðàâíåíèé

θ(θ2 − 4)b = 0, θ(θ2 − 4)c = 0,

äàþùèõ äîïîëíèòåëüíîå âåòâëåíèå âàðèàíòîâ.
Åñëè θ(θ2 − 4) ̸= 0, òî b = c = 0, è ïðîñòðàíñòâî èíäóöèðîâàííûõ

êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíîé àëãåáðå ñèììåòðèé

Ξ̄ = a{Ξ∞(1, 0, 0) + Ξ↑(1, 0, 0)}+ eΞ◦(1, 0, 0). (3.5.31)

Åñëè æå θ = 0, èëè θ = ±2, òî ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíò-
íîñòåé, ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàÿ ñ àëãåáðîé ñèììåòðèé, áóäåò óæå ÷åòûðåõ-
ìåðíûì:

Ξ̄ = a{Ξ∞(1, 0, 0) + Ξ↑(1, 0, 0)}+

+b

{
Ξ∞(0, 1, 0)− θΞ◦(0, 1, 0) +

1

4
θ2Ξ↑(0, 1, 0)

}
+ eΞ◦(1, 0, 0)+ (3.5.32)

+c

{
Ξ∞(0, 0, 1)− θΞ◦(0, 0, 1) +

1

4
θ2Ξ↑(0, 0, 1)

}
.

Åñëè κ = 0, θ = 1, òî ñèñòåìà äàåò b = c = d = f = g = h = i =
j = 0, è ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, âñå òàêæå ñîâïàäàÿ
ñ àëãåáðîé ñèììåòðèé, áóäåò äâóìåðíûì:

Ξ̄ = aΞ∞(1, 0, 0) + eΞ◦(1, 0, 0). (3.5.33)

Ñëó÷àé λ = θ = κ = 0 îñîáûé, òàê êàê çäåñü ïðèõîäèòñÿ îòäåëüíî îá-
ñóæäàòü óðàâíåíèå (3.5.14): âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ â ñèëó γ = d = 0
ýòî óðàâíåíèå ïðèîáðåòàëî âèä Ξ̄∗M = 0, ò.å.M îêàçûâàëîñü èíâàðèàíòîì,
è ñèììåòðèè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàëèñü ñèììåò-
ðèÿìè âñåãî óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå æå λ = θ = κ = 0 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî γ = d
íå îáÿçàíî áûòü íóëåì, ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðîæäàåìûå àëãåáðîé
Ξ̄ = dΞ∗, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè ëåâîé ÷àñòè êëàññèôèöèðóþùåãî
óðàâíåíèÿ, áóäóò íå ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèÿ, à òîëüêî ëèøü ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè: îíè äåéñòâóþò íà êîíñòàíòó M â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (3.5.23), óìíîæàÿ åå íà íåíóëåâîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé
ðàñïàäàåòñÿ íà äâà: M ̸= 0 è M = 0.

ÅñëèM ̸= 0, òî, äåéñòâóÿ ðàñòÿæåíèÿìè è îòðàæåíèÿìè, ìîæíî ïðèéòè
ê ñëó÷àþ M = 1, ïîýòîìó, íàëàãàÿ åùå îäíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå
(M = 1), ìû îáåñïå÷èâàåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ d = γ = 0, è ïîñêîëüêó â
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ñèëó îñòàëüíûõ óðàâíåíèé f = g = h = i = j = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ÷åòûðåõìåðíî è ñíîâà ñîâïàäàþùåå ñ
àëãåáðîé ñèììåòðèé

Ξ̄ = Ξ∞(a, b, c) + eΞ◦(1, 0, 0). (3.5.34)

Åñëè æå M = 0, òî è ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, è
àëãåáðà ñèììåòðèé ðàñøèðÿþòñÿ äî ðàçìåðíîñòè ïÿòü, âêëþ÷àÿ â ñåáÿ è
ðàñòÿæåíèÿ:

Ξ̄ = Ξ∞(a, b, c) + dΞ∗ + eΞ◦(1, 0, 0) (3.5.35)

3.5.5 Êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé A = B = C = 0. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå
Ξ̄∗U = [U, Ξ̄] + γU îïåðàòîð

U = DΞ∗ + Ξ◦(E,F,G) + Ξ↑(H, I, J),

ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ òàáëèöû êîììóòàòîðîâ (òàáëèöà 3.5.1), ÷òî

Ξ̄∗{DΞ∗ + Ξ◦(E,F,G) + Ξ↑(H, I, J)} =

= [DΞ∗ + Ξ◦(E,F,G) + Ξ↑(H, I, J),

Ξ∞(a, b, c) + dΞ∗ + Ξ◦(e, f, g) + Ξ↑(h, i, j)]+

+γ{DΞ∗ + Ξ◦(E,F,G) + Ξ↑(H, I, J)} =

= Ξ∞(Da,Db,Dc)− Ξ↑(Dh,Di,Dj)− Ξ∞(Gb− Fc,Ec−Ga, Fa− Eb)+

+Ξ◦(Fg −Gf,Ge− Eg,Ef − Fe) + Ξ↑(Fj −Gi,Gh− Ej,Ei− Fh)+

+2(aH + bI + cJ)Ξ∗ + 2Ξ◦(cI − bJ, aJ − cH, bH − aI) + Ξ↑(H, I, J)+

+Ξ↑(gI − fJ, eJ − gH, fH − eI) + γ{DΞ∗ + Ξ◦(E,F,G) + Ξ↑(H, I, J)}.
Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ îïåðàòîðàõ, ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé

Da+Gb− Fc = 0, Db+ Ec−Ga = 0, Dc+ Fa− Eb = 0;

Ξ̄∗D = 2(aH + bI + cJ) + γD; Ξ̄∗E = Fg −Gf + 2cI − 2bJ + γE,

Ξ̄∗F = Ge−Eg + 2aJ − 2cH + γF, Ξ̄∗G = Ef − Fe+ 2bH − 2aI + γG;

Ξ̄∗H = dH −Dh+ Fj −Gi+ gI − fJ + γH, (3.5.36)

Ξ̄∗I = dI −Di+Gh− Ej + eJ − gH + γI,

Ξ̄∗J = dJ −Dj + Ei− Fh+ fH − eI + γJ.
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Ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó îòíîñè-
òåëüíî (a, b, c) ñ îïðåäåëèòåëåì D(D2+E2+F 2+G2). Ïîýòîìó åñëè D ̸≡ 0,
òî a = b = c = 0, è òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Ξ̄∗D = γD, Ξ̄∗(E2 + F 2 +G2) = 2γ(E2 + F 2 +G2),

Ξ̄∗(EH + FI +GJ) = (d+ 2γ)(EH + FI +GJ)−D(Eh+ Fi+Gj),

òàê ÷òî âûäåëåííûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3.1 ñëó÷àè (ïðèëîæåíèå
II.5), ðàçäåëÿþùèå ðàâåíñòâî èëè íåðàâåíñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòà D è
E2+F 2+G2, à ïðèD = 0 � ðàâåíñòâî èëè íåðàâåíñòâî íóëþ EH+FI+GJ ,
îêàçûâàþòñÿ íàâåðíÿêà â ðàçíûõ êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñóæàÿ ðàñ-
ñìîòðåíèÿ íà êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â êàæäîì
ñëó÷àå ìû óæå îïðåäåëèëè (ïðèëîæåíèå II.5) êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ê
êîòîðûì â êàæäîì ýòèõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ñäâèãàìè, âðàùåíè-
ÿìè è ðàñòÿæåíèÿìè � ïðåîáðàçîâàíèÿìè, çàâåäîìî ÿâëÿþùèõñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû áóäåì äàëåå ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè, îñòàâëÿþùèå èíâàðèàíòíûìè òîëüêî êàíîíè÷åñêèå êëàñ-
ñèôèöèðóþùèå óðàâíåíèÿ, óêàçàííûå â ïðèëîæåíèè II.5.

Ñëó÷àé D ̸= 0, E2 + F 2 +G2 ̸= 0 ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

xvx + (y + θz)vy + (z − θy)vz = (1−M)v.

Äëÿ íåãîD = 1, E = θ( ̸= 0), F = G = H = I = J = 0, è èç ñèñòåìû (3.5.36)
ïîëó÷àåì γ = 0, a = b = c = f = g = h = i = j = 0, Ξ̄∗θ = 0, Ξ̄∗M =
0, êîýôôèöèåíòû d è e � ïðîèçâîëüíû. Çíà÷èò, äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ θ è
M ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, à ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé ñèììåòðèé

Ξ̄ = dΞ∗ + eΞ◦(1, 0, 0) (3.5.37)

è èìååò ðàçìåðíîñòü äâà.
Åñëè D = 0, E2 + F 2 + G2 ̸= 0, EH + FI + GJ ̸= 0, òî êàíîíè÷åñêîå

êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

vx + zvy − yvz = −Mv,

ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (3.5.36) E = 1, H = 1, D = F = G = I = J = 0,
ïîëó÷àåì γ = 0, a = b = c = d = f = g = i = j = 0, M îêàçûâàåò-
ñÿ èíâàðèàíòîì. Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàäàåò ñ
àëãåáðîé ñèììåòðèé è èìååò, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðàçìåðíîñòü äâà:

Ξ̄ = eΞ◦(1, 0, 0) + hΞ↑(1, 0, 0). (3.5.38)
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Â ñëó÷àå æå, êîãäà ïî-ïðåæíåìó D = 0, E2 + F 2 + G2 ̸= 0, íî EH +
FI +GJ = 0, êàíîíè÷åñêîå êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå óæå èìååò âèä

zvy − yvz = −Mv,

è ïîäñòàíîâêà â ñèñòåìó (3.5.36) E = 1, D = F = G = I = J = H = 0
äàåò γ = 0, b = c = f = g = i = j = 0, ïîÿâëÿþòñÿ äâå ïðîèçâîëü-
íûå êîíñòàíòû a è d, íî M îñòàåòñÿ èíâàðèàíòîì, òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî
êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñíîâà ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé ñèììåòðèé, íî
èìååò óæå ðàçìåðíîñòü ÷åòûðå:

Ξ̄ = aΞ∞(1, 0, 0) + dΞ∗ + eΞ◦(1, 0, 0) + hΞ↑(1, 0, 0). (3.5.39)

Åñëè E = F = G = 0, íî D ̸= 0, òî êàíîíè÷åñêîå êëàññèôèöèðóþùåå
óðàâíåíèå èìååò âèä

xvx + yvy + zvz = (1−M)v,

è ïîäñòàíîâêà D = 1, E = F = G = H = I = J = 0 â óðàâíåíèÿ (3.5.36)
ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì γ = 0, a = b = c = h = i = j = 0, è ìû ïîëó÷àåì
÷åòûðåõìåðíóþ àëãåáðó

Ξ̄ = dΞ∗ + Ξ◦(e, f, g). (3.5.40)

Íàêîíåö, åñëè D = E = F = G = 0, íî H2+I2+J2 ̸= 0, òî êàíîíè÷åñêîå
êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

vx = −Mv,

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé êîíñòàíò (H = 1, îñòàëüíûå � íóëè) ñè-
ñòåìà (3.5.36) äàåò óñëîâèÿ a = b = c = f = g = 0, d = −γ. Ïîñêîëüêó
Ξ̄∗M = γM , îïåðàòîð Ξ̄ = dΞ∗ ïîðîæäàåò ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, äåéñòâèå êîòîðîãî íà êîíñòàíòó M ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì. Ïîýòîìó ïî-
ëó÷åííîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé ïîäðàçäåëÿåòñÿ åùå íà äâà ñëó÷àÿ, îòâå÷à-
þùèõ M ̸= 0 è M = 0, â ïåðâîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
vx = v, ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé
ñèììåòðèé è ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì:

Ξ̄ = eΞ◦(1, 0, 0) + Ξ↑(h, i, j), (3.5.41)

à âî âòîðîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå vx = 0 èìååò óæå ïÿòèìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé (âñå òàê æå ñîâïàäàþùåå ñ
àëãåáðîé ñèììåòðèé):

Ξ̄ = dΞ∗ + eΞ◦(1, 0, 0) + Ξ↑(h, i, j). (3.5.42)
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3.5.6 Ñîîòâåòñòâèå ñåìåéñòâ êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé ñ
êâàäðàòè÷íûìè è ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ïóíêòå 3.5.4 ìû èç êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè âûäåëèëè ðÿä êàíîíè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå íå ýêâèâà-
ëåíòíû ìåæäó ñîáîé (ðåøåíèÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ íå ìîãóò áûòü ïðåîáðà-
çîâàíû â ðåøåíèÿ äðóãîãî óðàâíåíèÿ), è äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðî-
ñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàëî ñ àëãåáðîé ñèììåòðèé.
Àíàëîãè÷íàÿ ñåïàðàöèÿ ïðîèçâåäåíà â ïóíêòå 3.5.5 äëÿ êëàññèôèöèðóþ-
ùèõ óðàâíåíèé ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, ìîãóò
ëè óðàâíåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè áûòü ýêâèâàëåíòíû òåì
èëè èíûì óðàâíåíèÿì ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå âèäà (3.5.23)

(x2 − y2 − z2 + κ)vx + (2xy + θz + λ)vy + (2xz − θy)vz = (2x−M)v

ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ âèäà

(Dx+Gy−Fz+H)vx+(−Gx+Dy+Ez+ I)vy+(Fx−Ey+Dz+J)vz =

= (D − M̃)v (3.5.43)

åñëè ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò îñîáóþ òî÷êó, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî (x, y, z) âñå
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ýòè çíà÷åíèÿ x, y, z îïðåäå-
ëÿþòñÿ, åñòåñòâåííî, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

x2 − y2 − z2 + κ = 2xy + θz + λ = 2xz − θy = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

x0 =
ν

2
, y0 = − λν

ν2 + θ2
, z0 = − λθ

ν2 + θ2

ãäå ν � êîðåíü óðàâíåíèÿ

(ν2 + 4κ)(ν2 + θ2) = 4λ2 (3.5.44)

(åñëè ν = θ = 0 è κ ≥ 0 ìîæíî âçÿòü x0 = 0, y0 = −
√
κ, z0 = 0; à ïðè

ν = θ = 0 è κ < 0 � ñîîòâåòñòâåííî x0 =
√
−κ, y0 = z0 = 0).

Óðàâíåíèå (3.5.44) óæå âñòðå÷àëîñü íàì â âèäå óðàâíåíèÿ (3.3.71) ïðè
àíàëèçå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.5.23) (òîëüêî òàì âìåñòî ν2 ôèãóðèðîâàëî
µ). Ýòî óðàâíåíèå èìååò âåùåñòâåííûå êîðíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
λ2 − κθ2 ≥ 0.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ñäâèã ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êó
(x0, y0, z0) ïðèâîäèò óðàâíåíèå (3.5.23) ê âèäó

(x2 − y2 − z2 + 2x0x− 2y0y − 2z0z)vx + (2xy + 2x0y + 2y0x+ θz)vy+
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+(2xz + 2x0z + 2z0x− θy)vz = (2x+ 2x0 −M)v

(íîâûå ïåðåìåííûå çäåñü îáîçíà÷åíû ïî-ïðåæíåìó: (x, y, z)), à âûïîëíåíèå
çàòåì èíâåðñèè

x̂ =
x

x2 + y2 + z2
, ŷ =

y

x2 + y2 + z2
, ẑ =

z

x2 + y2 + z2

ïðèâîäèò ôóíêöèþ v(x, y, z) ê âèäó

v̂(x̂, ŷ, ẑ) = (x̂2 + ŷ2 + ẑ2)v

(
x̂

x̂2 + ŷ2 + ẑ2
,

ŷ

x̂2 + ŷ2 + ẑ2
,

ẑ

x̂2 + ŷ2 + ẑ2

)
,

à óðàâíåíèå, êîòîðîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò � ê âèäó

(2x0x+ 2y0y + 2z0z + 1)vx + (2x0y − 2y0x− θz)vy + (2x0z − 2z0x+ θy)vz =

= (2x0 +M)v (3.5.45)

(çäåñü íîâûå ïåðåìåííûå x̂, ŷ, ẑ îïÿòü ïåðåîáîçíà÷åíû ÷åðåç x, y, z).
Óðàâíåíèå (3.5.45) ïîçâîëÿåò ÿâíî óâèäåòü ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðàçëè÷-

íûìè âàðèàíòàìè óðàâíåíèÿ (3.5.23) è ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè óðàâíåíèÿ
(3.5.43).

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (3.5.45) èìååò âèä (3.5.43) ñ D = 2x0 = ν,
E = −θ, F = −2z0 = 2λθ/(ν2 + θ2), G = 2y0 = −2λν/(ν2 + θ2), H = 1,
I = J = 0. Ïðè ýòîì, êàê âèäíî, ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ, îáðàùàåòñÿ ëè â
íóëü D = ν è E2 + F 2 + G2 = θ2 + 4λ2/(ν2 + θ2) = θ2 + ν2 + 4κ. Óñëîâèå
ν ̸= 0, âûïîëíåííîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ2 − κθ2 > 0, äàåò íå
òîëüêî D ̸= 0, íî è E2 + F 2 +G2 ̸= 0. Â ñàìîì äåëå,

ν2 =
−θ2 − 4κ +

√
(θ2 + 4κ)2 + 16(λ2 − κθ2)

2
,

îòêóäà

ν2 + θ2 + 4κ =
θ2 + 4κ +

√
(θ2 + 4κ)2 + 16(λ2 − κθ2)

2
> 0.

Â ñëó÷àå ν = 0, íî θ ̸= 0 ïîëó÷àåì D = 0, E2 + F 2 + G2 ̸= 0, ïðè ýòîì
ñâîáîäíûé âåêòîð (H, I, J) = (1, 0, 0) íå îðòîãîíàëåí âåêòîðó (E,F,G) =
(−θ,−2z0, 2y0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
λvx + zvy − yvz = −Mv.

Åñëè æå ν = θ = 0 (è òîãäà λ = 0), òî ïðè κ > 0, êàê óæå ãîâîðèëîñü,
x0 = 0, y0 = −

√
κ, z0 = 0, è â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè òàê æå, êàê è

ðàíüøå, D = 0, E2+F 2+G2 ̸= 0, íî ïðè ýòîì ïîëó÷åííûé âåêòîð (H, I, J)
îðòîãîíàëåí (E,F,G), òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ óæå ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó zvy − yvz = −Mv.
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Ïðè òåõ æå ν = θ = 0, íî κ < 0 â ñèëó x0 =
√
−κ, y0 = z0 = 0 ìû

ïîëó÷àåì ñëó÷àé D ̸= 0, E = F = G = 0, à åñëè ν = θ = κ = 0, òî
x0 = y0 = z0 = 0, è óðàâíåíèå (3.5.23) ïðîñòîé èíâåðñèåé ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó vx =Mv.

Ïîäâåäåì èòîã ðàññóæäåíèÿì ýòîãî ïóíêòà. Âî-ïåðâûõ, âñå ñëó÷àè, êî-
ãäà êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå èìååò îñîáûå òî÷êè, îêàçàëèñü ñâîäè-
ìû ê êëàññèôèöèðóþùèì óðàâíåíèÿì ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âî-
âòîðûõ, ïîñêîëüêó âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé
ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ýòîì îêàçàëèñü èñ÷åðïàííûìè, óðàâíå-
íèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìåþùèå îñîáûõ òî÷åê, íå ìî-
ãóò áûòü ñâåäåíû ê óðàâíåíèÿì ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè: èíà÷å îíè
îêàæóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè óðàâíåíèÿì, èìåþùèì îñîáóþ òî÷êó â êâàäðà-
òè÷íîé ÷àñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé çäåñü ñïîñîá ïîçâîëÿåò ÿâíî îïèñàòü öå-
ïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäÿùèõ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ñëó÷àé λ ̸= 0 ê ñëó÷àþ λ = 0: ñíà÷àëà îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ öåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäÿùèõ óðàâíåíèå ñ λ ̸= 0 ê ëèíåéíîìó
(ñäâèã+èíâåðñèÿ), çàòåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêî-
ìó âèäó (ñäâèã+ïîâîðîò), à çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå, íî ïðèâîäÿùåå óæå ê ñëó÷àþ λ = 0 (ñäâèã + èíâåðñèÿ + ñäâèã).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äðîáíî-êâàäðàòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ÿâíî âû-
÷èñëÿåìûìè êîýôôèöèåíòàìè, îäíàêî àâòîðó íå óäàëîñü ïðåäñòàâèòü ýòè
êîýôôèöèåíòû â äîñòàòî÷íî êîìïàêòíîì, îáîçðèìîì âèäå.

3.5.7 Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.5.1: êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè óðàâíåíèé ñ äâóìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ 3.5.4-3.5.6, ìû, íàêîíåö, ìîæåì ïîëíîñòüþ
îïèñàòü ðàññëîåíèå óðàâíåíèé ñ äâóìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëó÷èâ ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.5.1. Ïî ñóùå-
ñòâó ôîðìóëû, êîòîðûå ïðèâåäåíû â ôîðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû � ýòî
ôîðìóëû ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, è íåîáõîäè-
ìî òîëüêî îïðåäåëèòü, êàê íà êîíêðåòíîå ðåøåíèå äåéñòâóþò ñèììåòðèè
(3.5.31)-(3.5.35) è (3.5.37)-(3.5.42) ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ ìû èñïîëüçóåì
òîëüêî òå ôîðìóëû èç ïðèëîæåíèÿ II.4, êîòîðûå îòâå÷àþò ñëó÷àþ λ2 −
θ2κ < 0 � ýòî ôîðìóëû, óêàçàííûå â ïóíêòàõ (II.4.1) è (II.4.2), â êîòîðûõ
ïîëàãàåòñÿ λ = 0, ÷òî è äàåò ôîðìóëó (V.1) äëÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïðåä-
ñòàâèòåëåé êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèâåäåííóþ â òåîðåìå 3.5.1. Íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèììåòðèè (3.5.31) äåéñòâóþò íà ôóíêöèþ V (α, β) êàê
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ñäâèãè âòîðîãî àðãóìåíòà, ÷òî âìåñòå ñ óìíîæåíèåì ôóíêöèè íà ìíîæè-
òåëü (ïîðîæäàåìûì ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ψ) äàåò ïîëíîå îïèñà-
íèå ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ êëàññîì
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ôîðìóëà äëÿ âòîðîãî ñåìåéñòâà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íà ñàìîì äåëå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé ïðè ρ = 1/2, âòîðîé
àðãóìåíò ôóíêöèè V ïðèîáðåòàåò ïðè ýòîì âèä

arctg
2xz + y(x2 + y2 + z2 − 1)

2xy − z(x2 + y2 + z2 − 1)
,

îäíàêî ðàñøèðåíèå, ñðàâíèòåëüíî ñ ïåðâûì ñëó÷àåì, ãðóïïû ñèììåòðèé
óðàâíåíèÿ äåëàåò áîëåå óäîáíîé ôîðìóëó (V.2), òàê êàê â ýòîé ôîðìå äåé-
ñòâèå ãðóïïû ñèììåòðèé íà ôóíêöèþ V ðåàëèçóåòñÿ êàê ãðóïïà âðàùåíèé
åå àðãóìåíòîâ.

Îñòàëüíûå ôîðìóëû � ýòî ôîðìóëû ðåøåíèé êàíîíè÷åñêèõ êëàññèôè-
öèðóþùèõ óðàâíåíèé ñ ëèíåéíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïåðå÷èñëåííûå â ïðè-
ëîæåíèè II.5. Ïðè ýòîì ñëó÷àè ïóíêòîâ II.5.2 è II.5.4 ðàçáèâàþòñÿ íà äâà:
λ ̸= 0, ñâîäÿùèåñÿ ê êàíîíè÷åñêèì λ = 1, è λ = 0. Ñòåïåíü îäíîçíà÷íî-
ñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè V êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è
âûøå, äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû ñèììåòðèé (ôîðìóëû (3.5.37)-
(3.5.42)) êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ V (α, β).

Ýòèì ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.5.1.
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� 3.6 Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýéêîíàëà ñ 15-ìåðíîé ãðóï-

ïîé ñèììåòðèé. Èëëþçèÿ äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íè-

êà. Ðåäóêöèÿ óðàâíåíèé ñ 4-ìåðíîé ãðóïïîé ñèì-

ìåòðèé ê äâóìåðíûì.

3.6.1 Ôîðìóëû ôðîíòîâ è ëó÷åé äëÿ óðàâíåíèé ñ 15-ìåðíîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü t = ψ(x, y, z) â ïðîñòðàíñòâå IR3 îïèñûâà-
åò ôðîíò âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, åñëè ψ(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (3.1.3) è ψ−1(0) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè (x0, y0, z0) (êîòî-
ðóþ ìû è íàçûâàåì èñòî÷íèêîì).

Ôðîíò âîëíû îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà äëÿ ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ñêîðîñòè
v(x, y, z) ≡ v = const èçâåñòåí � ýòî ñôåðà ðàäèóñà vt:

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = v2t2.

Îêàçûâàåòñÿ, ñôåðè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ôðîíò íå òîëüêî äëÿ ïîñòîÿííîé, íî
è äëÿ âñåõ äðóãèõ ôóíêöèé ñêîðîñòè, çàäàþùèõ óðàâíåíèå ñ 15-ìåðíîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé.

Òåîðåìà 3.6.1 Ïóñòü v(x, y, z) = Px + Qy + Rz (ãäå P 2 + Q2 + R2 =
w2 > 0). Òîãäà ôðîíò âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå
(x0, y0, z0), ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(x− x0 − Pρ(t))2 + (y − y0 −Qρ(t))2 + (z − z0 −Rρ(t))2 = r2(t), (3.6.1)

â êîòîðîì

ρ(t) =
Px0 +Qy0 +Rz0

w2
(chwt− 1), r(t) =

Px0 +Qy0 +Rz0
w

shwt.

(3.6.2)

Â ñëó÷àå (P,Q,R) = (w, 0, 0) (ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ âäîëü îñè x) ôîðìóëà
(3.6.1) ïðèîáðåòàåò âèä (x− x0 chwt)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 = (x0 shwt)
2.

Ïðè t→ ∞ ñôåðà, ðàñøèðÿÿñü, ïðèáëèæàåòñÿ ê "ïëîñêîñòè ãîðèçîíòà"
Px+Qy +Rz = 0.

Òåîðåìà 3.6.2 Ïóñòü v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 ± ν2). Òîãäà ôðîíò
âîëíû îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå (x0, y0, z0), ÿâ-
ëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(x− x0ρ(t))
2 + (y − y0ρ(t))

2 + (z − z0ρ(t))
2 = r2(t), (3.6.3)
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ãäå ôóíêöèè ρ(t) è r(t) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (âñþäó r20 = x20 + y20 + z20):

ρ(t) =
ν2(1 + tg2wνt)

ν2 − r20 tg
2wνt

, r(t) =
ν(r20 + ν2) tgwνt

ν2 − r20 tg
2wνt

(3.6.4)

äëÿ v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 + ν2),

ρ(t) =
ν2(1− th2wνt)

ν2 − r20 th
2wνt

, r(t) =
ν(r20 − ν2) thwνt

ν2 − r20 th
2wνt

(3.6.5)

äëÿ v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2 − ν2),

ρ(t) =
1

1− r20w
2t2
, r(t) =

r20wt

1− r20w
2t2

(3.6.6)

äëÿ v(x, y, z) = w · (x2 + y2 + z2).

Ïðè îáðàùåíèè â (3.6.4)-(3.6.6) çíàìåíàòåëÿ â íóëü ñôåðà âûðîæäàåòñÿ
â ïëîñêîñòü xx0 + yy0 + zz0 = (r20 ∓ ν2)/2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè tgwνt = ∞ ñôåðà ñòÿãèâàåòñÿ â èíâåðñíóþ ê
(x0, y0, z0) òî÷êó −ν2(x0, y0, z0)/r20, à ïðè tgwνt = 0 � â èñõîäíóþ òî÷êó
(x0, y0, z0). Âî âòîðîì ïðè t → ∞ è ïðè r0 > ν îíà ñòðåìèòñÿ ê "ñôåðå
ãîðèçîíòà" x2 + y2 + z2 = ν2 ñíàðóæè; ïðè r0 < ν ñôåðà â ïëîñêîñòü
íèêîãäà íå âûðîæäàåòñÿ, à, ðàñøèðÿÿñü, ñòðåìèòñÿ ïðè t → ∞ ê òîé æå
"ñôåðå ãîðèçîíòà" x2 + y2 + z2 = ν2, íî èçíóòðè. Â òðåòüåì ïðè t → ∞
ñôåðà ñòÿãèâàåòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (3.6.1) è (3.6.3) (åñëè â íèõ âìåñòî t ïîäñòà-
âèòü ψ) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè èíòåãðàëàìè Ëàãðàíæà (ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè
x0, y0, z0) óðàâíåíèÿ (3.1.3), è ïîýòîìó ëþáîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäå-
íî êàê îãèáàþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà ñôåð ïðè óñëîâèè çàäàíèÿ
íåêîòîðîé ñâÿçè F (x0, y0, z0) = 0 (ïîâåðõíîñòè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.6.1-3.6.2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé

âìåñòî t ôóíêöèè ψ(x, y, z) è ïðîâåðêîé òîãî, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíê-
öèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1.3) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé v(x, y, z). Íàëè÷èå
àíçàöà äåëàåò ðåçóëüòàò ëåãêî âû÷èñëÿåìûì, îäíàêî ïîëó÷èòü ýòîò àíçàö
áûëî ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, è, ñêàçàòü îòêðîâåííî, îí äëÿ àâòîðà îêàçàëñÿ
íåîæèäàííûì îòêðûòèåì.

Òåîðåìà 3.6.3 Ïóñòü v(x, y, z) = Px + Qy + Rz (P 2 + Q2 + R2 > 0).
Òîãäà ëó÷è (ñåìåéñòâî êðèâûõ, îðòîãîíàëüíûõ ôðîíòàì) ÿâëÿþòñÿ ïî-
ëóîêðóæíîñòÿìè, ëåæàùèìè â ïëîñêîñòÿõ, îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòè
ãîðèçîíòà Px+Qy +Rz = 0 è îïèðàþùèìèñÿ íà ïëîñêîñòü ãîðèçîíòà.
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Òåì ñàìûì â ñðåäå ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñêîðîñòè ëó÷è ïîðîæäàþò â
òî÷íîñòè ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî (ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè Ïóàíêàðå â
ïîëóïëîñêîñòè).
Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû

îêàçàëîñü v(x, y, z) = wx, è ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ñåìåéñòâî ëó÷åé, îïèñûâà-
åìûõ ôîðìóëàìè

x = x0
chC

ch(wt+ C)
, y = y0 + x0

cos θ shwt

ch(wt+ C)
, z = z0 + x0

sin θ shwt

ch(wt+ C)
,

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (3.1.1) ñ v(x, y, z) = wx. Âîçìîæåí è äðóãîé âàðè-
àíò � ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà ýòèõ ôîðìóë â (3.6.1) äàåò òîæäåñòâî
è ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîëó÷åííîìó ñåìåéñòâó êðèâûõ ïðîïîðöèîíà-
ëåí íîðìàëè ê ñôåðå (3.6.1). Óãëû ϕ = arccos cthC è θ � ïîëÿðíûå óãëû
êàñàòåëüíîé ê ëó÷ó â ìîìåíò t = 0.

Òåîðåìà 3.6.4 Ïóñòü v(x, y, z) = w·(x2+y2+z2−ν2) (ãäå ν > 0). Òîãäà
ëó÷è ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îêðóæíîñòåé, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è ýòè äóãè îïèðàþòñÿ íà ñôåðó ãîðèçîíòà
x2 + y2 + z2 = ν2.

Îòìåòèì, ÷òî ñôåðà x2 + y2 + z2 = ν2 ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî íà äâå
íåñâÿçàííûå ÷àñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ âîëíîâîé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò
íåçàâèñèìî îò äðóãîé (âíóòðè ñôåðû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî w < 0, à âíå
ñôåðû � ÷òî w > 0). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óêàçàííîé ôóíêöèè ñêîðîñòè
ëó÷è ïîðîæäàþò ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî ëèáî âíóòðè ñôåðû (÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå), ëèáî âíå ñôåðû � â èíâåðòèðîâàííîì
îòíîñèòåëüíî ýòîé ñôåðû âàðèàíòå.

Òåîðåìà 3.6.5 Ïóñòü v(x, y, z) = w·(x2+y2+z2+ν2) (ãäå ν > 0). Òîãäà
ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç èñõîäíóþ
òî÷êó (x0, y0, z0) è èíâåðñíóþ åé −ν2(x0, y0, z0)/(x20 + y20 + z20).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñêîðîñòè ëó÷è ïîðîæäàþò àíàëîã
ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 3.6.6 Ïóñòü v(x, y, z) = w·(x2+y2+z2). Òîãäà ëó÷è ÿâëÿþòñÿ
ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç èñõîäíóþ òî÷êó (x0, y0, z0)
è íà÷àëî êîîðäèíàò.

Â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðèÿ ëó÷åé îêàçûâàåòñÿ óæå îáû÷íîé åâêëèäîâîé;
ïðåîáðàçîâàíèå â ïðèâû÷íóþ íàì ãåîìåòðèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè
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èíâåðñèè r → −r/∥r∥2, óñòàíàâëèâàþùåé ýêâèâàëåíòíîñòü óðàâíåíèé ýé-
êîíàëà äëÿ ôóíêöèé v(x, y, z) âèäà (I.1) (ñì. òåîðåìó 3.5.1).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.6.4-3.6.6 ñîñòîèò â îðòîãîíàëüíîì ïðåîá-

ðàçîâàíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû îêàçàëîñü x0 = r0, y0 = 0, z0 = 0,
è â ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, çàäàâàåìûõ ôîðìóëàìè

x = x̂+R
1− u2

1 + u2
, y = (−C +R

2u

1 + u2
) cos θ, z = (−C +R

2u

1 + u2
) sin θ,

ãäå x̂ = 1/2(x0∓ν2/x0), R2 = C2+(x̂−x0)2, u = (C+r(t))/(R− x̂+x0ρ(t))
ïðè ïîäñòàíîâêå â (3.6.3) äàåò òîæäåñòâî è ÷òî ýòî ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíî
ñåìåéñòâó ñôåð (3.6.3): êàñàòåëüíûé âåêòîð

(ẋ, ẏ, ż) = 2R
u̇

1 + u2

(
2u

1 + u2
,
1− u2

1 + u2
cos θ,

1− u2

1 + u2
sin θ

)
ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ôðîíòà

∇ψ =
1

v(x, y, z)r
(x− x0ρ(t), y, z) =

1

v(x, y, z)r
×

×
(
x̂− x0ρ(t) +R

1− u2

1 + u2
, [−C +R

2u

1 + u2
] cos θ, [−C +R

2u

1 + u2
] sin θ

)
.

Ñóùåñòâåííî óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâî (x̂−x0ρ(t))2 = (x̂−x0)2+
r2(t), êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëàì (3.6.4)-(3.6.6).

3.6.2 Èëëþçèÿ äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà

Ôîðìóëû (3.6.1) è (3.6.3) ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñ 15-ìåðíîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé ôðîíò ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì, êàê è â ñëó÷àå îäíîðîä-
íîé ñðåäû, îäíàêî ýòà ñôåðà ÿâëÿåòñÿ äâèæóùåéñÿ. Ïîïûòêà âû÷èñëèòü
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ åå öåíòðà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ñêîðîñòü âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ðàäèóñ ëèíåéíûì îáðàçîì.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (3.6.1) ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ñôåðû, íàõîäÿùèéñÿ â òî÷-
êå (x∗, y∗, z∗) = (x0, y0, z0) + (P,Q,R)ρ(t) íà ðàññòîÿíèè r = r(t) îò òî÷êè
(x, y, z) ôðîíòà âîëíû, äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé

ρ̇ · (P,Q,R) = r · ∇v(x∗, y∗, z∗), (3.6.7)

ò.å. ïðîèçâåäåíèþ ðàäèóñà ñôåðû è ãðàäèåíòà ôóíêöèè v(x, y, z).
Àíàëîãè÷íî èç ôîðìóëû (3.6.3) ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ñôåðû, íàõîäÿùèéñÿ

â òî÷êå (x∗, y∗, z∗) = (x0, y0, z0)ρ(t) íà ðàññòîÿíèè r = r(t) îò òî÷êè (x, y, z)
ôðîíòà âîëíû, äâèãàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåå ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé

2wr(x∗, y∗, z∗) = r · ∇v(x∗, y∗, z∗), (3.6.8)
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ò.å. ðàâíîé ïðîèçâåäåíèþ ðàäèóñà ñôåðû è ãðàäèåíòà v(x, y, z) (ïðàâäà,
âû÷èñëåííîìó ïî÷åìó-òî óæå â öåíòðå ñôåðû).

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíàÿ àíàëîãèÿ ýòîé çàêîíîìåðíîñòè ñ èçâåñòíûì çà-
êîíîì Õàááëà çàñòàâëÿåò íàñ, âî-ïåðâûõ, ïîíÿòü, ÷òî îçíà÷àåò ïîëó÷åííàÿ
çàâèñèìîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîãî çàêîíà, à âî-âòîðûõ, âûÿñíèòü, íàñêîëüêî
îáùåé ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü.

×òî êàñàåòñÿ ïåðâîãî, òî èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà áîëåå,
÷åì åñòåñòâåííà. Äîïóñòèì, ÷òî ñðåäà íåîäíîðîäíà è ÷òî èñòî÷íèê íàõî-
äèòñÿ â òî÷êå (x0, y0, z0), à íàáëþäàòåëü � â òî÷êå (x, y, z). Óñëîâíî áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäàòåëü "âèäèò" äâèæåíèå ôðîíòà âîëíû âáëèçè òî÷êè
íàáëþäåíèÿ, íî ÷òî îí íå çíàåò, êàêîâà ñðåäà âäàëè îò ýòîé òî÷êè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè íàáëþäåíèÿ ñêîðîñòü v(x, y, z)
ìåíÿåòñÿ íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî íàáëþäàòåëü íå ìîæåò èçìåðèòü ýòî èçìå-
íåíèå íåïîñðåäñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå, ñëåäóÿ ïðèíöèïó íåäîñòàòî÷íîãî
îñíîâàíèÿ, îí îêàçûâàåòñÿ îáÿçàííûì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü âî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå ïîñòîÿííà. Íî òîãäà, ïî åñòåñòâåííûì ïðè÷èíàì, îí, âû÷èñëÿÿ
ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà, ïîìåùàåò åãî íå â òî÷êó (x0, y0, z0). à â öåíòð ñôåðû.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîðîäíîñòè ñðåäû ïðè èíòåðïðåòàöèè
ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèÿ ïðåâðàùàåò öåíòð ñôåðû â ïñåâäîèñòî÷íèê. À
äâèæåíèå ýòîãî öåíòðà áóäåò, åñòåñòâåííî, èíòåðïðåòèðîâàíî êàê äâèæåíèå
ïñåâäîèñòîíèêà. Òåì ñàìûì ñîçäàåòñÿ èëëþçèÿ äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà.

×òî æå êàñàåòñÿ âòîðîãî � îáùíîñòè îáíàðóæåííîãî ýôôåêòà � òî ôàêò
ïðîÿâëåíèÿ ñ çàâèäíûì ïîñòîÿíñòâîì ñòîëü íåîæèäàííîé ñâÿçè ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ öåíòðà ñôåðû è åå ðàäèóñà â íàèáîëåå ðàôèíèðîâàííûõ â ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ñìûñëå ñèòóàöèÿõ ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå
ÿâëåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Êîíå÷íî, â îáùåì
ñëó÷àå íåëüçÿ ïðåäïîëàãàòü ñôåðè÷íîñòü ôðîíòà âîëíû äàæå îò òî÷å÷íî-
ãî èñòî÷íèêà, íî íà ñàìîì äåëå îíà è íå òðåáóåòñÿ. Ðå÷ü ôàêòè÷åñêè èäåò
î çàêîíå äåôîðìàöèè ôðîíòà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè (x, y, z), êî-
òîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé íàáëþäåíèÿ. Ðîëü öåíòðà ñôåðû çäåñü
èãðàåò öåíòð íîðìàëüíîé êðèâèçíû, è åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äâèæåíèå
ýòîãî öåíòðà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîâåäåíèåì ôóíêöèè v(x, y, z) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè íàáëþäåíèÿ è ðàñïîëîæåíèåì ôðîíòà.

Ãëÿäÿ íà ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàâè-
ñèìîñòü ñêîðîñòè äâèæåíèÿ öåíòðà êðèâèçíû îò ðàäèóñà íîñèò ëèíåéíûé
õàðàêòåð, îäíàêî íà ñàìîì äåëå (êàê ìû óâèäèì íèæå, â ôîðìóëàõ äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ) îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé: ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ
êîýôôèöèåíòîì ∇v(x, y, z) èìååò åùå êâàäðàòè÷íóþ "ïîïðàâêó", îïðåäå-
ëÿåìóþ óæå âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò v â ýòîé æå òî÷êå. Òî, ÷òî â ôîðìóëå
(3.6.8) â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ôèãóðèðóåò çíà÷åíèå
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ãðàäèåíòà â öåíòðå ñôåðû � ïðîñòî ñëó÷àéíîå ñîâïàäåíèå, îáóñëîâëåííîå
ñïåöèôèêîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè v(x, y, z).

Îñíîâíóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè ôîðìóëû èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî äâèæóùèéñÿ
ôðîíò � ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé Γt ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñäâèã íà÷àëüíîé
ïîâåðõíîñòè Γ0 âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1.1).
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ â ï î ë í å ð å ã ó -

ë ÿ ð í à â íåêîòîðîé òî÷êå, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé, è óäîâëåòâîðÿåò, ïîìèìî îáû÷íîãî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè
(âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò), óñëîâèþ êî-
íå÷íîñòè â ýòîé òî÷êå âñåõ íîðìàëüíûõ êðèâèçí.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôðîíò Γ0 â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè
(x, y, z), ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòüþ, òî, çàäàâàÿ åå ïàðàìåò-
ðè÷åñêè â âèäå r = r(p, q), çàäàâàÿ íàïðàâëåíèå íîðìàëåé n(p, q) ê ïîâåðõ-
íîñòè Γ0 è ðåøàÿ ñèñòåìó (3.1.1) îòíîñèòåëüíî ïàðû ôóíêöèé r(t, p, q),
τ(t, p, q) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè r(0, p, q) = r(p, q), τ(0, p, q) = n(p, q),
ìû ïîëó÷èì îïèñàíèå ôðîíòà Γt â âèäå ïîâåðõíîñòè rt(p, q)(= r(t, p, q) ïðè
ôèêñèðîâàííîì t). Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî r(0, 0) = (x, y, z) è åñëè ôóíêöèÿ
v(·) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïîâåðõíîñòü rt(p, q) áóäåò
âïîëíå ðåãóëÿðíîé ïî êðàéíåé ìåðå â îêðåñòíîñòè òî÷êè r(t, 0, 0) ïðè âñåõ
t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè äëÿ êàæäîãî òàêî-
ãî t ïîíÿòèå íîðìàëüíîé êðèâèçíû â òî÷êå r(t, p, q), öåíòðà êðèâèçíû è
èññëåäîâàòü åãî äâèæåíèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Äâóìåðíûé ñëó÷àé. Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà, äëÿ ïðîñòîòû, ðåçóëüòàò

äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ � êîãäà âîëíîâîé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè
è ôðîíòîì ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ.

Òåîðåìà 3.6.7 Ïóñòü v : R2 → R1 � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè, ∇v � åå ãðàäèåíò, D2v �
ìàòðèöà åå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü (x, y) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, Γ � ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó
òî÷êó âïîëíå ðåãóëÿðíàÿ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè êðèâàÿ (ôðîíò),
τ è ν � íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé ê êðèâîé Γ â òî÷êå (x, y) åäèíè÷íûå
âåêòîðû, γ � êðèâèçíà Γ â ýòîé òî÷êå.

Òîãäà äëÿ òî÷êè (x, y) ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ṙ∗ öåíòðà êðèâèçíû r∗ ïðè
ñäâèãå Γ âäîëü ëó÷åé (9) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ṙ∗ =
1

γ
∇v(x, y)− 1

γ2
(D2v(x, y) · ν, ν)τ. (3.6.9)

Êàê âèäíî, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ṙ∗ öåíòðà êðèâèçíû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ðàäèóñ êðèâèçíû R = 1/γ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì, ïðè÷åì êîýô-
ôèöèåíòû â ýòîì âûðàæåíèè íå çàâèñÿò íè îò ýòîãî ðàäèóñà, íè îò ôîðìû
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ôðîíòà, à òîëüêî îò ëîêàëüíîãî (â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, y)) ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèè v, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà è ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèç-
âîäíûõ, è îò îðèåíòàöèè ôðîíòà, çàäàâàåìîé ðåïåðîì (τ, ν).

Îòìåòèì, ÷òî ṙ∗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ:
ïðîäîëüíîé (âäîëü íàïðàâëåíèÿ ëó÷à, ò.å. âäîëü âåêòîðà τ ) è ïîïåðå÷íîé
(ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîìó íàïðàâëåíèþ). Ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ṙ∗ïîï = (ṙ∗, ν) = (∇v(x, y), ν)/γ
ïîðîæäåíà íå äåôîðìàöèåé ôðîíòà, à òîëüêî åãî âðàùåíèåì âñëåäñòâèå
èñêðèâëåíèÿ ëó÷åé, õàðàêòåðíîãî äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Äåéñòâèòåëüíî,
ñðàâíåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.1.1) (â êîòîðîì â ñèëó äâóìåðíîñòè ìîæíî
çàìåíèòü −∇v + (∇v, τ)τ íà −(∇v, ν)ν) ñ ôîðìóëàìè Ôðåíå äëÿ ëó÷åé
τ̇ = kvν, ν̇ = −kvτ (k � êðèâèçíà ëó÷à, kv � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
ðåïåðà Ôðåíå) íåìåäëåííî äàåò kv = −(∇v, ν), òàê ÷òî ṙ∗ïîï â òî÷íîñòè
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ëó÷ó íà
ðàññòîÿíèå äî ëåæàùåãî íà ýòîé êàñàòåëüíîé öåíòðà êðèâèçíû.

Ïðîäîëüíàÿ æå ñîñòàâëÿþùàÿ

ṙ∗ïð = (ṙ∗, τ) =
(∇v(x, y), τ)

γ
− (D2v(x, y) · ν, ν)

γ2
, (3.6.10)

îïðåäåëÿåò äâèæåíèå öåíòðà êðèâèçíû âäîëü êàñàòåëüíîé ê ëó÷ó óæå
âñëåäñòâèå äåôîðìàöèè ñàìîãî ôðîíòà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6.7. Ïóñòü êðèâàÿ Γ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

òî÷êó (x, y) � ïîëîæåíèå ôðîíòà âîëíû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Êðèâóþ
Γ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè � êàê ôóíêöèþ r(s),
ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, r(0) = (x, y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ êðèâèçíó
ôðîíòà â òî÷êå (x, y), ÷åðåç r∗ � öåíòð êðèâèçíû, ÷åðåç τ(s) è ν(s) � ñîîò-
âåòñòâåííî åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé è åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîðû ê
Γ â òî÷êå r(s) (îíè æå ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, åäèíè÷íûì êàñàòåëüíûì
è åäèíè÷íûì íîðìàëüíûì âåêòîðàìè ê ëó÷àì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç r(s)).

Ïóñòü (r(t, s), τ(t, s)) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè r(0, s) = r(s), τ(0, s) = τ(s). Òîãäà ñåìåéñòâî êðèâûõ rt(s) = r(t, s)
áóäåò îïèñûâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå ôðîíòà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Åñëè çà-
ôèêñèðîâàòü t, òî âåêòîð êðèâèçíû γ̄(t, s) êðèâîé rt(s) â òî÷êå r(t, s) áóäåò
âû÷èñëÿòüñÿ ïî îáû÷íîé ôîðìóëå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè

γ̄(t, s) =
1

∥rs(t, s)∥
∂

∂s

(
rs(t, s)

∥rs(t, s)∥

)
(3.6.11)

(íèæíèì èíäåêñîì îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå), à ñîîòâåò-
ñòâóþùèé öåíòð êðèâèçíû áóäåò íàõîäèòñÿ â òî÷êå

r∗(t, s) = r(t, s) +
1

γ2(t, s)
γ̄(t, s) (3.6.12)
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(ãäå γ(t, s) = ∥γ̄(t, s)∥).
Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ṙ∗ = ∂r∗(t, s)/∂t|t=s=0, ïðîäèôôåðåíöèðóåì

(3.6.12):

ṙ∗ =
dr(t, 0)

dt

∣∣∣∣
t=0

− 2
∂γ(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=s=0

1

γ3
γ̄(0, 0) +

1

γ2
∂γ̄(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=s=0

. (3.6.13)

Ïðîèçâîäíàÿ îò γ̄(t, s) âû÷èñëÿåòñÿ èç (3.6.11):

∂γ̄(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

(
∂

∂t

1

∥rs(t, s)∥

)
t=0

d

ds

rs(0, s)

∥rs(0, s)∥
+

+
1

∥rs(0, s)∥
d

ds

[
rts(t, s)|t=0

∥rs(0, s)∥

]
+

1

∥rs(0, s)∥
d

ds

[
rs(0, s)

∂

∂t

1

∥rs(t, s)∥

∣∣∣∣
t=0

]
=

=

(
∂

∂t

1

∥rs(t, s)∥

)
t=0

dν(s)

ds
+
d2[v(r(0, s))τ(s)]

ds2
+

d

ds

[
ν(s)

∂

∂t

1

∥rs(t, s)∥

∣∣∣∣
t=0

]
(ìû âîñïîëüçîâàëèñü âîçìîæíîñòüþ ïåðåñòàâèòü ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ è çàìåíèëè rt(t, s)|t=0 íà v(r(s))τ(s) â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (3.1.1), rs(0, s) íà ν(s) è ñîîòâåòñòâåííî ∥rs(0, s)∥ íà åäèíèöó � â ñèëó
ñäåëàííîãî â ñàìîì íà÷àëå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî s ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëü-
íûì ïàðàìåòðîì äëÿ ôðîíòà ïðè t = 0).

Â ñèëó ∥rs(0, s)∥ ≡ 1 èìååì(
∂

∂t

1

∥rs(t, s)∥

)
t=0

= − 1

∥rs(0, s)∥3
(rts(t, s), rs(t, s))t=0 =

= −
(
d

ds
[v(r(s))τ(s)], ν(s)

)
, (3.6.14)

è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî dτ(s)/ds = γ(0, s)ν(s), dν(s)/ds = −γ(0, s)τ , ïîëó÷àåì

∂γ̄(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −
(
d[v(r(s))τ(s)]

ds
, ν(s)

)
dν(s)

ds
+
d2[v(r(s))τ(s)]

ds2
−

− d

ds

[(
d[v(r(s))τ(s)]

ds
, ν(s)

)
ν(s)

]
= v(r(s))γ2(0, s)τ(s)+

+
d

ds

[
dv(r(s))

ds
τ(s) + v(r(s))γ(0, s)ν(s)

]
− d[v(r(s))γ(0, s)ν(s)]

ds
=

= γ2(0, s)v(r(s))τ(s) +
d2v(r(s))

ds2
τ(s) +

dv(r(s))

ds
γ(0, s)ν(s).

Äàëåå, èç

∂γ(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
1

γ(0, s)

(
∂γ̄(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

, γ̄(0, s)

)
,
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ñ ó÷åòîì γ̄(0, s) = dν(s)/ds = −γ(0, s)τ(s) íàõîäèì

∂γ(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −
[
γ2(0, s)v(r(s)) +

d2v(r(s))

ds2

]
,

è ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ ïðîèçâîäíûõ (à òàêæå dr(t, 0)/dt|t=0 = v(x, y)τ)
â (3.6.13) äàåò

ṙ∗ = v(x, y)τ − 2v(x, y)τ − 2
d2v

ds2

∣∣∣∣
s=0

1

γ2
τ + v(x, y)τ +

d2v

ds2

∣∣∣∣
s=0

1

γ2
τ+

+
dv

ds

∣∣∣∣
s=0

1

γ
ν = −d

2v(r(s))

ds2

∣∣∣∣
s=0

1

γ2
τ +

dv(r(s))

ds

∣∣∣∣
s=0

1

γ
ν.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

dv(r(s))

ds

∣∣∣∣
s=0

= (∇v(r(s)), ν(s))s=0 = (∇v(x, y), ν),

d2v(r(s))

ds2

∣∣∣∣
s=0

=

[
d

ds
(∇v(r(s)), ν(s))

]
s=0

= (D2v(x, y) · ν, ν)− γ(∇v(x, y), τ),

÷òîáû ïîëó÷èòü

ṙ∗ = − 1

γ2
(D2v(x, y) · ν, ν)τ + 1

γ
[(∇v(x, y), ν)ν + (∇v(x, y), τ)τ ] =

= −(D2v(x, y) · ν, ν)
γ2

τ +
∇v(x, y)

γ
,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (3.6.9). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Çäåñü äîïîëíèòåëüíàÿ ñïåöèôèêà âîçíèêàåò, âî-

ïåðâûõ, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî öåíòð êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â òî÷êå (x, y, z) íå
åäèíñòâåíåí: êàæäûé êàñàòåëüíûé ê ïîâåðõíîñòè âåêòîð h îïðåäåëÿåò ñâîå
íîðìàëüíîå ñå÷åíèå è ñâîå çíà÷åíèå êðèâèçíû γh ýòîãî ñå÷åíèÿ. Ìû áóäåì
ãîâîðèòü ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ, ÷òî âåêòîð h çàäàåò áàçó íàáëþ-
äåíèÿ. Âî-âòîðûõ, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, êðîìå ïðèâû÷íîé íàì êðèâèçíû,
íà÷èíàåò èãðàòü ðîëü åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè �
ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðà íîð-
ìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïðè äâèæåíèè âäîëü êðèâîé íà ýòîé ïîâåðõíîñòè (îíî
ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëü óïîòðåáèòåëüíûì, êàê íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíî-
ñòè, íî èãðàåò â åå ãåîìåòðèè ñóùåñòâåííóþ ðîëü � ñì., íàïð., [165, ãë. 5,
ï. 7]).

Òåîðåìà 3.6.8 Ïóñòü v : R3 → R1 � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ∇v � åå ãðàäèåíò, D2v � ìàòðèöà åå âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ.
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Ïóñòü (x, y, z) � íåêîòîðàÿ òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå, Γ � ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç ýòó òî÷êó âïîëíå ðåãóëÿðíàÿ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòü (ôðîíò), τ è h � íîðìàëüíûé è íåêîòîðûé êàñàòåëüíûé ê Γ â
òî÷êå (x, y, z) åäèíè÷íûå âåêòîðû, γh è ϵh � íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà è ãåî-
äåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ôðîíòà â ýòîé òî÷êå, îòâå÷àþùèå íàïðàâëåíèþ h.

Òîãäà äëÿ òî÷êè (x, y, z) ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ṙ∗h ñîîòâåòñòâóþùåãî
öåíòðà íîðìàëüíîé êðèâèçíû r∗h ïðè ñäâèãå Γ âäîëü ëó÷åé (3.1.1) îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ṙ∗h =
1

γh
∇v(x, y, z) + ϵ2hv(x, y, z)− (D2v(x, y, z) · h, h)

γ2h
τ. (3.6.15)

È çäåñü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ṙ∗h öåíòðà êðèâèçíû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàäè-
óñ êðèâèçíû Rh = 1/γh ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì. Êîýôôèöèåíòû â
ýòîì âûðàæåíèè îïÿòü æå íå çàâèñÿò îò ðàäèóñà êðèâèçíû è îïðåäåëÿþòñÿ
ëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì ôóíêöèè v âáëèçè (x, y, z). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò
äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïîÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðè êâàäðàòè÷-
íîì ÷ëåíå íå òîëüêî îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà (âåêòîðà τ ),
íî è îò îðèåíòàöèè "áàçû íàáëþäåíèÿ" (âåêòîðà h, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷å-
íèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (D2v(x, y, z) · h, h)). Êðîìå òîãî, ýòîò êîýôôèöè-
åíò ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, çàâèñÿùåå óæå îò ôîðìû ôðîí-
òà, à òî÷íåå � îò ðàçíîñòè åãî ãëàâíûõ êðèâèçí (ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå
ϵh ïîâåðõíîñòè âäîëü âåêòîðà h ðàâíî ðàçíîñòè ãëàâíûõ íîðìàëüíûõ êðè-
âèçí ïîâåðõíîñòè γmax− γmin, óìíîæåííîé íà ñèíóñû óãëîâ, îáðàçîâàííûõ
âåêòîðîì h ñ íàïðàâëåíèÿìè ãëàâíûõ êðèâèçí). Åñëè ðàçíîñòü ãëàâíûõ
êðèâèçí ðàâíà íóëþ (òî÷êà (x, y, z) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îêðóãëåíèÿ ôðîíòà)
èëè åñëè èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ âäîëü íàïðàâëåíèé ãëàâíûõ êðèâèçí �
êîýôôèöèåíò ϵh îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, è ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè òó
æå ôîðìóëó, ÷òî è â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Ïîïåðå÷íàÿ (îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ëó÷à) ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ öåíòðà êðèâèçíû

ṙ∗h,ïîï = ṙ∗h − τ(ṙ∗h, τ) = [∇v(x, y, z)− (∇v(x, y, z), τ)τ ]/γh,

êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïîðîæäåíà íå äåôîðìàöèåé ôðîíòà, à òîëüêî èç-
ãèáàíèåì ëó÷åé: ìíîæèòåëü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâåí óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ëó÷ó (ýòî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ
(9) ñ ôîðìóëàìè Ôðåíå). Ïðîäîëüíàÿ æå ñîñòàâëÿþùàÿ îïèñûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

ṙ∗h,ïð = (ṙ∗h, τ) =
(∇v(x, y, z), τ)

γh
+
ϵ2hv(x, y, z)− (D2v(x, y, z) · h, h)

γ2h
.

(3.6.16)
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ôðîíòà ϵh = 0 äëÿ âñåõ h, è ïîýòîìó
â ñëó÷àå ëèíåéíîé ôóíêöèè v(x, y, z), â ñèëó D2v ≡ 0, ôîðìóëà (3.6.15)
ïðåâðàùàåòñÿ â ṙ∗ = ∇v(x, y, z)R, ò.å. â òî÷íîñòè â ôîðìóëó (3.6.7). Äëÿ
êâàäðàòè÷íîé æå ôóíêöèè v(x, y, z) = w(x2 + y2 + z2 ± ν2) ôîðìà âòîðîãî
äèôôåðåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì âåêòîðà ñ êîýôôèöèåíòîì 2w, òàê ÷òî
ôîðìóëà (3.6.15) äàåò ṙ∗ = ∇v(r)R−2wR2τ = R(∇v(r)−2wRτ). Ïîñêîëüêó
ñïåöèôèêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè v(·) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ∇v(r) = 2wr,
âûðàæåíèå â ñêîáêàõ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 2w(r −Rτ) = 2wr∗ = ∇v(r∗), è
ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè ôîðìóëó (3.6.8).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6.8. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Γ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó (x, y, z) � ïîëîæåíèå ôðîíòà âîëíû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,
è h � êàñàòåëüíûé ê Γ â òî÷êå (x, y, z) åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïóñòü r(s) �
íåêîòîðàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ÷åðåç íà-
òóðàëüíûé ïàðàìåòð s, ïðîõîäÿùàÿ ïðè s = 0 ÷åðåç òî÷êó (x, y, z), äëÿ
êîòîðîé h ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â ýòîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
τ(s) íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå r(s), ÷åðåç h(s) � åäèíè÷íûé êàñà-
òåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â òî÷êå r(s), ÷åðåç h⊥(s) � îðòîãîíàëüíûé h(s)
åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê Γ â òîé æå òî÷êå.

Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà êðèâîé r(s) ïðè s = 0 åñòü â òî÷íîñòè γh:

γh = −
(
d2r(s)

ds2
, τ(s)

)
s=0

= −
(
dh(s)

ds
, τ(s)

)
s=0

(3.6.17)

(çíàê ìèíóñ ïîñòàâëåí äëÿ òîãî, ÷òîáû "ïîëîæèòåëüíîé" ñ÷èòàòü êðèâèç-
íó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âûïóêëîñòè â ñòîðîíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷åé, ò.å. â
íàïðàâëåíèè âåêòîðà τ ). Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè τ(s) è h(s) íîðìàëüíàÿ
êðèâèçíà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà è êàê

γh =

(
h(s),

dτ(s)

ds

)
s=0

, (3.6.18)

â ýòîé ôîðìå îíà îïèñûâàåò, íàñêîëüêî "ñêëîíÿåòñÿ" ê âåêòîðó h âåêòîð
íîðìàëè ïðè ñäâèãå åãî âäîëü h.

Ïîñêîëüêó τ(s) � íîðìèðîâàííûé âåêòîð, dτ(s)/ds îðòîãîíàëüíî τ è
ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ h(s) è îðòîãîíàëüíîãî ê íåìó êàñàòåëüíî-
ãî âåêòîðà h⊥(s). Êîýôôèöèåíò ïðè h(s) îïèñûâàåòñÿ êàê ðàç ôîðìóëîé
(3.6.18) � ýòî è åñòü íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà. Êîýôôèöèåíò æå ïðè h⊥(s)

ϵh =

(
h⊥(s),

dτ(s)

ds

)
s=0

íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì êðó÷åíèåì, îí õàðàêòåðèçóåò âðàùåíèå âåêòîðà
íîðìàëè τ , ïðè ñäâèãå åãî âäîëü êðèâîé, âîêðóã êàñàòåëüíîãî âåêòîðà h.
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Íèæå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (dτ/ds)2 = (dτ/ds, h)2 + (dτ/ds, h⊥)2,
âûðàæàþùåé äëèíó âåêòîðà dτ/ds ÷åðåç åãî ïðîåêöèè íà âåêòîðà h è h⊥,
èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

(dτ/ds)2s=0 = γ2h + ϵ2h. (3.6.19)

Åñëè, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êðèâóþ r(s) íà ïîâåðõíîñòè Γ äå-
ôîðìèðîâàòü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïî çàêîíó r(t, s), ãäå (r(t, s), τ(t, s)) �
îïðåäåëÿåìîå ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (3.1.1), òî äëÿ êàæäîãî t êðèâàÿ rt(s) = r(t, s) áóäåò ëåæàòü íà ïî-
âåðõíîñòè ôðîíòà Γt ñ íîðìàëüþ τ(t, s). Ïîýòîìó ìû ìîæåì, íå îïðåäåëÿÿ
âñåé ïîâåðõíîñòè ôðîíòà, íàéòè âåêòîð êðèâèçíû γ̄h(t, s) (ïî íàïðàâëåíèþ
êàñàòåëüíîé ê êðèâîé rt(s)) ïî ôîðìóëå (3.6.11), íîðìàëüíóþ êðèâèçíó
γh(t, s) = −(γ̄h(t, s), τ(t, s)) è öåíòð íîðìàëüíîé êðèâèçíû

r∗h(t, s) = r(t, s)− 1

γh(t, s)
τ(t, s). (3.6.20)

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ṙ∗h = (∂r∗h(t, s)/∂t)t=s=0, äèôôåðåíöèðîâàíèåì
ôîðìóëû (3.6.20) ïîëó÷àåì

ṙ∗h =
dr(t, 0)

dt

∣∣∣∣
t=0

+
∂γh(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=s=0

1

γ2h
τ − 1

γh

∂τ(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=s=0

. (3.6.21)

Èç ôîðìóëû (3.6.11) (â êîòîðîé γ̄(t, s) íóæíî çàìåíèòü íà γ̄h(t, s)) ñëåäóåò,
êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ÷òî

∂γ̄h(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

(
∂

∂t

1

∥rs(t, s)∥

)
t=0

dh(s)

ds
+
d2[v(r(s))τ(s)]

ds2
+

+
d

ds

(
h(s)

[
∂

∂t

1

∥rs(t, s)∥

]
t=0

)
,

è, ïîäñòàâëÿÿ ñþäà [∂/∂t(1/∥rs(t, s)∥)]t=0 èç (3.6.14), ïðèõîäèì ê

∂γ̄h(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −
(
d

ds
[v(r(s))τ(s)], h(s)

)
dh(s)

ds
+
d2[v(r(s))τ(s)]

ds2
−

− d

ds

[
h(s)

(
d

ds
[v(r(s))τ(s)], h(s)

)]
= −2

(
d

ds
[v(r(s))τ(s)], h(s)

)
dh(s)

ds
+

+
d2[v(r(s))τ(s)]

ds2
−
[
h(s)

d

ds

(
d

ds
[v(r(s))τ(s)], h(s)

)]
,

∂γh(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −
(
∂γ̄h(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

, τ(s)

)
−
(
γ̄h(0, s),

∂τ(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
=
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= 2

(
d

ds
[v(r(s))τ(s)], h(s)

)(
dh(s)

ds
, τ(s)

)
−
(
d2[v(r(s))τ(s)]

ds2
, τ(s)

)
−

−
(
dh(s)

ds
,−∇v(r(s)) + (∇v(r(s)), τ(s))τ(s)

)
.

Â ñèëó (3.6.17) è îðòîãîíàëüíîñòè vτ è h ïåðâûé ìíîæèòåëü â ïåðâîì ñëà-
ãàåìîì ðàâåí(

d

ds
[v(r(s))τ(s)], h(s)

)
s=0

= −
(
v(r(s))τ(s),

dh(s)

ds

)
s=0

= v(x, y, z)γh,

âòîðîé, îïÿòü æå â ñèëó (3.6.17) ðàâåí −γh, à âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî(
d2[v(r(s))τ(s)]

ds2
, τ(s)

)
=

=
d2v(r(s)

ds2
+ 2

dv(r(s))

ds

(
dτ(s)

ds
, τ(s)

)
+ v(r(s))

(
d2τ(s)

ds2
, τ(s)

)
=

=
d(∇v(r(s)), h(s))

ds
+ v(r(s))

d

ds

(
dτ(s)

ds
, τ(s)

)
− v(r(s))

(
dτ(s)

ds

)2

=

=

(
∇v(r(s)), dh(s)

ds

)
+ (D2v(r(s)) · h(s), h(s))− v(r(s))

(
dτ(s)

ds

)2

.

Òåïåðü, ïîëàãàÿ s = 0 è ïîëüçóÿñü (3.6.19), ìû ìîæåì ïîëíîñòüþ âû÷èñ-
ëèòü

∂γh(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t=s=0

=−2v(x, y, z)γ2h−
(
∇v(x, y, z), dh(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

)
− (D2v(x, y, z) · h, h)+

+v(x, y, z)(γ2h + ϵ2h) +

(
dh(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

,∇v(x, y, z)
)
+ (∇v(x, y, z), τ)γh =

= v(x, y, z)(ϵ2h − γ2h)− (D2v(x, y, z) · h, h) + (∇v(x, y, z), τ)γh,
è, ïîäñòàâèâ ýòî â (3.6.21) âìåñòå ñ dr(t, 0)/dt|t=0 = v(x, y, z)τ è

∂τ(t, s)

∂t

∣∣∣∣
t,s=0

= −∇v(x, y, z) + (∇v(x, y, z), τ)τ,

ïðèéòè ê ôîðìóëå

ṙ∗h = v(x, y, z)τ +
−(D2v(x, y, z) · h, h) + v(x, y, z)(ϵ2h − γ2h)

γ2h
τ+

+
(∇v(x, y, z), τ)

γh
τ − −∇v(x, y, z) + (∇v(x, y, z), τ)τ

γh
=
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=
∇v(x, y, z)

γh
+
v(x, y, z)ϵ2h − (D2v(x, y, z) · h, h)

γ2h
τ,

êîòîðàÿ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (3.6.15). Òåîðåìà 3.6.8 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Êîììåíòàðèè. Îáùèé õàðàêòåð çàêîíà äâèæåíèÿ öåíòðà êðèâèçíû

òðåáóåò îòâåòà íà âîïðîñ, ìîæåì ëè ìû â ïðîöåññå ôèçè÷åñêèõ íàáëþ-
äåíèé îáíàðóæèòü èëëþçèþ äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà, è îòäåëèòü ðåàëüíîå
äâèæåíèå îò èëëþçîðíîãî.

Êîíå÷íî ñäåëàííûå â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà äîïóùåíèÿ, ÷òî ìû ìîæåì íà-
áëþäàòü ðåàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ôðîíòà âáëèçè íåêîòîðîé òî÷êè ôèçè-
÷åñêè íåðåàëèçóåìî, õîòÿ åñëè áû ìû èìåëè ðåàëüíóþ âîçìîæíîñòü, "ïîé-
ìàâ" ôðîíò âîëíû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè, "çàáåæàòü" çàòåì âïåðåä íåãî
è "ïîéìàòü" åãî æå åùå ðàç ÷óòü äàëüøå (è ÷óòü ïîçæå) � ìû, êîíå÷-
íî, îáíàðóæèëè áû ïàðàäîêñ ïñåâäîèñòî÷íèêà: îäèí è òîò æå "èñòî÷íèê"
îêàçàëñÿ áû â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, à îáíàðóæåíèå ïàðàäîêñà ïñåâ-
äîèñòî÷íèêà ïîçâîëèëî áû îïðîâåðãíóòü ãèïîòåçó î ïîñòîÿíñòâå v(x, y, z)
è êîíñòàòèðîâàòü íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû.

Äðóãîé ñïîñîá îáíàðóæèòü ïàðàäîêñ ïñåâäîèñòî÷íèêà âîçìîæåí, åñëè
èñòî÷íèê ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïî âðåìåíè (íàïðèìåð, ïîñûëàåò ïå-
ðèîäè÷åñêèå èìïóëüñû èëè èçëó÷àåò ãàðìîíè÷åñêóþ âîëíó). Åñòåñòâåííîå
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ÷åðåç ïåðèîä "ñëåäóþùèé" ôðîíò çàíèìàåò ìå-
ñòî "ïðåäûäóùåãî", ïîçâîëÿåò ïåðåñ÷èòàòü ýôôåêò äâèæåíèÿ öåíòðà êðè-
âèçíû, èíòåðïðåòèðóÿ òó æå ãåîìåòðè÷åñêóþ êàðòèíêó (äâå ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïîâåðõíîñòè) óæå êàê ðåãèñòðàöèþ â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè
äâóõ ðàçíûõ ôðîíòîâ, ïîðîæäåííûõ âîçìóùåíèÿìè â ðàçíûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè. Ïîëó÷åííûé ýôôåêò áóäåò óæå ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûì, ïîñêîëüêó
äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî èñòî÷íèêà ðàñïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòåé ðàâíîé ôàçû
îïèñûâàåòñÿ òåì æå ñàìûì óðàâíåíèåì ýéêîíàëà, à âçàèìíîå ðàñïîëîæå-
íèå ïîâåðõíîñòåé ðàâíîé ôàçû îïðåäåëÿåò äëèíó âîëíû, êîòîðàÿ, ñîáñòâåí-
íî ãîâîðÿ, è ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé.

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ "èñòî÷íèêà" â òàêîé èíòåðïðåòàöèè îêàçûâàåòñÿ â
òî÷íîñòè ñîâïàäàþùåé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ
öåíòðà êðèâèçíû è ïðîòèâîïîëîæíîé åé ïî íàïðàâëåíèþ (ïîñêîëüêó áîëåå
óäàëåííóþ îò èñòî÷íèêà ïîâåðõíîñòü â ñëó÷àå îäíîãî è òîãî æå ôðîíòà,
ðåãèñòðèðóåìîãî â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ìû îòíîñèì ê áîëåå ïîçäíåìó
âðåìåíè, à â ñëó÷àå îäíîâðåìåííîé ðåãèñòðàöèè äâóõ ðàçëè÷íûõ ôðîíòîâ
� ê áîëåå ðàííåìó).

Ïðè òàêîé ñõåìå íàáëþäåíèÿ ïàðàäîêñ ïñåâäîèñòî÷íèêà áóäåò ñåáÿ ïðî-
ÿâëÿòü â òîì, ÷òî ïðè ïîâòîðåíèè íàáëþäåíèé èñòî÷íèê áóäåò ïîñòîÿííî
íàõîäèòñÿ â îäíîì è òîì æå ìåñòå, è ïðè ýòîì îí (åñëè ñìîòðåòü íà ñìå-
ùåíèÿ â ñïåêòðå) áóäåò ïîñòîÿííî äâèãàòüñÿ ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáíàðóæèòü ýòîò ïàðàäîêñ, íàì íåîáõîäèìî ëèáî îáëà-
äàòü ñðåäñòâàìè èäåàëüíî òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî ïñåâäîèñòî÷-
íèêà (ðàäèóñà êðèâèçíû ôðîíòà), ëèáî, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷òîáû ñìåùåíèå
ïñåâäîèñòî÷íèêà çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ (ò.å. ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëåííîé ñêî-
ðîñòè íà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ) ïðåâîñõîäèëî ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî íåãî.

Åñëè æå ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, ñóùåñòâåííî áîëü-
øåé, ÷åì âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ ïñåâäîèñòî÷íèêà, òî îáíàðóæèòü ïàðàäîêñ íå
óäàåòñÿ � îí "ïðÿ÷åòñÿ â ïîãðåøíîñòè", è íàáëþäàòåëü, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ
ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè ñðåäû, ìîæåò òîëüêî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî èñòî÷-
íèê, íàõîäÿñü íà îïðåäåëåííîì íàìè "íåòî÷íîì" ðàññòîÿíèè, äâèæåòñÿ ñ
íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ.

Ôîðìóëû (3.6.9)-(3.6.10) è (3.6.15) äàþò íàì äëÿ ýòîãî äðóãîé èíñòðó-
ìåíò � çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà â êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè îò îðèåíòàöèè
"áàçû íàáëþäåíèÿ". Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáíàðóæåíèå òàêîãî ðîäà çàâèñè-
ìîñòè íå ïðîñòî îêàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ îïðîâåðæåíèÿ ãèïîòåçû î
ïîñòîÿíñòâå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ, íî, ÷òî áîëåå âàæíî �
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, õîòÿ áû ÷àñòè÷íî, ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè íåîä-
íîðîäíîñòè ñðåäû.

3.6.3 Ðåäóêöèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ýéêîíàëà ê äâóìåðíûì

Íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.1.3), èìåþùèõ ãðóïïó ñèììåòðèé
íå ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, óæå çàòðóäíèòåëüíî. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ,
÷òî óðàâíåíèÿ ñ 4-6-ìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ðåäóöèðóþòñÿ ê äâóìåðíî-
ìó óðàâíåíèþ âèäà (

∂ψ

∂α

)2

+

(
∂ψ

∂β

)2

=
1

V 2(α)
, (3.6.22)

÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò äàëüíåéøèé àíàëèç, à äëÿ óðàâíåíèé ñ 6-ìåðíîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû ðåøåíèÿ.

Ëåììà 3.6.1 Ïóñòü v(x, y, z) = V (x). Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýé-
êîíàëà (3.1.3), îïðåäåëÿþùåå ôðîíò âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà
(x0, y0, z0), áóäåò ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã îñè y =
y0, z = z0 è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.6.22) (ãäå α = x,
β =

√
(y − y0)2 + (z − z0)2), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ψ−1(0) = (x0, 0)

(ò.å. α0 = x0, β0 = 0).
Ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè è ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ, îðòîãî-

íàëüíûõ ê x = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíà ïåðåìåííûõ x = α, y = y0 + β cosϕ, z =
z0 + β sinϕ ïðèâîäèò óðàâíåíèå (3.1.3) ñ v(x, y, z) = V (x) ê âèäó(

∂ψ

∂α

)2

+

(
∂ψ

∂β

)2

+
1

β2

(
∂ψ

∂ϕ

)2

=
1

V 2(α)
, (3.6.23)

òàê ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.6.22) áóäóò, î÷åâèäíî, ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèÿ-
ìè óðàâíåíèÿ (3.6.23), èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ϕ (ò.å âðàùå-
íèé âîêðóã ïðÿìîé y = y0, z = z0). Ðåøåíèå æå, îïðåäåëÿþùåå ôðîíò âîë-
íû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, òàêîé èíâàðèàíòíîñòüþ îáëàäàåò: ïîâîðîò ýòîãî
ðåøåíèÿ äàåò ðåøåíèå, òîæå îïðåäåëÿþùåå ôðîíò âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷-
íèêà, à ýòîò ôðîíò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-
åì "äâîéñòâåííîñòè" ôðîíòîâ è ëó÷åé, â ñèëó êîòîðîé ôðîíò t = ψ(x, y, z)
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷êè (x0, y0, z0) ïðè ñäâèãå íà âðåìÿ t âäîëü ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç íåå ëó÷åé; ëó÷è æå îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ðåãóëÿðíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.1.1) (ãäå r = (x, y, z), τ � åäèíè÷íûé âåêòîð
êàñàòåëüíîé ê ëó÷ó, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Òî, ÷òî ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè, òàêæå ñëåäóåò èç (3.1.1): â
ñëó÷àå v(r) = V (x) ïîëó÷àåì ∇v = (V ′(x), 0, 0), è äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî âåêòîðà n = (0, n2, n3) ñèñòåìà (3.1.1) äàåò

d

dt
(r, n) = V (x)(τ, n),

d

dt
(τ, n) = V ′(x)τ1(τ, n).

Åñëè âçÿòü n = (0, τ3(0),−τ2(0)), òî èç (τ(0), n) = 0 ñëåäóåò, â ñèëó âòî-
ðîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî (τ(t), n) ≡ 0, à òîãäà, óæå â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ,
(r(t) − r(0), n) ≡ 0, ò.å. r(t) ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïðîâåäåííîé ÷åðåç r(0)
îðòîãîíàëüíî âåêòîðó n. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, òîëüêî ïåðåõîäîì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì
x = r cosϕ, y = r sinϕ cos θ,z = r sinϕ sin θ ïîëó÷àåòñÿ

Ëåììà 3.6.2 Ïóñòü v(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2V (12 ln[x

2+ y2+ z2]). Òî-
ãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (3.1.3), îïðåäåëÿþùåå ôðîíò âîëíû òî-
÷å÷íîãî èñòî÷íèêà (x0, 0, 0), áóäåò ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî âðàùå-
íèé âîêðóã îñè àáñöèññ è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.6.22)
(ãäå α = 1

2 ln
√
x2 + y2 + z2, β = arctg (

√
y2 + z2/x)), óäîâëåòâîðÿþùèì

óñëîâèþ ψ−1(0) = (ln |x0|, 0).
Ëó÷è ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè è ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ, ïðîâåäåí-

íûõ ÷åðåç îñü àáñöèññ.

×óòü ñëîæíåå îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå v(x, y, z) =
√
x2 + y2V

(
arctg y

x

)
.

Çäåñü ïåðåõîä ê öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x = s cosϕ, y = s sinϕ,
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z = z äàåò óðàâíåíèå(
∂ψ

∂s

)2

+
1

s2

(
∂ψ

∂ϕ

)2

+

(
∂ψ

∂z

)2

=
1

s2V 2(ϕ)
, (3.6.24)

ðåäóêöèÿ êîòîðîãî ê äâóìåðíîìó íå òàê î÷åâèäíà, êàê â ïðåäûäóùèõ äâóõ
ñëó÷àÿõ. Òåì íå ìåíåå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.6.3 Ïóñòü v(x, y, z) =
√
x2 + y2V

(
arctg y

x

)
. Òîãäà ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (3.1.3), îïðåäåëÿþùåå ôðîíò âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷-
íèêà (x0, y0, z0), áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.6.22) (ãäå

α = arctg (y/x), β = arcch
s2 + s20 + (z − z0)

2

2ss0
, s =

√
x2 + y2),

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ψ−1(0) = ( arctg (y0/x0), 0).
Ëó÷è ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè, ëåæàùèìè íà ñôåðàõ

x2 + y2 + (z − z0 − c)2 = x20 + y20 + c2.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ïîäñòàíîâêà β â
(3.6.22) ñâîäèò åãî ê (3.6.24) è ê ññûëêå íà ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè äëÿ
ôðîíòà âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Òî, ÷òî ëó÷è ëåæàò íà ñôåðàõ, ñëå-
äóåò, èç òîãî, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ëó÷ó (êîëëèíåàðíûé ∇ψ â ñèëó
îðòîãîíàëüíîñòè ëó÷åé è ôðîíòîâ) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ñôåðå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ(x, y, z) âèäà ψ(α, β) åå ãðàäèåíò ÿâëÿ-
åòñÿ êîìáèíàöèåé ∇α è ∇β, à îáà ýòè âåêòîðà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
êàñàòåëüíû ê ñôåðå. Ëåììà äîêàçàíà.



Ãëàâà 4

Äâóìåðíîå óðàâíåíèå ýéêîíàëà äëÿ

íåîäíîðîäíîé ñðåäû

� 4.1 Ãðóïïîâîé àíàëèç äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêî-

íàëà

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ èññëåäóåòñÿ äâóìåðíîå óðàâíåíèÿ ýéêî-
íàëà (3.1.4). Ïîìèìî òîãî, ÷òî ýòî èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé èíòåðåñ, îíî îêàçûâàåòñÿ âàæíûì è äëÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé,
òàê êàê öåëûé ðÿä òàêèõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíûì (ïðàâäà, ñî ñïå-
öèàëüíûì âèäîì ôóíêöèè ñêîðîñòè). Ðÿä ñâîéñòâ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ
ýéêîíàëà (íàïðèìåð, áåñêîíå÷íàÿ ðàçìåðíîñòü ó ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè)
îò÷àñòè ðîäíèò åãî ñ óðàâíåíèåì ýéêîíàëà äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû, òàê
÷òî èññëåäîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîñûëêîé è äëÿ íåêîòî-
ðûõ äàëüíåéøèõ îáîáùåíèé.

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ãðóïïîâîìó àíàëèçó óðàâíåíèÿ (3.1.4).
Îí îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ (ñì.
� 3.2): îïðåäåëåíèå ãðóïïû ñèììåòðèé, ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè è êîíóñà
êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåííîñòåé.

Ãðóïïà ñèììåòðèé òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ
(x, y, ψ) îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè

Ξ = ξ(x, y, ψ)∂x + η(x, y, ψ)∂y + ϕ(x, y, ψ)∂ψ, (4.1.1)

â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû ξ, η è ϕ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ëè Ξ(1)F
∣∣
F=0

=

0, ãäå F � ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè (3.1.4), à Ξ(1) = Ξ +
ϕx∂ψx

+ ϕy∂ψy
� ïðîäîëæåíèå àëãåáðû (4.1.1) â ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ

(x, y, ψ, ψx, ψy); êîýôôèöèåíòû ϕx, ϕy âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ϕx = ϕx + ϕψψx − ψx(ξx + ξψψx)− ψy(ηx + ηψψx),
ϕy = ϕy + ϕψψy − ψx(ξy + ξψψy)− ψy(ηy + ηψψy).
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Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïîâîé àíàëèç äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâåííî
îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ òðåõìåðíîãî. Ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ áåñêî-
íå÷íîìåðíîñòü ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî
â äâóìåðíîì è òîëüêî â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ðåøåíèå ñè-
ñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé (ïðåäñòàâëÿþùåå îñíîâíóþ òðóäíîñòü) â
äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ îñóùåñòâëÿòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÿâíîãî âè-
äà àëãåáðû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â Rn, î÷åíü óäà÷íî "ñðàáàòûâà-
þùåãî" ñëó÷àÿõ áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.

Â ðåçóëüòàòå ãðóïïîâîãî àíàëèçà âûäåëÿåòñÿ äâà âàæíûõ ñåìåéñòâà
óðàâíåíèé: óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ v(x, y) = V (x), çàâèñÿùåé òîëüêî
îò îäíîé ïåðåìåííîé, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè ñ ïëîñêèì
ñëîåíèåì (èìååòñÿ â âèäó ñëîåíèå ñðåäû), è óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) = eκyV (x),
êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì, ïðåä-
ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ÷òî κ ̸= 0. Ôóíêöèþ V (x) è â òîì, è â
äðóãîì ñëó÷àå ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ñëîåíèÿ.

Ñóùåñòâåííóþ êëàññèôèöèðóþùóþ ðîëü äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ èã-
ðàåò êðèâèçíà (3.1.10) ïðîñòðàíñòâà ëó÷åé � ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ìåò-
ðèêîé (3.1.8)

Îáùàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðîé

Ξ̄ = ξ(x, y, ψ, v)∂x+ η(x, y, ψ, v)∂y +ϕ(x, y, ψ, v)∂ψ +ω(x, y, ψ, v)∂v, (4.1.2)

äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèå Ëè

Ξ̄(1)F
∣∣∣
F=0

= 0, (4.1.3)

äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîæäåñòâåííî äëÿ âñåõ x, y, ψ, v, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ (3.1.4). Êîíóñ êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, îòâå÷àþùèé íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé v(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (4.1.3) ïðè ôèêñàöèè
v = v(x, y).

Îòìåòèì, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè îêàçûâàåòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíîé, òàê ÷òî ìû íå ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü òåî-
ðåìó 3.2.1, îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî, ëþáîå óðàâíåíèå ñ íåòðèâèàëüíîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ñïåöèàëüíîãî
âèäà, à äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé òåîðåìà 3.2.1 óæå ïðèìåíèìà.

4.1.1 Ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 4.1.1 Îáùàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèÿ (3.1.4) ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, è ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííîé
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ψ. Àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé è îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

ξy + ηx = 0, ξx = ηy, ϕ =Mψ + L ω = v(ξx −M). (4.1.4)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà â (4.1.4) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì ïåðå-
ìåííûì ïðîèñõîäèò íå òîëüêî çàìåíà ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì ôóíêöèè, íî
è óìíîæåíèå ýòîé ôóíêöèè íà íåêîòîðûé ìíîæèòåëü. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè çàìåíå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (x, y) íà (α, β) ëåâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà îñòàåòñÿ êâàäðàòîì ãðàäèåíòà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà αx = βy è αy+βx = 0, ò.å. êîãäà çàìåíà ïåðåìåííûõ � ãàðìîíè÷åñêàÿ;
ïðè ýòîì óðàâíåíèå (3.1.4) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå(

∂ψ

∂α

)2

+

(
∂ψ

∂β

)2

=
1

[α2
x + α2

y]v
2(x(α, β), y(α, β))

, (4.1.5)

ò.å. ôóíêöèÿ v óìíîæàåòñÿ íà êâàäðàòíûé êîðåíü èç ÿêîáèàíà çàìåíû ïå-
ðåìåííûõ. Ëèíåéíîå æå ïðåîáðàçîâàíèå âåëè÷èíû ψ, ïîðîæäàåìîå àëãåá-
ðîé (Mψ + L)∂ψ, ïðè ïåðåõîäå ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ, î÷åâèäíî,
ñîïðîâîæäàåòñÿ äåëåíèåì íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ôóíêöèè v.

Òåîðåìà 4.1.2 I. Óðàâíåíèå (3.1.4) èìååò 10-ìåðíóþ ãðóïïó ñèììåò-
ðèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ëó÷åé èìååò ïîñòîÿí-
íóþ êðèâèçíó. Ëþáîå òàêîå óðàâíåíèå íåêîòîðîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ
x̂ = α(x, y), ŷ = β(x, y) ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì
ñëîåíèåì.

II. Ñðåäè óðàâíåíèé ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó èìåþò
òîëüêî óðàâíåíèÿ ñ V ≡ const, V = wekx (äëÿ êîòîðûõ êðèâèçíà K = 0),
V = wx (äëÿ êîòîðîãî K = −w2), V = w cos(kx + h), V = w sh(kx + h)
(äëÿ êîòîðûõ K = −k2w2) è V = w ch(kx + h) (äëÿ êîòîðîãî K = k2w2).
Àëãåáðû Ëè ãðóïï ñèììåòðèé ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ k = w = 1, h = 0
ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè II.6.

III. Óðàâíåíèå (3.1.4) ñ ïðîñòðàíñòâîì ëó÷åé íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû
èìååò íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé (áîëåå øèðîêóþ, ÷åì ãðóïïà
ñäâèãîâ ïåðåìåííîé ψ, ïîðîæäåííàÿ àëãåáðîé L∂ψ) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíî íåêîòîðîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ x̂ = α(x, y), ŷ = β(x, y)
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì èëè êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì.

IV. Ñðåäè óðàâíåíèé ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì òðåõìåðíóþ ãðóïïó ñèì-
ìåòðèé èìåþò òîëüêî óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) = w(x+h)1+λ, àëãåáðà Ëè ýòîé
ãðóïïû èìååò âèä

Ξ = A((x+ h)∂x + y∂y − λψ∂ψ) +B∂y + L∂ψ, (4.1.6)
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è óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) = weκysin1+κ/λ(λx + h), àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû
èìååò âèä

Ξ = Aeλy(cos(λx+ h)∂x + sin(λx+ h)∂y) +B(∂y − κψ∂ψ) + L∂ψ. (4.1.7)

Äëÿ îñòàëüíûõ æå óðàâíåíèé ãðóïïà ñèììåòðèé äâóìåðíà è åå àëãåáðà
Ëè èìååò âèä (κ = 0 äëÿ ïëîñêîãî κ ̸= 0 äëÿ êâàçèïëîñêîãî ñëîåíèÿ)

Ξ = B(∂y − κψ∂ψ) + L∂ψ. (4.1.8)

Òåîðåìà 4.1.3 Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ
ëþáîãî óðàâíåíèÿ âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àëãåáðû ñèììåòðèé ýòîãî
óðàâíåíèÿ è îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñóæåíèè ðàññìîòðåíèé íà ëþáîå ïîäñå-
ìåéñòâî óðàâíåíèé ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè íå ìîæåò ðàñøèðèòüñÿ ñóùå-
ñòâåííî: ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäñåìåéñòâà ïîëó÷àåòñÿ ðàñøèðåíèåì
òîé ïîäãðóïïû îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ äåéñòâóåò âíóòðè
ïîäñåìåéñòâà, òîëüêî çà ñ÷åò îáùèõ ñèììåòðèé âñåõ óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ
â ñåìåéñòâî. Ïîñêîëüêó ñðàâíåíèå óòâåðæäåíèé òåîðåì 1 è 2 ïîêàçûâàåò,
÷òî ýòè ñèììåòðèè, êàê ïðàâèëî, ïîëíîñòüþ ïîãëîùàþòñÿ îáùåé ãðóïïîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäà÷à ðàññëîåíèÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òðèâèà-
ëèçóåòñÿ, à âûáîð ïðåäñòàâèòåëÿ ðåäóöèðóåòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïîäãðóïïû
îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè, äåéñòâóþùåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäñå-
ìåéñòâå.

Òåîðåìà 4.1.4 Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ñå-
ìåéñòâî óðàâíåíèé (3.1.4), ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè îáùåé ãðóïïû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ïðè ýòîì:

I. Óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà ëó÷åé, èìåþùèå
10-ìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé, îáðàçóþò òðè êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè.
Êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì êðèâèçíû, ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ ÿâëÿ-
þòñÿ óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) = 1 äëÿ K = 0, ñ v(x, y) = x äëÿ K < 0 è ñ
v(x, y) = chx äëÿ K > 0.

II. Óðàâíåíèÿ ñ òðåõìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíè-
ÿì ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñëîåíèÿ è îáðàçóþò îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàæäîìó êëàñ-
ñó ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ïîêàçàòåëü λ, ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèå ψ2

α + ψ2
β = α−2(1+λ).

III. Óðàâíåíèÿ, èìåþùèå äâóìåðíóþ àáåëåâó ãðóïïó ñèììåòðèé (íå ïî-
ïàäàþùèå â ðàçäåëû I è II), ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì è
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îáðàçóþò ôóíêöèîíàëüíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå (îïðåäåëÿåìîå ôóíêöèåé ñëîå-
íèÿ V (α)) ñåìåéñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàñ-
ñà ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà ψ2

α+ψ
2
β = 1/V 2(α), ïðè÷åì êëàññ ýêâèâàëåíò-

íîñòè îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ V (α) îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé åå àðãóìåíòà è óìíîæåíèÿ ýòîé ôóíêöèè íà êîíñòàíòó.

IV. Óðàâíåíèÿ, èìåþùèå äâóìåðíóþ íåàáåëåâó ãðóïïó ñèììåòðèé (íå
ïîïàäàþùèå â ðàçäåëû I è II), ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ êâàçèïëîñêèì ñëî-
åíèåì è îáðàçóþò ôóíêöèîíàëüíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå (îïðåäåëÿåìîå ôóíê-
öèåé ñëîåíèÿ V (α)) ñåìåéñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðåäñòàâèòå-
ëÿìè êëàññà ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

ψ2
α + ψ2

β = e−2β/V 2(α),

ïðè÷åì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ V (α) îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî ñäâèãîâ åå àðãóìåíòà è óìíîæåíèÿ ýòîé ôóíêöèè íà êîí-
ñòàíòó.

Çàìå÷àíèå. Êàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà
(3.1.4), íå óïîìÿíóòûõ â ðàçäåëàõ I-IV òåîðåìû 4.1.4 è èìåþùèõ òîëü-
êî îäíîìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé, ðàçóìíûå ñîîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
âûáðàòü äëÿ óðàâíåíèé ýòîãî êëàññà êàêóþ-òî "êàíîíè÷åñêóþ" ñèñòåìó
êîîðäèíàò (ïîçâîëÿþùóþ ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå â áîëåå ïðîñòîì âèäå)
è, ñîîòâåòñòâåííî, êàêîãî-òî îïðåäåëåííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, çäåñü îò-
ñóòñòâóþò, ïîýòîìó äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâèòåëÿ ìû íå óêàçû-
âàåì.

4.1.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.1

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ Ξ̄(1) = Ξ̄ + ϕx∂ψx
+ ϕy∂ψy

àëãåáðû (4.1.2) â ïðîñòðàíñòâî
ïåðåìåííûõ (x, y, v, ψ, ψx, ψy) ñ êîýôôèöèåíòàìè ϕx, ϕy, âû÷èñëÿåìûìè ïî
ôîðìóëàì

ϕx = ϕx + ϕψψx + ϕvvx − ψx(ξx + ξψψx + ξvvx)− ψy(ηx + ηψψx + ηvvx),
ϕy = ϕy + ϕψψy + ϕvvy − ψx(ξy + ξψψy + ξvvy)− ψy(ηy + ηψψy + ηvvy),

óðàâíåíèå (4.1.3) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó êâàäðàòè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ψx, ψy
óðàâíåíèÿ

(ϕx + ϕvvx −
1

v2
ξψ)ψx + (ϕy + ϕvvy −

1

v2
ηψ)ψy − (ξx + ξvvx)ψ

2
x−

−(ηx + ηvvx + ξy + ξvvy)ψxψy − (ηy + ηvvy)ψ
2
y +

1

v2
ϕψ +

ω

v3
= 0.
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Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ψx, ψy, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ (3.1.4), åãî êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû êîýôôè-
öèåíòàì â (3.1.4). Ýòî äàåò îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ

ηx + ηvvx + ξy + ξvvy = 0, ξx + ξvvx = ηy + ηvvy = ϕψ + ω/v,
ϕx + ϕvvx = ξψ/v

2, ϕy + ϕvvy = ηψ/v
2.

(4.1.9)

Ïîñêîëüêó â ýòèõ óðàâíåíèÿõ äîïóñêàåòñÿ êàê ïðîèçâîë â âûáîðå çíà÷å-
íèé vx è vy òàê è ïðîèçâîë â âûáîðå v, èç íèõ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî
ξv = ηv = ϕv = ϕx = ϕy = ξψ = ηψ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçîøëî ðàç-
äåëåíèå ïåðåìåííûõ: ϕ = ϕ(ψ), ξ = ξ(x, y), η = η(x, y). Ó÷åò òðåáîâàíèÿ
èíâàðèàíòíîñòè ïðè çàìåíàõ óðàâíåíèÿ vψ = 0 äàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå ωψ = 0, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ϕψψ = 0, è íàøè óðàâíåíèÿ ðåäóöèðóþòñÿ
ê (4.1.4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.1.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.2. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â
îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ è óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà êðèâèç-
íû

Äëÿ àëãåáðû (4.1.1) óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ (3.1.4) ïðèâîäèò ê
îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ êîìïîíåíò ξ, η, ϕ

ηx + ξy = 0, ξx = ηy = ϕψ + (ξvx + ηvy)/v, ϕx = ξψ/v
2, ϕy = ηψ/v

2.
(4.1.10)

Âûäåëåíèå èç (4.1.10) ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ϕ

ϕψ = ξx − (ξvx + ηvy)/v, ϕx = ξψ/v
2, ϕy = ηψ/v2 (4.1.11)

è îïðåäåëåíèå óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äàåò óñëîâèÿ

[ξψ/v
2]ψ = [ξx−(ξvx+ηvy)/v]x, [ηψ/v

2]ψ = [ξx−(ξvx+ηvy)/v]y, (4.1.12)

[ξψ/v
2]y = [ηψ/v

2]x.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïî ψ ïîëó÷àåì (ξ/v2)y − (η/v2)x=
2h(x, y)/v2, ãäå h � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ψ. Ðàñêðûâàÿ ïðî-
èçâîäíûå è ïîëüçóÿñü ξy + ηx = 0, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ
ξy è ηx, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â óðàâíåíèÿ (4.1.12) äàåò ñîîòíîøåíèÿ

ξψψ = −ξ[v(vxx + vyy)− (v2x + v2y)]− v2hy(x, y),

ηψψ = −η[v(vxx + vyy)− (v2x + v2y)] + v2hx(x, y),
(4.1.13)

êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî ξ è η êàê ôóíêöèè îò ψ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íå çàâèñÿùèìè îò ψ êîýôôè-
öèåíòàìè. Âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé
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êðèâèçíîé K(x, y) (ñì. ôîðìóëó (3.1.10)) äâóìåðíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàí-
ñòâà ñ ìåòðèêîé (3.1.8). Ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû ðåøåíèÿ (4.1.13)

ξ(x, y, ψ)=ξ1(x, y) cos(
√
K(x, y)ψ) + ξ2(x, y) sin(

√
K(x, y)ψ) + ξh(x, y),

η(x, y, ψ)=η1(x, y) cos(
√
K(x, y)ψ) + η2(x, y) sin(

√
K(x, y)ψ) + ηh(x, y),

(4.1.14)
(ãäå ξi, ηi � íåêîòîðûå ôóíêöèè, ξh = hy/(Kv

2), ηh = −hx/(Kv2)) â (4.1.11)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ(x, y, ψ) èìååò âèä êîìáèíàöèè

ϕ(x, y, ψ) = ϕ1(x, y) sin(
√
K(x, y)ψ)− ϕ2(x, y) cos(

√
K(x, y)ψ)+

+ϕ∗(x, y)ψ + ϕ∗∗(x, y), (4.1.15)

ïðè÷åì â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé 1,ψ, cos
√
Kψ, sin

√
Kψ,

ψ cos
√
Kψ è ψ sin

√
Kψ âûïîëíåíî ϕ∗x = ϕ∗∗x = ϕ∗y = ϕ∗∗y = 0,

ϕ1[
√
K]x=ϕ

1[
√
K]y=ϕ

2[
√
K]x=ϕ

2[
√
K]y=0, ξi= −ϕ

i
xv

2

√
K
, ηi= −

ϕiyv
2

√
K
.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåïîñòîÿííîé K(x, y) îáÿçàòåëüíî ϕ1 =
ϕ2 = ξ1 = ξ2 = η1 = η2 ≡ 0, è çíà÷èò ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ðàñïàäàþòñÿ íà
"ïðîñòðàíñòâåííûå" ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), è "âðåìåííûå" ϕ = Mψ + L
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ëó÷åé èìååò ïîñòîÿííóþ êðèâèç-
íó.

4.1.4 Ñëó÷àé ïåðåìåííîé êðèâèçíû

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà K(x, y) ̸= const . Â ýòîì ñëó÷àå ξ è
η çàâèñÿò òîëüêî îò x è îò y.

Ëåììà 4.1.1 Ïóñòü óðàâíåíèå (3.1.4) èìååò îäíîìåðíóþ ãðóïïó
ñèììåòðèé, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðîì âèäà Ξ0 = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y +
(Mψ + L)∂ψ, ãäå ξ è η � íåêîòîðûå ôóíêöèè (ξ2 + η2 ̸= 0), à M è L �
íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òîãäà çàìåíà x̃ = α(x, y), ỹ = β(x, y), ãäå α è β
îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

αx =
η

ξ2 + η2
, αy = − ξ

ξ2 + η2
, βx =

ξ

ξ2 + η2
, βy =

η

ξ2 + η2
, (4.1.16)

ïðèâîäèò óðàâíåíèå (3.1.4) ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì (ïðè M = 0) èëè êâà-
çèïëîñêèì (ïðè M ̸= 0) ñëîåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå, èñïîëüçóÿ (4.1.10), ñîâìåñòíîñòè
ñèñòåìû (4.1.16) äëÿ îïðåäåëåíèÿ α è β. Ïîñêîëüêó îïðåäåëåííàÿ (4.1.16)
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çàìåíà ïåðåìåííûõ (x, y) íà (α, β) áóäåò, î÷åâèäíî, ãàðìîíè÷åñêîé, îíà
ïðèíàäëåæèò ãðóïïå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðè ýòîé çàìåíå óðàâíåíèå (3.1.4)
ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå ψ2

α + ψ2
β = 1/ṽ2(α, β), ãäå ṽ � íåêîòîðàÿ ôóíê-

öèÿ, à îïåðàòîð ãðóïïû Ξ0 ïðåîáðàçóåòñÿ â îïåðàòîð Ξ̃0 = ∂β+(Mψ+L)∂ψ.
Òàê êàê ïðè çàìåíå óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû ñîõðàíÿåòñÿ, äëÿ ξ̃ = 0, η̃ = 1 è ϕ̃ =Mψ + L äîëæíû áûòü âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà (4.1.10), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ṽ(α, β) = e−MβV (α), ãäå V (·) �
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ñ ïëîñêèì èëè êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî K(x, y) ̸= const, èìååò áî-

ëåå ÷åì äâóìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé, òî îíî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ
ïëîñêèì ñëîåíèåì.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ϕ = Mψ + L, è äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèé
ðàçìåðíîñòè áîëüøå äâóõ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü îïåðàòîð, ó êîòîðîãîM =
L = 0, à ξ è η íå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü.

Ëåììà 4.1.2 Ïóñòü v(x, y) = V (x), ò.å. óðàâíåíèå (3.1.4) ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì. Òîãäà K(x, y) = const äëÿ V = const,
V = wx, V = weνx, V = w cos(νx+h), V = w sh(νx+h), V = w ch(νx+h)
è òîëüêî äëÿ ýòèõ ôóíêöèé. Åñëè K(x, y) ̸= const, òî ãðóïïà ñèììåòðèé
óðàâíåíèÿ (3.1.4) èìååò ðàçìåðíîñòü 3 â ñëó÷àå V = w(x+h)λ (ñ àëãåáðîé
ñèììåòðèé âèäà (4.1.6)) è ðàçìåðíîñòü 2 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñ
àëãåáðîé ñèììåòðèé âèäà (4.1.8)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñâîäèòñÿ, ïî ñóùåñòâó,
ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ V V ′′ − V ′2 = K, ÿâëÿþùåãîñÿ
ïðîñòî îïðåäåëåíèåì êðèâèçíû (3.1.10) äëÿ v(x, y) = V (x).

Â ñëó÷àå K(x, y) ̸= const, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ϕ = Mψ + L, ξ è η

çàâèñÿò òîëüêî îò x è y, è ñèñòåìà (4.1.10) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ξy + ηx = 0, ξx =M + ξV ′(x)/V (x), ηy =M + ξV ′(x)/V (x).

Ðåøàÿ åå è èñêëþ÷àÿ ïðè ðåøåíèè âàðèàíòû, ïðèâîäÿùèå ê K(x, y) =
const, ïîëó÷àåì â ñëó÷àå M = 0 ðåøåíèå ξ = 0, η = const, ψ = L, ò.å. äâó-
ìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé ñ àëãåáðîé (4.1.8). Ñëó÷àé æå M ̸= 0 âîçìîæåí
ëèøü äëÿ V (x) = w(x+ h)1+λ (λ ̸= 0,−1 äëÿ íåïîñòîÿííîé K), è ïðè ýòîì
ξ = A(x+h),η = Ay+B, ϕ = −Aλψ+L, ÷òî è äàåò àëãåáðó (4.1.6). Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 4.1.3 Ïóñòü v(x, y) = eκyV (x), ò.å. óðàâíåíèå (3.1.4) ÿâëÿåò-
ñÿ óðàâíåíèåì ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì (κ ̸= 0). Åñëè ïðè ýòîì K(x, y) ̸=
const, òî ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.1.4) èìååò ðàçìåðíîñòü 3 â
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òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà V (x) = w[cos(λx+ h)]1−κ/λ, à åå àëãåá-
ðà Ëè èìååò âèä (4.1.7). Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà ñèììåòðèé
èìååò ðàçìåðíîñòü 2, à åå àëãåáðà Ëè èìååò âèä (4.1.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî óðàâíåíèå ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì èìååò
êàê ìèíèìóì äâóìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî: êîìïîíåíòû àëãåáðû (4.1.8) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (4.1.10). Åñëè
àëãåáðà ñèììåòðèé äâóìåðíà, òî îíà ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ (4.1.8). Åñëè æå åå
ðàçìåðíîñòü áîëüøå èëè ðàâíà òðåì, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 4.1.1
íàøå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, è â ñèëó
ëåììû 4.1.2 ðàçìåðíîñòü ãðóïïû ñèììåòðèé íå ìîæåò áûòü áîëüøå òðåõ;
îíà ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òðåì òîëüêî åñëè óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì è ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñëîåíèÿ.

Ðàññìîòðåíèå åäèíñòâåííîé ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòè � êîãäà ãðóïïà
ñèììåòðèé òðåõìåðíà è åå àëãåáðà èìååò âèä Ξ = A(ξ(x, y)∂x+η(x, y)∂y)+
B(∂y−κψ∂ψ)+L∂ψ � ïðèâîäèò ê óñëîâèþ íà êîììóòàòîð ïåðâîãî è âòîðîãî
îïåðàòîðîâ

[ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y, ∂y − κψ∂ψ] = −(ξy(x, y)∂x + ηy(x, y)∂y),

êîòîðûé äîëæåí ïðèíàäëåæàòü àëãåáðå, è ïîýòîìó îáÿçàí áûòü ïðîïîð-
öèîíàëåí ïåðâîìó îïåðàòîðó ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y. Èç ïîëó÷åííûõ óðàâ-
íåíèé ξy = −λξ, ηy = −λη ïîëó÷àåì, â ñèëó óðàâíåíèé (4.1.10), ÷òî
v(x, y) = weκy[cos(λx + h)]1+κ/λ (λ ̸= 0), à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåá-
ðû Ëè ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (4.1.7). Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

çàìåíîé ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì è òðåõìåðíîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì. Óìåñò-
íî áûëî áû ÿâíî ïðåäúÿâèòü ýòó çàìåíó: îíà èìååò âèä α = eλy cos(λx+h),
β = eλy sin(λx+h) è ïðèâîäèò óðàâíåíèå ñ v(x, y) = weκy[cos(λx+h)]1+κ/λ

ê óðàâíåíèþ ñ v(α, β) = wα1+κ/λ.
Çàâåðøàÿ ýòîò ïóíêò, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ëåììàõ 4.1.1-4.1.3 ïî ñóùå-

ñòâó äîêàçàíû òðåòüå è ÷åòâåðòîå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.1.2, òàê ÷òî íàì
îñòàëîñü òîëüêî ðàçîáðàòüñÿ ñî ñëó÷àåì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

4.1.5 Ñëó÷àé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Â ýòîì ïóíêòå ìû, ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì K(x, y) ≡ const , âûïèøåì
ôîðìóëû äëÿ ξ, η è ϕ, ñâåäåì óðàâíåíèÿ äëÿ ôèãóðèðóþùèõ â íèõ êîì-
ïîíåíò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ϕ è ðåøèì ýòó ñèñòåìó (äëÿ
ïëîñêî-ñëîèñòîãî ñëó÷àÿ). Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå ñ ïðî-
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ñòðàíñòâîì ëó÷åé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì
ñëîåíèåì áóäåò ïðîâåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Èòàê, ïóñòü K(x, y) = K ≡ const. Ïîñêîëüêó äëÿ ðàçíûõ çíàêîâ K
ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ôîðìóë, ìû ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ K =
ν2 > 0, K = −ν2 < 0 è K = 0 ïî îòäåëüíîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå

ξ(x, y, ψ) = ξ1(x, y) cos(νψ) + ξ2(x, y) sin(νψ) + ξ∗(x, y),
η(x, y, ψ) = η1(x, y) cos(νψ) + η2(x, y) sin(νψ) + η∗(x, y),
ϕ(x, y, ψ) = −ϕ2(x, y) cos(νψ) + ϕ1(x, y) sin(νψ) +Mψ + L.

(4.1.17)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôóíêöèè â óðàâíåíèÿ (4.1.10) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåí-
òû ïðè ñèíóñàõ, êîñèíóñàõ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíàõ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

ηix(x, y) + ξiy(x, y) = 0, ξix(x, y) = ηiy(x, y) = νϕi +
ξi(x, y)vx + ηi(x, y)vy

v
,

(4.1.18)

ξi(x, y) = −v
2

ν
ϕix(x, y), ηi(x, y) = −v

2

ν
ϕiy(x, y) (4.1.19)

äëÿ ξi, ηi è ϕi (i = 1, 2) è ñîîòíîøåíèÿ

η∗x(x, y) + ξ∗y(x, y) = 0, ξ∗x(x, y) = η∗y(x, y) =M +
ξ∗(x, y)vx + η∗(x, y)vy

v
(4.1.20)

äëÿ ξ∗ è η∗. Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.1.19), ÿâíî âûðàæàþùèå ξi è ηi

÷åðåç ϕi, â (4.1.18), ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ϕi(x, y)

ϕixx =
1

v
[ϕiyvy − ϕixvx]−

K

v2
ϕi, ϕiyy =

1

v
[ϕixvx − ϕiyvy]−

K

v2
ϕi, (4.1.21)

ϕixy = −1

v
[vxϕ

i
y + vyϕ

i
x].

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå K = −ν2 < 0 ïîäñòàíîâêà

ξ(x, y, ψ) = ξ1(x, y)ch (νψ) + ξ2(x, y)sh (νψ) + ξ∗(x, y),
η(x, y, ψ) = η1(x, y)ch (νψ) + η2(x, y)sh (νψ) + η∗(x, y),
ϕ(x, y, ψ) = ϕ2(x, y)ch (νψ) + ϕ1(x, y)sh (νψ) +Mψ + L

(4.1.22)

â óðàâíåíèÿ (4.1.10) äàåò äëÿ ξi, ηi è ϕi (i = 1, 2) ñîîòíîøåíèÿ (4.1.18) è

ξi(x, y) =
v2

ν
ϕix(x, y), ηi(x, y) =

v2

ν
ϕiy(x, y), (4.1.23)

à äëÿ äëÿ ξ∗ è η∗ � ñîîòíîøåíèÿ (4.1.20). Ïîäñòàâëÿÿ (4.1.23) â (4.1.18),
ïðèõîäèì ñíîâà ê óðàâíåíèÿì (4.1.21) äëÿ ϕ.
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Íàêîíåö, â ñëó÷àå K = 0 ïîäñòàíîâêà

ξ(x, y, ψ) = 1
2ξ

2(x, y)ψ2 + ξ1(x, y)ψ + ξ∗(x, y),
η(x, y, ψ) = 1

2η
2(x, y)ψ2 + η1(x, y)ψ + η∗(x, y),

ϕ(x, y, ψ) = 1
6ϕ

∗∗(x, y)ψ3 + 1
2ϕ

∗ψ2 + ϕ2(x, y)ψ + ϕ1(x, y)
(4.1.24)

â óðàâíåíèÿ (4.1.10) äàåò ñîîòíîøåíèÿ

ϕ∗∗ = L2 ≡ const , ϕ∗ = L1 ≡ const ,

ηix(x, y) + ξiy(x, y) = 0, ξix(x, y) = ηiy(x, y) = Li +
ξi(x, y)vx + ηi(x, y)vy

v
,

(4.1.25)
ξi(x, y) = v2ϕix(x, y), ηi(x, y) = v2ϕiy(x, y), (4.1.26)

η∗x(x, y) + ξ∗y(x, y) = 0, (4.1.27)

ξ∗x(x, y) = η∗y(x, y) = ϕ2(x, y) +
ξ∗(x, y)vx + η∗(x, y)vy

v
. (4.1.28)

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.1.25) âûðàæåíèÿ äëÿ ξi è ηi èç (4.1.26), ïîëó÷àåì è çäåñü
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ϕi

ϕixx =
Li

v2
+

1

v
[ϕiyvy − ϕixvx], ϕiyy =

Li

v2
+

1

v
[ϕixvx − ϕiyvy],

ϕixy = −1

v
[vxϕ

i
y + vyϕ

i
x]. (4.1.29)

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè, è ïîýòîìó çàäàíèå òðåõ âåëè÷èí ϕ, ϕx è ϕy â
íåêîòîðîé òî÷êå (x, y) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ðåøåíèå êàê ñèñòåìû (4.1.21),
òàê è ñèñòåìû (4.1.29).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèå (3.1.4) ñ ïðîñòðàíñòâîì ëó÷åé ïî-
ñòîÿííîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì. Â ñèëó ëåì-
ìû 4.1.2 ôóíêöèÿ ñëîåíèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî îäíîãî èç øåñòè âèäîâ V =
const, V = wx, V = weνx, V = w cos(νx + h), V = w sh(νx + h), V =
w ch(νx+h). Ïîñêîëüêó çà ñ÷åò ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé ïåðåìåííûõ (x, y, ψ)
ìîæíî â ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèÿõ èçáàâèòüñÿ îò êîýôôèöèåíòîâ, ìû áó-
äåì íèæå îáñóæäàòü òîëüêî ïðîñòåéøèå ñëó÷àè, êîòîðûå ìû áóäåì íàçû-
âàòü ýëåìåíòàðíûìè � ôóíêöèè V ≡ 1, V = x, V = ex, V = cos x, V = sh x
è V = chx.

Â ñëó÷àå, êîãäà V (x) = chx (ñîîòâåòñòâóþùåì K = 1), ñèñòåìà (4.1.21)
èìååò ðåøåíèå

ϕi(x, y) =
Ai cos y +Bi sin y + C i sh x

chx
,
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è ïî ôîðìóëàì (4.1.19)

ξi(x, y) = Ai cos y sh x+Bi sin y sh x− C i,

ηi(x, y) = Ai sin y chx−Bi cos y chx,

à èç óðàâíåíèé (4.1.20) ìû íàõîäèì

ξ∗(x, y) = A∗ cos y chx+B∗ sin y chx,

η∗(x, y) = A∗ sin y sh x−B∗ cos y shx+ C∗.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà ñèììåòðèé â ñëó÷àå v(x, y) = chx îêàçûâàåòñÿ 10-
ìåðíîé, è åå êîìïîíåíòû ξ, η, ϕ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè, ïðèâåäåííûìè
â ïðèëîæåíèè II.6.6. Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ãðóïïû ñèììåòðèé äëÿ îñòàëü-
íûõ ñëó÷àåâ (ïðè ýòîì äëÿ V = x, V = cos x, è V = sh x ìû èñïîëüçóåì
ôîðìóëû (4.1.22), (4.1.18)+(4.1.23)+(4.1.20) è (4.1.21), à äëÿ V ≡ 1 è V = ex

� ôîðìóëû (4.1.24)-(4.1.29).
Íàì îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå ñ ïðîñòðàíñòâîì

ëó÷åé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì,
à çíà÷èò � ê îäíîìó èç ýëåìåíòàðíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåò-
ñÿ îäíèì èç óòâåðæäåíèé ñëåäóþùåé ëåììû îá óñëîâèÿõ ïðèâîäèìîñòè ê
óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, êîòîðóþ ìû çäåñü òîëüêî ñôîðìóëèðóåì,
à äîêàæåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ëåììà 4.1.4 Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (3.1.4) áûëî ïðèâîäèìî ê
óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèè v2(K2

x +K2
y)

è v2(Kxx + Kyy) áûëè ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìûìè ñ K(x, y), ò.å. ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ∣∣∣∣ [v2(K2

x +K2
y)]x [v2(K2

x +K2
y)]y

Kx Ky

∣∣∣∣ = 0, (4.1.30)

∣∣∣∣ [v2(Kxx +Kyy)]x [v2(Kxx +Kyy)]y
Kx Ky

∣∣∣∣ = 0. (4.1.31)

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (x, y) çàìåíû, ïðèâîäÿùåé ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíè-
åì, åñëè ëèáî K(x, y) = const â ýòîé îêðåñòíîñòè, ëèáî â ýòîé òî÷êå
K2
x +K2

y ̸= 0.

Ññûëêîé íà ýòó ëåììó ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.2.
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4.1.6 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.3

Â äîêàçàòåëüñòâå ìû â çíà÷èòåëüíîé ìåðå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè
èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 4.1.1 è 4.1.2. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà êàñàòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè (4.1.9).
Îäíàêî, â îòëè÷èå îò òåîðåìû 4.1.1, çäåñü ôóíêöèÿ v(x, y) óæå íå ïðîèç-
âîëüíàÿ, à ôèêñèðîâàííàÿ. Ôèêñàöèÿ ôóíêöèè v(x, y) ïîçâîëÿåò ïîäñòà-
âèòü åå â âûðàæåíèÿ ξ(x, y, v, ψ), η(x, y, v, ψ), ϕ(x, y, v, ψ) è ω(x, y, v, ψ),
îáîçíà÷èâ ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ÷åðåç ξ̃, η̃, ϕ̃ è ω̃, ñ êîòîðûìè ìû â äàëü-
íåéøåì è áóäåì èìåòü äåëî. Ñîáñòâåííî, òàêàÿ ïîäñòàíîâêà íè÷åãî íå èç-
ìåíÿåò: åñëè, ê ïðèìåðó v = x2 + y2, òî â ôîðìóëàõ áåçðàçëè÷íî, ñ÷èòàòü
(x2 + y2)2 ôóíêöèåé îò x, y èëè êâàäðàòîì îò v.

Äëÿ ââåäåííûõ òàêèì îáðàçîì ξ̃, η̃, ϕ̃ è ω̃ ñèñòåìà (4.1.9) ïðèîáðåòàåò
âèä

η̃x + ξ̃y = 0, ξ̃x = η̃y = ϕ̃ψ +
ω̃

v
, ϕ̃x =

ξ̃ψ
v2
, ϕ̃y =

η̃ψ
v2
, (4.1.32)

è óæå ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèé
(4.1.10). Äëÿ áîëüøåãî ñõîäñòâà ìû îáîçíà÷èì ω̂ = ω̃ − ξ̃vx − η̃vy, ïðèâåäÿ
âòîðîå óðàâíåíèå (4.1.32) ê âèäó

ξ̃x = η̃y = ϕ̃ψ +
1

v
(ξ̃vx + η̃vy) +

ω̂

v
.

Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ vψ = 0
ïðèâîäèò, ïîñëå óêàçàííûõ âûøå ïåðåîáîçíà÷åíèé, ê óðàâíåíèþ ω̂ψ = 0.
Çíà÷èò, ââåäåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ ω̂ íå çàâèñèò îò ψ.

Äàëåå ìû íå áóäåì âîçâðàùàòüñÿ ê èñõîäíûì âûðàæåíèÿì êîìïîíåíò
îïåðàòîðà Ξ̄ ÷åðåç x, y, ψ è v, ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ξ̃, η̃, ϕ̃, ω̃, îäíàêî òèëüäû
íàä íèìè ìû ïèñàòü óæå íå áóäåì.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.2.
Òàê æå, êàê è òàì, èç (4.1.32) èçâëåêàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ϕ

ϕx = ξψ/v
2, ϕy = ηψ/v

2, ϕψ = ξx −
1

v
(ξvx + ηvy)−

ω̂

v
,

äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äàþò, ñ îäíîé ñòîðîíû, âûðàæåíèÿ ξy
è ηx ÷åðåç ξ, η è ôóíêöèè, îò ψ íå çàâèñÿùèå, à ñ äðóãîé � ðàâåíñòâà

[ξψ/v
2]ψ = [ξx− (ξvx+ηvy)/v− ω̂/v]x, [ηψ/v2]ψ = [ξx− (ξvx+ηvy)/v− ω̂/v]y,

îòêóäà ïîäñòàíîâêîé ξy è ηx ìû ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûå (4.1.13) óðàâíåíèÿ

ξψψ = −ξ[v(vxx + vyy)− (v2x + v2y)]− v2hy(x, y)− (ω̂xv − ω̂vx),

ηψψ = −η[v(vxx + vyy)− (v2x + v2y)] + v2hx(x, y)− (ω̂yv − ω̂vy).



� 261 �

Ïîñêîëüêó ω̂ îò ψ íå çàâèñèò, ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò íå çàâèñÿùèå îò ψ êî-
ýôôèöèåíòû, òàê ÷òî, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ξ è η îêàçûâàþòñÿ
ôóíêöèÿìè âèäà (4.1.14), à ϕ � ôóíêöèåé âèäà (4.1.15), ïðè÷åì ïîäñòàíîâ-
êà ýòèõ ôóíêöèé â (4.1.32) äàåò àëüòåðíàòèâó: ëèáî K(x, y) ≡ const, ëèáî
ξi = ηi = ϕi = 0.

Â ñëó÷àå íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ξψ = ηψ = 0, ïîýòî-
ìó ϕx = ϕy = 0, è ñèñòåìà (4.1.32) ïðèâîäèòñÿ â òî÷íîñòè ê ñîîòíîøåíèÿì
(4.1.4), îïðåäåëÿþùèì îáùóþ ãðóïïó ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñêîëüêó â ñëó-
÷àå íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû óêàçàííûå â òåîðåìå 4.1.2 ãðóïïû ñèììåòðèé
ïðîñòî ïîãëîùàþòñÿ ýòîé ãðóïïîé, â ýòîì ñëó÷àå íàøà òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé íåíóëåâîé êðèâèçíû (ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðè-
öàòåëüíîé) ìû èç (4.1.32) ïîëó÷àåì äëÿ ξi, ηi, ϕi â òî÷íîñòè óðàâíåíèÿ
(4.1.18) è, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà K, (4.1.19) èëè (4.1.23) ñîîòâåòñòâåííî,
ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò àëãåáðå ñèììåòðèé, à äëÿ ξ∗ è η∗ � óðàâíå-
íèÿ η∗x(x, y) + ξ∗y(x, y) = 0,

ξ∗x(x, y) = η∗y(x, y) =M +
ξ∗(x, y)vx + η∗(x, y)vy

v
+
ω̂

v
=M +

ω

v
,

îïðåäåëÿþùèå àëãåáðó îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì îá-
ðàçîì, âñå ðåøåíèÿ (4.1.32) ïðèíàäëåæàò ñóììå àëãåáðû ñèììåòðèé è àë-
ãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â ñëó÷àå æå òîæäåñòâåííî íóëåâîé êðèâèçíû ñèòóàöèÿ ÷óòü ñëîæíåå,
òàê êàê ïîëó÷àåìûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ξi, ηi, ϕi è îòíîñèòåëüíî ξ∗,
η∗ "ïåðåâÿçàíû" ìåæäó ñîáîé: ïîìèìî óðàâíåíèé (4.1.25)-(4.1.26) îíè ñî-
äåðæàò òàêæå óðàâíåíèÿ

η∗x(x, y) + ξ∗y(x, y) = 0,

ξ∗x(x, y) = η∗y(x, y) = ϕ2(x, y) +
ξ∗(x, y)vx + η∗(x, y)vy

v
+
ω̂

v
.

Çäåñü ìû ïðåäñòàâèì ξ∗, η∗ â âèäå ñóììû ξ∗ = ξ∗∗ + ξ̂∗, η∗ = η∗∗ + η̂∗, ãäå
ξ∗∗ è η∗∗ � ðåøåíèÿ ñèñòåìû

η∗∗x (x, y) + ξ∗∗y (x, y) = 0,

ξ∗∗x (x, y) = η∗∗y (x, y) = ϕ2(x, y) +
ξ∗∗(x, y)vx + η∗∗(x, y)vy

v
.

Òîãäà ïîëó÷åííûå ξ∗∗ è η∗∗ âìåñòå ñ ξi, ηi è ϕi äàäóò íàì îïåðàòîðû êà-
ñàòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèíàäëåæàùèå àëãåáðå ñèììåòðèé, à ξ̂∗ è η̂∗

áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

η̂∗x(x, y) + ξ̂∗y(x, y) = 0, ξ̂∗x(x, y) = η̂∗y(x, y) =
ξ̂∗(x, y)vx + η̂∗(x, y)vy

v
+
ω̂

v
,
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êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîäàëãåáðó îáùåé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1.3 äîêàçàíî.

4.1.7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.4

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 4.1.4: ëþáîå óðàâíåíèå ñ
ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, èìåþ-
ùåìó â êà÷åñòâå ôóíêöèè v(x, y) îäíó èç ôóíêöèé v ≡ const, v = w(x+h),
v = wekx, v = w cos(kx + h), v = w sh(kx + h) è v = w ch(kx + h), ãäå w,
k, h � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Äàëåå, èçáàâëÿÿñü ñäâèãàìè è ðàñòÿæåíèÿìè
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ îò êîíñòàíò k è h, à ðàñòÿæåíèÿìè ïåðåìåí-
íîé ψ � è îò ìíîæèòåëÿ w, ìû ïîëó÷àåì øåñòü êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ âûñòóïàþò óðàâíåíèÿ, íàçâàííûå íàìè "ýëåìåí-
òàðíûìè" � ñ v ≡ 1, v = x, v = ex, v = cos x, v = sh x è ñ v = chx. Îñòàåòñÿ
âûÿñíèòü, êàêèå èç íèõ ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé.
Ïîñêîëüêó êðèâèçíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðè çàìåíàõ ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ ïåðåìåííûõ è óìíîæàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü ïðè ðàñòÿ-
æåíèÿõ ïåðåìåííîé ψ, â ðàçíûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàâåðíÿêà ïîïà-
äóò óðàâíåíèÿ ñ ðàçíûì çíàêîì êðèâèçíû. Òàê êàê ïîëîæèòåëüíóþ êðè-
âèçíó K = 1 èìååò òîëüêî ýëåìåíòàðíîå óðàâíåíèå ñ v = chx, ýòî óðàâ-
íåíèå îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì åäèíñòâåííîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè,
îòâå÷àþùåãî ñëó÷àþ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Íóëåâóþ êðèâèçíó èìåþò óðàâíåíèÿ ñ v ≡ 1 è ñ v = ex, íî ýòè óðàâíåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé: çàìåíà α = e−x cos y, β = −e−x sin y ïåðåâî-
äèò óðàâíåíèå ψ2

x + ψ2
y = e−2x â óðàâíåíèå ψ2

α + ψ2
β = 1. Ïîýòîìó êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïàäàþò, è ñëó÷àþ íóëåâîé êðèâèçíû
òîæå ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì
v ≡ 1.

Íàêîíåö, îòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó K = −1 èìåþò óðàâíåíèÿ ñ v = x,
ñ v = cosx è ñ v = shx. Îíè òàêæå ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé: â óðàâíå-
íèå ψ2

α + ψ2
β = 1/α2 óðàâíåíèå ψ2

x + ψ2
y = 1/ cos2 x ïðåîáðàçóåòñÿ çàìåíîé

α = ey cosx, β = −ey sinx, à óðàâíåíèå ψ2
x + ψ2

y = 1/ sh2 x � çàìåíîé
α = sh x/(chx + cos y), β = sin y/(chx + cos y). Çíà÷èò, è ñëó÷àþ îòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ
ïðåäñòàâèòåëåì v = x. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1.3 äîêàçàíî.

Â ñëó÷àå íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû óðàâíåíèÿ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì è óðàâ-
íåíèÿ ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì îáðàçóþò äâà ïîäñåìåéñòâà. Íàéäåì äëÿ
êàæäîãî èç ïîäñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòíóþ ãðóïïó ýêâèâàëåíòíî-
ñòè. Ïîñêîëüêó ñðàâíåíèå óòâåðæäåíèé òåîðåì 4.1.1 è 4.1.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî
äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ãðóïïà ñèììåòðèé ïîãëîùàåòñÿ îáùåé ãðóïïîé ýê-
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âèâàëåíòíîñòè, â ñèëó òåîðåìû 4.1.3 ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè êàæäîãî èç
ñåìåéñòâ ìîæåò áûòü òîëüêî ïîäãðóïïîé îáùåé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè
óðàâíåíèÿ (3.1.4). Òàê êàê äåéñòâèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåí-
íîé ψ òðèâèàëüíî: îíî ïðîñòî óìíîæàåò v(x, y) íà ïîñòîÿííûé íåíóëåâîé
ìíîæèòåëü, ìû ìîæåì ñîñðåäîòî÷èòü ñâîå âíèìàíèå òîëüêî íà ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ ñåìåéñòâà óðàâíåíèé ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì (v(x, y) = V (x)) ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûå àëãåáðîé ξ∂x+ η∂y+ω∂v, îñòàâëÿ-
þùèå èíâàðèàíòíûì ýòî ñåìåéñòâî, äîëæíû, ïîìèìî ñîîòíîøåíèé

ξx = ηy =
ω

v
, ξy + ηx = 0, (4.1.33)

óäîâëåòâîðÿòü åùå óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé óðàâíåíèÿ vy = 0, êîòîðîå èìååò âèä ωy − ξyvx = 0. Ðåøàÿ ïîëó÷åí-
íûå óðàâíåíèÿ è èñêëþ÷àÿ ïðè ðåøåíèè ñëó÷àè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî àëãåáðà Ëè ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñåìåéñòâà óðàâíåíèé
ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì èìååò âèä Ξ̄ = (A+Cx)∂x+(B+Cy)∂y+Cv∂v+(Mψ+
L)∂ψ. Ñàìà ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè îêàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñäâèãîâ è ðàñòÿ-
æåíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (ïëþñ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ),
åå äåéñòâèå íà ôóíêöèþ ñëîåíèÿ V (x) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçî-
âàíèþ àðãóìåíòà ïîä çíàêîì ôóíêöèè è ê óìíîæåíèþ ýòîé ôóíêöèè íà
÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, îäíîìó è òîìó æå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåò-
ñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ïðåäñòàâèòåëåé, è äëÿ îäíîçíà÷íîãî âûáîðà îäíîãî
èç íèõ íåîáõîäèìî çàäàòü åùå òðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ (íàïðèìåð,
V (0) = V ′(0) = V ′′(0) = 1).

Òàê, â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ òðåõìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé èç ôóíêöèé
âèäà w(x + h)1+λ ìîæíî âûáðàòü åäèíñòâåííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ v(x, y) =
x1+λ è îïðåäåëèòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè çàäàíèåì îäíîãî ëèøü ïîêàçàòå-
ëÿ λ.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå è òðåòüå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû òîæå äîêàçàíû.
Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óðàâíå-

íèé ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì. Çäåñü ðàñòÿæåíèÿìè è îòðàæåíèÿìè ïîêà-
çàòåëü κ â ýêñïîíåíòå ñâîäèòñÿ ê åäèíèöå, à äëÿ óðàâíåíèé ñ v(x, y) =
V (x)ey ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü, ïîìèìî (4.1.33),
åùå è óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ vy = v, ýòî óñëîâèå èìååò âèä
ξxyv−vxξy−vηy = 0. Ðåøåíèåì ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ ñ V (x) = w cos1−1/λ(λx+h), èìå-
þùåãî òðåõìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé è óæå ðàññìîòðåííîãî âûøå, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óðàâíåíèé ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû ñäâèãîâ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è
ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííîé ψ. Äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû íà
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ôóíêöèþ ñëîåíèÿ V (x) ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó àðãóìåíòà è óìíîæåíèþ ôóíê-
öèè íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü, ïîýòîìó ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ýêâèâàëåíò-
íîñòè ìîæíî âûáèðàòü, çàäàâàÿ íîðìèðîâêó äâóìÿ óñëîâèÿìè (íàïðèìåð,
V (0) = V ′(0) = 1). Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.4 çàâåðøåíî.
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� 4.2 Ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ýéêîíàëà

4.2.1 Îñíîâíûå ñåìåéñòâà äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ýéêîíàëà

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëè âûäåëåíû íåñêîëüêî ñåìåéñòâ óðàâíåíèé,
èìåþùèõ íåòðèâèàëüíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ íàèáî-
ëåå èíòåðåñíûìè, òàê êàê èìåííî äëÿ íèõ óäàåòñÿ, ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷-
íî, ðåøèòü óðàâíåíèå ýéêîíàëà. Ïðåæäå âñåãî, ýòî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé
êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà ëó÷åé. Íèæå (â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.1.4) ìû
ïîêàæåì, ÷òî îíè ñâîäÿòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ ê ýëåìåíòàðíûì óðàâíå-
íèÿì (ñ v ≡ 1, v = x, v = cos x, v = ex, v = shx è v = chx).

Äàëåå, ñîâåðøåííî åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëèëîñü ñåìåéñòâî óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùèõ ïëîñêî-ñëîèñòûå ñðåäû. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå óðàâíåíèÿ ñî ñôåðè÷åñêèì ñëîåíèåì ñðåäû, îä-
íàêî ýòè äâà ñåìåéñòâà îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè: çàìåíà α = ex cos y,
β = ex sin y ïðèâîäèò óðàâíåíèå ψ2

x + ψ2
y = 1/V 2(x) ê óðàâíåíèþ

ψ2
α + ψ2

β =
1

(α2 + β2)V 2(12 ln(α
2 + β2))

ïðè ýòîì óðàâíåíèå ñ v(x, y) = 1 ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ñ v(α, β) = α2+β2,
óðàâíåíèå ñ v(x) = shx ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ñ v(α, β) = 1

2(α
2+β2− 1), à

óðàâíåíèå ñ v(x) = chx � â óðàâíåíèå ñ v(α, β) = 1
2(α

2+β2+1), òàê ÷òî äëÿ
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ñðåäû ñëó÷àè ïîëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé è
íóëåâîé êðèâèçíû îïèñûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî ôóíêöèÿìè âèäà v(x, y) =
w(x2 + y2 ± ν2).

Óðàâíåíèÿ ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì ψ2
x + ψ2

y = e−2κy/V 2(x), òàêæå âû-
äåëåííûå â ïåðâîì ïàðàãðàôå, çàìåíîé α = e−κy cosκx, β = e−κy sinκx
ïðåîáðàçóþòñÿ â óðàâíåíèÿ

ψ2
α + ψ2

β =
1

κ2V 2( 1κ arctg(βα))
,

êîòîðûå òîæå èíòåðåñíû ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó îïèñûâàþò
ñðåäó ñ óãëîâûì ñëîåíèåì.

Â ëåììå 4.1.1 ìû îòìåòèëè, ÷òî óðàâíåíèå, èìåþùåå íåòðèâèàëüíóþ
ãðóïïó ñèììåòðèé, ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì èëè êâàçèïëîñêèì
ñëîåíèåì, îäíàêî íå óêàçàëè íèêàêîãî ñïîñîáà ïðîâåðêè ýòîãî ñâîéñòâà.
Óñëîâèÿ ïðèâîäèìîñòè ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì ìû ñôîðìóëèðî-
âàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå â ëåììå 4.1.4, êîòîðóþ è äîêàæåì íèæå.

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ãðóïïà ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé
ãðóïïû êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è
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ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííîé ψ, à ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ íå ìå-
íÿþò õàðàêòåð ñëîåíèÿ (òîëüêî óìíîæàÿ v(x, y) íà íåêîòîðûé ìíîæèòåëü),
ìû ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ (x, y) → (α, β).

4.2.2 Êðèòåðèé ïðèâîäèìîñòè ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì
(äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1.4)

Êàê óæå óêàçûâàëîñü, çàìåíà (x, y) → (α, β) ïåðåìåííûõ îñòàâëÿåò âèä
óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αx = βy è αy + βx =
0, ò.å. êîãäà α(x, y) è β(x, y) îáðàçóþò ïàðó ñîïðÿæåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé (ãàðìîíè÷åñêàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ v(x, y)

â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåòñÿ, â ñèëó (4.1.5), â ôóíêöèþ
√
α2
x + α2

yv(x, y),

ãäå x, y âûðàæåíû ÷åðåç α è β, è äëÿ òîãî, ÷òîáû "íîâàÿ" ïðàâàÿ ÷àñòü
áûëà ðàâíà 1/V 2(α), ôóíêöèÿ α(x, y) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

α2
x + α2

y =
V 2(α)

v2(x, y)
. (4.2.1)

Òàêèì îáðàçîì, íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè, óäîâëåòâîðÿþùåé (4.2.1).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (4.2.1) ïî x è ïî y è èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé,
ïîëüçóÿñü ãàðìîíè÷íîñòüþ α è ðàâåíñòâîì (4.2.1), íàéäåì âòîðûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå îò α:

αxx = (α2
x − α2

y)
V ′(α)

V (α)
+
αyvy − αxvx
v(x, y)

,

αxy = 2αxαy
V ′(α)

V (α)
− αyvx + αxvy

v(x, y)
,

αyy = (α2
y − α2

x)
V ′(α)

V (α)
+
αxvx − αyvy
v(x, y)

.

(4.2.2)

Ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èìåííî ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû
(4.2.2): î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ó íåå åñòü ðåøåíèå, òî ýòî � ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîé ñèñòåìû
ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà[

α2
x + α2

y −
V 2(α)

v2(x, y)

]
x

=

[
α2
x + α2

y −
V 2(α)

v2(x, y)

] [
ln

V 2(α)

v2(x, y)

]
x

,

[
α2
x + α2

y −
V 2(α)

v2(x, y)

]
y

=

[
α2
x + α2

y −
V 2(α)

v2(x, y)

] [
ln

V 2(α)

v2(x, y)

]
y

,
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òàê ÷òî âûïîëíåíèå äëÿ ôóíêöèè α ñîîòíîøåíèÿ (4.2.1) îáåñïå÷èâàåòñÿ
óäîâëåòâîðåíèåì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â îäíîé íà÷àëüíîé òî÷êå (x0, y0).

Ñïåöèôèêà ñèñòåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ V (α) ó íàñ ïîêà
íå èçâåñòíà, è åå íàäî îïðåäåëÿòü èç óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (4.2.2),
êîòîðûå äàþò íàì ðàâåíñòâî(

V ′(α)

V (α)

)′
=

K(x, y)

(α2
x + α2

y)v
2(x, y)

, (4.2.3)

à îíî, â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî α(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (4.2.1), âëå÷åò (

V ′(α)

V (α)

)′
=
K(x, y)

V 2(α)
. (4.2.4)

Óðàâíåíèå (4.2.4) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î ðåäóêöèè.
Ïðåæäå âñåãî, åñëè K(x, y) ≡ 0, òî íåîáõîäèìî ïîëó÷àåì V (α) = weκα,

ëèáî V (α) ≡ w = const, à äëÿ ýòèõ ôóíêöèé óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (4.2.3)
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Çíà÷èò, ïðèíÿâ â êà÷åñòâå V (α) îäíó èç óêà-
çàííûõ ôóíêöèé è çàäàâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ α, αx, αy â îäíîé òî÷êå
òàê, ÷òîáû â íåé âûïîëíÿëîñü (4.2.1), ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèì ðåøåíèå
ñèñòåìû (4.2.2) � ôóíêöèþ α. Ñîïðÿæåííàÿ ê íåé ôóíêöèÿ β íàõîäèòñÿ
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, òàê ÷òî òðåáóåìàÿ çàìåíà ñóùåñòâóåò.

Åñëè K(x, y) ≡ const ̸= 0, òî ñèòóàöèÿ ÷óòü ñëîæíåå: õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå
òàêæå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü V (α) èç óðàâíåíèÿ (4.2.4), âûïîëíåíèå (4.2.3)
îòñþäà àâòîìàòè÷åñêè íå ñëåäóåò: â ýòîì ñëó÷àå (4.2.3) ñâîäèòñÿ ê (4.2.1).
Ïîëó÷àåòñÿ íåêèé "çàìêíóòûé êðóã": äëÿ ðàçðåøèìîñòè (4.2.2) íåîáõîäè-
ìî âûïîëíåíèå (4.2.1), à ñàìî óðàâíåíèå (4.2.1) ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñëåäñòâèåì
ñèñòåìû (4.2.2), êîãäà îíà ðàçðåøèìà. Ýòîò êðóã ðàçðûâàåòñÿ ââåäåíèåì
îáîçíà÷åíèé p = αx, q = αy è çàìåíîé ïåðåìåííûõ p = V (α) cos θ/v(x, y),
q = V (α) sin θ/v(x, y), êîòîðàÿ ïðèâîäèò ñèñòåìó (4.2.2) ê âèäó

αx =
V (α)

v(x, y)
cos θ, θx =

V ′(α)

v(x, y)
sin θ − vy(x, y)

v(x, y)
,

αy =
V (α)

v(x, y)
sin θ, θy = − V ′(α)

v(x, y)
cos θ +

vx(x, y)

v(x, y)
,

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé, òàê ÷òî åå ðåøå-
íèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ α è θ â íåêî-
òîðîé òî÷êå. Âûïîëíåíèå îáðàòíûõ çàìåí äàåò ðåøåíèå ñèñòåìû (4.2.2).

Ñàìûì íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé K(x, y) ̸= const, ïîñêîëüêó
óðàâíåíèå (4.2.4) ïðèîáðåòàåò ñîâåðøåííî äðóãîé ñìûñë: âìåñòî òîãî, ÷òî-
áû ïðîñòî îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ V (α), îíî òåïåðü îçíà÷àåò ëèøü òî, ÷òî
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ôóíêöèÿ K(x, y), êîòîðàÿ ïîêà ÷òî çàâèñåëà îò (x, y) ïðîèçâîëüíûì îá-
ðàçîì, äîëæíà ñîâïàäàòü ñ V V ′′ − V ′2, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò α. Ýòî
íàëàãàåò äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå: ôóíêöèÿK(x, y) äîëæíà áûòü ôóíê-
öèîíàëüíî çàâèñèìîé ñ α, è ýòî òðåáîâàíèå ñèëüíî îñëîæíÿåò âñþ êàðòèíó,
ïîñêîëüêó ìû çàðàíåå íå ìîæåì íèêàê îïðåäåëèòü õàðàêòåð çàâèñèìîñòè
K(x, y) îò íåèçâåñòíîé ïîêà ôóíêöèè α(x, y).

Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî "ðàñïóòûâàòü" óçåë èç ñèñòåìû (4.2.2) è óñëî-
âèÿ (4.2.4) íåò íåîáõîäèìîñòè: äîñòàòî÷íî, ïðîñòî çàôèêñèðîâàâ ôàêò
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè K è α, âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîé ïîñòàíîâêå: α
äîëæíà áûòü ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé è äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíå-
íèþ (4.2.1). Ïîäñòàâèâ ñþäà α = a(K) (òàêîå ïðåäñòàâëåíèå êîððåêòíî â
ëþáîé îáëàñòè, â êîòîðîé ãðàäèåíò ôóíêöèè K îòëè÷åí îò íóëÿ), ãäå a(K)
� íåèçâåñòíàÿ ïîêà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà, ïîëó÷àåì
èç (4.2.1), ÷òî

v2(x, y)[K2
x +K2

y ] =
V 2(a(K))

a′2(K)
, (4.2.5)

à èç óñëîâèÿ ãàðìîíè÷íîñòè α � ÷òî

v2(x, y)[Kxx +Kyy]

v2(x, y)[K2
x +K2

y ]
= −a

′′(K)

a′(K)
. (4.2.6)

Ïîñêîëüêó è â òîì, è â äðóãîì óðàâíåíèè ñïðàâà ñòîèò ôóíêöèÿ, çàâèñÿ-
ùàÿ òîëüêî îò K, òî è ñëåâà äîëæíà ñòîÿòü ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî
îò K, è ìû ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèìîñòè ê
óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì äâà óñëîâèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè,
êîòîðûå ôèãóðèðóþò â óñëîâèè ëåììû è àíàëèòè÷åñêè çàïèñûâàþòñÿ â
âèäå (4.1.30)-(4.1.31).

Óñëîâèÿ (4.1.30)-(4.1.31) îêàçûâàþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè ëèáî êîãäà
K(x, y) = const (ýòîò ñëó÷àé ìû óæå îáñóäèëè âûøå), ëèáî êîãäàK2

x+K
2
y ̸=

0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èç (4.1.30)-(4.1.31) ñëåäóåò íàëè÷èå ôóíêöèîíàëü-
íûõ çàâèñèìîñòåé v2(K2

x + K2
y) = f 2(K), v2(Kxx + Kyy) = g(K), è òîãäà,

îïðåäåëèâ èç óðàâíåíèÿ

a′′(K)/a′(K) = −g(K)/f 2(K)

ôóíêöèþ

a(K) = A1

∫ K

0

exp(

∫ k

0

g(κ)
f 2(κ)

dκ) dk + A2

(ýòà ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííà, è ïîòîìó îáðàòèìà), ïîëîæèâ çàòåì
α(x, y) = a(K(x, y)) è V (α) = f(a−1(α))a′(a−1(α)), ìû ïîëó÷èì ãàðìîíè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ, â ñèëó âûáðàííûõ íàìè a(K) è V (α),
óðàâíåíèþ (4.2.1). Ëåììà 4.1.4 äîêàçàíà.
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4.2.3 Ïðèâîäèìîñòü ê óðàâíåíèþ ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì

Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, çäåñü êðèòåðèè ïðèâîäèìîñòè
èñïîëüçóþò íå ñòîëüêî ñàìó ôóíêöèþK(x, y), ñêîëüêî âû÷èñëÿåìûå ïî íåé
âåëè÷èíû

σ∗(x, y) =
v2(x, y)

K(x, y)

[(
Kx

K

)2

+

(
Ky

K

)2
]
, (4.2.7)

σ∗∗(x, y) =
v2(x, y)

K(x, y)

[(
Kx

K

)
x

+

(
Ky

K

)
y

]
. (4.2.8)

Îíè, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè (ïîñêîëüêó ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îòíîøåíèå ïåðâîãî è âòîðîãî ïàðàìåòðîâ Áåëüòðàìè äëÿ
ëîãàðèôìà êðèâèçíû ê ñàìîé êðèâèçíå). Ïîñêîëüêó ñëó÷àé íóëåâîé êðè-
âèçíû ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü
çäåñü, ÷òî êðèâèçíà íåíóëåâàÿ è äàæå áîëåå òîãî � íåïîñòîÿííàÿ.

Ëåììà 4.2.1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (3.1.4) ñ íåïîñòîÿííîé
êðèâèçíîé K(x, y) áûëî ïðèâîäèìî ê óðàâíåíèþ ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì
(ñ κ ̸= 0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ôóíêöèé σ∗, σ∗∗, îïðåäå-
ëÿåìûõ ôîðìóëàìè (4.2.7)-(4.2.8), âûïîëíÿëèñü äâà óñëîâèÿ:

1. Ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìû:∣∣∣∣ σ∗x σ∗y
σ∗∗x σ∗∗y

∣∣∣∣ = 0; (4.2.9)

2. Åñëè ïðè ýòîì îáå îíè ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, òî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå σ∗ = 2(σ∗∗)2/(2−σ∗∗); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèè
τ è θ, îïðåäåëÿåìûå ïî σ (ãäå σ = σ∗ åñëè σ∗ ̸= const è σ = σ∗∗ åñëè
σ∗ = const, íî σ∗∗ ̸= const), ôîðìóëàìè

τ =

(
v2[σ2x + σ2y]

)
y
σx −

(
v2[σ2x + σ2y]

)
x
σy

v2[σ2x + σ2y]
2

, (4.2.10)

θ =

(
v2[σ2x + σ2y]

)
y
σy +

(
v2[σ2x + σ2y]

)
x
σx

v2[σ2x + σ2y]
2

(4.2.11)

äîëæíû áûòü ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìûìè ñ σ(x, y), ò.å. äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ ∣∣∣∣ τx τy

σx σy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ θx θy
σx σy

∣∣∣∣ = 0, (4.2.12)

ïðè÷åì τ äîëæíà áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.1.4.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìåíà ïåðåìåííûõ (x, y) → (α, β) ïðèâîäèëà ê óðàâíåíèþ
ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàìåíà áûëà
ãàðìîíè÷åñêîé (αx = βy, αy + βx = 0) è ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

α2
x + α2

y =
e2κβV 2(α)

v2(x, y)
. (4.2.13)

Åñëè îáîçíà÷èòü p = αx = βy, q = αy = −βx, òî ýòî ðàâåíñòâî ïðèîáðåòåò
âèä

p2 + q2 =
e2κβV 2(α)

v2(x, y)
, (4.2.14)

è åãî äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî α, β, p, q

αx = p, px = −2κpq + (p2 − q2)
V ′(α)

V (α)
+
qvy − pvx
v(x, y)

,

αy = q; py = κ(p2 − q2) + 2pq
V ′(α)

V (α)
− qvx + pvy

v(x, y)
;

βx = −q, qx = κ(p2 − q2) + 2pq
V ′(α)

V (α)
− qvx + pvy

v(x, y)
,

βy = p; py = 2κpq − (p2 − q2)
V ′(α)

V (α)
− qvy − pvx

v(x, y)
.

(4.2.15)

îòëè÷àþùóþñÿ îò (4.2.2) (åñëè åå ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ p, q) òîëüêî íà-
ëè÷èåì ÷ëåíîâ ñ κ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû
íå âëèÿþò íà óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ (4.2.3) è,
â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî α(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (4.2.13), âëå÷åò (

V ′(α)

V (α)

)′
=

K(x, y)

e2κβV 2(α)
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü β ÷åðåç x, y è α:

β =
1

2κ
ln

K(x, y)

V ′′(α)V (α)− V ′2(α)
, (4.2.16)

ïîäñòàíîâêà ýòîé β â ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó óðàâíåíèé (4.2.13) äàåò åùå
äâà óñëîâèÿ:

Kx

K
=
[V ′′(α)V (α)− V ′2(α)]′

V ′′(α)V (α)− V ′2(α)
p− 2κq,

Ky

K
=2κp+

[V ′′(α)V (α)− V ′2(α)]′

V ′′(α)V (α)− V ′2(α)
q,
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èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ óæå p, q. Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ p, q â (4.2.14)
äàåò óðàâíåíèå

v2(K2
x +K2

y)

K3
=

4κ2 +R2(α)

(V ′(α)/V (α))′
, (4.2.17)

ãäå ÷åðåç R(α) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ

R(α) =
[V ′′(α)V (α)− V ′2(α)]′

V ′′(α)V (α)− V ′2(α)
, (4.2.18)

ïîäñòàíîâêà æå p è q â ïåðâóþ ïàðó óðàâíåíèé (4.2.15) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

αx =
R(α)Kx + 2κKy

K(4κ2 +R2(α))
, αy =

R(α)Ky − 2κKx

K(4κ2 +R2(α))
, (4.2.19)

óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè êîòîðîé îêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî

(Kx/K)x + (Ky/K)y
(Kx/K)2 + (Ky/K)2

=
R′(α)

4κ2 +R2(α)
. (4.2.20)

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ëåâûå ÷àñòè (4.2.17) è (4.2.20) ñîâïàäàþò ñ
ôóíêöèÿìè σ∗ è σ∗∗/σ∗, à ïðàâûå � ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî îò α.
Ïîñêîëüêó α(x, y) èìååò, â ñèëó (4.2.13), íåíóëåâîé ãðàäèåíò, îáå ïîëó÷åí-
íûå ôóíêöèè äîëæíû áûòü ôóíêöèÿìè îò α, à çíà÷èò, ôóíêöèîíàëüíî
çàâèñèìû ìåæäó ñîáîé, ÷òî è îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòü, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ãàðìîíè÷åñêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùåé (4.2.13), ðàâåíñòâà
(4.2.9).

Òåïåðü âîçìîæíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ. Ïåðâûé èç íèõ � êîãäà σ∗ è σ∗∗

ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå (4.2.17) è (4.2.20) îïðåäåëÿþò ôóíê-
öèþ V (α). Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î íåïîñòîÿíñòâå êðè-
âèçíû è î òîì, ÷òî κ ̸= 0 èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ýòèì êîíñòàíòàì áûòü
íóëåâûìè. Ðåøåíèå ïàðû óðàâíåíèé (4.2.17), (4.2.20) ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ
(4.2.18) ôóíêöèè R(α) äàåò óñëîâèå σ∗ + 2(σ∗∗)2/(σ∗∗ − 2) = 0, êîòîðîå
îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì, è

V (α) = C cos1−σ
∗/(2σ∗∗)(2κ

σ∗∗

σ∗
α+ h), (4.2.21)

ò.å. ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ ñ òðåõìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé.
Äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ (â ñëó÷àå, åñëè σ∗, σ∗∗ ÿâëÿþòñÿ

êîíñòàíòàìè) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Óñëîâèå (4.2.9) ïðè ýòîì âû-
ïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à ïîäñòàíîâêà V (α), îïðåäåëÿåìîé (4.2.21), â ñè-
ñòåìó (4.2.19) ïîçâîëÿåò íàéòè α (ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé â ñèëó
âûïîëíåíèÿ (4.2.20)), îïðåäåëÿåìàÿ (4.2.16) ôóíêöèÿ β, êàê ëåãêî ïðîâå-
ðÿåòñÿ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì βy = αx è βx + αy = 0, è, íàêîíåö, â ñèëó
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(4.2.17) è îïðåäåëåíèÿ β,

α2
x + α2

y =
K2
x +K2

y

K2(4κ2 +R2(α))
=

K

v2(x, y)(V ′(α)/V (α))′
=
e2κβV 2(α)

v2(x, y)
,

ò.å. α(x, y) óäîâëåòâîðÿåò (4.2.13).
Âî âòîðîì âàðèàíòå � êîãäà îäíà èç ôóíêöèé σ∗, σ∗∗ íå ÿâëÿåòñÿ êîí-

ñòàíòîé � â ëþáîé îáëàñòè, ãäå ýòà ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà (íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà è åå ãðàäèåíò îòëè÷åí îò íóëÿ), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α = a(σ),
ãäå a(σ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ è ôóíêöèþ β,
îïðåäåëÿåìóþ (4.2.16)

β =
1

2κ
ln

(
v2(x, y)[α2

x + α2
y]

V 2(α)

)
, (4.2.22)

â óñëîâèÿ ãàðìîíè÷íîñòè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

a′(σ)σx =
1

2κ
(
ln[v2(x, y)(σ2x + σ2y)]

)
y
+

1

κ

(
ln

a′(σ)

V (a(σ))

)
σ

σy,

−a′(σ)σy =
1

2κ
(
ln[v2(x, y)(σ2x + σ2y)]

)
x
+

1

κ

(
ln

a′(σ)

V (a(σ))

)
σ

σx,
(4.2.23)

êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíà

2κa′(σ) =
[v2(σ2x + σ2y)]yσx − [v2(σ2x + σ2y)]xσy

v4(σ2x + σ2y)
3

,

−2

(
ln

a′(σ)

V (a(σ))

)
σ

=
[v2(σ2x + σ2y)]yσy + [v2(σ2x + σ2y)]xσx

v4(σ2x + σ2y)
3

,

(4.2.24)

è êîòîðàÿ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî åñëè ïðàâûå ÷àñòè (ñîâïàäàþùèå ñ
ôóíêöèÿìè (4.2.10)-(4.2.11)) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿùèìè îò σ,
÷òî àíàëèòè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óñëîâèé (4.2.12). Òàêèì îáðàçîì, è
â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ σ∗, σ∗∗ íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé ëåììû óñòàíîâëåíà.

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (4.2.12) è â ïðåäïîëî-
æåíèè ðåãóëÿðíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé σ ìîæíî, âûðàçèâ ôóíêöèè τ è θ
÷åðåç σ, âûðàçèòü a(σ) è V (α) ôîðìóëàìè

a(σ) =
1

2κ

∫ σ

0

τ(s) ds, V (α) = τ ′(a−1(α)) exp

[∫ a−1(α)

0

θ(s) ds

]
,

îáåñïå÷èâ äëÿ ïàðû ôóíêöèé α(x, y) = a(σ(x, y)) è β(x, y), îïðåäåëÿåìîé
(4.2.22), âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ãàðìîíè÷íîñòè. Ëåììà äîêàçàíà.



� 273 �

4.2.4 Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé. Òåîðåìà î ñåìè èí-
âàðèàíòàõ

Ïðèâåäåì òåïåðü óñëîâèå, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå ñ ôóíêöèåé v(x, y) ïðè-
âîäèòñÿ çàìåíîé ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ê óðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé
V (α, β).

Òåîðåìà 4.2.1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1) ñ ôóíêöèåé v(x, y) íåêî-
òîðîé òî÷å÷íîé çàìåíîé α = α(x, y), β = β(x, y) ïðèâîäèëîñü ê óðàâíå-
íèþ ñ ôóíêöèåé V (α, β), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñåìü ôóíêöèé

K(x, y) = v(vxx + vyy)− (v2x + v2y),

S1(x, y) = v2(x, y)(K2
x +K2

y), S2(x, y) = v2(x, y)(Kxx +Kyy),

Di+ = v2(x, y)(SixKx + SiyKy), Di− = v2(x, y)(SiyKx − SixKy)

íàõîäèëèñü ìåæäó ñîáîé â òåõ æå ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòÿõ, ÷òî
è ñåìü ôóíêöèé

κ(α, β) = V (Vαα + Vββ)− (V 2
α + V 2

β ),

σ1(α, β) = V 2(α, β)(κ2
α + κ2

β), σ2(α, β) = V 2(α, β)(καα + κββ),

δi+ = V 2(α, β)(σiακα + σiβκβ), δi− = V 2(α, β)(σiβκα − σiακβ).
Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè (x∗, y∗) ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû â ñëó÷àÿõ, êîãäà

• S1(x, y) ≡ 0 (ò.å. K(x, y) ≡ const) â îêðåñòíîñòè (x∗, y∗);

• S1(x∗, y∗) ̸= 0, íî Di−(x, y) ≡ 0 â îêðåñòíîñòè (x∗, y∗) (ò.å. Si ôóíê-
öèîíàëüíî çàâèñèìû ñ K) è K(x∗, y∗) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà-
÷åíèé κ(α, β);

• ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç Di−(x∗, y∗) îòëè÷íà îò íóëÿ è ñèñòåìà
κ(α, β) = K(x∗, y∗), σi(α, β) = Si(x∗, y∗) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî i
èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå 1. Â äîñòàòî÷íîé ÷àñòè òåîðåìû îáñóæäàþòñÿ òîëüêî ñëó-
÷àè "îáùåãî ïîëîæåíèÿ". Îñòàëüíûå ñëó÷àè (íàïðèìåð, êîãäà ãðàäèåíò
K â òî÷êå îáðàùàåòñÿ â íóëü, íî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè K íå ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé) ÿâëÿþòñÿ ïîãðàíè÷íûìè: íåâûïîëíåíèå óñëîâèé îáùíîñòè ïî-
ëîæåíèÿ õàðàêòåðíî äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå îáëàñòåé, â êîòîðûõ
èìåþò ìåñòî ñëó÷àè îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ýòè ïîãðàíè÷íûå ñëó÷àè òðåáóþò
îñîáîãî àíàëèçà, êîòîðûé âûõîäèò çà ðàìêè öåëåé, ñòîÿùèõ ïåðåä äàííîé
ðàáîòîé, ïîýòîìó ìû èõ íå ðàññìàòðèâàåì.
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Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå, êîãäà èññëåäóåòñÿ ñâîäèìîñòü ê óðàâíåíèþ ñ
êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì, â ñëó÷àå íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû ïðåäïîëîæåíèå
î ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè σi îò κ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü åñëè
σ1/κ3 = const è σ2/κ2 = const, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àÿì ïîñòîÿíñòâà
σ∗, σ∗∗ â ëåììå 4.2.1. Ïðåäïîëîæåíèå æå î ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè
îäíîé èç σi ñ κ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî åñëè ôóíêöèè σ1/κ3 è σ2/κ2

ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ îäèíàêîâîé
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ñåìè èíâàðèàíòîâ è äàþò óñëîâèÿ ëåììû
4.2.1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñÿêîå ïðåîáðà-

çîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå ψ2
x+ψ

2
y = 1/v2(x, y) â óðàâíåíèå ψ2

α+ψ
2
β =

1/V 2(α, β) îñóùåñòâëÿåò îäíîâðåìåííî ïðèâåäåíèå ìåòðèêè ds2 = (dx2 +
dy2)/v2(x, y) ê ìåòðèêå ds2 = (dα2 + dβ2)/V 2(α, β). Ïîñêîëüêó êðèâèçíà
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì,

K(x, y) = κ(α, β). (4.2.25)

Ôóíêöèè Si ÿâëÿþòñÿ ïåðâûì è âòîðûì ïàðàìåòðàìè Áåëüòðàìè îò èíâà-
ðèàíòà K, ïîýòîìó îíè òîæå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, è çíà÷èò

Si(x, y) = σi(α, β). (4.2.26)

Íàêîíåö, êàæäàÿ èç âåëè÷èí Di± òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíò-
íîé ïðîöåäóðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç äâóõ èíâàðèàíòîâ � K è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé Si. Ïîýòîìó îíè òîæå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, è

Di±(x, y) = δi±(α, β). (4.2.27)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.2.25)-(4.2.27) íåìåäëåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû
î íåîáõîäèìîñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó-
÷àè, ïåðå÷èñëåííûå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Ïåðâûé ñëó÷àé � êîãäà
K(x, y) ≡ K = const. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå îäèíàêîâîé ôóíêöèîíàëüíîé
çàâèñèìîñòè òðèâèàëèçóåòñÿ äî óñëîâèÿ κ(α, β) ≡ K, à ñóùåñòâîâàíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñëåäóåò èç ëåììû 4, òàê êàê îáà óðàâ-
íåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì è îäíîé è òîé æå êðèâèç-
íîé, à âñå òàêèå óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé (ñîîòâåòñòâóþùèå
çàìåíû ïðèâåäåíû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1.4).

Âòîðîé ñëó÷àé � êîãäà S1(x∗, y∗) ̸= 0 (îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàäèåíò K
íåòðèâèàëåí è ïîýòîìó K(x, y) ̸≡ const), è îáå ôóíêöèè Si ôóíêöèîíàëüíî
çàâèñèìû ñ K. Â ýòîì ñëó÷àå èç íåâûðîæäåííîñòè ãðàäèåíòà ôóíêöèè K â
òî÷êå (x∗, y∗), ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ìîæíî ðàçðåøèòü
îòíîñèòåëüíî Si: Si(x, y) = F i(K(x, y)). Íî òîãäà èç óñëîâèÿ îäèíàêîâîé
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî σi(α, β) = F i(κ(α, β)).
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Âûáåðåì ïàðó (α∗, β∗) òàê, ÷òîáû κ(α∗, β∗) = K(x∗, y∗). Òîãäà
σ1(α∗, β∗) = S1(x∗, y∗) ̸= 0, è îáà óðàâíåíèÿ (c v(x, y) è ñ V (α, β)) ïðè-
âîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì â ñèëó ëåììû 4.1.4. Ïðè÷åì èç
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ñëîåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
ôóíêöèÿìè F i, è ïîýòîìó îáà óðàâíåíèÿ çàìåíàìè ïåðåìåííûõ ïðèâîäÿòñÿ
ê îäíîìó è òîìó æå óðàâíåíèþ. Îáðàùåíèå îäíîé èç çàìåí, â ñóïåðïîçèöèè
ñ äðóãîé, äàåò èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå (x, y) → (α, β).

Íàêîíåö, â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç Di−(x∗, y∗) ̸= 0, ÿêîáèàí ôóíêöèè K
è ñîîòâåòñòâóþùåé Si (ìû äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü åå ïðîñòî S) â òî÷êå
(x∗, y∗) îòëè÷åí îò íóëÿ, è ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ìîæíî âûðà-
çèòü x è y ÷åðåç K è S, à çíà÷èò, ÿâíî îïèñàòü âûðàæåíèå âñåõ Si è Di±

÷åðåç K è S. Â ñèëó óñëîâèÿ îäèíàêîâîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû σi è δi± òåìè æå ñîîòíîøåíèÿìè âûðàæàþòñÿ
÷åðåç κ è σ (ðàâíóþ ñîîòâåòñòâóþùåé σi), è ïîýòîìó âñå ðàâåíñòâà (4.2.25)-
(4.2.27) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû

κ(α, β) = K(x, y), σ(α, β) = S(x, y). (4.2.28)

Ïóñòü (α∗, β∗) � íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.2.28) ïðè (x, y) =
(x∗, y∗). Òîãäà äëÿ òîãî i, äëÿ êîòîðîãî S = Si, èç (4.2.27) ïîëó÷àåì,
÷òî δi−(α∗, β∗) = Di−(x∗, y∗) ̸= 0, è ïîýòîìó ñèñòåìó (4.2.28) ìîæíî â
îêðåñòíîñòè (x∗, y∗) ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî (α, β), ïîëó÷èâ âûðàæåíèÿ
α = α(x, y), β = β(x, y).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçóåò óðàâíåíèå
ψ2
x+ψ

2
y = 1/v2(x, y) â óðàâíåíèå ψ2

α+ψ
2
β = 1/V 2(α, β). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-

ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû α è β îáðàçîâûâàëè ïàðó ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
è ÷òîáû α2

x + α2
y = V 2(α, β)/v2(x, y).

Âû÷èñëÿÿ èç (4.2.28) äëÿ óêàçàííîé íàìè çàìåíû ïðîèçâîäíûå

αx =
Sxκβ −Kxσβ
κβσα − κασβ

, αy =
Syκβ −Kyσβ
κβσα − κασβ

,

βx =
Kxσα − Sxκα
κβσα − κασβ

, βy =
Kyσα − Syκα
κβσα − κασβ

, (4.2.29)

ìû âèäèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ãàðìîíè÷íîñòè (αx = βy, αy =
−βx) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

Sxκβ −Kxσβ = Kyσα − Syκα, Syκβ −Kyσβ = Sxκα −Kxσα,

êîòîðûå, áóäó÷è ïðèâåäåíû ê âèäó

Sx =
Kx(σακα + σβκβ) +Ky(σακβ − σβκα)

κ2
α + κ2

β

,
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Sy =
Ky(σακα + σβκβ)−Kx(σακβ − σβκα)

κ2
α + κ2

β

,

óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî: äîñòàòî÷íî çàìåíèòü âûðàæåíèÿ ñ σ è κ
íà âûðàæåíèÿ ñ S è K ïî ôîðìóëàì (4.2.26)-(4.2.27).

Ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, çàìåíÿÿ â ñèëó äîêàçàííîé ãàðìîíè÷íîñòè αx íà
βy è αy íà βx, ïîëó÷àåì èç (4.2.29), ÷òî

α2
x + α2

y = αxβy − αyβx =
SxKy −KxSy
κβσα − κασβ

=
V 2(α, β)

v2(x, y)

â ñèëó îïÿòü æå (4.2.27). Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2.5 Ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ñ ïëîñêèì ñëîå-
íèåì

Çäåñü ìû äàäèì ôîðìóëû ôðîíòà âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà (êîãäà ψ−1(0)
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè (x0, y0)) è ëó÷åé. Â ÿâíîì âèäå ýòî óäàåòñÿ
ñäåëàòü ëèøü äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðîñòðàíñòâîì ëó÷åé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.
Ïîñêîëüêó çàïàñ òàêèõ óðàâíåíèé âåñüìà âåëèê, ìû ïðèâåäåì ýòè ôîðìóëû
â ñëó÷àÿõ íàèáîëåå èíòåðåñíûõ � äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì(

∂ψ

∂α

)2

+

(
∂ψ

∂β

)2

=
1

V 2(α)
, (4.2.30)

ïðè÷åì, ââèäó èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ (4.2.30) îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ïî
β, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ â òî÷êå(α0, 0).

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà
ëó÷åé ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ñîîòâåòñòâóþùåé çà-
ìåíîé ïåðåìåííûõ. Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî â ñëåäóþùåì ïóíêòå íà óðàâ-
íåíèÿõ ñî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì ñëîåíèåì.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ëó÷àìè ìû ïîíèìàåì (ñì. ïóíêò 3.1.1), ñåìåéñòâî
êðèâûõ, îðòîãîíàëüíûõ ôðîíòó (ñåìåéñòâó ïîâåðõíîñòåé ψ(x, y) = t äëÿ
íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ψ óðàâíåíèÿ (3.1.4)). Ëó÷è, ïàðàìåòðèçîâàííûå çíà÷å-
íèÿìè âðåìåíè t (ýéêîíàëà) ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè ôóíêöèîíàëà (3.1.6),
âû÷èñëÿåìîãî ïî êðèâûì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè ri, è ìîãóò áûòü íàéäåíû
èç ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.1.1). Â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå r = (x, y), τ = (cos θ, sin θ), è (3.1.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå
ñèñòåìû (3.1.2).

Òåîðåìà 4.2.2 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2.30), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
ψ−1(0) = (α0, 0), ïîëó÷àåòñÿ èñêëþ÷åíèåì ïàðàìåòðà C èç ïàðû êâàäðà-
òóð

±ψ =

∫ α

α0

dα

V (α)
√

1− C2V 2(α)
, ±β = C

∫ α

α0

V (α)dα√
1− C2V 2(α)

. (4.2.31)
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Â ñëó÷àå êîãäà óðàâíåíèå (4.2.30) èìååò ïðîñòðàíñòâî ëó÷åé ïîñòî-
ÿííîé êðèâèçíû, ôðîíòû è ëó÷è îïèñûâàþòñÿ ÿâíûìè ôîðìóëàìè, ïðè-
âåäåííûìè â òàáëèöàõ 4.2.1-4.2.3. Â òàáëèöå 4.2.1 ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå
ôðîíòà, ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî t, â òàáëèöå 4.2.2 � óðàâíåíèå ôðîí-
òà, ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî β, à â òàáëèöå 4.2.3 � óðàâíåíèå ëó÷åé.

Òàáëèöà 4.2.1. Ôîðìóëû äëÿ ôðîíòà âîëíû, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî t

V (α) Óðàâíåíèå ôðîíòà
w = const (α− α0)

2 + β2 = w2t2

wα chwt =
α2 + β2 + α2

0

2αα0

w cos(kα) ch kwt =
ch kβ − sin kα sin kα0

cos kα cos kα0

wekα
1

2
k2w2t2 =

ch k(α− α0)− cos kβ

ek(α+α0)

w sh(kα) ch kwt =
ch kα ch kα0 − cos kβ

sh kα sh kα0

w ch(kα) cos kwt =
sh kα sh kα0 + cos kβ

ch kα ch kα0

Òàáëèöà 4.2.2. Ôîðìóëû äëÿ ôðîíòà âîëíû, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî β

V (α) Óðàâíåíèå ôðîíòà
w = const β2 = w2t2 − (α− α0)

2

wα β2 = α2
0 sh

2wt− (α− α0 chwt)
2

w cos(kα) ch kβ = cos kα cos kα0 ch kwt+ sin kα sin kα0

wekα cos kβ = ch k(α− α0)− 1
2
k2w2t2ek(α+α0)

w sh(kα) cos kβ = ch kα ch kα0 − ch kwt sh kα sh kα0

w ch(kα) cos kβ = ch kα ch kα0 cos kwt− sh kα sh kα0

Òàáëèöà 4.2.3. Ôîðìóëû äëÿ ëó÷åé

V (α) Óðàâíåíèå ëó÷åé
w = const α− α0 = Cβ

wα α2 + (β − C)2 = α2
0 + C2

w cos(kα) sin kα = sin kα0 ch kβ + C sh kβ

wekα ek(α−α0) = cos kβ + C sin kβ
w sh(kα) ch kα = ch kα0 cos kβ + C sin kβ
w ch(kα) sh kα = sh kα0 cos kβ + C sin kβ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.2. Ðåøåíèå (4.2.30) ïðîèçâîäèòñÿ ïî
ñòàíäàðòíîé ñõåìå. Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê èìååò âèä

dα

2p
=
dβ

2q
= − dp

V ′(α)/V 3(α)
=
dq

0
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(p = ψα, q = ψβ) è äîïóñêàåò î÷åâèäíûé ïåðâûé èíòåãðàë q. Ïîäñòàâëÿÿ
q = C, p =

√
1/V 2(α)− C2 â ôîðìóëó ψ =

∫ α
α0
[pdα+ qdβ], ïîëó÷àåì

ψ = ±
∫ α

α0

√
1

V 2(α)
− C2dα+ Cβ.

Ïîñêîëüêó êîíñòàíòà C äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèÿ dψ/dC = 0, ó íàñ
ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíî ñîîòíîøåíèå

±β = C

∫ α

α0

1√
1

V 2(α)
− C2

dα,

ñîâïàäàþùåå ñî âòîðîé ôîðìóëîé (4.2.31). Ïîäñòàíîâêà æå âûðàæåíèÿ äëÿ
β â ôîðìóëó äëÿ ψ äàåò â òî÷íîñòè ïåðâóþ ôîðìóëó (4.2.31).

Ôîðìóëû âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû óäàåòñÿ ïîëó÷èòü, âû÷èñëÿÿ, ïîëüçó-
ÿñü ñïåöèôèêîé ôóíêöèé V (α), êâàäðàòóðû (4.2.31) è èñêëþ÷àÿ èç íèõ
êîíñòàíòó C (÷òî ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèå ñëîæíîñòè âî âñåì ïðîöåññå
ðåøåíèÿ). Âïðî÷åì, òî, ÷òî ïðèâåäåííûå ôóíêöèè äàþò ðåøåíèå, ïðîùå
óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé.

Ôîðìóëû äëÿ ëó÷åé òàêæå ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: òî, ÷òî óêà-
çàííûå ñåìåéñòâà êðèâûõ ïðè ëþáîì C ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó (α0, 0) � î÷å-
âèäíî, à â òîì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíî ôðîíòàì, ïðîùå âñåãî óáå-
äèòüñÿ âû÷èñëåíèåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàäèåíòîâ. Ýòèì çàìå÷à-
íèåì ìû è çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Âíåøíèé âèä ôðîíòîâ è ëó÷åé, îïèñûâàåìûõ ôîðìóëàìè òåîðåìû 4.2.2,
ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.2.1.

Èç ôîðìóë òåîðåìû 4.2.2 ñëåäóåò, ÷òî â ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àÿõ (V (α) ïî-
ñòîÿííàÿ, ëèíåéíàÿ è êîñèíóñ) ôðîíò îñòàåòñÿ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ
âñåãäà. Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîé ñðåäå è õîðîøî èçâåñòåí.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, õîòÿ ñðåäà óæå íåîäíîðîäíàÿ, ôðîíò îñòàåòñÿ îêðóæíî-
ñòüþ, òîëüêî ñ "ïëûâóùèì öåíòðîì". Ñèñòåìà ëó÷åé ïîðîæäàåò êëàññè÷å-
ñêóþ ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî â ïîëóïëîñêîñòè. Òðåòèé ñëó÷àé, ïî ñóùå-
ñòâó, óæå íè÷åãî íîâîãî íå ïðèâíîñèò: îò âòîðîãî îí îòëè÷àåòñÿ òîëüêî òåì,
÷òî V (α) îáðàùàåòñÿ â íóëü íå íà îäíîé, à íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ,
ïîýòîìó ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ïðîèñõîäèò íå â ïîëóïëîñêîñòè, à
â ïîëîñå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïðÿìûìè. Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ åùå îäíîé
ìîäåëüþ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

Áîëåå ýêçîòè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ïîâåäåíèå ôðîíòà è ëó÷åé â ñëó÷àÿõ, êîãäà
V (α) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò. Çäåñü ôðîíò îñòàåòñÿ çàìêíóòîé ïî-
âåðõíîñòüþ òîëüêî â òå÷åíèå êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè (t < e−kα0/kw
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Ðèñ. 4.2.1. Ôðîíòû (æèðíûå ëèíèè) è ëó÷è (òîíêèå ëèíèè) äëÿ óðàâíåíèé ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû ñ ïëîñêèì ñëîåíèåì. Ââåðõó ñëåâà v ≡ w, ïî öåíòðó v = wx, ñïðàâà v =
w cos kx; âíèçó ñëåâà v = wekx, ïî öåíòðó v = w sh kx, ñïðàâà v = w ch kx

äëÿ ñëó÷àÿ ýêñïîíåíòû, t < 1
kw arcch cth kα0 äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà

è t < 1
kw arccos th kα0 äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà), ïî èñòå÷åíèè êîòî-

ðîãî ðàçìûêàåòñÿ, ïðèîáðåòàÿ ôîðìó íåîãðàíè÷åííîé êðèâîé ñ àñèìïòî-
òàìè β = ± π

2k , à çàòåì îí ñíîâà ïðåâðàùàåòñÿ â îãðàíè÷åííóþ êðèâóþ.
Íî òåïåðü ýòà êðèâàÿ óæå íå çàìêíóòà, åå êîíöåâûå òî÷êè ëåæàò íà ïðÿ-
ìûõ β = ±π/k, à ñàìà îíà íàõîäèòñÿ âíóòðè ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòè-
ìè ïðÿìûìè, è ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü ýòîé ïîëîñû â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ
α. Â ñëó÷àå, êîãäà V (α) � ýêñïîíåíòà, ýòà êðèâàÿ, ïîñòåïåííî âûïðÿì-
ëÿÿñü, óõîäèò â "áåñêîíå÷íî óäàëåííûé" êîíåö ïîëîñû, ñîîòâåòñòâóþùèé
α = −∞; â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà îíà áåñêîíå÷íî ïðèáëèæàåòñÿ
ê îòðåçêó α = 0; â ñëó÷àå æå V (α) = w ch kα ïîâåäåíèå áîëåå ñëîæíîå.
Ïðè t = 1

kw [π − arccos th kα0] ïðîèñõîäèò âòîðè÷íûé ðàçðûâ ôðîíòà, îí
ñíîâà ïðèîáðåòàåò àñèìïòîòû β = ± π

2k , îäíàêî íàõîäèòñÿ óæå íå âíóòðè,
à ñíàðóæè ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè àñèìïòîòàìè, ðàñïàäàÿñü íà äâå
âåòâè. Çàòåì ôðîíò ñíîâà ñòàíîâèòñÿ îãðàíè÷åííûì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïàðó êðèâûõ ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè íà ïðÿìûõ β = ±π/k, è ýòè êðèâûå
ïðè t = π

kw ñòÿãèâàþòñÿ ê òî÷êàì α = −α0, β = ±π/k. Â ýòîò ìîìåíò
ôðîíò ïîêèäàåò ïîëîñó |β| ≤ π/k è ïåðåõîäèò â äâå ñëåäóþùèõ ïîëîñû
π/k < |β| < 2π/k, ÷òîáû åùå ÷åðåç ïåðèîä ñòÿíóòüñÿ â ñëåäóþùóþ ïàðó
òî÷åê α = α0, β = ±2π/k, è òàê äàëåå.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ýôôåêò ëîêàëèçàöèè âîçìóùåíèÿ âíóòðè ïî-
ëîñû íèêàê íå ñâÿçàí íè ñ ðàñïðåäåëåíèåì íóëåé ôóíêöèè v(α, β) (êîãäà
ýòè íóëè ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ âîëíî-
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âîé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî), íè ñ ðàñïðåäåëåíèåì åå ýêñòðåìóìîâ
(èçó÷àåìûì â òåîðèè âîëíîâîäîâ, êîãäà âîçìóùåíèå ëîêàëèçóåòñÿ, íàïðè-
ìåð, â ïîëîñå, èãðàþùåé äëÿ ôóíêöèè v(α, β) = V (α) ðîëü "ïîòåíöèàëü-
íîé ÿìû"). Íàïðîòèâ, îïèñàííàÿ ëîêàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ, â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå, "ñàìîïðîèçâîëüíîé", îáëàñòü ëîêàëèçàöèè çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íàëè÷èåì èíòåíñèâíîãî (ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî) ðîñòà ôóíêöèè v, èç-çà ÷åãî ëó÷è äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàçâîðà÷èâàþòñÿ
â ñòîðîíó àíòèãðàäèåíòà ýòîé ôóíêöèè è ïðåâðàùàþòñÿ â ïðàêòè÷åñêè ïà-
ðàëëåëüíûé ïó÷îê, ëåæàùèé êàê ðàç âíóòðè óêàçàííîé ïîëîñû.

4.2.6 Ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì
ñëîåíèåì

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, óðàâíåíèå (4.2.30) çàìåíîé x = eα cos β, y = eα sin β

ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ψ2
x + ψ2

y =
[
(x2 + y2)V 2(ln

√
x2 + y2)

]−1

. Ïîäñòàíîâ-

êà â ôîðìóëû äëÿ V (α) ôóíêöèé w = const, wα, w cos(kα + h), wekα,
w sh(kα + h), w ch(kα + h) ïðèâîäèò ñîîòâåòñòâåííî ê óðàâíåíèÿì è ôîð-
ìóëàì äëÿ ëó÷åé è ôðîíòîâ, ïðèâåäåííûì â òàáëèöàõ 4.2.4-4.2.5. Äëÿ áîëü-
øåãî óäîáñòâà ìû ýòè ôîðìóëû ïðèâîäèì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (x =
r cosϕ, y = r sinϕ). Ïðè ýòîì, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýôôåêò ëîêàëèçàöèè
ôðîíòà òàêæå ïðèñóòñòâóåò, òîëüêî ëîêàëèçàöèÿ îáíàðóæèâàåòñÿ íå â ïî-
ëîñå, à â óãëå (ñì. ðèñ. 4.2.2).

Òàáëèöà 4.2.4. Ôîðìóëû äëÿ ôðîíòà âîëíû äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â
ñôåðè÷åñêè-ñëîèñòûõ ñðåäàõ

v(x, y) Óðàâíåíèå ôðîíòà

wr ln2 r
r0
+ ϕ2 = w2t2

wr ln r chwt =
ln2 r + ln2 r0 + ϕ2

2 ln r ln r0

wr cos(k ln r) ch kwt =
ch kϕ− sin(k ln r) sin(k ln r0)

cos(k ln r) cos(k ln r0)

wrk+1 1

2
k2w2t2 =

r2k + r2k0 − 2rkrk0 cos kϕ

2r2kr2k0

wr1−k(r2k − ν2) ch 2kwν2t =
(r2k + ν2)(r2k0 + ν2)− 4ν2rkrk0 cos kϕ

(r2k − ν2)(r2k0 − ν2)

wr1−k(r2k + ν2) cos 2kwν2t =
(r2k − ν2)(r2k0 − ν2) + 4ν2rkrk0 cos kϕ

(r2k + ν2)(r2k0 + ν2)
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Òàáëèöà 4.2.5. Óðàâíåíèÿ ëó÷åé äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ñôåðè÷åñêè-
ñëîèñòûõ ñðåäàõ

v(x, y) Óðàâíåíèå ëó÷åé
wr r = r0e

Cϕ

wr ln r ln2 r + (ϕ− C)2 = ln2 r0 + C2

wr cos(k ln r) sin(k ln r) = sin(k ln r0) ch kϕ+ C sh kϕ
wrk+1 rk = rk0(cos kϕ+ C sin kϕ)

wr1−k(r2k − ν2) ch k ln r = ch k ln r0 cos kϕ+ C sin kϕ
wr1−k(r2k + ν2) rk0(r

2k − ν2) = rk[(r2k0 − ν2) cos kϕ+ C sin kϕ]

4.2.7 Êîììåíòàðèè

Ê ñîæàëåíèþ, óðàâíåíèÿ ñ êâàçèïëîñêèì ñëîåíèåì àâòîðó íå óäàëîñü ñâå-
ñòè äàæå ê ïàðå êâàäðàòóð. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ýòî âîîáùå íåâîçìîæíî, è
ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ, ñêîðåå âñåãî, òî, ÷òî äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé äâó-
ìåðíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

Åùå îäèí êëàññ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ íå óäàåòñÿ ñäåëàòü òî, ÷òî õî-
òåëîñü áû � ýòî óðàâíåíèÿ ñ v(x, y) = x1+λ, ãäå λ ̸= 0, 1. Ïàðà êâàäðàòóð,
ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûìè áåòà-
ôóíêöèÿìè, è â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå âûðàæàåòñÿ. Çà ñ÷åò òîæäåñòâ
äëÿ áåòà-ôóíêöèé îäíó èç êâàäðàòóð ìîæíî çàìåíèòü íà ñîîòíîøåíèå

±[λψ + Cβ] =

√
α−2λ
0 − C2α2

0 −
√
α−2λ − C2α2,

íî â ïðèñóòñòâèè âòîðîé êâàäðàòóðû èñêëþ÷åíèå îòñþäà êîíñòàíòû C âñå
ðàâíî íå äàåò ñêîëü-íèáóäü ïðèåìëåìîé ôîðìóëû. Åäèíñòâåííûì èñêëþ-
÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà λ+1 = 1/n, (n � öåëîå), è òîãäà êâàäðàòóðû
âûðàæàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, íî è â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå îêà-
çûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî îáîçðèìûì òîëüêî äëÿ n = 3 (λ = −2/3)

27β2

(α2/3 + α
2/3
0 )3

=

2
√
ψ2 + 9α2/3α

2/3
0

α2/3 + α
2/3
0

− 3



√
ψ2 + 9α2/3α

2/3
0

α2/3 + α
2/3
0

+ 3


2

è äëÿ n = −2 (λ = −3/2)

9ψ2

(α + α0)3
= 4− 3

4αα0 − β2

(α+ α0)2
− (4αα0 − β2)3/2

(α+ α0)3
,

â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ëîêàëèçàöèÿ ôðîíòà â ïàðàáîëè÷åñêîé îá-
ëàñòè 4αα0−β2 > 0. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò äîëæåí èìåòü ìåñòî è äëÿ äðó-
ãèõ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé, íî ïîêà ÷òî íèêàêîãî îáùåãî ïðèíöèïà, ïîçâî-
ëÿþùåãî îïðåäåëèòü ôîðìó îáëàñòè ëîêàëèçàöèè, ïîêà íåò. Ïî-âèäèìîìó,
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Ðèñ. 4.2.2. Ôðîíòû (æèðíûå ëèíèè) è ëó÷è (òîíêèå ëèíèè) äëÿ óðàâíåíèé ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì âàðèàíòå. Ââåðõó ñëåâà v = wr, ïî öåíòðó v =
wr ln r, ñïðàâà v = w cos k ln r; âíèçó ñëåâà v = wr1+k, ïî öåíòðó v = wr1−k(r2k − ν2),
ñïðàâà v = wr1−k(r2k + ν2).

åãî ñëåäóåò èñêàòü íà ïóòè èññëåäîâàíèÿ ãðóïï ñèììåòðèé äëÿ óðàâíåíèé
ëó÷åé, îäíàêî èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è � ýòî ïðåäìåò îòäåëüíîé ðàáîòû.

Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè èçâåñòíûõ ðåøåíèé äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà
áîëüøàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ëèáî óðàâíåíèÿìè ñ íóëåâîé êðèâèçíîé (íàïðèìåð,
â ñïðàâî÷íèêå [84] ýòî óðàâíåíèÿ 6.55, 6.56, 6.59), ëèáî óðàâíåíèÿìè ñ ïëîñ-
êèì ñëîåíèåì ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñëîåíèÿ (íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ 6.57 è
6.58 èç [84], ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ v(x, y) = 1/

√
x, ò.å., â íàøèõ îáîçíà-

÷åíèÿõ, λ = −3/2, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå ïðèâåäåíî âûøå). Äëÿ îñòàëüíûõ
óðàâíåíèé, óïîìÿíóòûõ â [84], ðåøåíèå â êîíå÷íîì âèäå ïîëó÷èòü íå óäà-
åòñÿ (íàïðèìåð, óðàâíåíèå (6.60)), ïîñêîëüêó èñêëþ÷åíèå ïîñòîÿííûõ èç
êâàäðàòóð ïðèâîäèò ê òðàíñöåíäåíòíûì óðàâíåíèÿì. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòó-
àöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ è ñ ïðîèíòåãðèðîâàííîé â [111] ñèñòåìîé óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùåé ëó÷è. Õîòÿ òàì äëÿ ëó÷åé óäàëîñü îïèñàòü ÿâíî èõ ôîðìó
(öèêëîèäà), îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèé öèêëîèäû
ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÿâíîå ñîîòíîøåíèå òîëüêî ìåæäó x, y è
ψ, íå óäàåòñÿ, òàê êàê ïîëó÷àþùèåñÿ óðàâíåíèÿ òîæå îêàçûâàþòñÿ òðàíñ-
öåíäåíòíûìè.
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4.2.8 Ôðîíòû âîëí òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà äëÿ òðåõìåðíîãî
óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ñ øåñòèìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 4.1.2 è 3.3.1, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðå-
äóêöèÿ, îïèñàííàÿ â ëåììàõ 3.6.1-3.6.3, ñâîäèò òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ ýé-
êîíàëà ñ øåñòèìåðíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé â òî÷íîñòè ê äâóìåðíûì óðàâíå-
íèÿì ýéêîíàëà ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ áûëè ïðèâåäåíû
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë ôðîíòîâ è ëó÷åé
äëÿ ñðåä, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ýéêîíàëà ñ øåñòèìåðíîé (è ïÿòèìåð-
íîé) ãðóïïîé ñèììåòðèé, äîñòàòî÷íî â ôîðìóëàõ òåîðåìû 4.2.2 ñîâåðøèòü
ïîäñòàíîâêó α è β èç ëåìì 3.6.1-3.6.3.

Äëÿ ïëîñêî-ñëîèñòîé ñðåäû (α = x, β2 = (y − y0)
2 + (z − z0)

2) ýòî äàåò
â ñëó÷àå V = const îáû÷íûé ñôåðè÷åñêèé ôðîíò äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû, â
ñëó÷àå V = wx � äâèæóùóþñÿ ñôåðó, îïèñàííóþ â òåîðåìå 3.6.1, â ñëó÷àå
V = w cos kx � âûïóêëóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, ëåæàùóþ â ïëîñêîì ñëîå
òîëùèíû π/k (â êîòîðîì êîñèíóñ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü), ïîñòåïåííî çàõâà-
òûâàþùóþ âåñü ýòîò ñëîé è ñòðåìÿùóþñÿ ïðè t → ∞ ê ïàðå ïëîñêîñòåé,
îãðàíè÷èâàþùèõ ýòîò ñëîé.

Äëÿ ñëó÷àåâ æå V = wekx, V = w sh kx, V = w ch kx ìû ïîëó÷àåì
ôðîíò, êîòîðûé â óêàçàííûå â ïóíêòå 4.2.5 ìîìåíòû âðåìåíè ðàçìûêàåò-
ñÿ, ïðåâðàùàÿñü â íåçàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ëåæèò íà
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàäèóñà π/k (à ñàìà ïîâåðõíîñòü � âíóòðè ýòîãî öè-
ëèíäðà). Â ñëó÷àå V = w ch kx ïîâåðõíîñòü ôðîíòà ñòÿãèâàåòñÿ â îêðóæ-
íîñòü x = −x0, (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = π2/k2, ïåðåõîäÿ çàòåì â ñëåäóþùèé

öèëèíäðè÷åñêèé ñëîé.
Ñëó÷àé ñôåðè÷åñêè-ñëîèñòîé ñðåäû (α = ln r = 1/2 ln(x2 + y2 + z2),

β = ϕ = arctg

√
y2+z2

x ) îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîãî, ïî ñóùåñòâó, òîëüêî âû-
áîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñôåðè÷åñêîé âìåñòî äåêàðòîâîé), â ðåçóëüòàòå
÷åãî â ïðè V = const, V = wα è V = w cos kα âîçìóùåííàÿ îáëàñòü èìååò
ôîðìó "áëèíà", îõâàòûâàþùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò, è â íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè ïðåâðàùàþùèéñÿ â ñëîé òèïà ñôåðè÷åñêîãî ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè
� âíóòðåííåé è âíåøíåé. Â êà÷åñòâå èíòåðåñíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ôàêòà
îòìåòèì, ÷òî äëÿ V (α) = const (v(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2) ëó÷è îêàçûâà-

þòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ñïèðàëÿìè.
Åñëè æå V (α) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé èëè ãèïåðáîëè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî

âîëíîâîé ôðîíò îêàçûâàåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì â êîíóñå ðàñòâîðà 2π/k. Ýòè
ñëó÷àè îñîáåííî èíòåðåñíû, ïîñêîëüêó ñâÿçàíû ñî ñòåïåííûì õàðàêòåðîì
ðîñòà ôóíêöèè v(x, y, z) â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ñëó÷àé öèëèíäðè÷åñêè-ñëîèñòîé ñðåäû (II.31) (ñì. ôîðìóëèðîâêó ëåì-
ìû 3.5.1) äàåò òîæå "áëèíîïîäîáíûé" ôðîíò, íî îõâàòûâàþùèé òåïåðü óæå
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îñü àïïëèêàò. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ äâóõ ñëó÷àåâ, çäåñü ýôôåêò ëî-
êàëèçàöèè ôðîíòà ïðîïàäàåò. Äåëî â òîì, ÷òî ïåðåìåííàÿ α = arctg y/x
â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ëèøü îò −π äî π, è åñ-
ëè ìû õîòèì ðàññìàòðèâàòü ðåàëüíóþ ñðåäó ñ òàêèì ñëîåíèåì, íàì ïðè-
äåòñÿ íà ôóíêöèþ V (·) íàëàãàòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè
|V (−π)| = |V (π)|, ÷òî èñêëþ÷àåò äëÿ íåå âîçìîæíîñòü áûòü, íàïðèìåð,
ýêñïîíåíòîé. Äëÿ îñòàëüíûõ æå ôóíêöèé V (α) óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè íà-
ëàãàåò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ïîçâîëÿþùåå çàêëþ÷èòü ýòó ôóíêöèþ
ëèáî ìåæäó äâóìÿ êîíñòàíòàìè, ëèáî ìåæäó ôóíêöèÿìè âèäà C sinα. Ïî-
ñêîëüêó äëÿ êîíñòàíò è äëÿ ñèíóñîâ ýôôåêò ëîêàëèçàöèè îòñóòñòâóåò (â
ñèëó ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿâíûõ ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ âûøå), è â ñèëó òîãî,
÷òî íåðàâåíñòâî v1(x, y, z) ≤ v2(x, y, z) âëå÷åò äëÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óðàâíåíèé (3.1.3), îïèñûâàþùèõ ôðîíò âîëíû òî÷å÷íîãî èñòî÷íè-
êà, íåðàâåíñòâî ψ1(x, y, z) ≥ ψ2(x, y, z) (ýòî � ñëåäñòâèå òîãî ôàêòà, ÷òî
ψ(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà (3.1.6), êîòî-
ðûé ìîíîòîííî çàâèñèò îò v(r)), â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîåíèÿ ñðåäû
ýôôåêò ëîêàëèçàöèè íåâîçìîæåí.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íî-ñëîèñòûõ ñðåä, îïèñûâàåìûõ ôîðìó-
ëàìè (II.12)-(II.32) (ñì. ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 3.5.1, íèæíèé èíäåêñ îçíà-
÷àåò âòîðóþ èç ïàðû ôîðìóë) ñ ôóíêöèÿìè V (·) âèäà (III) ôîðìóëû ïîëó-
÷àþòñÿ ïîñòàíîâêîé â ôîðìóëû äëÿ ïëîñêî-, ðàäèàëüíî- è öèëèíäðè÷åñêè-
ñëîèñòîé ñðåäû çàìåí (3.5.1), (3.5.9) è (3.5.2) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì â
ñëó÷àå (II.32) ýôôåêòà ëîêàëèçàöèè, êàê è â ñëó÷àå (II.31), íå íàáëþäàåòñÿ
â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ V (·) è
ñ òåì, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííîé α îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Â ñëó÷àÿõ (II.22)-(II.32) ýôôåêò ëîêàëèçàöèè èìååòñÿ, îäíàêî åãî óäîá-
íåå îïèñûâàòü íå â àíàëèòè÷åñêèõ, à â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, òàê êàê
îáëàñòè ëîêàëèçàöèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àþòñÿ èç ïëîñêîãî è ñôåðè÷åñ-
êè-ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ èíâåðñèÿìè, à ñàìè îáëàñòè ëîêàëèçàöèè îãðàíè-
÷åíû ïîâåðõíîñòÿìè, îáðàçîâàííûìè ñåìåéñòâàìè ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé,
ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïðè èíâåðñèè òàêæå â ñåìåéñòâà ïðÿìûõ èëè îêðóæíî-
ñòåé. Ýòè ôèãóðû èçâåñòíû â ãåîìåòðèè ïîä íàçâàíèåì öèêëèä Äþïåíà [70].
Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèõ ôóíêöèé V (α) âèäà III òàê ïîëó÷åííàÿ
îáëàñòü ëîêàëèçàöèè îêàçûâàåòñÿ, â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷-
íèêà, ëèáî âíåøíîñòüþ îáëàñòè òèïà "ñîìêíóâøåãîñÿ òîðà" (êîãäà ðàäèóñ
îêðóæíîñòè, îáðàçóþùåé îñü òîðà ìåíüøå ðàäèóñà òðóáêè, à ïðè ν = 0 �
ðàâåí åé), íî ñ ïåðåìåííûì ðàäèóñîì òðóáêè, ëèáî âíóòðåííîñòüþ îáëàñòè
òèïà âåðåòåíà, èçîãíóòîãî äóãîé òàê, ÷òî åãî îñòðûå êîíöû íàõîäÿòñÿ â
òî÷êàõ (±ν, 0, 0) (à ïðè ν = 0 � ñìûêàþòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò).
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Ïðèëîæåíèå I

Âûâîä ôîðìóëû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ

âîëí.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì ïðîèñõîæäåíèå ôîðìóëû (1.1.1). Åå âûâîä,
íà íàø âçãëÿä, î÷åíü âàæåí, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ÷åòêî óâèäåòü ñìûñë âñåõ
âåëè÷èí, ôèãóðèðóþùèõ â ôîðìóëå. Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå çäåñü, íå
ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè, ïîñêîëüêó â ôîðìàëüíîì îáîñíîâàíèè ôîðìóëû (1.1.1)
íåò íåîáõîäèìîñòè: îíà äîêàçàíà â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Çäåñü æå äëÿ
íàñ áóäóò âàæíû àññîöèàòèâíûå, ñìûñëîâûå ñâÿçè.

I.1 Äèñêðåòèçàöèÿ: êóñî÷íî-îäíîðîäíàÿ ñðåäà

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí äëÿ óðàâíåíèÿ (1.0.1)
óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè: ðàçáèòü ïðîñòðàí-
ñòâåííóþ îñü íà äîñòàòî÷íî ìàëûå èíòåðâàëû, íà êàæäîì èíòåðâàëå çàìå-
íèòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ íà ïîñòîÿííûå, è, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîð-
ìóëàìè ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç òî÷êó ñêà÷êà êîýôôèöèåíòà, îïèñàòü
ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â "äèñêðåòèçèðîâàííîì" âàðèàíòå, à çàòåì,
óñòðåìèâ âåëè÷èíó èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ ê íóëþ, âûïîëíèòü "ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä" ê ôîðìóëå äëÿ íåïðåðûâíîé ñðåäû.

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì èíòåðâàëû ðàçáèåíèÿ âûáðàòü òàê, ÷òî-
áû âðåìÿ ïðîáåãàíèÿ ñèãíàëà ïî êàæäîìó èç íèõ áûëî îäíî è òî æå (îáî-
çíà÷èì åãî ÷åðåç τ ). Òîãäà, çàôèêñèðîâàâ êàðòèíêó â íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè, ìû ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ ïîëó÷èì, ÷òî ïðàâàÿ âîëíà ñ i-ãî
èíòåðâàëà ÷àñòè÷íî ïðîøëà íà i + 1-é, à ÷àñòè÷íî îòðàçèëàñü â âèäå óæå
ëåâîé âîëíû íà òîì æå i-ì èíòåðâàëå. Ïðè ýòîì ïðè ïåðåõîäå ñ èíòåðâàëà
íà èíòåðâàë âîëíû èñïûòûâàþò ðàñòÿæåíèå âäîëü ïðîñòðàíñòâåííîé îñè,
îïðåäåëÿåìîå ïðîïîðöèåé ìåæäó äëèíàìè èíòåðâàëîâ, ò.å. èíòåãðàëàìè ïî
ýòèì èíòåðâàëàì îò

√
a(x)/b(x).

Èìåííî çäåñü âîçíèêàåò ñîâåðøåííî åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàìåíà íåçà-
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âèñèìîé ïåðåìåííîé (1.0.3), êîòîðàÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèâîäèò óðàâíå-
íèå (1.0.1) ê óðàâíåíèþ (1.0.2), äëÿ êîòîðîãî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ñèãíàëà ðàâíà åäèíèöå, óíèôèöèðóÿ òåì ñàìûì ðàçáèåíèå è ïðåâðàùàÿ
åãî â ðàâíîìåðíîå, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ëèêâèäèðóÿ ýôôåêò ðàñòÿæåíèÿ
âîëíû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé îñè, òàê ÷òî íàøà êóñî÷íî-îäíîðîäíàÿ ñðå-
äà ïðåâðàùàåòñÿ â äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, è äëÿ åå îïèñàíèÿ
íåîáõîäèìû òîëüêî êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç òî÷êó ñêà÷êà
êîýôôèöèåíòà k(s).

Ýòè ôîðìóëû èçâåñòíû êàê ôîðìóëû Áàðàíîâà-Êþíåöà [19], è âûãëÿ-
äÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ óðàâíåíèÿ utt = uss, çàäàííîãî íà îñè áåç
òî÷êè s = 0 ñ óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ â ýòîé òî÷êå u(t,+0) = u(t,−0)
(óñëîâèå íåïðåðâûíîñòè) è k−us(t,−0) = k+us(t,+0) (óñëîâèå ãëàäêîñòè) ñ
ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè k± ðåøåíèå, èìåþùåå ïðè t ≤ 0 èìååò
âèä âîëíû ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, èäóùåé ñëåâà íàïðàâî ïî ëåâîé ïîëóîñè

u(t, s) = u0(t− s) ïðè s < 0, u(t, s) = 0 ïðè s > 0,

ïðè t > T = inf suppu0 (ò.å. "ïîñëå" ïðîõîæäåíèÿ âñåé âîëíû ÷åðåç óçåë)
áóäåò èìåòü âèä

u(t, s)|s<0 = −k
+ − k−

k+ + k−
u0(t+ s), u(t, s)|s>0 =

2k−

k+ + k−
u0(t− s).

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ïðàâîé âîëíû îò óçëà ðàâåí
−θ = −(k+ − k−)/(k+ + k−), à êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç
óçåë � ñîîòâåòñòâåííî 1− θ = 2k−/(k+ + k−). Ïðè k+ = ∞ (çàêðåïëåíèå â
òî÷êå s = 0) ìû ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí −1, à êîýôôèöè-
åíò ïðîõîæäåíèÿ � íóëü. Ïðè k− = k+ (ôèêòèâíûé ðàçðûâ) êîýôôèöèåíò
îòðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ, à êîýôôèèöåíò, à êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ �
åäèíèöå.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äëÿ âîëíû, èäóùåé ñïðàâà íàëåâî êîýôôèöèåíò
îòðàæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì θ, à êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, (1 + θ).

Ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ â âèäå êîìáèíàöèè
u(t, s) = [k+w(t, s) + k−v(t, s)]/(k+ + k−) "÷åòíîãî" è "íå÷åòíîãî" (îòíî-
ñèòåëüíî íóëÿ) ðåøåíèé v(t, s) è w(t, s), êîòîðûå ïðè s < 0 îïðåäåëÿþòñÿ
òåìè æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ÷òî è èñêîìîå ðåøåíèå u(t, s), à ïðè s > 0
� îòðàæåíèÿìè ýòèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò
ñ êîýôôèöèåíòàìè 1 è −k−/k+ ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýòèõ äâóõ âñïîìîãà-
òåëüíûõ ðåøåíèé îòðàæåíèå îò óçëà íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ óñëîâèé
ñîãëàñîâàíèÿ è îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê îòðàæåíèå îò "ñâîáîäíîãî êîíöà" äëÿ
÷åòíîãî ðåøåíèÿ (ïîñêîëüêó äëÿ íåãî âñåãäà us(t,±0) ≡ 0) è êàê îòðàæå-
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íèå îò "çàêðåïëåííîãî êîíöà" äëÿ íå÷åòíîãî (äëÿ êîòîðîãî, ñîîòâåòñòâåííî
u(t,±0) ≡ 0).

Èòàê, îñóùåñòâëÿÿ ðàçáèåíèå îñè s íà èíòåðâàëû äëèíîé h è çàìåíÿÿ íà
êàæäîì èíòåðâàëå [si, si+1] ýòîé îñè êîýôôèöèåíò k(s) íà ïîñòîÿííîå ÷èñ-
ëî ki(= k(ξi) (ãäå ξi ∈ [si, si+1]), ìû ïîëó÷àåì íà êàæäîì òàêîì èíòåðâàëå
îáû÷íîå âîëíîâîå óðàâíåíèå utt = uss, à â óçëàõ sk ñî÷ëåíåíèÿ èíòåðâà-
ëîâ � óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè u(t, si − 0) = u(t, si + 0) è êâàçèãëàäêîñòè
ki−1us(t, si − 0) = kiu(t, si + 0).

Ïðåäñòàâèì òåïåðü ñóæåíèå ui(t, s) ðåøåíèÿ u(t, s) òàêîãî óðàâíåíèÿ íà
îòðåçîê [si, si+1] â âèäå ñóììû vi(t−s)+wi(t+s) âîëí, èäóùèõ ñëåâà íàïðàâî
("ïðàâàÿ" âîëíà) è ñïðàâà íàëåâî ("ëåâàÿ" âîëíà). Ñïóñòÿ ïðîìåæóòîê
âðåìåíè h ïðàâàÿ âîëíà ÷àñòè÷íî îòðàçèòñÿ, ïðåâðàòèâøèñü â ëåâóþ íà
òîì æå ïðîìåæóòêå, à ÷àñòè÷íî � ïðîéäåò â âèäå òàêîé æå ïðàâîé âîëíû
íà ñëåäóþùèé ïðîìåæóòîê. Àíàëîãè÷íî ïîäåëèòñÿ íà ÷àñòè è ëåâàÿ âîëíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäÿ äèñêðåòèçàöèþ âðåìåíè è ïîëîæèâ tj = hj,
îáîçíà÷èâ vij(s) è wij(s) ïðàâóþ è ëåâóþ âîëíó â ìîìåíò âðåìåíè tj íà
ïðîìåæóòêå [si, si+1], ìû ïðèîáðåòàåì âîçìîæíîñòü îïåðèðîâàòü ñ ýòèìè
âîëíàìè êàê ñ ïðîñòûìè "÷àñòèöàìè", êîòîðûå, íå ìåíÿÿ ñâîåé "âíóòðåí-
íåé ñòðóêòóðû", ïðîñòî äåëÿòñÿ íà "ïðîõîäÿùóþ" è "îòðàæåííóþ" ÷àñòè,
÷òî îòðàæàåòñÿ â ðåêóððåíòíûõ ôîðìóëàõ (ñì. ðèñ. I.1)

vi,j+1 = (1− θi)vi−1,j + θiwi,j, wi,j+1 = (1 + θi+1)wi+1,j − θi+1vi,j,

ãäå ÷åðåç θi îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà

θi =
ki+1 − ki
ki+1 + ki

(I.1)

Ðèñ. I.1: Äèñêðåòèçàöèÿ: êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ

Ïîíÿòíî, ÷òî íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå ýòè âîëíû áóäóò äðîáèòüñÿ íà
âñå áîëüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, îäíàêî áëàãîäàðÿ äèñêðåòèçàöèè âûðàæåíèå
ñîñòîÿíèÿ ïðè t = tj ÷åðåç íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå (ïðè t=0) îêàçûâàåòñÿ óæå
÷èñòî êàëüêóëÿòèâíîé çàäà÷åé: íåîáõîäèìî óãàäàòü àëãîðèòì êîìáèíèðî-
âàíèÿ ýòèõ âîëí, ïîçâîëÿþùèé íàïèñàòü îáîçðèìóþ ôîðìóëó.
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Îñíîâíûì ñîîáðàæåíèåì çäåñü îêàçûâàåòñÿ ãðóïïèðîâêà âîëí ïî ÷èñëó
îòðàæåíèé, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå vij è wij â âèäå ñóììû

vij =
∞∑
m=0

v
[m]
ij , wij =

∞∑
m=0

w
[m]
ij

ãäå ÷åðåç m îáîçíà÷åíî ÷èñëî îòðàæåíèé, êîòîðîå èñïûòàëà ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íà÷àëüíîé âîëíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîïàñòü â ìîìåíò
tj íà i-é ïðîìåæóòîê.

Ïðîùå âñåãî ñèòóàöèÿ ñ m = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ íà÷àëüíîé âîëíû ïðîñòî íå îòðàæàëàñü. Ïîñêîëüêó îíà â ìîìåíò
âðåìåíè t = tj = jh îêàçàëàñü íà i-ì ïðîìåæóòêå, â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
îíà íàõîäèëàñü ëèáî íà (i−j)-ì (äëÿ ïðàâîé âîëíû), ëèáî íà (i+j)-ì (äëÿ
ëåâîé âîëíû) ïðîìåæóòêå è èìåëà òî æå íàïðàâëåíèå, ÷òî è â ìîìåíò tj.
Ïðè ýòîì, ïðàâàÿ âîëíà, ïðîéäÿ âñå òî÷êè si−j+1, . . . , si (à ëåâàÿ � ïðîéäÿ
âñå òî÷êè si+j, . . . , si+1), "íàñîáèðàëà" ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæèòåëåé, òàê
÷òî

v
[0]
ij = vi−j,0

i∏
s=i−j+1

(1− θs), w
[0]
ij = wi+j,0

i+j∏
s=i+1

(1 + θs). (I.2)

Äàëåå, â ñëó÷àå m = 1 ìû èìååì âîëíû ñ îäíèì îòðàæåíèåì. Çäåñü,
êàê è â ñëó÷àå ëþáîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà îòðàæåíèé, ïðàâàÿ âîëíà â ìîìåíò
tj ôîðìèðóåòñÿ èç ëåâîé "íà÷àëüíîé", à ëåâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ tj � èç

ïðàâîé "íà÷àëüíîé" âîëíû. Äëÿ ïðàâîé âîëíû v
[1]
ij îòðàæåíèå âîçìîæíî

òîëüêî â òî÷êàõ ëåâåå i-ãî îòðåçêà è íå ëåâåå si−j (èíà÷å âîëíà ïðîñòî
íå óñïååò çà âðåìÿ tj äîéòè äî i-ãî îòðåçêà). Ïðè ýòîì äëÿ òîãî, ÷òîáû
îòðàçèòüñÿ îò òî÷êè ñ íîìåðîì i1 è ïîïàñòü íà i-é îòðåçîê â ìîìåíò j,
âîëíà â ìîìåíò t = 0 äîëæíà îòïðàâèòüñÿ ñ îòðåçêà ñ íîìåðîì i1 + (j −
(i−i1)−1) = j+2i1−i−1 (i−i1 âðåìåííûõ øàãîâ òðàòèòñÿ íà ïðîõîä ñ i1-ãî
îòðåçêà íà i-é ïîñëå îòðàæåíèÿ, 1 øàã � íà îòðàæåíèå íà i1-ì îòðåçêå, à
âñåãî ó íàñ òî÷íî j øàãîâ). Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ñóììó, â êîòîðîé êàæäîå
ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ñâîåé òî÷êå îòðàæåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ñâîåé
íà÷àëüíîé ïîçèöèè

v
[1]
ij =

i∑
i1=i−j+1

wj+2i1−i−1,0

[
i1+1∏

s=j+2i1−i−1

(1 + θs)

]
θi1

[
i∏

s=i1+1

(1− θs)

]
. (I.3)

Àíàëîãè÷íî

w
[1]
ij =

i+j∑
i1=i+1

v2i1−j−i−1,0

[
i1−1∏

s=2i1−j−i−1

(1− θs)

]
(−θi1)

[
i1∏

s=i+1

(1 + θs)

]
. (I.4)
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Òàêîãî æå òèïà, íî òîëüêî áîëåå ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ è
ê ôîðìóëàì äëÿ êîìïîíåíò ñ á�îëüøèì ÷èñëîì îòðàæåíèé. Çäåñü íàì ïðè-
äåòñÿ ðàññìîòðåòü îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ:m-÷åòíîå èm-íå÷åòíîå, ò.ê. îíè ïî
ñóùåñòâó îáðàçóþòñÿ èç ðàçíûõ íà÷àëüíûõ âîëí: ñëàãàåìûå ñ ÷åòíûì íî-
ìåðîì � èç âîëí òîé æå íàïðàâëåííîñòè, à ñëàãàåìûå ñ íå÷åòíûì íîìåðîì
� èç âîëí ïðîòèâîïîëîæíîé íàïðàâëåííîñòè.

Ðàññìîòðèì v[2m]
ij . Îíè ïîëó÷åíû èç òåõ êîìïîíåíò íà÷àëüíîé âîëíû, êî-

òîðûå îñóùåñòâèëè ðîâíî 2m îòðàæåíèé. Ïóñòü ýòè îòðàæåíèÿ ïðîèçîøëè
â òî÷êàõ ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , i2m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i0 íîìåð òîãî èíòåð-
âàëà, ñ êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ âîëíà ïîñëå âñåõ ýòèõ îòðàæåíèé ïðèøëà íà
èíòåðâàë ñ íîìåðîì i, ýòîò íîìåð ìû áóäåì äàëüøå îáîçíà÷àòü êàê i2m+1.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëüíàÿ âîëíà � ýòî vi00, îíà øëà ñëåâà íàïðàâî, îòðà-
çèëàñü îò òî÷êè i1 > i0, ïîøëà íàëåâî, îòðàçèëàñü îò òî÷êè i2 < i1, îïÿòü
ïîøëà íàïðàâî, è ò.ä., ïîêà ïîñëå 2m-ãî îòðàæåíèÿ îò òî÷êè i2m(< i2m−1)
îíà íå ïðèäåò íà i-é îòðåçîê (äëÿ ÷åãî äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî, ÷òîáû
i2m < i + 1). Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó âñå ýòè îòðàæåíèÿ ïðîèçîøëè çà j
âðåìåííûõ øàãîâ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

(i1−1− i′)+1+(i1−1− i2)+1+ . . .+1+(i2m−1−1− i2m)+1+(i− i2m) = j

(ïðîõîä ñ îòðåçêà ñ íîìåðîì i0 íà îòðåçîê ñ íîìåðîì i1 − 1, îòðàæåíèå
îò ïðàâîãî êîíöà ýòîãî îòðåçêà � òî÷êè ñ íîìåðîì i1, îáðàòíûé ïðîõîä äî
îòðåçêà ñ íîìåðîì i2, îòðàæåíèå îò ëåâîãî êîíöà ýòîãî îòðåçêà � òî÷êè
ñ íîìåðîì i2, è ò.ä.), ÷òî ìîæíî â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå çàïèñûâàòü â
âèäå

2m∑
l=0

|il+1 − il| = j,

ãäå, êàê ìû äîãîâîðèëèñü, i2m+1 = i. Îñòàëîñü ó÷åñòü òå ìíîæèòåëè, êîòî-
ðûå íàøà âîëíà íàñîáèðàëà ïðè âñåõ ýòèõ ïðîõîäàõ è îòðàæåíèÿõ è ïðî-
ñóììèðîâàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî âñåì âîçìîæíûì íàáîðàì òî÷åê
îòðàæåíèÿ:

v
[2m]
ij =

∑
(i1, . . . , i2m) : i2l < i2l±1,

2m∑
l=0

|il+1 − il| = j

vi0,0

[
i1−1∏
s=i0+1

(1− θs)

]
(−θi1)× (I.5)

×

[
i1−1∏
s=i2+1

(1 + θs)

]
(θi2) . . .

[
i2m−1−1∏
s=i2m+1

(1 + θs)

]
(θi2m)

[
i∏

s=i2m+1

(1− θs)

]
.
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Ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ íèæíèé ïðåäåë áîëüøå âåðõíåãî, ìû, åñòåñòâåí-
íî, áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè åäèíèöå (òàê êàê ýòî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà
i2l = i2l+1− 1 èëè i2l = i2l−1− 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì
îòðàæåíèÿì îò êîíöîâ îäíîãî è òîãî æå îòðåçêà [si, si+1] áåç ïåðåõîäîâ íà
ñîñåäíèå îòðåçêè).

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ è w
[2m]
ij , ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé ÷òî íå÷åòíûå

òî÷êè îòðàæåíèÿ òåïåðü äîëæíû áûòü íå áîëüøå, à, íàîáîðîò, ìåíüøå ñî-
ñåäíèõ ÷åòíûõ: i2l±1 < i2l è âî âñåõ ïðîèçâåäåíèÿõ êîýôôèöèåíò +θs çàìå-
íÿåòñÿ íà −θs.

w
[2m]
ij =

∑
(i1, . . . , i2m) : i2l > i2l±1,

2m∑
l=0

|il+1 − il| = j

wi0,0

[
i0∏

s=i1+1

(1 + θs)

]
(θi1)× (I.6)

×

[
i2−1∏
s=i1+1

(1− θs)

]
(−θi2) . . .

 i2m−1∏
s=i2m−1+1

(1− θs)

 (−θi2m)

[
i2m−1∏
s=i+1

(1 + θs)

]
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ è íå÷åòíûå ñëàãàåìûå v[2m−1]
ij , w[2m−1]

ij , â êîòîðûõ
ïî ñóùåñòâó ìåíÿåòñÿ ëèøü îäíî: ïðàâàÿ âîëíà ïðè t = tj âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ëåâóþ íà÷àëüíóþ âîëíó, à ëåâàÿ ïðè t = tj � ÷åðåç ïðàâóþ íà÷àëüíóþ:

v
[2m−1]
ij =

∑
(i1, . . . , i2m−1) : i2l > i2l±1,

2m−1∑
l=0

|il+1 − il| = j

wi0,0

[
i′∏

s=i1+1

(1 + θs)

]
(θi1)× (I.7)

×

[
i2−1∏
s=i1+1

(1− θs)

]
(−θi2) . . .

 i2m−2−1∏
s=i2m−1+1

(1 + θs)

(θi2m−1
)

 i∏
s=i2m−1+1

(1− θs)

.

w
[2m−1]
ij =

∑
(i1, . . . , i2m−1) : i2l < i2l±1,

2m−1∑
l=0

|il+1 − il| = j

vi0,0

[
i1−1∏
s=i′+1

(1− θs)

]
(−θi1)× (I.8)
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×

[
i1−1∏
s=i2+1

(1 + θs)

]
(θi2) . . .

 i2m−1−1∏
s=i2m−2+1

(1− θs)

 (−θi2m−1
)

[
i2m−1−1∏
s=i+1

(1 + θs)

]
.

I.2 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

Íàì îñòàëîñü ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ äëÿ
v
[m]
ij è w[m]

ij . Õîòÿ, ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ìîæåò áûòü
ôîðìàëèçîâàí è äîâåäåí äî àêêóðàòíîãî äîêàçàòåëüñòâà, îäíàêî çàòðàòû,
êîòîðûå íåîáõîäèìû íà ýòî, ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåîïðàâäàííî áîëüøèìè. Óæå
îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àïïðîêñèìàöèè êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè ñ ïîìî-
ùüþ äèñêðåòíîé òðåáóåò, ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, ðàôèíèðîâàííîé òåõíèêè ñî-
âðåìåííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïðèâîäèìûé íèæå ïðåäåëüíûé ïå-
ðåõîä íåâîçìîæåí áåç äîâîëüíî òîíêèõ îöåíîê è äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåïðèíöèïèàëüíûõ. Âñå ýòî, âêóïå
ñ ãðîìîçäêîñòüþ ñàìèõ ôîðìóë, äåëàåò äîêàçàòåëüñòâî íåýôôåêòèâíûì �
ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà êîíå÷íûõ ôîðìóë â óðàâíåíèå ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü ðåçóëüòàòà ãîðàçäî áîëåå êîðîòêèì ñïîñîáîì. Ïîýòîìó ìû, îñòàâèâ
â ñòîðîíå äîêàçàòåëüíîñòü, áóäåì ðàññóæäàòü çäåñü òîëüêî íà óðîâíå èäåé,
ïðèíöèïîâ, "ãðóáûõ" ïðèêèäîê. Ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ âåðíîãî ðåçóëüòàòà.

Èòàê, îñóùåñòâèì òåïåðü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè h → 0 â ôîðìóëàõ
(I.2)-(I.8). Ïðåæäå âñåãî îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëàì (I.2). Åñëè ìû çàôèêñèðó-
åì òî÷êó s è âðåìÿ t, äëÿ êîòîðîãî ìû õîòèì âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
êîìïîíåíòû v0(t, s) è w0(t, s), òî, êîíå÷íî, íîìåðà ýòîé òî÷êè è ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè áóäóò ìåíÿòüñÿ. Íî ïðè ýòîì, íåçàâèñèìî îò
èçìåíåíèÿ íîìåðîâ, òî÷êà ñ íîìåðîì i(h) âñåãäà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷-
êå s, òî÷êà ñ íîìåðîì i(h)− j(h) � òî÷êå s− t à òî÷êà ñ íîìåðîì i(h)+ j(h)
� òî÷êå s+ t, òàê ÷òî â ïðåäåëüíûõ ôîðìóëàõ ìû ïðîñòî ìîæåì çàìåíèòü
vi−j,0 è wi+j,0 íà v(0, s− t) è w(0, s+ t) ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå, â ôîðìóëàõ (I.2) ïðèñóòñòâóþò ïðîèçâåäåíèÿ

i∏
s=i−j+1

(1− θs) è
i+j∏
s=i+1

(1 + θs).

Ïî îïðåäåëåíèþ θs

θs =
ki+1 − ki
ki+1 + ki

,

è, ïîñêîëüêó ìû â êà÷åñòâå ki áðàëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè k(s) â îäíîé èç
âíóòðåííèõ òî÷åê îòðåçêà [si, si+1], ïðè h→ 0 âåëè÷èíû θs ìîæíî ñ÷èòàòü,
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ñ òî÷íîñòüþ äî á.ì. ïîðÿäêà h2, ðàâíûìè

θs =
k′(si)

2k(si)
h+ o(h2). (I.1)

Ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé
∏
(1− θs) ðàâíî ýêñïîíåíòå îò ñóììû

∑
ln(1−

θs), êîòîðàÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîâïàäàåò
ñ ñóììîé ∑

(−θs) = −
∑ k′(si)

2k(si)
h,

à îíà ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ

−
∫

k′(s)

2k(s)
ds = −1

2
ln k(s).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñóììèðîâàíèþ îò (i − j + 1) äî i ñîîòâåòñòâóåò
èíòåãðèðîâàíèå îò s− t äî s, òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

i∏
s=i−j+1

(1− θs) → e−
1
2 ln k(s)|

s
s−t =

√
k(s− t)

k(s)
, (I.2)

è àíàëîãè÷íî
i+j∏
s=i+1

(1 + θs) → e
1
2 ln k(s)|

s+t
s =

√
k(s+ t)

k(s)
. (I.3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ôîðìóëàõ (I.2) äàåò

v[0](t, s) =

√
k(s− t)

k(s)
v(0, s− t), w[0](t, s) =

√
k(s+ t)

k(s)
w(0, s+ t),

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì è âòîðûì ñëàãàåìûìè ôîðìóëû (1.1.1).
Ôîðìóëû (I.2)-(I.3) äëÿ ïðîèçâåäåíèé ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü áåç òðóäà

ïðåäåëû è â ôîðìóëàõ (I.3)-(I.4). Äîñòàòî÷íî îáîçíà÷èòü ÷åðåç ξ òî÷êó
îòðàæåíèÿ (êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íîìåð i1, êîíå÷íî, ìåíÿþùèéñÿ ñ èçìå-
íåíèåì h), ÷åðåç y � îòïðàâíóþ òî÷êó âîëíû (êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íîìåð
(j +2i1 − i− 1) äëÿ ïåðâîé ôîðìóëû è íîìåð (2i1 − j − i− 1) äëÿ âòîðîé),
çàìåíèòü θi1 ïî ôîðìóëå (I.1) è ïðîèçâåäåíèÿ ïî ôîðìóëàì (I.2), (I.3) (ñ
ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ), è ìû ïîëó÷èì∑

ξ

w(0, ξ)

√
k(y)

k(ξ)

k′(ξ)

2k(ξ)
h

√
k(ξ)

k(s)
=
∑
ξ

w(0, y)

√
k(y)

k(s)

k′(ξ)

2k(ξ)
h,

÷òî ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ èíòåãðàëà

v[1](t, s) =

∫
w(0, y)

√
k(y)

k(s)

k′(ξ)

2k(ξ)
dξ
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(çäåñü íàäî ïîìíèòü, ÷òî y � íå íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à ôóíêöèÿ îò ξ:
y = 2ξ+ t− s), è ïîñëå åñòåñòâåííîãî ïåðåõîäà îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé
ξ ê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé y (äëÿ êîòîðîé è ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ
ðàññòàâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì � ýòî s− t è s+ t) ìû ïîëó÷àåì

v[1](t, s) =
1

2

∫ s+t

s−t
w(0, y)

√
k(y)

k(s)
ϕ(
s+ y − t

2
)dy. (I.4)

×åðåç ϕ(s) ìû îáîçíà÷èëè, êàê è â òåîðåìå 1.1.1, îòíîøåíèå (1.0.5), à êîýô-
ôèöèåíò ïåðåä èíòåãðàëîì � ýòî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó
dy è dξ.

Òå æå ñîîáðàæåíèÿ äàþò "ïðåäåë" äëÿ ôîðìóëû (I.4)

w[1](t, s) = −1

2

∫ s+t

s−t
w(0, y)

√
k(y)

k(s)
ϕ(
s+ y + t

2
)dy. (I.5)

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ôîðìóëàõ (I.5)-(I.8) ïî ñóùåñòâó íèêàêèõ äîïîë-
íèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé óæå íå òðåáóåò. Çàìåíà â (I.5) θs ïî ôîðìóëå (I.1)
è ïðîèçâåäåíèé ïî ôîðìóëàì (I.2), (I.3) äàåò ñóììó

(−1)m
∑

(ξ1, . . . , ξ2m) :
ξ2l < ξ2l±1,

ξ0 = y, ξ2m+1 = s,
2m∑
l=0

|ξl+1 − ξl| = t

vy,0

√
k(y)

k(ξ1)
ϕ(ξ1)

√
k(ξ1)

k(ξ2)
ϕ(ξ2) . . . ϕ(ξ2m)

√
k(ξ2m)

k(s)
h2m,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ èíòåãðàëà

(−1)m
∫

(ξ1, . . . , ξ2m) :
ξ2l < ξ2l±1,
ξ0 = y, ξ2m+1 = s,
2m∑
l=0

|ξl+1 − ξl| = t

v(0, y)

√
k(y)

k(s)
ϕ(ξ1)ϕ(ξ2) . . . ϕ(ξ2m)dξ1 . . . dξ2m.

Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë íàì ïðèäåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü. Ïðè÷èí çäåñü íå-
ñêîëüêî. Âî-ïåðâûõ, æåëàòåëüíî âûíåñòè â "íàðóæíûé" èíòåãðàë èíòå-
ãðèðóåìóþ ôóíêöèþ, äëÿ ÷åãî y íóæíî ñäåëàòü ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Âî-âòîðûõ, ïðèñóòñòâèå ìîäóëåé äåëàåò íåñêîëüêî çàòðóäíèòåëüíîé
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ðàññòàíîâêó ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ ξi. Ïîýòîìó ìû ïå-
ðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì s1, s2, . . . , s2m−1 è y, ïîëîæèâ

s1 = ξ1 − y, s2 = ξ1 − ξ2, s3 = ξ3 − ξ2, . . .
s2m−2 = ξ2m−1 − ξ2m−2, s2m−1 = ξ2m−1 − ξ2m,

è âûðàçèâ â òåðìèíàõ y è si ñòàðûå ïåðåìåííûå ξi è ñîîòâåòñòâóþùóþ
îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ:

ξ1 = y + s1, ξ2 = y + s1 − s2, ξ3 = y + s1 − s2 + s3, . . .
ξ2m−2 = y + s1 − s2 + s3 − . . .+ s2m−2,
ξ2m−1 = y + s1 − s2 + s3 − . . .+ s2m−2 − s2m−1.

(I.6)

Íåðàâåíñòâà ξ2l < ξ2l±1 äëÿ 0 ≤ l ≤ m − 1 îçíà÷àþò, ÷òî ïðîñòî si > 0,
ðàâåíñòâî

2m∑
l=0

|ξl+1 − ξl| = t

â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðåâðàùàåòñÿ â

2m−1∑
l=0

sl + ξ2m−1 − 2ξ2m + s = t,

÷òî äàåò ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ξ2m:

ξ2m =
y + s− t

2
+

m∑
l=1

s2l−1

(ïîñëå ïîäñòàíîâêè ξ2m−1 èç (I.6)), è íåðàâåíñòâà ξ2m < ξ2m−1 è ξ2m < s
äàþò íàì ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâà

m−1∑
l=1

s2l <
y − s+ t

2
è

m∑
l=1

s2l−1 <
s− y + t

2
,

êîòîðûå, ñîáñòâåííî, è çàäàþò âåðõíèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî |dξ1dξ2 . . . dξ2m| = 1

2|ds1ds2 . . . ds2m−1dy|, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ïðåäñòàâëåíèå íàøåé ôóíêöèè â âèäå êðàòíîãî èíòåãðàëà:

v[2m](t, s) =
(−1)m

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
v(0, y)


s−y+t

2∫
0

y−s+t
2∫

0

s−y+t
2 −s1∫
0

y−s+t
2 −s2∫
0

. . .

. . .

s−y+t
2 −s1−...−s2m−3∫

0

ϕ(y + s1)ϕ(y + s1 − s2) . . . ϕ(y + s1 − s2 + . . .+ s2m−1)×
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×ϕ(y + s− t

2
+ s1 + s3 + . . .+ s2m−1)ds2m−1 . . . ds1

]
dy.

Ýòîò èíòåãðàë, õîòÿ è óäîâëåòâîðÿåò íàøèì òðåáîâàíèÿì (âûäåëåíî "íàðó-
æó" èíòåãðèðîâàíèå ïî y è ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí êðàòíûì èíòåãðàëîì),
òåì íå ìåíåå âñå-òàêè íå î÷åíü õîðîø, òàê êàê ñîäåðæèò ñëèøêîì ãðîìîçä-
êèå âûðàæåíèÿ. Ïîñòàðàåìñÿ óïðîñòèòü åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåæäå
âñåãî, åñòåñòâåííî àðãóìåíò ïîñëåäíåé ôóíêöèè îáîçíà÷èòü ÷åðåç íîâóþ
ïåðåìåííóþ σ2m−1:

σ2m−1 =
y + s− t

2
+ s1 + s3 + . . .+ s2m−1.

Òîãäà àðãóìåíò ïðåäïîñëåäíåé ôóíêöèè îêàæåòñÿ ðàâíûì

y + s1 − s2 + . . .+ s2m−1 = σ2m−1 − [
s− y − t

2
+ s2 + . . .+ s2m−2]

è âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ åñòåñòâåííî îáîçíà÷èòü ÷åðåç σ2m−2:

σ2m−2 =
s− y − t

2
− s2 − . . .− s2m−2.

Ïðîäîëæàÿ äàëåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïîëîæèòü

σ2l−1 =
y + s− t

2
+ s1 + s3 + . . .+ s2l−1,

σ2l =
s− y − t

2
+ s2 + . . .+ s2l,

òî àðãóìåíòû ó âñåõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ ïðîñòî ðàçíîñòÿìè ñîñåäíèõ σi, à
ñàìè σi ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ îò σi−2 äî íóëÿ äëÿ ÷åòíûõ íîìåðîâ è äî s
äëÿ íå÷åòíûõ. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

v[2m](t, s) =
(−1)m

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
v(0, y)

 s∫
s+y−t

2

0∫
s−y−t

2

s∫
σ1

0∫
σ2

. . .

. . .

0∫
σ2m−4

s∫
σ2m−3

ϕ(σ1 −
s− y − t

2
)ϕ(σ1 − σ2) . . . ϕ(σ2m−1 − σ2m−2)× (I.7)

× ϕ(σ2m−1)dσ2m−1 . . . dσ1

]
dy.

Ôîðìóëà (I.7) îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ ïðåäûäóùèõ òåì, ÷òî â íåé, âî-ïåðâûõ,
óæå ÷åòêî ïðîñìàòðèâàþòñÿ òðè îñíîâíûõ àðãóìåíòà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà (âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ) � ýòî s+y−t

2 , s−y−t
2 è s, è,
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âî-âòîðûõ, ëåãêî óâèäåòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè ÿäðàìè
äëÿ ñîñåäíèõ íîìåðîâ m. Èìåííî, åñëè ìû îáîçíà÷èì

J2m(α, β, γ) = (−1)m
∫ γ

α

∫ 0

β

∫ γ

σ1

∫ 0

σ2

. . .

∫ 0

σ2m−4

∫ γ

σ2m−3

ϕ(σ1 − β)ϕ(σ1 − σ2)×

× . . . ϕ(σ2m−1 − σ2m−2)ϕ(σ2m−1)dσ2m−1 . . . dσ1,

J2m−1(a, b, s) = (−1)m−1

∫ 0

b

∫ s

a

∫ 0

σ1

∫ s

σ2

. . .

∫ s

σ2m−4

ϕ(a− σ1)ϕ(σ2 − σ1)×

× . . . ϕ(σ2m−2 − σ2m−3)ϕ(σ2m−2)dσ2m−2 . . . dσ1,

òî

v[2m](t, s) =
1

2

∫ s+t

s−t

√
k(y)

k(s)
v(0, y)J2m(

s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy.

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

J2m(α, β, γ) = −
∫ γ

α

ϕ(σ − β)J2m−1(σ, τ, γ) dσ, (I.8)

J2m+1(α, β, γ) = J1(α, β, γ) +

∫ 0

β

ϕ(α− τ)J2m(α, τ, γ) dτ, (I.9)

à J1 óæå áûëî âû÷èñëåííî ðàíåå: J1(α, β, γ) = ϕ(α).
È âîò òåïåðü ìû óæå áëèçêè ê öåëè íàøåãî ïóòåøåñòâèÿ. Îñòàåòñÿ çà-

ìåòèòü, ÷òî íàì íóæíû íå v[2m] ïî îòäåëüíîñòè, à èõ ñóììà, è ïîýòîìó
íàì íåò íóæäû âû÷èñëÿòü ïî îòäåëüíîñòè êàæäîå J2m−1. Îáîçíà÷èì, êàê
è ñëåäóåò â òàêîé ñèòóàöèè

J(α, β, γ) =
+∞∑
m=1

J2m(α, β, γ), J̃(α, β, γ) =
+∞∑
m=1

J2m−1(α, β, γ).

Òîãäà

+∞∑
m=1

v[2m](t, s) =
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
v(0, y)J(

s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy

� ýòî è åñòü òðåòüå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (1.1.1). À èç ôîðìóë (I.8)-(I.9)
íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî J è J̃ óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
(1.1.3).
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Ïî ñóùåñòâó ìû óæå ïîëíîñòüþ èçëîæèëè ëîãèêó ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû.
Äëÿ îñòàëüíûõ òðåõ ñëàãàåìûõ îñòàåòñÿ òîëüêî ñõåìàòè÷íî ïîâòîðèòü òå
æå ðàññóæäåíèÿ: äëÿ w[2m] ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äàåò èíòåãðàë

(−1)m
∫

(ξ1, . . . , ξ2m) :
ξ2l > ξ2l±1,
ξ0 = y, ξ2m+1 = s,
2m∑
l=0

|ξl+1 − ξl| = t

w(0, y)

√
k(y)

k(s)
ϕ(ξ1)ϕ(ξ2) . . . ϕ(ξ2m)dξ1 . . . dξ2m,

êîòîðûé ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ

s1 = y − ξ1, s2 = ξ2 − ξ1, s3 = ξ2 − ξ3, . . .
s2m−2 = ξ2m−2 − ξ2m−1, s2m−1 = ξ2m − ξ2m−1,

ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàë

w[2m](t, s) =
(−1)m

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
w(0, y)


y−s+t

2∫
0

s−y+t
2∫

0

y−s+t
2 −s1∫
0

s−y+t
2 −s2∫
0

. . .

. . .

y−s+t
2 −s1−...−s2m−3∫

0

ϕ(y − s1)ϕ(y − s1 + s2) . . . ϕ(y − s1 + s2 − . . .− s2m−1)×

× ϕ(
y + s+ t

2
− s1 − s3 − . . .− s2m−1)ds2m−1 . . . ds1

]
dy.

Ïðè ýòîì ξi âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå ïåðåìåííûå si ïî ôîðìóëàì

ξ1 = y − s1, ξ2 = y − s1 + s2, ξ3 = y − s1 + s2 − s3, . . .

ξ2m−2 = y − s1 + s2 − s3 + . . .− s2m−2,
ξ2m−1 = y − s1 + s2 − s3 + . . .− s2m−2 + s2m−1,

ξ2m =
y + s+ t

2
−

m∑
l=1

s2l−1,

è íåðàâåíñòâà ξ2l > ξ2l±1 äàþò ñîîòâåòñòâåííî si > 0 è

m−1∑
l=1

s2l <
s− y + t

2
,

m∑
l=1

s2l−1 <
y − s+ t

2
.
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Âûïîëíåíèå â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå çàìåí

σ2l−1 =
y + s+ t

2
− s1 − s3 − . . .− s2l−1, σ2l =

s− y + t

2
− s2 − . . .− s2l,

äàåò íàì îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó

w[2m](t, s) = (−1)2m−1 (−1)m

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
w(0, y)

 s∫
s+y+t

2

0∫
s−y+t

2

s∫
σ1

0∫
σ2

. . .

. . .

0∫
σ2m−4

s∫
σ2m−3

ϕ(σ1 −
s− y + t

2
)ϕ(σ1 − σ2) . . . ϕ(σ2m−1 − σ2m−2)×

× ϕ(σ2m−1)dσ2m−1 . . . dσ1

]
dy,

èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî

w[2m](t, s) = −1

2

∫ s+t

s−t

√
k(y)

k(s)
w(0, y)J2m(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy,

à
+∞∑
m=1

w[2m](t, s) = −1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
w(0, y)J(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy

� ýòî ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå ôîðìóëû (1.1.1).
Ôîðìóëà (I.7) äàåò â ïðåäåëå èíòåãðàë

(−1)m−1

∫
(ξ1, . . . , ξ2m−1) :
ξ2l > ξ2l±1,
ξ0 = y, ξ2m = s,
2m−1∑
l=0

|ξl+1 − ξl| = t

w(0, y)

√
k(y)

k(s)
ϕ(ξ1)ϕ(ξ2) . . . ϕ(ξ2m−1)dξ1 . . . dξ2m−1.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ

s1 = y − ξ1, s2 = ξ2 − ξ1, s3 = ξ2 − ξ3, . . .
s2m−3 = ξ2m−2 − ξ2m−3, s2m−2 = ξ2m−2 − ξ2m−1,
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â êîòîðîé ñòàðûå ïåðåìåííûå ξi âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå ïåðåìåííûå si
ïî ôîðìóëàì

ξ1 = y − s1, ξ2 = y − s1 + s2, ξ3 = y − s1 + s2 − s3, . . .

ξ2m−2 = y − s1 + s2 − s3 + . . .+ s2m−2,

ξ2m−1 =
y + s− t

2
+

m−1∑
l=1

s2l,

à íåðàâåíñòâà ξ2l > ξ2l±1 äàþò óñëîâèÿ si > 0 è

m−1∑
l=1

s2l <
s− y + t

2
,

m∑
l=1

s2l−1 <
y − s+ t

2
,

ïðåâðàùàåò ïîëó÷åííûé èíòåãðàë â êðàòíûé

v[2m−1](t, s) =
(−1)m−1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
w(0, y)


y−s+t

2∫
0

s−y+t
2∫

0

y−s+t
2 −s1∫
0

s−y+t
2 −s2∫
0

. . .

. . .

s−y+t
2 −s2−...−s2m−4∫

0

ϕ(y − s1)ϕ(y − s1 + s2) . . . ϕ(y − s1 + s2 − . . .+ s2m−2)×

× ϕ(
s+ y − t

2
+ s2 + s4 + . . .+ s2m−2)ds2m−2 . . . ds1

]
dy.

Âûïîëíåíèå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåí

σ2l =
s+ y − t

2
+ s2 + . . .+ s2l, σ2l−1 =

s− y − t

2
+ s1 + s3 + . . .+ s2l−1,

äàåò íàì ôîðìóëó

v[2m−1](t, s) =
(−1)m−1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
w(0, y)

 0∫
s−y−t

2

s∫
s+y−t

2

0∫
σ1

s∫
σ2

. . .

. . .

0∫
σ2m−3

s∫
σ2m−4

ϕ(
s+ y − t

2
− σ1)ϕ(σ2 − σ1) . . . ϕ(σ2m−2 − σ2m−1)×

× ϕ(σ2m−2)dσ2m−2 . . . dσ1

]
dy,
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êîòîðàÿ, â ñèëó ââåäåííûõ íàìè îáîçíà÷åíèé, äàåò

v[2m−1](t, s) =
1

2

∫ s+t

s−t

√
k(y)

k(s)
w(0, y)J2m−1(

s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy,

è

+∞∑
m=1

v[2m−1](t, s) =
1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
w(0, y)J̃(

s+ y − t

2
,
s− y − t

2
, s) dy,

îêàçûâàåòñÿ ïÿòûì ñëàãàåìûì ôîðìóëû (1.1.1).
È, íàêîíåö, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â (I.8) äàåò èíòåãðàë

(−1)m
∫

(ξ1, . . . , ξ2m−1) :
ξ2l < ξ2l±1,
ξ0 = y, ξ2m = s,
2m−1∑
l=0

|ξl+1 − ξl| = t

v(0, y)

√
k(y)

k(s)
ϕ(ξ1)ϕ(ξ2) . . . ϕ(ξ2m−1)dξ1 . . . dξ2m−1,

â êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

s1 = ξ1 − y, s2 = ξ1 − ξ2, s3 = ξ3 − ξ2, . . .

s2m−3 = ξ2m−3 − ξ2m−2, s2m−2 = ξ2m−1 − ξ2m−2,

ξ1 = y + s1, ξ2 = y + s1 − s2, ξ3 = y + s1 − s2 + s3, . . .
ξ2m−2 = y + s1 − s2 + s3 − . . .− s2m−2,

ξ2m−1 =
s+ y + t

2
−

m−1∑
l=1

s2l,

à íåðàâåíñòâà ξ2l < ξ2l±1 ïåðåõîäÿò â óñëîâèÿ si > 0 è

m−1∑
l=1

s2l <
y − s+ t

2
,

m∑
l=1

s2l−1 <
s− y + t

2
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ êðàòíûé èíòåãðàë

w[2m−1](t, s) =
(−1)m

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
v(0, y)


s−y+t

2∫
0

y−s+t
2∫

0

s−y+t
2 −s1∫
0

y−s+t
2 −s2∫
0

. . .

. . .

y−s+t
2 −s2−...−s2m−4∫

0

ϕ(y + s1)ϕ(y + s1 − s2) . . . ϕ(y + s1 − s2 + . . .− s2m−2)×
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× ϕ(
s+ y + t

2
− s2 − s4 − . . .− s2m−2)ds2m−2 . . . ds1

]
dy,

êîòîðûé çàìåíîé

σ2l =
s+ y + t

2
− s2 − . . .− s2l, σ2l−1 =

s− y + t

2
− s1 − s3 − . . .− s2l−1,

ïðåâðàùàåòñÿ â

w[2m−1](t, s) = (−1)2m−2 (−1)m

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
v(0, y)

 0∫
s−y+t

2

s∫
s+y+t

2

0∫
σ1

s∫
σ2

. . .

. . .

0∫
σ2m−3

s∫
σ2m−4

ϕ(
s+ y + t

2
− σ1)ϕ(σ2 − σ1) . . . ϕ(σ2m−2 − σ2m−1)× (I.10)

× ϕ(σ2m−2)dσ2m−2 . . . dσ1

]
dy =

= −1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
v(0, y)J̃2m−1(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy

è ñóììèðîâàíèå ïî m äàåò íàì è ïîñëåäíèé ÷ëåí ôîðìóëû (1.1.1):

+∞∑
m=1

w[2m−1](t, s) = −1

2

s+t∫
s−t

√
k(y)

k(s)
v(0, y)J̃(

s+ y + t

2
,
s− y + t

2
, s) dy.



Ïðèëîæåíèå II

Ãðóïïû ñèììåòðèé óðàâíåíèé

ýéêîíàëà

II.1 Îáîçíà÷åíèÿ

Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ òèïè÷íûõ äëÿ òðåõìåðíîãî
óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà àëãåáð:

Ξ↑(H, I, J) = H∂x + I∂y + J∂z

� ïîðîæäàåò ãðóïïó ñäâèãîâ (ïðè ôèêñèðîâàííûõ H, I, J � âäîëü âåêòîðà
(H, I, J));

Ξ◦(E,F,G) = (Gy − Fz)∂x + (−Gx+ Ez)∂y + (Fx− Ey)∂z

� ïîðîæäàåò ãðóïïó âðàùåíèé (ïðè ôèêñèðîâàííûõ E,F,G � âîêðóã îñè
(E,F,G));

Ξ∗ = x∂x + y∂y + z∂z

� ïîðîæäàåò ãðóïïó ðàñòÿæåíèé â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (x, y, z);

Ξ∞(A,B,C, k) = [A(x2 − y2 − z2 − k) + 2Bxy + 2Cxz]∂x + z

+[B(y2−x2−z2−k)+2Axy+2Cyz]∂y+[C(z2−x2−y2−k)+2Axz+2Byz]∂z

� ïîðîæäàåò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé èíâåðñèè ( ïðè ôèêñèðîâàííûõ A, B,
C � ñ îñüþ l = (A,B,C), òðàåêòîðèè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé îñåñèììåòðè÷íû,
èõ ïëîñêèå ñå÷åíèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. II.1 äëÿ k = ν2, k = −ν2 è íà ðèñ.
II.2 äëÿ k = 0).

Àëãåáðà Ξ∞(A,B,C, 0) + DΞ∗ + Ξ◦(E,F,G) + Ξ↑(H, I, J) ñ ïðîèçâîëü-
íûìè ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè � ýòî àëãåáðà ãðóïïû êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ (x, y, z) [15,�9], îäíàêî ìû áó-
äåì èñïîëüçîâàòü Ξα íå ñòîëüêî êàê ïîäàëãåáðû, îòâå÷àþùèå ïîäãðóïïàì

318
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Ðèñ. II.1: Ïëîñêèå ôàçîâûå ïîðòðåòû: ñëåâà k = ν2, ñïðàâà k = −ν2

Ðèñ. II.2: Ïëîñêèé ôàçîâûé ïîðòðåò â ñëó÷àå k = 0

êîíôîðìíîé ãðóïïû, ñêîëüêî êàê "áàçó"äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíò áîëåå
ñëîæíûõ àëãåáð, â êîòîðûõ ïàðàìåòðû çàâèñÿò åùå è îò ψ. Òàê,

(D1ψ +D2)Ξ∗ = (D1ψ +D2)x∂x + (D1ψ +D2)y∂y + (D1ψ +D2)z∂z;

Ξ∞(A,B,C,−ψ2v2) = [A(ψ2v2 + x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz]∂x+

+[B(ψ2v2 + y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz]∂y+

+[C(ψ2v2 + z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz]∂z;

Ξ◦(Ch w(E1, E2),Ch w(F1, F2),Ch w(G1, G2)) =

= [(G1 ch(wψ) +G2 sh(wψ))y − (F1 ch(wψ) + F2 sh(wψ))z]∂x+

+[−(G1 ch(wψ) +G2 sh(wψ))x+ (E1 ch(wψ) + E2 sh(wψ))z]∂y+

+[(F1 ch(wψ) + F2 sh(wψ))x− (E1 ch(wψ) + E2 sh(wψ))y]∂z.

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå óïîòðåáëåíî åùå îäíî èç ñåðèè èñïîëüçóåìûõ äàëåå
îáîçíà÷åíèé

Cos w(λ1, λ2) = λ1 cos(wψ) + λ2 sin(wψ),
Sin w(λ1, λ2) = −λ1 sin(wψ) + λ2 cos(wψ),
Ch w(λ1, λ2) = λ1 ch(wψ) + λ2 sh(wψ),
Sh w(λ1, λ2) = λ1 sh(wψ) + λ2 ch(wψ)
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äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìî-
ñòåé îò ψ ñ êîýôôèöèåíòàìè λi (êîòîðûå îáû÷íî ïðîèçâîëüíûå) è ñ ïàðà-
ìåòðîì w (êîòîðûé îáû÷íî ôèêñèðîâàí è îïðåäåëåí ïàðàìåòðàìè ôóíêöèè
v(x, y, z)).

II.2 Àëãåáðû Ëè òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ýéêîíàëà ñ

15-ìåðíûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé

II.2.1 v(x, y, z) = v ≡ const

Àëãåáðà Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé èìååò âèä

Ξ =
[
Ξ∞(A,B,C,−ψ2v2) + 2(Ax+By + Cz)ψ∂ψ

]
+

+D1

[
2ψ(x∂x + y∂y + z∂z) + (ψ2v2 +

x2 + y2 + z2

v2
)∂ψ

]
+

+[ψ(H1∂x + I1∂y + J1∂z) +
1

v2
(H1x+ I1y + J1z)∂ψ]+

+D2[Ξ∗ + ψ∂ψ] + Ξ◦(E,F,G) + Ξ↑(H2, I2, J2) + L∂ψ,

ãäå A, B, C, Di, E, F , G, Hi, Ii, Ji, L � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

II.2.2 v(x, y, z) = Px+Qy +Rz, ãäå P 2 +Q2 +R2 = w2 > 0

Àëãåáðà Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé èìååò âèä

Ξ =

[
Ch w(λ1, λ2)Ξ∞(P,Q,R, 0) + Sh w(λ1, λ2)

w(x2 + y2 + z2)

Px+Qy +Rz
∂ψ

]
+

+ [Ξ◦(Ch w(E1, E2),Ch w(F1, F2),Ch w(G1, G2))+

+
1

w(Px+Qy +Rz)
{Sh w(E1, E2)(Ry −Qz)+

+ Sh w(F1, F2)(Pz −Rx) + Sh w(G1, G2)(Qx− Py)} ∂ψ] +

+[Ch w(κ1,κ2)Ξ↑(P,Q,R)− Sh w(κ1,κ2)
w

Px+Qy +Rz
∂ψ]+

+Ξ∞(A,B,C, 0) +DΞ∗ + θΞ◦(P,Q,R) + +Ξ↑(H, I, J) + L∂ψ,

ãäå λi, Ei, Fi, Gi, κi, A, B, C, D, θ, H, I, J , L � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì PEi+QFi+RGi = 0, PA+QB+RC = 0
è PH +QI +RJ = 0.



� 321 �

II.2.3 v(x, y, z) = w(x2 + y2 + z2 − ν2), ãäå w ̸= 0, ν ̸= 0

Àëãåáðà Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé èìååò âèä

Ξ =
[
Ξ∞(Ch 2wν(A1, A2),Ch 2wν(B1, B2),Ch 2wν(C1, C2),−ν2)

− 2ν

w(x2 + y2 + z2 − ν2)
{Sh 2wν(A1, A2)x+

+Sh 2wν(B1, B2)y + Sh 2wν(C1, C2)z} ∂ψ] +

+[Ch 2wν(D1, D2)Ξ∗ − Sh 2wν(D1, D2)
x2 + y2 + z2 + ν2

2wν(x2 + y2 + z2 − ν2)
∂ψ]+

+Ξ◦(E,F,G)−
1

2ν2
Ξ∞(H, I, J, ν2) + L∂ψ,

ãäå Ai, Bi, Ci, Di, E, F , G, H, I, J , L � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

II.2.4 v(x, y, z) = w(x2 + y2 + z2 + ν2), ãäå w > 0, ν ̸= 0

Àëãåáðà Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé èìååò âèä

Ξ =
[
Ξ∞(Cos 2wν(A1, A2),Cos 2wν(B1, B2),Cos 2wν(C1, C2), ν

2)

−(Sin 2wν(A1, A2)x+ Sin 2wν(B1, B2)y+

+Sin 2wν(C1, C2)z)
2ν

w(x2 + y2 + z2 + ν2)
∂ψ

]
+[

Cos 2wν(D1, D2)Ξ∗ + Sin 2wν(D1, D2)
x2 + y2 + z2 − ν2

2wν(x2 + y2 + z2 + ν2)
∂ψ

]
+

+Ξ◦(E,F,G) +
1

2ν2
Ξ∞(H, I, J,−ν2) + L∂ψ,

ãäå Ai, Bi, Ci, Di, E, F , G, H, I, J , L � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

II.2.5 v(x, y, z) = w(x2 + y2 + z2), ãäå w > 0

Àëãåáðà Ëè ãðóïïû ñèììåòðèé èìååò âèä

Ξ = [Ξ∞(A1ψ + A2, B1ψ +B2, C1ψ + C2, 0)−

−A1x+B1y + C1z

w2(x2 + y2 + z2)
∂ψ

]
+

+

[
Ξ∞(w2ψ2H,w2ψ2I, w2ψ2J,−1)− 2ψ

Hx+ Iy + Jz

x2 + y2 + z2
∂ψ

]
+

+D1

[
2ψ(x∂x + y∂y + z∂z)−

(
ψ2 +

1

w2(x2 + y2 + z2)

)
∂ψ

]
+

+D2[Ξ∗ − ψ∂ψ] + Ξ◦(E,F,G) + L∂ψ,

ãäå Ai, Bi, Ci, Di, E, F , G, H, I, J , L � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
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II.3 Àëãåáðû Ëè òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ýéêîíàëà ñ 4-

6-ìåðíûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé

Òàáëèöà II.1. Àëãåáðû Ëè ãðóïï ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (3.1.3) ñ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè
èç ñåìåéñòâ (3.3.6)-(3.3.9). Âñþäó V (·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, P 2 + Q2 + R2 = 1, â
òðåòüåé ñòðîêå, êðîìå òîãî, R ̸= 0.

v(x, y, z)

êîíñòàíòû (óñëîâèÿ)
Àëãåáðà Ëè Ξ

V (Px+Qy +Rz)

∆, H, I, J, L (PH +QI +RJ = 0)

ΞII.1 = ∆Ξ◦(P,Q,R)+
+Ξ↑(H, I, J) + L∂ψ

V (x2 + y2 + z2)

E,F,G, L
ΞII.2 = Ξ◦(E,F,G) + L∂ψ

(−Rx+ Pz)V

(
Ry −Qz

−Rx+ Pz

)
∆, D,κ, L

ΞII.3 = ∆Ξ∞(P,Q,R, 0)+
+DΞ∗ + κΞ↑(P,Q,R) + L∂ψ

(x2 + y2 + z2 ± ν2)V

(
Px+Qy +Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2

)
A,B,C, θ, L (PA+QB +RC = 0)

ΞII.4 = Ξ∞(A,B,C,∓ν2)+
+θΞ◦(P,Q,R) + L∂ψ

Òàáëèöà II.2. Ïîäñåìåéñòâà ñåìåéñòâà (3.3.6). v(x, y, z) = wV (χ), ãäå w ̸= 0, χ = Px +
Qy + Rz (çäåñü P 2 + Q2 + R2 = 1), âèä ôóíêöèè V (·) óêàçàí â òàáëèöå; âñþäó k ̸= 0,
h = const. Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå θi,∆, H, I, J, L óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ PH+QI+
RJ = 0.

V (χ) Àëãåáðà Ëè Ξ

χk ΞII.1 + θ1(Ξ∗ − (k − 1)ψ∂ψ)

ekχ
ΞII.1 + θ1[2ψΞ↑(P,Q,R)− (kψ2 + 1

w2k
e−2kχ)∂ψ]+

+θ2[Ξ↑(P,Q,R)− kψ∂ψ]
cos(kχ) ΞII.1 + Ch kw(θ1, θ2)Ξ↑(P,Q,R) +

1
w
Sh kw(θ1, θ2) tg(kχ)∂ψ

sh(kχ) ΞII.1 + Ch kw(θ1, θ2)Ξ↑(P,Q,R)− 1
w
Sh kw(θ1, θ2) cth(kχ)∂ψ

ch(kχ) ΞII.1 + Cos kw(θ1, θ2)Ξ↑(P,Q,R)− 1
w
Sin kw(θ1, θ2) th(kχ)∂ψ
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Òàáëèöà II.3. Ïîäñåìåéñòâà ñåìåéñòâà (3.3.7). v(x, y, z) = w
√
x2 + y2 + z2V (χ), ãäå w ̸=

0, χ = 1
4
ln(x2 + y2 + z2), âèä ôóíêöèè V (·) óêàçàí â òàáëèöå; âñþäó k ̸= 0, h = const.

Ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû � Di, E, F,G, L.

V (χ) Àëãåáðà Ëè Ξ

1 ΞII.2 + (D1ψ +D2)Ξ∗ +D1
1
w2χ∂ψ

ekχ ΞII.2 + (2D1ψ +D2)Ξ∗ −
[
D1

(
1
kw2 e

−2kχ + kψ2
)
+D2kψ

]
∂ψ

cos(kχ+ h) ΞII.2 + Ch kw(D1, D2)Ξ∗ +
1
w
Sh kw(D1, D2) tg(kχ+ h)∂ψ

sh(kχ+ h) ΞII.2 + Ch kw(D1, D2)Ξ∗ − 1
w
Sh kw(D1, D2) cth(kχ+ h)∂ψ

ch(kχ+ h) ΞII.2 + Cos kw(D1, D2)Ξ∗ − 1
w
Sin kw(D1, D2) th(kχ+ h)∂ψ

χ+ h ΞII.2 + Ch w(D1, D2)Ξ∗ − Sh w(D1, D2)
1

w(χ+h)
∂ψ

Òàáëèöà II.4. Ïîäñåìåéñòâà ñåìåéñòâà (3.3.8).
v(x, y, z) = w

√
(Ry −Qz)2 + (−Rx+ Pz)2 + (Qx− Py)2V (χ), ãäå w ̸= 0, P 2+Q2+R2 =

1, χ = arctg
R(Ry −Qz) + P (Py −Qx)

−Rx+ Pz
, âèä ôóíêöèè V (·) óêàçàí â òàáëèöå; âñþäó

k ̸= 0, h = const. Ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû � D,∆, θi,κ, L.

V (χ) Àëãåáðà Ëè Ξ

1 ΞII.3 + (θ1ψ + θ2)Ξ◦(P,Q,R) +
θ1
w2χ∂ψ

ekχ
ΞII.3 + (2θ1ψ + θ2)Ξ◦(P,Q,R)−
−
[
θ1
kw2 e

−2kχ + kθ1ψ
2 + kθ2ψ

]
∂ψ

cos(kχ+ h)
ΞII.3 + Ch kw(θ1, θ2)Ξ◦(P,Q,R)+

1
w
Sh kw(θ1, θ2) tg(kχ+ h)∂ψ

sh(kχ+ h)
ΞII.3 + Ch kw(θ1, θ2)Ξ◦(P,Q,R)−
− 1
w
Sh kw(θ1, θ2) cth(kχ+ h)∂ψ

ch(kχ+ h)
ΞII.3 + Cos kw(θ1, θ2)Ξ◦(P,Q,R)−
− 1
w
Sin kw(θ1, θ2) th(kχ+ h)∂ψ

χ+ h ΞII.3 + Ch kw(θ1, θ2)Ξ◦(P,Q,R)− Sh w(θ1, θ2)
R2

w(χ+h)
∂ψ
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Òàáëèöà II.5. Ïîäñåìåéñòâà ñåìåéñòâà (3.3.9).
v(x, y, z) = w

√
(x2 + y2 + z2 ± ν2)2 ∓ 4ν2(Px+Qy +Rz)2V (χ), ãäå w ̸= 0, P 2+Q2+R2 =

1, âèä ôóíêöèè V (·) óêàçàí â òàáëèöå, à âûðàæåíèÿ χ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì
ñëó÷àÿì çíà÷åíèé ±ν2 (ò.å. +ν2, −ν2 èëè 0) ïðèâåäåíû â òàáëèöå II.6; âñþäó k ̸= 0.
Ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû ∆1,∆2, A,B,C, θ, L óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ PA+QB+RC =
0.

V (χ) Àëãåáðà Ëè Ξ

1 ΞII.4 − (∆1ψ +∆2)Ξ∞(P,Q,R,±ν2) + ∆1

w2
χ∂ψ

wχk(ν = 0) ΞII.4 +∆1(Ξ
∗ + (k + 1)ψ∂ψ)

ekχ
ΞII.4 − (2∆1ψ +∆2)Ξ∞(P,Q,R,±ν2)−

−[∆1(kψ
2 +

e−2kχ

kw2
) + ∆2kψ]∂ψ

cos(kχ+ h)
ΞII.4 − Ch wk(∆1,∆2)Ξ∞(P,Q,R,±ν2)+

+ 1
w
Sh wk(∆1,∆2) tg(kχ+ h)∂ψ

sh(kχ+ h)
ΞII.4 − Ch wk(∆1,∆2)Ξ∞(P,Q,R,±ν2)−

− 1
w
Sh wk(∆1,∆2) cth(kχ+ h)∂ψ

ch(kχ+ h)
ΞII.4 − Cos wk(∆1,∆2)Ξ∞(P,Q,R,±ν2)−

− 1
w
Sin wk(∆1,∆2) th(kχ+ h)∂ψ

χ+ h ΞII.4 − Ch w(∆1,∆2)Ξ∞(P,Q,R,±ν2)− Sh w(∆1,∆2)

w(χ+ h)
∂ψ

Òàáëèöà II.6. Âèä ôóíêöèè äëÿ χ(x, y, z), ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçëè÷íûì ñëó÷àÿì çíà÷å-
íèé ±ν2

±ν2 χ(x, y, z)

+ν2
1

4ν
ln

(x+ Pν)2 + (y +Qν)2 + (z +Rν)2

(x− Pν)2 + (y −Qν)2 + (z −Rν)2

−ν2 1

2ν
arctg 2ν

Px+Qy +Rz

x2 + y2 + z2 − ν2

0
Px+Qy +Rz

x2 + y2 + z2
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II.4 Òðåõìåðíîå óðàâíåíèå ýéêîíàëà: ðåøåíèÿ êëàñ-

ñèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè

Êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

ξvx + ηvy + ζvz = (ξx −M)v,

ãäå

ξ = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +Dx+Gy − Fz +H,
η = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz −Gx+Dy + Ez + I,
ζ = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx− Ey +Dz + J

Ïîâîðîòàìè è ñäâèãàìè ñèñòåìû êîîðäèíàò ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê
ôîðìå

(x2 − y2 − z2 + κ)vx + (2xy + θz + λ)vy + (2xz − θy)vz = (2x−M)v,

ðåøåíèå êîòîðîãî � ôóíêöèÿ v(x, y, z) èìååò âèä

v(x, y, z) = w(x, y, z)V (r1(x, y, z), r2(x, y, z)),

ãäå V (·, ·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, à âèä ôóíêöèé w, r1 è r2 îïðåäåëÿåòñÿ
çíàêîì êîðíåé µ± õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

(µ+ θ2)(µ+ 4κ) = 4λ2,

ãäå θ, λ è κ � ïàðàìåòðû ïðèâåäåííîãî êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ.

II.4.1 Ñëó÷àé λ2 − θ2κ < 0, λ2 + (θ2 − 4κ)2 > 0

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ êîð-
íÿ µ±. Åñëè îáîçíà÷èòü

ν2± =
1

2

[
θ2 + 4κ ± (4κ − θ2)

√
1 + 16

λ2

(θ2 − 4κ)2

]
,

â ñëó÷àå, êîãäà θ2 − 4κ ̸= 0 (÷òî îáåñïå÷èâàåò âåùåñòâåííîñòü ν± è îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ν± ïðè λ = 0: ν2− = θ2, ν2+ = 4κ), èëè

ν2± = 4κ ± 2λ

â ñëó÷àå θ2 = 4κ, à òàêæå k =M/ν+, òî

w = [θ(x2 + y2 + z2 + κ) + 2λz]×
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× exp

(
k arctg

[
ν+

(ν2+ − θ2)x+ 2λy

(ν2+ − θ2)(x2 + y2 + z2 + κ − ν2+/2)− 2λθz

])
,

r1=
[(θ2 − ν2+)(x

2 + y2 + z2 − κ) + 2λ(θz + λ)]2 + ν2+[2λy + (ν2+ − θ2)x]2

[θ(x2 + y2 + z2 + κ) + 2λz]2
,

r2 =
1

ν−
arctg

[
ν−

2λx− (4κ − ν2−)y

2λ(x2 + y2 + z2 + κ − ν2−/2) + θ(4κ − ν2−)z

]
−

− 1

ν+
arctg

[
ν+

(ν2+ − θ2)x+ 2λy

(ν2+ − θ2)(x2 + y2 + z2 + κ − ν2+/2)− 2λθz

]
.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ïðè λ = 0 ïîëó÷àåòñÿ 4κ − ν2− = ν2+ − θ2 =
4κ − θ2 ̸= 0, â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ âûðîæäåíèé ïðè λ2 − θ2κ < 0,
λ2 + (θ2 − 4κ)2 ̸= 0 íå ïðîèñõîäèò.

II.4.2 Ñëó÷àé λ = 0, θ2 = 4κ > 0

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûå ìíèìûå êîðíè: µ2± = −θ2.
Åñëè îáîçíà÷èòü κ = ν2 (è òîãäà θ = 2ν), k =M/2ν, òî

w = (x2 + y2 + z2 + ν2) exp

(
k arctg

2νx

(x2 + y2 + z2 − ν2)

)
,

r1=
(x2 + y2 + z2 − ν2)2 + 4ν2x2

(x2 + y2 + z2 + ν2)2
, r2 =arctg

y

z
+ arctg

2νx

x2 + y2 + z2 − ν2
.

II.4.3 Ñëó÷àé λ2 − θ2κ > 0

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè ðàçíûõ çíàêîâ. Åñëè îáîçíà-
÷èòü

µ± =
−θ2 − 4κ ±

√
(θ2 − 4κ)2 + 16λ2

2
,

ãäå èíäåêñ ó µ ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó çíàêà ïåðåä ðàäèêàëîì, è ïîëîæèòü
µ± = ±ν2± (ãäå ν± áóäóò âåùåñòâåííû), à k =M/2ν+, òî

w =
[(θ2 + ν2+)(x

2 + y2 + z2 + ν+x+ κ + ν2+/2) + 2λ(θz − ν+y)]
k+1/2

[(θ2 + ν2+)(x
2 + y2 + z2 − ν+x+ κ + ν2+/2) + 2λ(θz + ν+y)]k−1/2

,

r1 =
[(ν2+ + θ2)(x2 + y2 + z2 − κ) + 2λ(θz + λ)]2−ν2+[2λy − (ν2+ + θ2)x]2

[θ(x2 + y2 + z2 + κ) + 2λz]2
,

r2 =
1

ν−
arctg

[
ν−

2λx− (4κ − ν2−)y

2λ(x2 + y2 + z2 + κ − ν2−/2) + θ(4κ − ν2−)z

]
−

− 1

2ν+
ln

[
(θ2 + ν2+)(x

2 + y2 + z2 + ν+x+ κ + ν2+/2) + 2λ(θz − ν+y)

(θ2 + ν2+)(x
2 + y2 + z2 − ν+x+ κ + ν2+/2) + 2λ(θz + ν+y)

]
.
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Çàìå÷àíèå. Â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ λ2 − θ2κ > 0 ïàðà êîýôôèöèåí-
òîâ 2λ, 4κ−ν2− îäíîâðåìåííî â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, è ïîñêîëüêó θ2+ν2+ > 0,
âûðîæäåíèé â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ ïðè λ2 − θ2κ > 0 íå èìååòñÿ.

II.4.4 Ñëó÷àé λ2 − θ2κ = 0 λ2 + θ2 ̸= 0

Â ýòîì ñëó÷àå µ+ = ν+ = 0, µ− = −(θ2 + 4κ). Åñëè îáîçíà÷èòü κ = ν2 (è
òîãäà λ = θν) è k =M/θ, òî

w = [x2 + y2 + (z + ν)2] exp

(
k

θx− 2νy

x2 + y2 + (z + ν)2

)
,

r1 =
[2ν(x2 + y2 + z2 − ν2)− θ2(z + ν)]2 + (θ2 + 4ν2)[θy + 2νx]2

[x2 + y2 + (z + ν)2]2
,

r2 =
θ

2ν
√
θ2 + 4ν2

arctg

[√
θ2 + 4ν2

2νx+ θy

2ν(x2 + y2 + z2 − ν2)− θ2(z + ν)

]
−

− θx− 2νy

x2 + y2 + (z + ν)2
.

II.4.5 Ñëó÷àé λ = θ = 0, κ = ν2

w =
√
y2 + z2 exp

(
2k arctg

2νx

x2 + y2 + z2 − ν2

)
,

r1 =
x2 + y2 + z2 + ν2√

y2 + z2
, r2 = arctg

y

z
,

ãäå k =M/4ν.

II.4.6 Ñëó÷àé λ = θ = 0, κ = −ν2

w =
√
y2 + z2

(
(x+ ν)2 + y2 + z2

(x− ν)2 + y2 + z2

)k
,

r1 =
x2 + y2 + z2 − ν2√

y2 + z2
, r2 = arctg

y

z
,

ãäå k =M/4ν.
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II.4.7 Ñëó÷àé λ = θ = κ = 0

w =
√
y2 + z2 exp

(
2kx

x2 + y2 + z2

)
, r1 =

x2 + y2 + z2√
y2 + z2

, r2 = arctg
y

z
,

ãäå k =M/4.

II.5 Òðåõìåðíîå óðàâíåíèå ýéêîíàëà: ðåøåíèÿ êëàñ-

ñèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé ñ ëèíåéíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè

Êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

(Dx+Gy−Fz+H)vx+(−Gx+Dy+Ez+ I)vy+(Fx−Ey+Dz+J)vz =

= (D −M)v.

II.5.1 Ñëó÷àé D ̸= 0, E2 + F 2 +G2 ̸= 0

Êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå ïîâîðîòàìè è ñäâèãàìè ïðèâîäèòñÿ ê
óðàâíåíèþ xvx + (y + θz)vy + (z − θy)vz = (1 − k)v, ðåøåíèå êîòîðîãî
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

v(x, y, z) = x1−kV

(
x2

y2 + z2
, arctg

y

z
− θ lnx

)
.

ãäå V (·, ·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

II.5.2 Ñëó÷àé D = 0, E2 + F 2 +G2 ̸= 0

Êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå ïîâîðîòàìè è ñäâèãàìè ïðèâîäèòñÿ ê óðàâ-
íåíèþ λvx + zvy − yvz = −kv, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

v(x, y, z) = exp
(
−k arctg y

z

)
V
(
y2 + z2, x− λ arctg

y

z

)
.

ãäå V (·, ·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

II.5.3 Ñëó÷àé D ̸= 0, E = F = G = 0

Êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå ñäâèãàìè ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ xvx +
yvy+zvz = (1−k)v, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ îäíîðîäíàÿ
ôóíêöèÿ îò (x, y, z) ñòåïåíè 1− k:

v(x, y, z) = V (x, y, z), V (tx, ty, tz) = t1−kV (x, y, z).



� 329 �

II.5.4 D = E = F = G = 0, H2 + I2 + J2 ̸= 0

Êëàññèôèöèðóþùåå óðàâíåíèå ïîâîðîòîì ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ vx =
−kv, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

v(x, y, z) = e−kxV (y, z),

ãäå V (·, ·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

II.6 Àëãåáðû Ëè ãðóïï ñèììåòðèé äâóìåðíîãî óðàâíå-

íèÿ ýéêîíàëà ñ ïðîñòðàíñòâîì ëó÷åé ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû

II.6.1 v(x, y) ≡ 1 (K = 0)

Ξ = [A(x2+ψ2−y2)+2Bxy+2Cxψ]∂x+[B(y2+ψ2−x2)+2Axy+2Cyψ]∂y+

+[C(x2 + y2 + ψ2) + 2Axψ + 2Byψ]∂ψ +D(x∂x + y∂y + ψ∂ψ)+

+E(x∂y − y∂x) + F (ψ∂x + x∂ψ) +G(ψ∂y + y∂ψ) +H∂x + I∂y + L∂ψ

II.6.2 v(x, y) = ex (K = 0)

Ξ = (exψ2 + e−x)(A cos y +B sin y)∂x + (exψ2 − e−x)(A sin y −B cos y)∂y−
−2e−x(A cos y +B sin y)ψ∂ψ − (C cos y +D sin y)e−x∂ψ+

+exψ[(C cos y+D sin y)∂x+(C sin y−D cos y)∂y]+E[(ψ
2+e−2x)∂ψ−2ψ∂x]+

+ex[(F cos y+G sin y)∂x+ (F sin y−G cos y)∂y] +H(∂x−ψ∂ψ) + I∂y +L∂ψ

II.6.3 v(x, y) = x (K = −1)

Ξ = chψ[(A(x2 − y2)−By − C)∂x + (2Axy +Bx)∂y]+

+
A(x2 + y2) +By + C

x
shψ∂ψ + shψ[(E(x2 − y2)− Fy −G)∂x+

+(2Exy + Fx)∂y] + +
1

x
[E(x2 + y2) + Fy +G] chψ∂ψ+

+H(2xy∂x + (y2 − x2)∂y) +D(x∂x + y∂y) + I∂y + L∂ψ
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II.6.4 v(x, y) = cos x (K = −1)

Ξ = chψ[(A ch y sinx+B sh y sinx+ C)∂x+

+(A sh y cosx+B ch y cosx)∂y] +
A ch y +B sh y + C sinx

cosx
shψ∂ψ+

+shψ[(E ch y sinx+ F sh y sinx+G)∂x+

+(E sh y − F ch y) cos x∂y] +
E ch y + F sh y +G sinx

cosx
chψ∂ψ+

+(H ch y + I sh y) cos x∂x − [(H sh y + I ch y) sin x+D]∂y + L∂ψ

II.6.5 v(x, y) = sh x (K = −1)

Ξ = chψ[(A cos y chx+B sin y chx+ C)∂x+

+(A sin y sh x−B cos y shx)∂y]−
A cos y +B sin y + C chx

sh x
shψ∂ψ+

+shψ[(E cos y chx+ F sin y chx+G)∂x+

+(E sin y shx− F cos y sh x)∂y]−
E cos y + F sin y +G chx

shx
chψ∂ψ+

+(H cos y + I sin y) sh x∂x ++[(H sin y − I cos y) chx+D]∂y + L∂ψ

II.6.6 v(x, y) = chx (K = 1)

Ξ = cosψ[(A cos y shx+B sin y shx− C)∂x+

+(A sin y chx−B cos y chx)∂y] +
A cos y +B sin y + C sh x

chx
sinψ∂ψ+

+sinψ[(E cos y shx+ F sin y sh x−G)∂x+

+(E sin y chx− F cos y chx)∂y]−
E cos y + F sin y +G shx

chx
cosψ∂ψ+

+(H cos y + I sin y) chx∂x + [(H sin y − I cos y) sh x+D)∂y + L∂ψ



Ïðèëîæåíèå III

Ðåøåíèå óðàâíåíèé êîíôîðìíîé

ãðóïïû

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

ξx = ηy = ζz, (III.1)

ηx + ξy = 0, ζx + ξz = 0, ηz + ζy = 0, (III.2)

îïðåäåëÿþùèõ ãðóïïó êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òðåõìåðíûé ñëó÷àé
çäåñü èãðàåò "ïîãðàíè÷íóþ ðîëü": àíàëîãè÷íàÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà ξx = ηy,
ξy+ηx = 0 ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé Êîøè-Ðèìàíà è ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íîìåð-
íóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåìóþ êàê ãðóïïà àíàëè-
òè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè), â ñëó÷àå æå ðàçìåðíîñòè
òðè è áîëåå � ãðóïïà ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé, äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèò-
ñÿ ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, à òðåõìåðíûé ñëó÷àé
îêàçûâàåòñÿ "ñòàðòîâûì"äëÿ èíäóêöèè.

Èòàê, íà÷íåì ðåøåíèå ñèñòåìû (III.1)-(III.2) ñ òîãî, ÷òî äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé (III.2) ïîëó÷èì

ηxz = −ξyz = ζxy

è ïîýòîìó ηz − ζy = 2p(y, z), ãäå p(y, z) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò y, z. Ñ ó÷åòîì òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (III.2) ýòî äàåò

ηz = p(y, z), ζy = −p(y, z). (III.3)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ åùå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ:

ξy = q(x, y), ηx = −q(x, y), ξz = r(x, z), ζx = −r(x, z). (III.4)

Äàëåå, äèôôåðåíöèðîâàíèå (III.1)-(III.2) äàåò

ξxx + ξyy = 0, ξxx + ξzz = 0. (III.5)

331
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Ñëåäîâàòåëüíî, ξyy = ξzz, è ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîëó÷åííûå âûøå âûðàæåíèÿ
äëÿ ξy è ξz, ïîëó÷àåì

qy(x, y) = rz(x, z).

Ïîñêîëüêó ñëåâà ñòîèò ôóíêöèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò z, à ñïðàâà � ôóíêöèÿ,
íå çàâèñÿùàÿ îò y, îíè ìîãóò ñîâïàäàòü òîëüêî åñëè çàâèñèìîñòü è îò y,
è z � ôèêòèâíàÿ, ò.å. ýòî íà ñàìîì äåëå ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò x.
Îáîçíà÷èì åå a(x), òîãäà q(x, y) = a(x)y + b(x, z), è

ξ(x, y, z) = a(x)
y2

2
+ b(x, z)y + c(x, z).

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ξ â òðåòüå ðàâåíñòâî (III.4), è â ðàâåí-
ñòâà (III.5). Ïåðâàÿ ïîäñòàíîâêà äàåò ñîîòíîøåíèå

bz(x, z)y + cz(x, z) = r(x, z),

êîòîðîå âîçìîæíî òîëüêî åñëè bz(x, z) ≡ 0, ò.å. b çàâèñèò òîëüêî îò x:
b(x, z) ≡ b(x). Âòîðàÿ è òðåòüÿ ïîäñòàíîâêè ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì

a′′(x)
y2

2
+ b′′(x)y + cxx(x, z) + a(x) ≡ 0,

a′′(x)
y2

2
+ b′′(x)y + cxx(x, z) + czz(x, z) ≡ 0.

Ïåðâîå èç íèõ âëå÷åò

a′′(x) = 0, b′′(x) = 0, cxx(x, z) = −a(x),

à òîãäà â ñèëó âòîðîãî
czz(x, z) = a(x).

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî c(x, z) èìååò âèä

c(x, z) = a(x)
z2

2
+ d(x)z + e(x).

Íàêîíåö, ïîäñòàíîâêà ýòîé ôîðìóëû â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå äàåò ðàâåí-
ñòâî

a′′
z2

2
+ d′′(x)z + e′′(x) = −a(x),

êîòîðîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè a′′(x) ≡ 0 (ýòî óñëîâèå ìû óæå ïîëó÷àëè
ðàíåå), d′′(x) ≡ 0 è e′′(x) = −a(x).

Ïîäâåäåì èòîãè: ôóíêöèÿ ξ(x, y, z) îêàçàëàñü ïðåäñòàâèìîé â âèäå

ξ(x, y, z) = a(x)
y2

2
+ b(x)y + a(x)

z2

2
+ d(x)z + e(x),
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ãäå a(x), b(x), d(x) � ëèíåéíûå ôóíêöèè, à e(x) � ôóíêöèÿ êóáè÷åñêàÿ (ò.ê.
åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíà). Àíàëîãè÷íûé âèä, â ñèëó ñèììåòðèè óðàâ-
íåíèé (III.1)-(III.2), èìåþò è ôóíêöèè η è ζ. Îäíàêî ïîíÿòíî, ÷òî ïðîèçâå-
äåííûå íàìè ìàíèïóëÿöèè äàþò ëèøü íåîáõîäèìûé âèä íàøèõ ôóíêöèé, à
äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ íóæíî ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå ôîðìóëû
â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è íàéòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåñêîëüêî óïðîñòèòü ñåáå çàäà÷ó è îäíîâðåìåííî íå
ïîòåðÿòü íè îäíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ñîîáðà-
æåíèåì. Èç íàéäåííîãî íàìè âèäà ôóíêöèé ξ, η, ζ âèäíî, ÷òî îíè íàâåð-
íÿêà ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèìè: ñóììàðíàÿ ñòåïåíü x, y, z âî âñåõ ñëàãàåìûõ
íå ïðåâûøàåò òðåõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ
(III.1)-(III.2) ñîäåðæàò òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, à îäíîêðàòíîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïî ëþáîé ïåðåìåííîé ëþáóþ ôîðìó k-ãî ïîðÿäêà ïðåâðàùà-
åò â ôîðìó (k − 1)-ãî ïîðÿäêà, áåç ñëàãàåìûõ áîëåå âûñîêîãî èëè áîëåå
íèçêîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó, åñëè ïðåäñòàâèòü êàæäóþ èç âåëè÷èí ξ, η, ζ â
âèäå ñóììû ôîðì íóëåâîãî, ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî ïðè
ïîäñòàíîâêå ýòî ðàçäåëåíèå íà ôîðìû ñîõðàíèòñÿ è ïðèðàâíèâàíèå áóäåò
ïðîèñõîäèòü ìåæäó ñëàãàåìûìè, ïîðîæäåííûìè ôîðìàìè îäíîé è òîé æå
ñòåïåíè. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì óòâåðæäàòü, ÷òî êàæäàÿ èç ôîðì ïîðÿäêà k,
ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå, ñàìà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, è ïîýòîìó, íàéäÿ îòäåëü-
íî ôîðìû êàæäîãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèå íàøèì óðàâíåíèÿì, îáùåå
ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòûì èõ ñëîæåíèåì.

Íàéäåì ñíà÷àëà ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ôîðìàìè òðåòüåé ñòåïåíè:

ξ(x, y, z) =

i+j+k=3∑
i,j,k≥0

ξijkx
iyjzk = ξ300x

3 + ξ210x
2y + ξ201x

2z+

+ξ120xy
2 + ξ111xyz + ξ102xz

2 + ξ030y
3 + ξ021y

2z + ξ012yz
2 + ξ003z

3,

η(x, y, z) =

i+j+k=3∑
i,j,k≥0

ηijkx
iyjzk, ζ(x, y, z) =

i+j+k=3∑
i,j,k≥0

ζijkx
iyjzk.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ôîðì â óðàâíåíèÿ ξx = ηy = ζz äàåò ðàâåíñòâà

3ξ300x
2 + 2ξ210xy + 2ξ201xz + ξ120y

2 + ξ111yz + ξ102z
2 =

= η210x
2 + 2η120xy + η111xz + 3η030y

2 + 2η021yz + η012z
2 =

= ζ201x
2 + ζ111xy + 2ζ102xz + ζ021y

2 + 2ζ012yz + 3ζ003z
2,

à â óðàâíåíèé (III.2) � ðàâåíñòâà

3η300x
2 + 2η210xy + 2η201xz + η120y

2 + η111yz + η102z
2+
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+ξ210x
2 + 2ξ120xy + ξ111xz + 3ξ030y

2 + 2ξ021yz + ξ012z
2 = 0

3ζ300x
2 + 2ζ210xy + 2ζ201xz + ζ120y

2 + ζ111yz + ζ102z
2+

+ξ201x
2 + ξ111xy + 2ξ102xz + ξ021y

2 + 2ξ012yz + 3ξ003z
2 = 0,

= η201x
2 + η111xy + 2η102xz + η021y

2 + 2η012yz + 3η003z
2+

+ζ210x
2 + 2ζ120xy + ζ111xz + 3ζ030y

2 + 2ζ021yz + ζ012z
2 = 0.

Ïðèðàâíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, y, z äàåò íàì
ñèñòåìó èç 30 ñîîòíîøåíèé:

a b c d

3ξ300 = η210 = ζ201 3η300 = −ξ210 3ζ300 = −ξ201 η201 = −ζ210 1
ξ120 = 3η030 = ζ021 η120 = −3ξ030 ζ120 = −ξ021 η021 = −3ζ030 2
ξ102 = η012 = 3ζ003 η102 = −ξ012 ζ102 = −3ξ003 3η003 = −ζ012 3
2ξ210 = 2η120 = ζ111 2η210 = −2ξ120 2ζ210 = −ξ111 η111 = −2ζ120 4
ξ111 = 2η021 = 2ζ012 η111 = −2ξ021 ζ111 = −2ξ012 2η012 = −2ζ021 5
2ξ201 = η111 = 2ζ102 2η201 = −ξ111 2ζ201 = −2ξ102 2η102 = −ζ111 6

Ìû, äëÿ óäîáñòâà ññûëîê, ïåðåíóìåðîâàëè ýòè óðàâíåíèÿ áóêâàìè a, b, c,
d è öèôðàìè 1-6, êàê íà øàõìàòíîé äîñêå. Òåïåðü ìû áóäåì ðåøàòü ýòó ñè-
ñòåìó, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîèñêà: îáîçíà÷èì êàêîé-íèáóäü
èç êîýôôèöèåíòîâ (íàïðèìåð, ξ300) ÷åðåç A è áóäåì èñêàòü âñå óðàâíåíèÿ,
ñîäåðæàùèå ýòîò êîýôôèöèåíò. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ óðàâíåíèé óäàñòüñÿ âûðà-
çèòü ÷åðåç A åùå íåñêîëüêî êîýôôèöèåíòîâ, çàòåì ìû ïðîéäåìñÿ ïî ñïèñêó
óðàâíåíèé åùå, îòûñêèâàÿ óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå òåïåðü óæå íîâûå íàé-
äåííûå êîýôôèöèåíòû � è ò.ä., çàïîëíÿÿ ïðè ýòîì òàáëèöó êîýôôèöèåíòîâ

ξ300 = η300 = ζ300 =
ξ210 = η210 = ζ210 =
ξ201 = η201 = ζ201 =
ξ120 = η120 = ζ120 =
ξ111 = η111 = ζ111 =
ξ102 = η102 = ζ102 =
ξ030 = η030 = ζ030 =
ξ021 = η021 = ζ021 =
ξ012 = η012 = ζ012 =
ξ003 = η003 = ζ003 =

Êàê ìû óâèäèì, ïðîöåññ äîâîëüíî ñêîðî "çàìûêàåòñÿ", äàâàÿ ñîîòíîøåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñàìîãî ïàðàìåòðà A. Èòàê, ïóñòü ξ300 = A. Òîãäà èç (a1)



� 335 �

ñëåäóåò η210 = ζ201 = 3A,

(b4) → ξ120 = −3A; (c6) → ξ102 = −3A;
(a2) → η030 = −A; ζ021 = −3A;
(a3) → η012 = −3A; ζ003 = −A;
(d5) → η012 = 3A >>

Âî-ïåðâûõ, êðóã çàìêíóëñÿ: íèêàêèå äðóãèå êîýôôèöèåíòû ÷åðåç A íå âû-
ðàæàþòñÿ, à âî-âòîðûõ, îêàçàëîñü, ÷òî 3A = −3A, à çíà÷èò, A = 0. Ñîñòî-
ÿíèå òàáëèöû êîýôôèöèåíòîâ ïîñëå "ïåðâîãî êðóãà"ïðèâåäåíî íèæå.

ξ300 = A η300 = ζ300 =
ξ210 = η210 = 3A ζ210 =
ξ201 = η201 = ζ201 = 3A
ξ120 = −3A η120 = ζ120 =
ξ111 = η111 = ζ111 =
ξ102 = −3A η102 = ζ102 =
ξ030 = η030 = −A ζ030 =
ξ021 = η021 = ζ021 = −3A
ξ012 = η012 = −3A = 3A ζ012 =
ξ003 = η003 = ζ003 = −A

Ïðîäîëæèì ïðîöåññ: ïîëîæèì òåïåðü η300 = B, òîãäà

(b1) → ξ210 = −3B;
(a4) → η120 = −3B; ζ111 = −6B;
(b2) → ξ030 = B;
(c5) → ξ012 = 3B; (d6) → η102 = 3B;
(b3) → η102 = −3B >>

Êðóã çàìêíóëñÿ, 3B = −3B, B = 0;

η300 = C; (c1) → ξ201 = −3C;
(a6) → η111 = −6C; ζ102 = −3C;
(c3) → ξ003 = C;
(b5) → ξ021 = 3C; (d4) → ζ120 = 3C;
(c2) → ζ120 = −3C >>

Åùå îäèí êðóã çàìêíóëñÿ, 3C = −3C, C = 0. È, íàêîíåö,

ζ030 = D; (d2) → η021 = −3D;
(a5) → ξ111 = −6D; ζ012 = −3D;
(d3) → η003 = D;
(b5) → η201 = 3D; (d4) → ζ210 = 3D;
(d1) → ζ210 = −3D >>
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Ïîñëåäíèé êðóã çàìêíóëñÿ, èòîãè âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

ξ300 = A η300 = B ζ300 = C
ξ210 = −3B η210 = 3A ζ210 = 3D = −3D
ξ201 = −3C η201 = 3D ζ201 = 3A
ξ120 = −3A η120 = −3B ζ120 = 3C = −3C
ξ111 = −6D η111 = −6C ζ111 = −6B
ξ102 = −3A η102 = 3B = −3B ζ102 = −3C
ξ030 = B η030 = −A ζ030 = D

ξ021 = 3C η021 = −3D ζ021 = −3A
ξ012 = 3B η012 = −3A = 3A ζ012 = −3D
ξ003 = C η003 = D ζ003 = −A

Êàê ìû âèäèì, â ñèëó A = B = C = D = 0, âñå èñêîìûå êîýôôèöèåíòû
îêàçûâàþòñÿ íóëåâûìè. Çíà÷èò, ñðåäè ôîðì òðåòüåãî ïîðÿäêà òðåáóåìûõ
ðåøåíèé íåò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôîðìû âòîðîãî ïîðÿäêà:

ξ(x, y, z) = ξ200x
2 + ξ020y

2 + ξ002z
2 + ξ110xy + ξ101xz + ξ011yz,

η(x, y, z) = η200x
2 + η020y

2 + η002z
2 + η110xy + η101xz + η011yz,

ζ(x, y, z) = ζ200x
2 + ζ020y

2 + ζ002z
2 + ζ110xy + ζ101xz + ζ011yz.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèÿ (III.1)-(III.2), ïîëó÷àåì

2ξ200x+ ξ110y + ξ101z = 2η020y + η110x+ η011z = 2ζ002z + ζ101x+ ζ011y,

2η200x+ η110y + η101z + 2ξ020y + ξ110x+ ξ011z = 0,

2ζ200x+ ζ110y + ζ101z + 2ξ002z + ξ101x+ ξ011y = 0,

2η002z + η101x+ η011y + 2ζ020y + ζ110x+ ζ011z = 0,

÷òî äàåò ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé

a b c d
2ξ200 = η110 = ζ101 2η200 = −ξ110 2ζ200 = −ξ101 η101 = −ζ110 1
ξ110 = 2η020 = ζ011 η110 = −2ξ020 ζ110 = −ξ011 η011 = −2ζ020 2
ξ101 = η011 = 2ζ002 η101 = −ξ011 ζ101 = −2ξ002 2η002 = −ζ011 3

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì æå ìåòîäîì:

ξ200 = A; (a1) → η110 = ζ101 = 2A;
(b2) → ξ020 = −A; (c3) → ξ002 = −A >>

η020 = B; (a2) → ξ110 = ζ011 = 2B;
(a1) → η200 = −B; (c3) → η002 = −B >>

ζ002 = C; (a3) → ξ101 = η011 = 2C;
(c1) → ζ200 = −C; (d2) → ζ020 = −C >>
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Îñòàâøèåñÿ òðè óðàâíåíèÿ (b3), (c2), (d1) � ýòî óðàâíåíèÿ

η101 = −ξ011, ζ110 = −ξ011, η101 = −ζ110,

êîòîðûå ìîãóò, î÷åâèäíî, âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî åñëè âñå òðè êîýôôèöèåíòà
� íóëåâûå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òàáëèöà êîýôôèöèåíòîâ

ξ200 = A η200 = −B ζ200 = −C
ξ020 = −A η020 = B ζ020 = −C
ξ002 = −A η002 = −B ζ002 = C

ξ110 = 2B η110 = 2A ζ110 = 0
ξ101 = 2C η101 = 0 ζ101 = 2A
ξ011 = 0 η011 = 2C ζ011 = 2B.

Çíà÷èò, ñðåäè ôîðì âòîðîãî ïîðÿäêà èìååòñÿ ðåøåíèå, è îíî èìååò âèä

ξ(x, y, z) = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz,
η(x, y, z) = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz,
ζ(x, y, z) = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz.

(III.6)

Äëÿ ôîðì ïåðâîãî ïîðÿäêà

ξ(x, y, z) = ξ1x+ ξ2y + ξ3z,

η(x, y, z) = η1x+ η2y + η3z,

ζ(x, y, z) = ζ1x+ ζ2y + ζ3z

ïîäñòàíîâêà äàåò ñîîòíîøåíèÿ

ξ1 = η2 = ζ3, ξ2 = η1, ζ1 = ξ3, η3 = ζ2,

èç êîòîðûõ ìû ïîëó÷àåì åùå îäíî ðåøåíèå:

ξ(x, y, z) = Dx+ Ey − Fz,

η(x, y, z) = −Ex+Dy +Gz,
ζ(x, y, z) = Fx−Gy +Dz.

(III.7)

È, íàêîíåö, ëþáàÿ ôîðìà íóëåâîãî ïîðÿäêà � êîíñòàíòû

ξ = H, η = I, ζ = J (III.8)

î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì.
Îáúåäèíÿÿ (III.6)-(III.8), ïîëó÷àåì òå ξ, η, ζ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèÿì (III.1)-(III.2):

ξ(x, y, z) = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz +Dx+ Ey − Fz +H,

η(x, y, z) = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz − Ex+Dy +Gz + I,
ζ(x, y, z) = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx−Gy +Dz + J.


