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Â ðàçâèòèå îáîáùåíèé àâòîðîâ ýôôåêòà Ïåððîíà ñìåíû çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïî-
êàçàòåëåé äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ m > 1, λ1 ≤ λ2 < 0 è ïðîèçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà β ⊂ [λ1,+∞), β ∩ [λ2,+∞) ̸= ∅, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äâóìåðíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè êîýôôèöèåíòàìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêà-
çàòåëÿìè λ1 è λ2, à òàêæå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîãî âîçìóùåíèÿ ïîðÿäêà m > 1
ìàëîñòè â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è âîçìîæíîãî ðîñòà âíå åå òàêèõ, ÷òî íåòðè-
âèàëüíûå ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìû è èõ (íà÷èíàþùèõñÿ
â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè â òî÷íîñòè ñî-
ñòàâëÿþò ìíîæåñòâî β. Îäíîâðåìåííî ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ ýòîãî áåñêîíå÷íîãî âàðèàíòà
ýôôåêòà Ïåððîíà â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò äëÿ äðóãèõ òî÷åê ïëîñêîñòè íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé ðåøåíèé.
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Ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ≥ t0, (1)

ñ îãðàíè÷åííûìè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ïîêàçàòåëÿìè λ1(A) ≤ . . . ≤ λn(A) < 0 è íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû

ẏ = A(t)y + f(t, y), y ∈ Rn, t ≥ t0, (2)

òàêæå ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî ïåðåìåííûì t, y1, . . . , yn â îáëàñòè (t0,+∞)×Rn
âîçìóùåíèÿìè f(t, y) ïîðÿäêà m > 1 ìàëîñòè â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò y = 0 è
âîçìîæíîãî ðîñòà âíå åå:

∥f(t, y)∥ ≤ Cf∥y∥m, Cf = const > 0, y ∈ Rn, t ≥ t0. (3)

Ïðè èññëåäîâàíèè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ (1) êàê ýêñïîíåíöèàëüíûõ óñòîé÷èâîñòè è
óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè, òàê è íåóñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ y ≡ 0 íåëèíåéíîé ñèñ-
òåìû (2) ñ âîçìóùåíèÿìè (3) âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïî-
êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (âî âñÿêîì ñëó÷àå, îïðåäåëåíèÿ èõ çíàêîâ) åå íåòðèâèàëüíûõ áåñêîíå÷íî
ïðîäîëæèìûõ íà âñþ ïîëóîñü [t0,+∞) ðåøåíèé y(t, c), y(t0, c) = c ∈ Rn \ {0}, íà÷èíàþùèõ-
ñÿ â êàê óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò y = 0 (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 232�241]
è [2, ñ. 277�326]). Â ïîñëåäíåé ìîíîãðàôèè ñîäåðæèòñÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî ðåøåíèþ ÷àñòíîé
(ïðè âñåõ âîçìóùåíèÿõ âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè) è â íåêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå îáùåé (â ñëó÷àå
ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà m > 1 ) çàäà÷ Ëÿïóíîâà îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïî ëè-
íåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ýòèõ ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò íåêîòîðîå
ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî [3; ñì. òàêæå 2, ñ. 283]

Λ0(A, f) ≡ Lim
r→+0

{λ[y(·, c)] : 0 < ∥c∥ < r},

à õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè âñåõ íåòðèâèàëüíûõ áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìûõ ðåøåíèé ñèñ-
òåìû (2) � ìíîæåñòâî Λ(A, f).
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Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìûé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áåñêîíå÷íîãî âàðèàíòà ýôôåêòà
Ïåððîíà [4; 5, ñ. 50�51; 6�10] ñ÷åòíîé ñìåíû çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðå-
øåíèé â ëþáîé (êàê óãîäíî ìàëîé) îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò (íóëåâîãî ðåøåíèÿ), ò.å.
âîïðîñ î òî÷íîé ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà β,
â ÷àñòíîñòè, ïðèíàäëåæàùåãî ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì Λ0(A, f) õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìûõ ðåøåíèé, íàïðèìåð, äâóìåðíîé ñèñ-
òåìû (2) ñ âîçìóùåíèåì (3) è ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì (1) ñ ïðîèçâîëüíî çàäàííûìè îòðèöà-
òåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íà áåñêî-
íå÷íîñòè âñåõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (2) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òî÷íàÿ ðåàëè-
çàöèÿ ìíîæåñòâà β îäíîâðåìåííî ìíîæåñòâàìè Λ0(A, f) è Λ(A, f), à òàêæå ïîñòðîåíèå ïðå-
äåëüíûõ ìíîæåñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ â ìîìåíò t = t0
â êàê óãîäíî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ íåêîòîðûõ äðóãèõ òî÷åê ôàçîâîé ïëîñêîñòè, îòëè÷íûõ îò
íà÷àëà êîîðäèíàò (0, 0) (íàïðèìåð, âî âñåõ òî÷êàõ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí áåñêîíå÷íûé âàðèàíò ýôôåêòà Ïåððîíà ñìåíû çíà÷åíèé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, êàê ðàç è ðåàëèçóþùèé ðàâåíñòâà Λ0(A, f) = Λ(A, f) = β
íà äâóìåðíûõ áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåìàõ (1)�(3). Áîëåå òîãî, îä-
íîâðåìåííî ñ ýòèì ïðåäåëüíûìè â òî÷êàõ p = (p1, p2) ∈ R2 ìíîæåñòâàìè

Λp(A, f) ≡ Lim
r→+0

{λ[y(·, c)] : 0 < ∥c− p∥ < r}

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ïîñòðî-
åííûõ äâóìåðíûõ ñèñòåì (2) ðåàëèçîâàíû: 1) ìíîæåñòâî β â ñëó÷àå âñåõ òî÷åê p ñ öåëûìè
ïåðâûìè p1 è íóëåâîé âòîðîé p2 êîîðäèíàòàìè; 2) ìíîæåñòâà β ∩ [λ2,+∞) â ñëó÷àå ïðîèç-
âîëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïåðâîé p1 (ïðîèçâîëüíîé p1 ∈ R ïðè β ∩ [λ1, λ2) ̸= ∅ ) è íåíóëåâîé
âòîðîé p2 êîîðäèíàò.

Â íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [9, 10] ïîëó÷åí áåñêîíå÷íûé âàðèàíò ýôôåêòà Ïåððîíà
ñìåíû ïðîèçâîëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé λ1 ≤ λ2 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé
ñèñòåìû ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (1) íà ïðîèçâîëüíîå æå îãðàíè÷åííîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
β1 ∪β2 = Λ(A, f) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé ñèñòåìû (2). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà
βi ⊂ [λi,+∞) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ supβ1 ≤ inf β2, íî ìíîæåñòâî Λ0(A, f) ñîñòîÿëî íå
áîëåå ÷åì èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

Îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ0(A, f) óìåñòíî çäåñü òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå [3] ïîñòðî-
åíà âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (2) ñ îòðèöàòåëüíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (1) è ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì y = 0
(ý.ó. ñèñòåìà), ó êîòîðîé ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Λ0(A, f) ⊂ (−∞, 0)
(âìåñòî íåîáõîäèìîãî Λ0(A, f) ⊂ (0,+∞) ) èìåëî ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà. Òåì ñàìûì
ýòè ñèñòåìû íè â êîåé ìåðå íå ðåàëèçóþò íåîáõîäèìûå ýôôåêòû Ïåððîíà êàê ñìåíû çíà÷å-
íèé, òàê è ñìåíû çíàêà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ýòî æå îòíîñèòñÿ ê ðàáîòå [11], â
êîòîðîé ïîñòðîåíû ý.ó. ñèñòåìû (2) ñî ìíîæåñòâàìè Λ0(A, f) ⊂ (−∞, 0), ñîñòîÿùèìè èç ñ÷åò-
íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, è ê ðàáîòå [12], â êîòîðîé ïîëíîñòüþ îïèñàíû ìíîæåñòâà
Λ0(A, f) ⊂ (−∞, 0) äëÿ ý.ó. ñèñòåì (2) ñ âîçìóùåíèÿìè (3).

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ïðèîðèòåòíûé õàðàêòåð ðàáîò Â.Â. Êîçëîâà [13, 14] è ìîíîãðàôèè
Ã.À. Ëåîíîâà [5] â èññëåäîâàíèè ðàçðóøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
ðàçëè÷íûìè âîçìóùåíèÿìè.

Àíîíñèðîâàííûé âûøå ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû óñòàíàâëèâàåò
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ m > 1, λ1 ≤ λ2 < 0 è ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî èëè

îãðàíè÷åííîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

β ⊂ [λ1,+∞), β ∩ [λ2,+∞) ̸= ∅, (4)

ñóùåñòâóþò:
1) äâóìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (1) ñ îãðàíè÷åííîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé íà ïîëó-

îñè [1,+∞) ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A(t) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè λ1(A) =
= λ1 ≤ λ2 = λ2(A);
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2) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå ïî ïåðåìåííûì t, y1, y2 è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3)
âîçìóùåíèå f : [1,+∞)×R2 → R2 ïîðÿäêà m > 1,

òàêèå, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ äâóìåðíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2) ñ ëèíåéíûì
ïðèáëèæåíèåì (1) áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìû âïðàâî è èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñî-
ñòàâëÿþò ìíîæåñòâî Λ(A, f) = β, ïðèíèìàþùåå â òî÷êàõ p = (p1, p2) ∈ R2 ñ öåëî÷èñëåí-
íûìè êîîðäèíàòàìè ñâîè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ

Λp(A, f) =

{
β, åñëè p1 ∈ Z è p2 = 0,

β ∩ [λ2,+∞), åñëè p1 ∈ Z è p2 ∈ Z \ {0}.
(5)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ íèæå ïÿòè ïóíêòîâ.

1. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß

Ýòà ñèñòåìà èìååò âèä (ñì. [9])

ẋ1 = λ1x1 − α[1 + s′(t)]x1 ≡ a1(t)x1,

ẋ2 = a(t, λ1, λ2)x2 − α[1− s′(t)]x2 ≡ a2(t)x2, (6)

s(t) ≡ t sin γ ln t, t ≥ t1 = 1,

â êîòîðîé ïàðàìåòðû α è γ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

α ≡ m2(m− 1)−1|λ1|+ |B|, B ≡ supβ, γ > 8. (7)

Ïðè ýòîì äëÿ îãðàíè÷åííîãî è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîãî êîýôôèöèåíòà a(t, λ1, λ2) âû-
ïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

t∫
t1

a(τ, λ1, λ2) dτ

{
= λi(t− t1), t ∈ Ti(k),

≤ λ2(t− t1), t ≥ t1,
(8)

ñî ñëåäóþùèìè òî÷êàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk} è îòðåçêàìè

tk = e4(k−1)π, Ti(k) = [t4k+2i−1, t4k+2i], i = 1, 2, k ∈ N. (9)

Ïîñòðîåíèå æå íåîáõîäèìûõ íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé f(t, y) m -ãî ïîðÿäêà (3) è âñåõ íåòðè-
âèàëüíûõ ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû (2), à òàêæå âû÷èñëåíèå èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé ñîäåðæèòñÿ â ïï. 2�4.

2. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ
ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÏÎÐßÄÊÀ m > 1

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò f1(t, y2) è f2(t, y1) âîçìóùåíèÿ f : [1,+∞) × R2 → R2

íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ui(t) âðåìåíè t ∈ [1,+∞) è Vi(z, k) ïåðåìåííîé
z ∈ (−∞,+∞) è ïàðàìåòðà k ∈ N. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé èñïîëüçóåì ìîíîòîííóþ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ Ãåëáàóìà�Îëìñòåäà [15, ñ. 54]

eαβ(t, τ1, τ2) = α+ (β − α) exp{−(t− τ1)
−2 exp[−(t− τ2)

−2]}, τ1 < t < τ2,

ïðèíèìàþùóþ íà êîíöàõ îòðåçêà [τ1, τ2] ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ
α è β è íóëåâûå çíà÷åíèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ âñåõ ïîðÿäêîâ.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 51 � 11 2015



ÝÔÔÅÊÒ ÏÅÐÐÎÍÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÑÌÅÍÛ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ 1423

Ôóíêöèè ui(t) îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè [9]

ui(t) = sign(2− j)× [di(k)]
sign(j−1)×

×


e01(t, τij(k)− 1, τij(k)), t ∈ [τij(k)− 1, τij(k)],

1, t ∈ (τij(k), τi,j+1(k)− 1),

e10(t, τi,j+1(k)− 1, τi,j+1(k)), t ∈ [τi,j+1(k)− 1, τi,j+1(k)],

(10)

j = 1, 3, i = 1, 2, k ≥ k(γ),

òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ íà âñåõ îñòàëüíûõ ïðîìåæóòêàõ ïîëóîñè [1,+∞), íå ñîäåðæàùèõ-
ñÿ â ðàâåíñòâàõ (10). Ïðèâåäåííûå â íèõ íîìåð k(γ) ∈ N è ìîìåíòû t = τij(k) îïðåäåëåíû
â [9], à èñïîëüçîâàííûå ïðîìåæóòêè íåíóëåâîãî çàäàíèÿ ôóíêöèé ui(t) ïðèíàäëåæàò âíóò-
ðåííîñòè îòðåçêà Ti(k). Ïîñòîÿííûå æå di(k) ∈ (0, 1) îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

Ji(τi4(k), τi1(k)− 1) = Ji(τ4k+2i, τ4k+2i−1) = 0,

i = 1, 2, k ≥ k(γ), (11)

äëÿ èíòåãðàëîâ

Ji(t, τ) ≡
t∫

τ

ui(ξ)gi(ξ) dξ, t ≥ τ,

â êîòîðûõ ôóíêöèè gi(t) èìåþò ïðåäñòàâëåíèå

gi(t) ≡ xmi (t)x
−1
3−i(t), xi(t) ≡ exp

t∫
t1

ai(τ) dτ, t ≥ t1 = 1.

Òåì ñàìûì â ñèëó (11) äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ âûïîëíåíû òîæäåñòâà

Ji(t, t1) ≡ 0, t /∈ (τi1(k)− 1, τi4(k)) ⊂ Ti(k), i = 1, 2, k ≥ k(γ). (12)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Vi(z, k) è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû îêàæóòñÿ
íåîáõîäèìûìè ôóíêöèè

Yi(t) ≡ x3−i(t)Ji(t, t1),

ïðèíèìàþùèå â ñèëó ðàâåíñòâ (10), (11) è òîæäåñòâ (12) çíà÷åíèÿ

Yi(t) =

{
x3−i(t)Ji(t, τi1(k)− 1) ≥ 0, t ∈ (τi1(k)− 1, τi4(k)),

0, t /∈ (τi1(k)− 1, τi4(k)),
i = 1, 2, k ≥ k(γ). (13)

Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè (ñì. [9]) ìíîæåñòâî β ìîæíî ñ÷èòàòü ñîñòîÿùèì èç áîëåå ÷åì äâóõ
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ β = β1∪β2 äâóõ íåïóñòûõ
â ñèëó (4) ïîäìíîæåñòâ β1 = {β1l} è β2 = {β2l}, îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè
β0 ≡ β ∩ [λ1, λ2) ̸= ∅,

òî ïîëàãàåì
β1 = β0, β2 = β \ [λ1, λ2);

2) åñëè æå β0 = ∅, òî β1 = β2 = β.
Çàìå÷àíèå 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå è ïðè çàìêíóòîì ñíèçó ìíîæåñòâå β (inf β ∈ β) ìîæíî

áûëî áû ïîëîæèòü β1 = {inf β} è β2 = β \ β1.
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Ïðåäïîëîæèâ ñíà÷àëà âûïîëíåííûì íàèáîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ β1
è β2, îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå ÷èñëà ci(k, l) ∈ (0, 1) ñîîòíîøåíèÿìè

sup
t∈Ti(k)

{t−1 ln[ci(k, l)Yi(t)]} = θ−1
i ln[ci(k, l)Yi(θi)] = βil + k−1,

(14)

θi = θi(k, l) ∈ Ti(k), i = 1, 2, l = 1, k, k ≥ k(γ),

â êîòîðûõ îòðåçêè Ti(k) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (9), à ôóíêöèè Yi(t) � ðàâåíñòâàìè (13).
Ïðè ýòîì ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ âåëè÷èí ci(k, l) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

lnYi(τi2(k)) ≥ (|B|+ |λ1|/4)τi2(k), i = 1, 2, k ≥ k(γ),

ñïðàâåäëèâûõ â ñèëó âûáîðà (7) ïàðàìåòðîâ α è γ.
Ââåäåì òàêæå âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

ε(k) = 2−3k, ∆(k) = (k2k)−1, ηl(k) = 2−k + (k − l + 1)∆(k), l = 1, 1 + k.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ≥ k(γ) îïðåäåëèì ôóíêöèè

vi(z, s, k) =

{
eci(s,l+1),ci(s,l)(z, ηl+1(s), ηl+1(s) + ε(k)), z − ηl+1(s) ∈ [0, ε(k)],

ci(s, l), z ∈ [ηl+1(s) + ε(k), ηl(s)],

(151)

l = 1, s, s ∈ {1, k},

ñ âåëè÷èíàìè ci(s, s + 1) = ci(s + 1, 1), åñëè s = 1, k − 1, è ci(k, k + 1) = 0. Ôóíêöèè (151)
îïðåäåëåíû íà îòðåçêàõ [2−s, 21−s]. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé ââåäåì íà îòðåçêå [0, 1] íîâóþ
ôóíêöèþ

Vi(z, k) =

{
0, z ∈ [0, 2−k],

vi(z, s, k), z ∈ [2−s, 21−s], s = 1, k.
(152)

Íà ýòîì îòðåçêå íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (152) ïî ñâîéñòâàì ôóíêöèé Ãåëáàóìà�Îëìñòåäà
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé åäèíèöåé è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè âñÿêîì çíà÷åíèè
k ≥ k(γ).

Ðàñïðîñòðàíèì îïðåäåëåíèå (151), (152) ôóíêöèè Vi(z, k) íà ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê
[q, q + 1], q ∈ N, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vi(z, k) =

{
eci(k,1),0(z, q, q + 2−k), z ∈ [q, q + 2−k],

Vi(z − q, k), z ∈ [q + 2−k, q + 1].
(153)

Íàêîíåö, äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé z ïîëîæèì

Vi(z, k) = Vi(−z, k), z ∈ (−∞, 0), k ≥ k(γ). (154)

Ïîñòðîåííàÿ íà âñåé îñè (−∞,+∞) íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Vi(z, k) ïðè âñÿêîì k ≥ k(γ)
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé åäèíèöåé è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî z.

Â ñëó÷àå îäíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà βi = {βi1, . . . , βis} (èëè îáîèõ ñðàçó), êàê è â [9],
ïðåâðàùàåì åãî â áåñêîíå÷íîå βi = {βil} ñ ñîâïàäàþùèìè ýëåìåíòàìè βil = βis è ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè ci(k, l) = ci(k, s) ïðè âñåõ l ≥ s. Òåì ñàìûì ìû âîçâðàùàåìñÿ ê
ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ.
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Ôîðìàëüíî, êàê è â [9], ñ ó÷åòîì íîâîãî îïðåäåëåíèÿ (151) � (154) ôóíêöèé Vi(z, k), i=1, 2,
âîçüìåì êîìïîíåíòû fi(t, y3−i) â âèäå

f3−i(t, yi) = ui(t)Vi[z(yi, t), k]|yi|m, i = 1, 2,

z(yi, t) ≡ yix
−1
i (t), y = (y1, y2) ∈ R2, t ∈ Ti(k), (161)

f3−i(t, yi) ≡ 0, t /∈ Ti(k), k ≥ k(γ).

Òàê êàê íåíóëåâîå çàäàíèå ôóíêöèé ui(t) îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ðàâåíñòâàìè (10),
òî ýòè êîìïîíåíòû îêàçûâàþòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûìè íóëþ è â äîïîëíèòåëüíîé îáëàñòè:

f3−i(t, yi) ≡ 0, y ∈ R2, t ∈ Ti(k) \ (τi1(k)− 1, τi4(k)) ̸= ∅, (162)

ïðè÷åì ñîäåðæàùàÿñÿ â òîæäåñòâàõ (162) ðàçíîñòü ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ íåíóëåâîé äëèíû îòðåçêîâ.

Ôóíêöèè ui(t) ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è íåîòðèöàòåëüíàÿ Vi(z, k) ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿ-
þòñÿ îãðàíè÷åííûìè åäèíèöåé è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè, à ôóíêöèÿ |yi|m � áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé âíå ëþáîé îêðåñòíîñòè (−ε, ε), ε > 0, íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàê êàê
Vi(z, k) ≡ 0 ïðè z ∈ (−ε(k), ε(k)), ε(k) > 0, ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì k ≥ k(γ), òî â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ (161) êîìïîíåíò âîçìóùåíèÿ f èìååì

f3−i(t, yi) ≡ 0 ïðè |yix−1
i (t)| < ε(k) = 2−3k. (163)

Ïîýòîìó íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè |yi|m â òî÷êå yi = 0 â ñèëó òîæ-
äåñòâ (163) íå ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîìó ñâîéñòâó äëÿ êîìïîíåíò f3−i(t, yi), ñîõðàíÿÿ èõ
áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü íå òîëüêî â òî÷êå yi = 0, íî è ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (162)
è âî âñåé îáëàñòè (1,+∞)×R. Âûïîëíèìîñòü æå óñëîâèÿ (3) äëÿ ïîñòðîåííîãî âîçìóùåíèÿ
f(t, y) î÷åâèäíà.

Îòìåòèì òàêæå âûòåêàþùåå èç îïðåäåëåíèÿ (163) ôóíêöèé f3−i(t, yi), i = 1, 2, ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2) ñ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì (6) è
âîçìóùåíèåì (161) : âñÿêîå òàêîå ðåøåíèå y(t, c), y(1, c) = c ̸= 0, ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì
x(t, c) = (c1x1(t), c2x2(t)) èñõîäíîé ñèñòåìû (6) ëèøü íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1, tc].
Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé

sup
t∈Ti(k)

|yi(t, c)x−1
i (t)| ≤ ε(k) → 0 ïðè k → ∞.

Ïîýòîìó êîìïîíåíòà yi(t, c) ðåøåíèÿ y(t, c), íå ïîïàâ â ñóæàþùóþñÿ ïî k îáëàñòü

{(t, yi) : t ∈ Ti(k), |yix−1
i (t)| ≤ ε(k)}

ïðè íåêîòîðîì k ≥ k(γ), äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ çíà÷åíèé k ∈ N â àíàëîãè÷íóþ îáëàñòü óæå
íå ïîïàäàåò.

3. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈÉ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé ui(t), òîæäåñòâåííî ðàâíûõ íóëþ âíå ïðîìåæóòêîâ, óêà-
çàííûõ â ðàâåíñòâàõ (10), è îïðåäåëåíèþ (161) êîìïîíåíò f3−i(t, yi), i = 1, 2, èìååì, â ÷àñò-
íîñòè,

u1(t) ≡ 0, f2(t, y1) ≡ 0, t /∈ T1(k),

u2(t) ≡ 0, f1(t, y2) ≡ 0, t /∈ T2(k).

Ïîýòîìó íà îòðåçêàõ T1(k) (îòðåçêàõ T2(k) ) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî f1(t, y2) ≡ 0 (òîæäåñò-
âî f2(t, y1) ≡ 0 ) è ñèñòåìà (2) íà íèõ ÿâëÿåòñÿ íèæíå-òðåóãîëüíîé (âåðõíå-òðåóãîëüíîé). Íà
îñòàëüíûõ ïðîìåæóòêàõ ïîëóîñè [1,+∞) èìååì f(t, y) ≡ 0 è âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (2) ñîâïà-
äàåò ñ èñõîäíîé ëèíåéíîé (6). Òåì ñàìûì ñèñòåìà (2) äîïóñêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîå ïî âðåìåíè
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ïîëíîå èíòåãðèðîâàíèå íà âñåé ïîëóîñè [1,+∞]. Â ÷àñòíîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì
íà îòðåçêå [1, t4k(γ)+3] ⊃ T1(k(γ)) èìååì f1(t, y2) ≡ 0 è ïîýòîìó ïåðâàÿ êîìïîíåíòà y1(t, c) ñ
íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì y1(1, c) = c1 ∈ R ïðîèçâîëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ

y(t, c), y(1, c) = c = (c1, c2) ∈ R2 \ {0},

ïîñòðîåííîé ñèñòåìû (2) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

y1(t, c) = c1x1(t), t ∈ [1, t4k(γ)+3] ⊃ T1(k(γ)). (171)

Òîãäà âòîðàÿ êîìïîíåíòà y2(t, c), y2(1, c) = c2 ∈ R, ýòîãî ðåøåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåí-
ñòâàìè (161) è (171) ÿâëÿåòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü ðåøåíèåì ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ẏ2 = a2(t)y2 + |c1|mV1(c1, k(γ))u1(t)xm1 (t)

è, ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (11) è (12), èìååò âèä

y2(t, c) = c2x2(t) + |c1|mV1(c1, k(γ))x2(t)J1(t, t1), t ∈ [1, t4k(γ)+3]. (181)

Â ñèëó ðàâåíñòâ (11) è òîæäåñòâ (12) èìååì â ñâîþ î÷åðåäü òîæäåñòâà

J1(t, t1) ≡ 0, t ∈ [t4k(γ)+2, t4k(γ)+5],

ïðèâîäÿùèå ê ïðåäñòàâëåíèþ

y2(t, c) = c2x2(t), t ∈ [t4k(γ)+2, t4k(γ)+5] ⊃ T2(k(γ)). (172)

Îíî ñïðàâåäëèâî åùå è ïîòîìó, ÷òî âòîðàÿ êîìïîíåíòà f2(t, y1), êàê óæå îòìå÷àëîñü, òîæ-
äåñòâåííî ðàâíà íóëþ, â ÷àñòíîñòè, íà âñåõ çàìêíóòûõ ïðîìåæóòêàõ ïîëóîñè [1,+∞), ðàñïî-
ëîæåííûõ ìåæäó ëþáûìè îòðåçêàìè T1(k) è T1(k + 1), k ≥ k(γ), è íà îòðåçêå [1, t4k(γ)+1].
Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå (172) âòîðîé êîìïîíåíòû y2(t, c) â ôóíêöèþ f1(t, y2), òîæäåñòâåííî
ðàâíóþ íóëþ âìåñòå ñ ôóíêöèåé u2(t) íà îòðåçêå [1, t4k(γ)+3], äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå
T2(k) ïåðâîé êîìïîíåíòû y1(t, c) ðåøåíèÿ y(t, c) èìååì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ẏ1 = a1(t)y1 + |c2|mV2(c2, k(γ))u2(t)xm2 (t), t ∈ T2(k(γ)).

Ýòî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû y1(t, c) â ñèëó òîæäåñòâà u2(t) ≡ 0 äëÿ
t ∈ [1, t4k(γ)+3] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è íà âñåì îòðåçêå [1, t4k(γ)+4]. Ïîýòîìó êîìïîíåíòà
y1(t, c), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [1, t4k(γ)+3] ðàâåíñòâîì (171), íà ñëåäóþùåì îòðåçêå T2(k)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðåäûäóùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è òåì ñàìûì èìååò âèä

y1(t, c) = c1x1(t) + |c2|mV2(c2, k(γ))x1(t)J2(t, t4k(γ)+3), t ∈ T2(k(γ)). (182)

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâàì (17i) è (18i) ñ ó÷åòîì ðà-
âåíñòâ (11) è òîæäåñòâ (12) äëÿ êîìïîíåíò yi(t, c) ðåøåíèÿ y(t, c) áóäåì èìåòü íåîáõîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ

yi(t, c) = cixi(t) +

{
|c3−i|mV3−i(c3−i, k)xi(t)J3−i(t, t4k+5−2i), t ∈ T3−i(k),

0, t /∈ T3−i(k),

(19i)

k ≥ k(γ), i = 1, 2.
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4. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ
ÍÅÒÐÈÂÈÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Ñíà÷àëà óñëîâèìñÿ äëÿ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ y(t, c) ïîñòðîåííîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì âåê-
òîðîì y(1, c) = c = (c1, c2) ∈ R2 èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ y1(t, c1, c2) è y2(t, c1, c2), óêàçûâàÿ
èõ ÿâíóþ ïîêîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü îò êîìïîíåíò âåêòîðà c, áîëåå óäîáíóþ ïðè âû÷èñëå-
íèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ.

Ñäåëàåì ñëåäóþùåå
Çàìå÷àíèå 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèììåòðè÷íîñòüþ äëÿ âñÿêîãî k ∈ N çíà÷åíèé ôóíêöèè

V3−i(c3−i, k), i ∈ {1, 2}, îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò c3−i = 0 (ñì. ðàâåíñòâà (154) ) ïîêà-
çàòåëè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðåäñòàâëåíèè (19i) ïðè ïîëîæèòåëüíîì c3−i è îòðèöàòåëüíîì
−c3−i ñîâïàäàþò. Èç ýòîãî ñëåäóåò è ñîâïàäåíèå ïîêàçàòåëåé ñàìîé êîìïîíåíòû yi(t, c1, c2),
ñîîòâåòñòâóþùåé êàê ïîëîæèòåëüíîìó c3−i, òàê è îòðèöàòåëüíîìó −c3−i çíà÷åíèþ íà÷àëü-
íîãî ïàðàìåòðà c3−i ̸= 0.

4.1. Ïîêàçàòåëè ðåøåíèé y(t, c) ñ íà÷àëüíûìè âåêòîðàìè c = (c1, 0) ̸= 0. Äëÿ
êîìïîíåíò ýòèõ ðåøåíèé èç ðàâåíñòâ (19i) èìååì ïðåäñòàâëåíèå

y1(t, c1, 0) = c1x1(t), t ≥ 1;

y2(t, c1, 0) =

{
|c1|mV1(c1, k)Y1(t), t ∈ T1(k),

0, t /∈ T1(k),
k ≥ k(γ). (20)

Èç ìíîæåñòâ Λ(A, f) è Λp(A, f) âûäåëèì ñîîòâåòñòâåííî èõ ïîäìíîæåñòâà Λ(A, f)|R1 è
Λp(A, f)|R1 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé y(t, c) ïîñòðîåííîé âîç-
ìóùåííîé ñèñòåìû (2) ñ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì (6) è m -âîçìóùåíèåì (161), íà÷èíàþùèõñÿ
â ìîìåíò t0 = 1 íà îñè R1 = {c ∈ R2 : c1 ̸= 0, c2 = 0}. Äîêàæåì äëÿ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ
ðàâåíñòâà

Λ(A, f)|R1 = Λp(A, f)|R1 = β1, p = (p1, 0), p1 ∈ N0. (21)

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷åê ηl(s), l = 1, s, s ∈ N, âñÿêèé ïðîìåæóòîê

(2−s, 21−s] ⊂ (0, 1], s ∈ N,

ñîñòîèò èç s íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ (ηl+1(s), η(s)], l = 1, s, ðàâíîé äëèíû ∆(s).
Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

(0, 1] =

+∞∪
s=1

s∪
l=1

(ηl+1(s), ηl(s)] (22)

íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîìåæóòêè (ηl+1(s), ηl(s)] ïðè âñåõ 1 ≤ l ≤ s, s ∈ N. Äëÿ ëþáîãî
c1 = h èç ýòîãî ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà (ηl+1(s), ηl(s)] â ñèëó ñâîéñòâà ε(k) → 0 ïðè
k → ∞ íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð q(h) ≥ k(γ), q(h) ∈ N, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ (151) � (154)
ôóíêöèé Vi(z, k) : R→ (0, 1), k ∈ N, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Vi(z, k) = ci(k, l), z ∈ [h, η(s)], ∀k ≥ max{q(h), s}, i = 1, 2. (231)

Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c1 = h ∈ (ηl+1(s), ηl(s)], l ≤ s, ïðè âñåõ k ≥ max{q(h), s} â
ïðåäñòàâëåíèè (20) âåëè÷èíû V1(h, k) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ c1(k, l). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðå-
äåëåíèåì (14) ýòèõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ðåøåíèÿ (20) ðåàëèçóåòñÿ íà âòîðîé åãî
êîìïîíåíòå y2(t, h, 0) è èìååò ïðåäñòàâëåíèå

λ[y(·, c)] = max{λ[y1], λ[y2]} = max{λ1, β1l} = β1l,
(241)

c = (h, 0) ̸= 0, h ∈ (ηl+1(s), ηl(s)], ∀s ≥ l, ∀l ∈ N.
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Îíî ïîçâîëÿåò íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ (22) ïîëó÷èòü â ñâîþ î÷åðåäü ðàâåíñòâî

{λ[y(·, (h, 0))] : h ∈ (0, 1]} = β1 (251)

êàê â ïåðâîì, òàê è âî âòîðîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà β1.
Òàê êàê ïðîìåæóòîê (2−s, 21−s] ïðåäñòàâèì â âèäå

(2−s, 21−s] =

s∪
l=1

(ηl+1(s), ηl(s)], s ∈ N,

òî âñÿêàÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ îêðåñòíîñòü (0, 2−j ] òî÷êè c1 = 0 ïðåäñòàâèìà îáúåäèíåíèåì

(0, 2−j ] =

+∞∪
r=j

(2−r−1, 2−r] (26)

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîìåæóòêîâ (2−r−1, 2−r], êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç r + 1 ïðîìå-
æóòêîâ

(ηl+1(r + 1), ηl(r + 1)], l = 1, r + 1.

Òåì ñàìûì ëþáàÿ (ïðè âñÿêîì j ∈ N ) ïðàâîñòîðîííÿÿ îêðåñòíîñòü (26) òî÷êè c1 = 0
ñîäåðæèò ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì l ∈ N ñ÷åòíîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ (ηl+1(r), ηl(r)], r ∈ N.
Ïðè ýòîì áåñêîíå÷íàÿ (ïî r ∈ N ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ïðîìåæóòêîâ ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
c1 = 0. Ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâ (241) èìååì ïåðâîå íåîáõîäèìîå ñîîòíîøåíèå

{λ[y(·, (h, 0))] : h ∈ (0, 2−j ]} = β1, j = N. (252)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ (154) çíà÷åíèé Vi(z, k) äëÿ îòðèöàòåëüíûõ Z ïîëó÷àåì
àíàëîãè÷íîå (252) è âòîðîå íåîáõîäèìîå ñîîòíîøåíèå

{λ[y(·, (−h, 0))] : −h ∈ [−2−j , 0)} = β1, j = N. (253)

Èç ñîîòíîøåíèé (252) è (253) èìååì òåïåðü ðàâåíñòâî

Λ0(A, f)|R1 = β1, (211)

ÿâëÿþùååñÿ îäíèì èç ñîîòíîøåíèé (21) ïðè p = (0, 0).
Â ñèëó ïåðèîäè÷åñêîãî ïî q = pi ∈ N îïðåäåëåíèÿ (153) ôóíêöèè Vi(z, k) äëÿ íåå ñïðà-

âåäëèâû àíàëîãè÷íûå (231) ðàâåíñòâà

Vi(z, k) = ci(k, l), z − pi ∈ [h, ηl(s)] ⊂ (ηl+1(s), ηl(s)],
(232)

∀k ≥ max{q(h), s}, ∀pi ∈ N, i = 1, 2.

Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà

c1 ∈ (p1 + ηl+1(s), p1 + ηl(s)], s ≥ l, k ≥ q(c1), ∀p1 ∈ N0,

â ïðåäñòàâëåíèè (20) âåëè÷èíû V1(c1, k) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ c1(k, l). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðå-
äåëåíèÿìè (14) ýòèõ çíà÷åíèé è ìíîæåñòâà β1 ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ðåøåíèÿ (20) ðåàëèçóåòñÿ
íà âòîðîé åãî êîìïîíåíòå y2(t, c1, 0) è èìååò àíàëîãè÷íûå (241) ïðåäñòàâëåíèÿ

λ[y(·, c)] = max{λ1, β1l} = β1l, c = (p1 + h, 0),
(242)

h ∈ (ηl+1(s), ηl(s)], ∀s ≥ l, ∀l ∈ N, ∀p1 ∈ N0.
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Èç íèõ, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûå (251) � (252) è (211) ðàâåíñòâà

{λ[y(·, (c1, 0))] : c1 ∈ (p1, p1 + 1]} = β1, p1 ∈ N, (254)

Λp(A, f)|R1 = β1, p1 ∈ N, p2 = 0. (212)

Îêîí÷àòåëüíûå íåîáõîäèìûå ñïðàâåäëèâûå íà âñåé îñè R1 ðàâåíñòâà (21) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâè-
åì çàìå÷àíèÿ 2 è äîêàçàííûõ ðàâåíñòâ (211) � (212) è (252) � (254).

4.2. Ïîêàçàòåëè ðåøåíèé y(t, c) ñ íåíóëåâîé âòîðîé êîìïîíåíòîé íà÷àëüíîãî
âåêòîðà c ∈ R2. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé c2 > 0. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ íàéäóòñÿ òàêèå
÷èñëà p2 ∈ N0, l2 ∈ N è s2 ∈ N, s2 ≥ l2, ÷òî îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì âêëþ÷åíèå c2−p2 ∈
∈ (ηl2+1(s2), ηl2(s2)].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè (232) ôóíêöèÿ V2(c2, k) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

V2(c2, k) = c2(k, l2), c2 − p2 ∈ [ηl2+1(s2), ηl2(s2)],
(233)

∀k ≥ max{q(c2), s2}, p2 ∈ N0, l2, s2 ∈ N, l2 ≤ s2.

Ïîýòîìó ïåðâàÿ êîìïîíåíòà y1(t, c1, c2) ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ y(t, c) ñ íåêîòîðûì íà-
÷àëüíûì çíà÷åíèåì y1(1, c1, c2) = c1 ∈ R â ñèëó ðàâåíñòâ (191) è (11)�(13) èìååò ïðåäñòàâëå-
íèå

y1(t, c1, c2) = c1x1(t) +

{
|c2|mc2(k, l2)Y2(t), t ∈ T2(k),

0, t /∈ T2(k),
(271)

äëÿ çíà÷åíèé c2 > 0, p2, k, l2 è s2 èç ñîîòíîøåíèé (233). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíè-
åì (14) âåëè÷èí c2(k, l2) è àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ c1 ̸= 0, c2 = 0 äëÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ðàçíîñòè w1(t, c1, c2) ≡ y1(t, c1, c2)− c1x1(t) èç (271) ïîëó÷à-
åì ðàâåíñòâî

λ[w1(·, c1, c2)] = β2l2 ∈ β2, c2 − p2 ∈ (ηl2+1(s2), ηl2(s2)],
(28)

p2 ∈ N0, l2, s2 ∈ N, l2 ≤ s2.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà β2 = β ∩ [λ2,+∞) äëÿ âñåõ åãî ýëåìåíòîâ β2j ñïðàâåäëèâà
î÷åâèäíàÿ îöåíêà β2j ≥ λ2 ≥ λ1. Ïîýòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâ (ñì. (8) è (9))

0 < x1(t) ≤ exp(λ1(t− t1)), t ≥ t1; θ2(k, l2) ≥ t4k+3 > exp(16kπ), k ∈ N,

è çà ñ÷åò ñëàãàåìîãî k−1 â îïðåäåëåíèè (14) ìîìåíòîâ t = θ2(k, l2) äëÿ ëþáîãî c1 ∈ R è âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ∈ N èìååì îöåíêè

|y1(θ2, c1, c2)| ≥ |w1(θ2, c1, c2)| − |c1|x1(θ2) ≥

≥ eβ2l2θ2 + (cm2 e
θ2/k − |c1|e|λ1| − 1)eλ1θ2 ≥ eβ2l2θ2 , (29)

θ2 = θ2(k, l2) ∈ T2(k), c2 > 0.

Èç ñîîòíîøåíèé æå (28) è (29) ñëåäóåò òåïåðü äâóñòîðîííåå íåðàâåíñòâî

β2l2 ≤ λ[y1(·, c1, c2)] ≤ max{λ[x1]}, λ[w1(·, c1, c2)] = β2l2 ,

ò.å. íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî

λ[y1(·, c1, c2)] = β2l2 , β2l2 ≥ λ2, 0 < c2 ∈ (p2 + ηl2+1(s2), p2 + ηl2(s2)], c1 ∈ R, (30)

ïðè íåêîòîðûõ ÷èñëàõ p2 ∈ N0, l2, s2 ∈ N, l2 ≤ s2, îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèåì c2 > 0.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 2, ñâÿçàííûì ñ ñèììåòðè÷íîñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè V2(c2, k)

îòíîñèòåëüíî òî÷êè c2 = 0, ðàâåíñòâî (30) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ îòðèöàòåëüíîãî
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íà÷àëüíîãî ïàðàìåòðà c2 ̸= 0 ñ ìîäóëåì |c2| ∈ (p2 + ηl2+1(s2), p2 + ηl2(s2)] ïðè òåõ æå ÷èñëàõ
p2, l2 è s2.

Âû÷èñëèì òåïåðü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü âòîðîé êîìïîíåíòû y2(t, c1, c2) â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå c2 ̸= 0. Â ñèëó ðàâåíñòâ (11)�(13), (192) è (20) îíà èìååò ïðåäñòàâëåíèå

y2(t, c1, c2) = c2x2(t) + y2(t, c1, 0), c1 ∈ R, c2 ̸= 0, t ≥ 1. (31)

Òàê êàê äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ y(t, 0) ≡ 0, t ≥ 1, âûïîëíåíî òîæ-
äåñòâî y2(t, 0, 0) ≡ 0, t ≥ 1 (ñì. òàêæå (20)), òî ïðè c1 = 0 èç ïðåäñòàâëåíèÿ (31) ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî

y2(t, 0, c2) = c2x2(t), c2 ̸= 0, t ≥ 1.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî λ[y2(·, 0, c2)] = λ2, c2 ̸= 0.
Äëÿ íåíóëåâîãî c1, êàê è â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå c2 = 0, íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ

p1 ∈ N0, l1, s1 ∈ N, l1 ≤ s1, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

λ[y2(·, c1, 0)] = β1l1 , |c1| ∈ (p1 + ηl1+1(s1), p1 + ηl1(s1)]. (32)

È â ïåðâîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà β1 = β0 ̸= ∅, äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ β1l êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà β1l < λ2, èç ðàâåíñòâ (31) è (32) ïî ñâîéñòâó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ
ñóììû äâóõ ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå

λ[y2(·, c1, c2)] = λ2, c2 ̸= 0, |c1| − p1 ∈ (ηl1+1(s1), ηl1(s1)], β0 ̸= ∅. (33)

Âî âòîðîì ñëó÷àå β0 = ∅ èìååì äëÿ ýëåìåíòîâ β1l ìíîæåñòâà β1 = β îöåíêè β1l ≥ λ2
è ïîýòîìó àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì, ñâÿçàííûì ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñîîòíîøåíèé (28)�(30), ñ
ó÷åòîì ñëàãàåìîãî k−1 â (14) ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî

λ[y2(·, c1, c2)] = β1l1 ∈ β1 = β, c2 ̸= 0, |c1| − p1 ∈ (ηl1+1(s1), ηl1(s1)], β0 = ∅. (34)

Èç ñîîòíîøåíèé (30), êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñïðàâåäëèâûõ è äëÿ |c2|, è ðàâåíñòâ (33) è (34)
ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçàòåëÿ

λ[y(·, c)] = max
i

{λ[yi(·, c1, c2)]} =

=

{
β2l2 ∈ β2 äëÿ 0 < |c2| ∈ Ip2(l2, s2), c1 = 0, c1 ̸= 0 ïðè β0 ̸= ∅,
max
i

{β2li} ∈ β2 = β äëÿ 0 < |ci| ∈ Ipi(li, si), i = 1, 2, β0 = ∅, (35)

ðåøåíèÿ y(t, c) ñ íà÷àëüíîé êîìïîíåíòîé c2 ̸= 0, â êîòîðîì ÷èñëà pi ∈ N0, li, si ∈ N, li ≤ si,
îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ci ̸= 0, i = 1, 2, è

Ipi(li, si) ≡ (pi + ηli+1(si), pi + ηli(si)].

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ðàâåíñòâ (212) ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ

Λ(A, f) ⊂ β, Λ(A, f)|c2 ̸=0 ⊂ β2. (36)

5. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ Λ0(A, f) È Λp(A, f)

Äëÿ ïåðâîãî ìíîæåñòâà äîêàæåì ïðåäñòàâëåíèå

Λ0(A, f) = β. (37)

Ïåðâîå íåîáõîäèìîå âêëþ÷åíèå Λ0(A, f) ⊂ β ñëåäóåò èç ïåðâîãî æå âêëþ÷åíèÿ (36). Ïåð-
âàÿ ÷àñòü β1 ⊂ Λ0(A, f) âòîðîãî íåîáõîäèìîãî ïðîòèâîïîëîæíîãî âêëþ÷åíèÿ β ⊂ Λ0(A, f)
óñòàíîâëåíà ðàâåíñòâîì (211). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè β2 ⊂ Λ0(A, f) ýòîãî íåîá-
õîäèìîãî âêëþ÷åíèÿ (â ñëó÷àå β0 ̸= ∅; â ñëó÷àå β0 = ∅ èìååì β2 = β1 = β è íåîáõîäèìîå
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âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (211) ) âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò β2l ∈ β2 è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {dl(s)} ↓ 0 (ïðè s→ +∞; l ∈ N ôèêñèðîâàíî) çíà÷åíèé

c2 = dl(s) ∈ (ηl+1(s), ηl(s)], l ≤ s ∈ N, (38)

íà÷àëüíîãî ïàðàìåòðà c2 > 0. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì ðàâåíñòâîì (35) äëÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ðåøåíèé y(t, (0, dl(s))) áóäåì èìåòü ïðåäñòàâëåíèÿ

λ[y(·, (0, dl(s)))] = β2l ∀s ≥ l.

Îíè è óñòàíàâëèâàþò âêëþ÷åíèå β2l ∈ Λ0(A, f), à òåì ñàìûì âêëþ÷åíèå β2 ⊂ Λ0(A, f) è
ðàâåíñòâî (37).

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü è ðàâåíñòâ

Λp(A, f) = β, p = (p1, 0), p1 ∈ Z \ {0}. (39)

Êàê è âûøå, âêëþ÷åíèå Λp(A, f) ⊂ β ñëåäóåò èç ïåðâîãî âêëþ÷åíèÿ (36), à âêëþ÷åíèå
β1 ⊂ Λp(A, f) äëÿ óêàçàííûõ p � èç ðàâåíñòâ (212). Â ñëó÷àå β0 = ∅, êîãäà β1 = β2 = β,
ýòè äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ âêëþ÷åíèÿ è óñòàíàâëèâàþò ðàâåíñòâî (39). Â ñëó÷àå β0 ̸= ∅ íåîá-
õîäèìîå âêëþ÷åíèå β2 ⊂ Λp(A, f) äëÿ p = (p1, 0) è |p1| ∈ N äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñíîâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà β2l ∈ β2 è ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{dl(s)} ↓ 0 ïðè s→ ∞ ïî ïåðâîìó ðàâåíñòâó (35) ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé

λ[y(·, (p1, dl(s)))] = β2l, |p1| ∈ N, ∀s ≥ l,

óñòàíàâëèâàþùèå íåäîñòàþùåå âêëþ÷åíèå β2 ⊂ Λp(A, f). Ðàâåíñòâà (39) òåì ñàìûì äîêàçàíû.
Äîêàæåì òåïåðü ïîñëåäíèå íåîáõîäèìûå ðàâåíñòâà

Λp(A, f) = β2 ≡ β ∩ [λ2,+∞), p1 ∈ Z, p2 ∈ Z \ {0}. (40)

Ñ ó÷åòîì âòîðîãî âêëþ÷åíèÿ (36) äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âêëþ÷åíèå β2 ⊂ Λp(A, f)
ïðè óêàçàííûõ â (40) çíà÷åíèÿõ p = (p1, p2). Êàê è âûøå, çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëå-
ìåíò β2l ∈ β2 è âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dl(s)} ↓ 0 (ïðè s → +∞ ) ñ îïðåäåëåííûìè
ñîîòíîøåíèÿìè (38) ÷ëåíàìè.

Äëÿ çíà÷åíèé
c2 = [p2 + ηl(s)] sign p2, p2 ∈ Z \ {0}, s ∈ N, (41)

è ïðè ëþáûõ c1 ∈ R â ñëó÷àå β0 ̸= ∅ ïî ïåðâîìó ðàâåíñòâó (35) èìååì

λ[y(·, c)] = β2l ∀s ∈ N. (42)

Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Λp(A, f) = β2, β0 ̸= ∅, p = (p1, p2) ∈ R2, p1 ∈ R, p2 ∈ Z \ {0}, (43)

áîëåå ñèëüíîå ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì óòâåðæäåíèåì (5) òåîðåìû.
Â ñëó÷àå β0 = ∅ äëÿ âåêòîðà c = (c1, c2) ∈ R2 ñ ïåðâûìè êîìïîíåíòàìè

c1 = [p1 + ηl(s)] sign p1, p1 ∈ Z, ∀s ∈ N,

è âòîðûìè (41) ïî âòîðîìó ðàâåíñòâó (35) ñíîâà èìååì ïðè âñåõ s ∈ N íåîáõîäèìîå ðàâåí-
ñòâî (42). Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Â ï. 5 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óñòàíîâëåíî
Ñëåäñòâèå. Â ñëó÷àå β ∩ [λ1, λ2) ̸= ∅ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå (43), áîëåå ñèëüíîå ïî

ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì óòâåðæäåíèåì (5) òåîðåìû.
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