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Âñåì èçâåñòíà õàðàêòåðèçàöèÿ Ëåáåãà �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî

�èìàíó íà îòðåçêå [a, b]: îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà

�óíêöèè f ðàâíà íóëþ.

Ýòà ÷ðåçâû÷àéíî êðàñèâàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî,

ñîâåðøåííî íå êîíñòðóêòèâíîé, ò. å. íå äà¼ò íèêàêèõ ñïîñîáîâ

ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè f êàêèìè-ëèáî áîëåå ïðîñòûìè (èëè áîëåå

ïîíÿòíûìè) �óíêöèÿìè.

Ìû èçëîæèì äðóãóþ õàðàêòåðèçàöèþ, ïîëíîñòüþ îòëè÷íóþ îò

ëåáåãîâñêîé, íî äàþùóþ ñïîñîáû ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè êàê áîëåå

ïðîñòûìè, òàê è áîëåå ïîíÿòíûìè �óíêöèÿìè.

Èíòåãðàë �èìàíà áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåé

ñèòóàöèè èçìåðèìîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îäíàêî

ïðåäëàãàåìàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ

íîâîé è îòëè÷íîé îò ëåáåãîâñêîé äàæå äëÿ îòðåçêà.
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(T,G) � òèõîíîâñêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îãðàíè÷åííîé

ïîëîæèòåëüíîé ðàäîíîâñêîé ìåðîé µ : B → R+, çàäàííîé íà σ-àëãåáðå

áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B ïðîñòðàíñòâà (T,G);

F (T ) � ñåìåéñòâî âñåõ �óíêöèé f : T → R;

Fb(T ) � ïîäñåìåéñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé.

∆ ≡ ∆(T,G,B, µ) � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ðàçáèåíèé T , ñîñòîÿùèõ

èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ µ-ìåðû íóëü.

Äëÿ è ðàññìîòðèì íèæíþþ

è âåðõíþþ

ñóììû Äàðáó.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó íà

èçìåðèìîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èëè

-èíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó, åñëè

.

Äëÿ æîðäàíîâà ìíîæåñòâà (â ÷àñòíîñòè, äëÿ )

òàêîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî îáû÷íîìó.
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èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ µ-ìåðû íóëü.

Äëÿ κ ≡
(

Qk | k ∈ K
)

∈ ∆ è f ∈ Fb(T ) ðàññìîòðèì íèæíþþ

s(f,κ) ≡
∑

(

inf f [Qk]µQk | k ∈ K
)

è âåðõíþþ

S(f,κ) ≡
∑

(

sup f [Qk]µQk | k ∈ K
)

ñóììû Äàðáó.
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)

= inf
(

S(f,κ) | κ ∈ ∆
)

.

Äëÿ æîðäàíîâà ìíîæåñòâà T ⊂ R
n

(â ÷àñòíîñòè, äëÿ T = [a, b] ⊂ R)

òàêîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî îáû÷íîìó.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë èñïîëüçîâàí íîâûé êëàññ

�óíêöèé íà äåñêðèïòèâíîì ïðîñòðàíñòâå (T, S): êëàññ ðàâíîìåðíûõ

�óíêöèé.

Äåñêðèïòèâíîå ïðîñòðàíñòâî � ïàðà (T, S), ãäå T � ìíîæåñòâî, à S �

íåïóñòîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ T (àíñàìáëü íà T ).

Îïðåäåëèì êîëåáàíèå �óíêöèè

íà ìíîæåñòâå è

êîëåáàíèå �óíêöèè íà êîëëåêöèè

.

Êîëëåêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ,

íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà .

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé íà èëè

-ðàâíîìåðíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå

ïîêðûòèå ìíîæåñòâà , ÷òî .

Ñåìåéñòâî âñåõ -ðàâíîìåðíûõ �óíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç .
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f ∈ F (T ) íà ìíîæåñòâå A ⊂ T è

êîëåáàíèå ω(f, π) ≡ sup
(

ω(f,Ai) | i ∈ I
)

�óíêöèè f íà êîëëåêöèè

π ≡
(

Ai ⊂ T | i ∈ I
)

.

Êîëëåêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ,
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.

Êîëëåêöèÿ π ≡
(

Ai ⊂ T | i ∈ I
)

òàêàÿ, ÷òî

⋃
(

Ai | i ∈ I
)

= A,

íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A.

Ôóíêöèÿ f ∈ F (T ) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé íà (T, S) èëè

S-ðàâíîìåðíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå

ïîêðûòèå π ≡
(

Si ∈ S | i ∈ I
)

ìíîæåñòâà T , ÷òî ω(f, π) < ε.

Ñåìåéñòâî âñåõ S-ðàâíîìåðíûõ �óíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç U(T, S).
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�àññìîòðèì íà òèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå (T,G) ñ îãðàíè÷åííîé

ïîëîæèòåëüíîé ðàäîíîâñêîé ìåðîé µ : B → R+ àíñàìáëè

Fµ âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ µ-ìåðû íóëü,

Nµ ≡ {N ⊂ T | ∃F ∈ Fµ (N ⊂ F )} âñåõ èõ ïîäìíîæåñòâ,

ZPµ ≡ {G ∪N | G ∈ G&N ∈ Nµ}

è ñåìåéñòâî ZPµ-ðàâíîìåðíûõ �óíêöèé U(T,ZPµ).

Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó ìíîæåñòâ

è

ñåìåéñòâî -ñòóïåí÷àòûõ �óíêöèé , ñîñòîÿùåå èç òàêèõ

, ÷òî íàéäóòñÿ êîíå÷íîå ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà è êîëëåêöèÿ äëÿ êîòîðûõ ïðè

âñåõ .

�àññìîòðèì òàêæå àíñàìáëè

âñåõ îòêðûòûõ êîíóëü-ìíîæåñòâ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé è ïîäàíñàìáëü

âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ ïîëíîé ìåðû.
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�àññìîòðèì íà òèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå (T,G) ñ îãðàíè÷åííîé

ïîëîæèòåëüíîé ðàäîíîâñêîé ìåðîé µ : B → R+ àíñàìáëè

Fµ âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ µ-ìåðû íóëü,

Nµ ≡ {N ⊂ T | ∃F ∈ Fµ (N ⊂ F )} âñåõ èõ ïîäìíîæåñòâ,

ZPµ ≡ {G ∪N | G ∈ G&N ∈ Nµ}

è ñåìåéñòâî ZPµ-ðàâíîìåðíûõ �óíêöèé U(T,ZPµ).

Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó ìíîæåñòâ

Aµ ≡ {
⋃
(

Zi ∩ Yi | i ∈ I
)

| Zi ∈ ZPµ&T \ Yi ∈ ZPµ& |I| < ∞} è

ñåìåéñòâî Aµ-ñòóïåí÷àòûõ �óíêöèé St(T,Aµ), ñîñòîÿùåå èç òàêèõ

f ∈ F (T ), ÷òî íàéäóòñÿ êîíå÷íîå ðàçáèåíèå

(

Aj ∈ Aµ | j ∈ J
)

ìíîæåñòâà T è êîëëåêöèÿ

(

xj ∈ R | j ∈ J
)

äëÿ êîòîðûõ f(t) = xj ïðè

âñåõ t ∈ Aj .

�àññìîòðèì òàêæå àíñàìáëè

âñåõ îòêðûòûõ êîíóëü-ìíîæåñòâ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé è ïîäàíñàìáëü

âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ ïîëíîé ìåðû.
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�àññìîòðèì íà òèõîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå (T,G) ñ îãðàíè÷åííîé

ïîëîæèòåëüíîé ðàäîíîâñêîé ìåðîé µ : B → R+ àíñàìáëè

Fµ âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ µ-ìåðû íóëü,

Nµ ≡ {N ⊂ T | ∃F ∈ Fµ (N ⊂ F )} âñåõ èõ ïîäìíîæåñòâ,

ZPµ ≡ {G ∪N | G ∈ G&N ∈ Nµ}

è ñåìåéñòâî ZPµ-ðàâíîìåðíûõ �óíêöèé U(T,ZPµ).

Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó ìíîæåñòâ

Aµ ≡ {
⋃
(

Zi ∩ Yi | i ∈ I
)

| Zi ∈ ZPµ&T \ Yi ∈ ZPµ& |I| < ∞} è

ñåìåéñòâî Aµ-ñòóïåí÷àòûõ �óíêöèé St(T,Aµ), ñîñòîÿùåå èç òàêèõ

f ∈ F (T ), ÷òî íàéäóòñÿ êîíå÷íîå ðàçáèåíèå

(

Aj ∈ Aµ | j ∈ J
)

ìíîæåñòâà T è êîëëåêöèÿ

(

xj ∈ R | j ∈ J
)

äëÿ êîòîðûõ f(t) = xj ïðè

âñåõ t ∈ Aj .

�àññìîòðèì òàêæå àíñàìáëè

G0 ≡ {G ∈ G | ∃ f ∈ Cb(T,G) (G = coz f ≡ {t ∈ T | f(t) 6= 0})}

âñåõ îòêðûòûõ êîíóëü-ìíîæåñòâ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé è ïîäàíñàìáëü

U0
µ ≡ {U ∈ G0 | µ(T \ U) = 0} âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ ïîëíîé ìåðû.
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Òåîðåìà. Äëÿ �óíêöèè f ∈ Fb(T ) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó;

2) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè f èìååò µ-ìåðó íóëü;

3) f ∈ U(T,ZPµ);

4) äëÿ ëþáîãî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ

, ÷òî äëÿ âñåõ ;

5) ñóùåñòâóþò ñ÷¼òíûå êîëëåêöèè è

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ è

è , ãäå è â ;

6) äëÿ ëþáîãî íàéäóòñÿ òàêèå è , ÷òî

è äëÿ âñåõ ;

7) ñóùåñòâóþò ñ÷¼òíûå êîëëåêöèè è

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ è , ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ

è íàéäóòñÿ òàêèå è , ÷òî ;

8) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëóíåïðåðûâíûå �óíêöèè è

, ÷òî è .
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Òåîðåìà. Äëÿ �óíêöèè f ∈ Fb(T ) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó;

2) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè f èìååò µ-ìåðó íóëü;

3) f ∈ U(T,ZPµ);

4) äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ

fn ∈ St(T,Aµ), ÷òî |fn(t)− f(t)| < 1/n äëÿ âñåõ t ∈ T ;

5) ñóùåñòâóþò ñ÷¼òíûå êîëëåêöèè è

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ è

è , ãäå è â ;

6) äëÿ ëþáîãî íàéäóòñÿ òàêèå è , ÷òî

è äëÿ âñåõ ;

7) ñóùåñòâóþò ñ÷¼òíûå êîëëåêöèè è

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ è , ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ

è íàéäóòñÿ òàêèå è , ÷òî ;

8) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëóíåïðåðûâíûå �óíêöèè è

, ÷òî è .
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Òåîðåìà. Äëÿ �óíêöèè f ∈ Fb(T ) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó;

2) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè f èìååò µ-ìåðó íóëü;

3) f ∈ U(T,ZPµ);

4) äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ

fn ∈ St(T,Aµ), ÷òî |fn(t)− f(t)| < 1/n äëÿ âñåõ t ∈ T ;

5) ñóùåñòâóþò ñ÷¼òíûå êîëëåêöèè u ≡
(

gi ∈ Cb(T,G) | i ∈ I
)

è

v ≡
(

hj ∈ Cb(T,G) | j ∈ J
)

òàêèå, ÷òî gi 6 f 6 hj äëÿ âñåõ i ∈ I è

j ∈ J è g ∼ h mod Nµ, ãäå g ≡ supu è h ≡ inf v â F (T );

6) äëÿ ëþáîãî íàéäóòñÿ òàêèå è , ÷òî

è äëÿ âñåõ ;

7) ñóùåñòâóþò ñ÷¼òíûå êîëëåêöèè è

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ è , ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ

è íàéäóòñÿ òàêèå è , ÷òî ;

8) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëóíåïðåðûâíûå �óíêöèè è

, ÷òî è .
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Òåîðåìà. Äëÿ �óíêöèè f ∈ Fb(T ) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé ïî �èìàíó;

2) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè f èìååò µ-ìåðó íóëü;

3) f ∈ U(T,ZPµ);

4) äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ

fn ∈ St(T,Aµ), ÷òî |fn(t)− f(t)| < 1/n äëÿ âñåõ t ∈ T ;

5) ñóùåñòâóþò ñ÷¼òíûå êîëëåêöèè u ≡
(

gi ∈ Cb(T,G) | i ∈ I
)

è

v ≡
(

hj ∈ Cb(T,G) | j ∈ J
)

òàêèå, ÷òî gi 6 f 6 hj äëÿ âñåõ i ∈ I è

j ∈ J è g ∼ h mod Nµ, ãäå g ≡ supu è h ≡ inf v â F (T );

6) äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàéäóòñÿ òàêèå Un ∈ U0
µ è fn ∈ F (T ), ÷òî

fn|Un ∈ Cb(Un,GUn
) è |f(t)− fn(t)| < 1/n äëÿ âñåõ t ∈ Un;

7) ñóùåñòâóþò ñ÷¼òíûå êîëëåêöèè

(

gi ∈ Cb(T,G) | i ∈ I
)

è

(

hj ∈ Cb(T,G) | j ∈ J
)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(

Un ∈ U0
µ | n ∈ N

)

òàêèå, ÷òî gi 6 f 6 hj äëÿ âñåõ i ∈ I è j ∈ J , ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ

n ∈ N è t ∈ Un íàéäóòñÿ òàêèå i è j, ÷òî hj(t)− gi(t) < 1/n;

8) ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëóíåïðåðûâíûå �óíêöèè g ∈ SC l
b(T,G) è

h ∈ SCu
b (T,G), ÷òî g 6 f 6 h è g ∼ h mod Nµ.
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