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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Цель работы
Основной целью работы является решение уравнений необратимой квантовой

динамики (квантовых кинетических уравнений) с генераторами, квадратичными
по бозонным или фермионным операторам рождения и уничтожения, и исследо-
вание их свойств. При этом коэффициенты генератора могут быть как постоян-
ными, так и зависящими от времени. Среди свойств этих уравнений изучаются
условия на параметры генератора, приводящие к положительной и к вполне по-
ложительной динамике матриц плотности, наличие или отсутствие гауссовских
стационарных состояний и ряд других свойств.

Обзор литературы, историческая справка и актуальность темы исследования
Необратимая динамика является прямым обобщением унитарной динамики с

квадратичным гамильтонианом. Систематическое исследование унитарной дина-
мики с квадратичными гамильтонианами общего вида было проведено в работах
К.О. Фридрихса (K.O. Friedrichs) [61] иФ.А. Березина [4]1. Дальнейшее развитие
изучение унитарной динамики получило в работах И.А. Малкина, В. И. Манько
и В. В. Додонова [16], [9], [57]. Ряд современных исследований на эту тему был
проведён в работах А.М. Чеботарёва, Т. В. Тлячёва и А.А. Родионова [29], [30],
[43]. Обзор этих результатов и соответствующая литература могут быть найдены
в диссертации Т. В. Тлячёва [22].

Одной из наиболее важных областей приложения квадратичных гамильтони-
анов общего вида является квантовая оптика. Основным источником таких га-
мильтонианов является приближение заданного поля накачки (параметрическое
приближение) (см. [1, Глава II], [19, Глава 16], [79, Раздел 7.1.2]). Когерентные
состояния для многомодовых параметрических систем рассматривались в [56].
Современные приложения можно найти в работах А. С. Чиркина, М.Ю. Сайги-
на, И. В. Шутова, А.М. Чеботарёва, Т. В. Тлячёва [46], [31], [45], [90], [98], [97].
Также квадратичные гамильтонианы возникают в оптомеханических задачах (см.,
например, [68], [69]). Ещё одним источником таких гамильтонианов является ме-
тод приближённого вторичного квантования Н.Н. Боголюбова (см. [6], а также
современное изложение в [13, с. 192-200]). Таким образом, исследование уже уни-
тарных квадратичных систем является актуальной современной задачей.

1Мы в дальнейшем будем ссылаться на более позднее издание [5].
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Мыбудем рассматривать генераторы как с постоянными коэффициентами, так
и более общие генераторы с коэффициентами, зависящими от времени. Обсужде-
ние унитарной динамики с нестационарными гамильтонианами можно найти в
[44], [76],[16], [8]. Физические приложения таких нестационарных гамильтониа-
нов в контексте сжатой томографии обсуждались в [94].

Стоит также отметить, что динамика квантовых систем с квадратичным ге-
нератором тесно связана с классической гамильтоновой динамикой с квадратич-
ным гамильтонианом. Общие свойства такой динамики изучались в работах Дж.
Вилльямсона (J. Williamson) [101], [100], [102]. Квазиклассическое приближение
сжатых состояний обсуждается в [34].

В данной работе мы приводим ссылки на статьи, наиболее близкие к теме на-
шего исследования. За более подробной библиографией для бозонного случая мы
отсылаем читателя к сборнику [57] и обзору [54].

Для фермионов случай без диссипации подробно исследован в [5]. С единой
точки зрения и бозонная, и фермионная обратимая динамика рассматривалась
В.И. Манько и В. В. Додоновым в [10].

В нашей работе рассматривается общая необратимая (неунитарная) динами-
ка с квадратичными генераторами. С исторической точки зрения, здесь следует
отметить знаменитую статью Л.Д. Ландау 1927 года (см. [15, стр. 19-31]), в кото-
рой впервые было введено понятие матрицы плотности. Для нашего исследования
интересна мотивация введения данного понятия. А именно, то, что только в тер-
минах матрицы плотности можно описывать необратимые процессы, такие как
релаксация населённостей и декогеренция. Таким образом, первыми уравнения-
ми, написанными для матрицы плотности, были именно уравнения необратимой
квантовой эволюции. Л. Д. Ландау рассматривал квантовую систему в электро-
магнитном резервуаре при нулевой температуре. Как отмечается в [57, стр. 183] и
(более подробно) в [17, стр. 219-220], если в уравнении, полученном Л.Д. Ландау
(уравнение (31) в [15]), в качестве системы выбрать гармонический осциллятор,
то получится уравнение (в современных обозначениях)

ρ̇t = γ

(
âρtâ

† − 1

2
â†âρt −

1

2
ρtâ

†â

)
.

Следующий важный результат был получен Н. М. Крыловым и Н. Н. Боголю-
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бовым в [14, стр. 73] формула (147)

ρ̇t = −i[Ĥ, ρt] + E(ρt) + E∗(ρt)− E(I)ρt − ρtE(I), (1)

где Ĥ и E определяются через корреляционные функции резервуара. В случае
осциллятора при стандартном дипольном взаимодействии Ĥ = 1

2ω(â
†â + ââ†),

E(ρt) = γN(âρtâ
† + â†ρtâ), тогда (1) принимает вид

ρ̇t =− iω[â†â, ρt]+

+ γN

(
âρtâ
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(
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)
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Фактически, это высокотемпературный предел (N >> 1) широко известной мо-
дели затухающего осциллятора (см., например, [62, Пункт 6.1.1], [7, Пункт 3.4.6])

ρ̇t =− iω[â†â, ρt]+

+ γ(N + 1)

(
âρtâ
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2
â†âρt −

1

2
ρtâ

†â

)
+ γN

(
â†ρtâ−
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2
ââ†ρt −
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2
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†
)
.

При произвольной температуре и уже в явном виде эта модель, вероятно, впервые
изучалась Р. Баушем (R. Bausch) и А.Штейлом (A. Stahl) в [38].

Особую роль при рассмотрении необратимой динамики играют генераторы в
форме Горини-Коссаковского-Сударшана-Линдблада (ГКС-Л), введённые в [65]
для систем в конечномерном гильбертовом пространстве и в [77] в более общем
случае. Уравнение для матрицы плотности ρt с генератором ГКС-Л имеет вид

ρ̇t = −i[Ĥ, ρt] +
∑
i

(
Ĉ(i)ρt(Ĉ

(i))† − 1

2
(Ĉ(i))†Ĉ(i)ρt −

1

2
ρt(Ĉ

(i))†Ĉ(i)

)
,

где Ĥ = Ĥ† и Ĉ(i) —операторы; мы будем интересоваться случаем, когда Ĥ = Ĥ†

квадратичны, а Ĉ(i) линейны по операторам рождения и уничтожения бозонов или
фермионов. Уравнения с ГКС-Л генератором имеют наиболее ясную физическую
интерпретацию и математические свойства. В частности, они описывают кванто-
вую марковскую динамику (см. [7, Раздел 3.2]) и могут быть выведены из мик-
роскопических соображений в ряде важных случаев (см. [7, Раздел 3.2]). Краткий
исторический обзор уравнений ГКС-Л можно найти в [50].

Строгая теория вывода уравнений вида ГКС-Л в пределах слабой связи и низ-
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кой плотности была развита Л. Аккарди (L. Accardi),Ю. Г. Лу (Yu. G. Lu), И. В. Во-
ловичем, С. В. Козыревым, А.Н. Печенем (см. изложение этих результатов и со-
ответствующую литературу в [32], [33], [18]). Ряд существенных результатов для
обоснования предела слабой связи был также получен Е. Б. Девисом (E. B. Davies)
[52, Глава 10]. Вывод ГКС-Л генераторов на основе квантовых стохастических
уравнений невиноровского типа был получен А.М. Башаровым (см. [37], [2], [3]).

Важнейшим свойством ГКС-Л уравнений является убывание квантовой отно-
сительной энтропии (обобщающее соответствующее утверждение для классиче-
ской марковской динамики), позволяющее придавать соответствующей динамике
термодинамический смысл. Это привело к формированию такой новой области
физики, как квантовая термодинамика (см. [63], [75]). Ряд современных резуль-
татов в этой области можно найти в работах И. В. Воловича и А. С. Трушечкина
[99], [23].

Бозонная динамика с квадратичным ГКС-Л генератором является квантовым
аналогом динамики в соответствии с классическими стохастическими линейными
дифференциальными уравнениями. Изложение результатов в этой области можно
найти, например, в [36, Глава 8] или в [88, Раздел 6.5].

Многомодовая бозонная динамика вида ГКС-Л в представлении Вигнера изу-
чаласьВ.И.Манько, В. В. ДодоновымиО.В.Манько в [9], [11] , [55], [12]. Несколь-
ко конкретных примеров уравнений такого вида изучались в [89], [70], [71]. В слу-
чае двудиагонализуемости форм, определяющих генератор, общие решения бо-
зонных ГКС-Л уравнений обсуждаются в [86], но такая двудиагонализуемость не
всегда возможна даже в унитарном случае [29]. Предельные равновесные состо-
яния связанных осцилляторов, взаимодействующих с резервуарами при разных
температурах, рассматривались Р. Дж. Глаубером (R. J. Glauber) и В.И. Манько в
[64].

Необратимая динамика с (локально) зависящим от времени генератором, а
также сравнение подходов к немарковской динамике на основе локальных и нело-
кальных по времени кинетических уравнений в последнее время активно иссле-
довались Д. Крушинским (D. Chruscinski) и др. в [48], [49], [47], [93].

Эволюционные отображения, соответствующие квадратичным генераторам,
имеют тесную связь с бозонными и фермионными гауссовскими каналами, игра-
ющими существенную роль в квантовой теории информации. При этом она за-
даётся не в терминах генераторов, а непосредственно линейными преобразова-
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ниями форм, определяющих гауссовские состояния [24], или (значительно реже)
посредством усреднения операторов Вейля, действующих на операторы плотно-
сти, по классическим распределениям [84]. Ряд современных результатов в этой
области можно найти в работах А. С. Холево (см. [26], [27], [28], [25]). Стоит отме-
тить, что, вообще говоря, не всякий бозонный или фермионный канал может быть
представлен как эволюционное отображение (однопараметрическая полугруппа)
в некоторый момент времени. В бозонном случае такая представимость и соответ-
ствующие квадратичные генераторы обсуждались Т. Хейносаари (T. Heinosaari),
А. С. Холево и М.М. Вольфом (M.M. Wolf) в [67].

Современный интерес к фермионным гауссовским состояниям берёт своё на-
чало в работе К. Е. Кейxила (K. E. Cahill) и Р. Дж. Глаубера (R. J. Glauber) [42].
Случай фермионной необратимой динамики рассматривался в [87] и [58]. В [87]
супероператор ГКС-Л, квадратичный по 2n фермионным операторам рождения и
уничтожения, сводится к неэрмитову оператору, квадратичному по 4n фермион-
ным операторам рождения и уничтожения. Далее в [87] требовалась диагонали-
зуемость получившейся формы, чего не требуется в нашей работе. В работе [58]
получена динамика в представлении Гейзенберга операторов, коммутирующих с
оператором чётности. Однако, изложенный в [58] подход, на наш взгляд, явля-
ется весьма громоздким, так как требует расширения диссипативной динамики
системы до унитарной динамики системы и резервуара, а затем взятия следов по
степеням свободы резервуара. Таким образом, исследование фермионных квад-
ратичных операторов с постоянными коэффициентами является современной ак-
туальной задачей.

Кроме того, многомодовое фермионное уравнение ГКС-Л как конечномерное
матричное уравнение может быть решено общими методами (см. [35]). Однако,
такой подход требует решения систем линейных уравнений, количество которых
экспоненциально зависит от n, но в данной работе мы получим, что соответству-
ющее число линейно растёт с n.

Динамика, описываемая квадратичным фермионным уравнением ГКС-Л, тес-
но связана с гауссовскими фермионными каналами. Здесь следует отметить ра-
боту С. Б. Бравого (S. Bravyi) [39], где исследовались представления квантовых
фермионных каналов в виде грассмановых интегральных ядер. Данная работа
развивала концепцию ”фермионной линейной оптики”, введённую в силу ана-
логии между бозонными (возникающими в квантовой оптике) и фермионными
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гауссовскими каналами в работах [74] и [96]. Также применение квадратичных
фермионных генераторов в квантовой теории информации изучалось перед этим
А.Ю. Китаевым в [73]. Кроме того, связь между вычислениями с фермионными
модами и вычислениями с кубитами обсуждалась в [40]. Систематическое изло-
жение вопросов, связанных сфермионными гауссовскими каналами, а также соот-
ветствующий обзор литературы можно найти в магистерской работе Э. Грепловой
(E. Greplova) [66].

В последнее время (см. [81], [60], [53], [91]) всё большую актуальностью при-
обретают задачи описания немарковской динамики. Такие вопросы могут приво-
дить к генераторам, явно зависящим от времени и не имеющим вид ГКС-Л гене-
ратора (см. [7, Глава 10]). В частности, к такого вида генераторам приводит метод
устранения временной свёртки (см. [41], [7, Глава 9]). Нелиндбладовская дина-
мика одномерной квантовой броуновской частицы рассматривалась в [78] и [82].
Положительные, но не вполне положительные отображения также приобретают в
последнее время всё большую актуальность [92], [85], [83], [59]. Динамика сцеп-
ленности в двухмодовом немарковском гауссовском канале исследовалась в [80].

Научная новизна

• Несколькими методами получены гауссовские решения уравнений необрати-
мой квантовой эволюции с квадратичными бозонными и фермионными ге-
нераторами с зависящими от времени коэффициентами в терминах решений
непрерывного уравнения Ляпунова для матриц ковариаций и (в бозонном слу-
чае) системы обыкновенных дифференциальных уравнений для вектора сред-
них. Для фермионов данный результат имеет научную новизну уже в случае
постоянных коэффициентов.

• В работе изучаются генераторы не только вполне положительной, но и поло-
жительной динамики гауссовских состояний.

• В случае бозонов получена динамика с квадратичными генераторами, зави-
сящими от времени, для состояний, имеющих антинормальные символы, в
терминах гауссовских свёрток с такими символами.

• В работе изучаются условия стремления к предельному стационарному со-
стоянию для многомодовых генераторов (в литературе встречаются, в основ-
ном, 1-2-модовые случаи исследования стационарных состояний).
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Объект исследования
В диссертационной работе исследуются

1. Уравнения необратимой квантовой динамики матрицы плотности, в частно-
сти, ГКС-Л уравнения, с генератором, содержащим линейные и квадратичные
формы по бозонным операторам рождения и уничтожения. При этом коэффи-
циенты генератора могут как зависеть от времени, так и быть постоянными.
(Таким бозонным квадратичным генераторам посвящена глава 1.)

2. Уравнения необратимой квантовой динамики матрицы плотности, в частно-
сти, ГКС-Л уравнения, с генератором, содержащим квадратичные формы по
фермионным операторам рождения и уничтожения. Вновь коэффициенты ге-
нератора могут как зависеть от времени, так и быть постоянными. (Такимфер-
мионным квадратичным генераторам посвящена глава 2.)

Методология и методы исследования
Уравнения для средних и вторых центральных моментов в бозонном случае

получены несколькими методами: методом экспоненциальной подстановки (см.
пункт 1.6.1), методом усреднения уравнений Гейзенберга (см. пункт 1.6.2), мето-
дом уравнений для нормальных символов (см. пункт 1.6.3), методом уравнений
Гейзенберга для супероператоров (см. пункт 1.6.5). Уравнения для вторых момен-
тов в фермионном случае также получены некоторыми из этих методов (см. раз-
дел 2.6). Для решения этих уравнения предложено несколько методов решения
уравнения Ляпунова (см. явные формулировки и обсуждение в разделах 1.7 и 2.7).

Защищаемые положения

• Доказана теорема 2, а также утверждение 8, сводящие уравнения для гауссов-
ских матриц плотности к уравнениям для матриц вторых центральных момен-
тов и средних в случае бозонов.

• Доказана теорема 6, а также утверждение 38, сводящие уравнения для чётных
гауссовских матриц плотности к уравнениям для матрицы вторых моментов.

• Показано (см. утверждения 14 и 42), что решение уравнения Ляпунова, возни-
кающее в теоремах 2 и 6, может быть выражено в терминах матрицанта разме-
ра (2n)×(2n), где n—число мод (пар операторов рождения и уничтожения) в
генераторе. Причём, в случае постоянных коэффициентов при определённых
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условиях невырожденности это может быть сделано чисто алгебраическим
путём (см. утверждения 26 и 50). Кроме того, показано, что решения урав-
нения Ляпунова могут быть выражены через решение системы 4n линейных
уравнений (см. утверждения 15 и 43). Специально рассмотрены случаи гене-
раторов с постоянными коэффициентами (см. пункты 1.7.2 и 2.7.2). Получены
явные формулы в виде экспонент от постоянных матриц.

• Получены условия на параметры квадратичного генератора (см. теорему 4 для
бозонного случая и теорему 7 для фермионного случая) с постоянными коэф-
фициентами, определяющие корректную положительную (но не обязатель-
но вполне положительную) динамику гауссовских состояний. Данные усло-
вия являются достаточными в случае переменных коэффициентов. Приведе-
ны примеры такой положительной динамики (см. пункты 1.10.6 и 2.10.5).

• В случае генераторов с постоянными коэффициентами получены выражения
параметров, задающих гауссовские квантовые каналы (как бозонные, так и
фермионные), являющиеся эволюционными отображениями, соответствую-
щими этим генераторам (см. утверждения 30 и 52).

• В случае генераторов с постоянными коэффициентами получены условия на
наличие стационарных гауссовских состояний (см. утверждения 25 и 49).

Теоретическая и практическая значимость работы
Теоретическая значимость работы связана с тем, что рассматриваемые в ней

квадратичные генераторы подобно унитарному случаю могут служить отправной
точкой для исследования необратимой динамики общего вида. Во-первых, такое
исследование может быть проведено в рамках теории возмущений, где квадратич-
ные генераторы возникают в виде естественного нулевого приближения, а члены
высших степеней рассматриваются как малые поправки. Во-вторых, уравнения
необратимой динамики с неквадратичными потенциалами могут быть исследова-
ны методом Монте-Карло, основанным на представлении их решений в виде кор-
ректных континуальных интегралов. В унитарном случае было показано [30], что
решение задач с квадратичным генератором также играет фундаментальную роль.
В-третьих, квадратичные ГКС-Л генераторы важны с точки зрения квантовой тео-
рии информации, где центральную роль играют гауссовские (как бозонные, так
и фермионные) каналы. Эволюционные отображения, порождаемые квадратич-
ными ГКС-Л генераторами, задают широкий класс таких каналов. В-четвёртых,
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квадратичные генераторы возникают и при исследовании нелинейных моделей
в тех случаях, когда в результате тех или иных приближений удаётся заменить
часть операторов в гамильтониане взаимодействия на заданные числовые функ-
ции. Характерным примером может служить уже упомянутое выше приближение
заданной волны накачки и метод приближённого вторичного квантования.

Практическая значимость полученных в работе результатов тесно связана с
их теоретической значимостью. А именно, указанная выше связь с приближени-
ем заданного поля накачки позволяет применять результаты в квантовой оптике. В
частности, при учёте диссипации в процессе трёх- и четырёх-модовых взаимодей-
ствий в апериодическом нелинейном фотонном кристалле. Указанная выше связь
с квантовыми гауссовскими каналами может быть использована для изучения во-
просов физической реализации этих каналов. Возможность описания некоторых
уравнений немарковской динамики может иметь дальнейшее применение в тех
областях, где немарковские эффекты играют существенную роль (структуриро-
ванные резервуары [51], светособирающие комплексы [72]).

Степень разработанности темы исследования
Поставленные в диссертационной работе цели и задачи полностью выполне-

ны. Однако, полученные результаты ставят новые вопросы для дальнейшего ис-
следования.

Достоверность и обоснованность результатов
Достоверность выносимых на защиту диссертационной работы результатов

обеспечивается использованием строгих математических методов, подкрепляе-
мых численной проверкой полученных в работе формул. В ряде частных случаев
на основе этих формул были воспроизведены уже известные в литературе утвер-
ждения. Кроме того, наиболее важные результаты работы получены несколькими
независимыми способами.

Личный вклад автора
Автором разработан метод решения задач необратимой квантовой эволюции

посредством экспоненциальной подстановки, применённый в работе как к бозон-
ному, так и к фермионному случаю. Как этим методом, так и другими методами в
работе получены чётные гауссовские решения в фермионном случае. Кроме того,
автором рассмотрены не только ГКС-Л генераторы, но и генераторы более общего
вида. А именно, изучены условия корректной положительной динамики гауссов-
ских состояний.
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Апробация работы
Результаты диссертационной работы обсуждались и отражены в тезисах и до-

кладах следующих конференций:

• 24th Central European Workshop on Quantum Optics, Lyngby, Denmark, 27 – 30
June 2017 // Teretenkov A. E. ”Quadratic fermionic dynamics with dissipation”.

• XXIV Международная конференция студентов, аспирантов и молодых уче-
ных по фундаментальным наукам ”Ломоносов-2017”, Секция ”Физика”, МГУ
имени М.В.Ломоносова, г. Москва, Россия, 10 – 14 апреля 2017 // Теретён-
ков А. Е. ”Квадратичная фермионная динамика с диссипацией”.

• 23rd Central European Workshop on Quantum Optics, Crete, Greece, 27 June – 1
July 2016 // Teretenkov A. E. ”Gaussian solutions to the Lindblad equation with a
multimode quadratic generator”.

• Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых уче-
ных «Ломоносов-2016», Секция «Физика»,МГУим.М.В. Ломоносова,Москва,
Россия, 11–15 апреля 2016 // Теретёнков А. Е. ”Квадратичная линдбладовская
эволюция гауссовских состояний”.

• Четвертая международная конференция ”Математическая физика и ее при-
ложения”, Самара, Россия, 25 августа – 1 сентября 2014// Теретёнков А. Е.,
Тлячев Т. В., Чеботарев А.М. ”Разложение Такаги и диагонализация много-
модовых сжатий”.

• 21st Central European Workshop on Quantum Optics, Brussels, Belgium, 23–27
June 2014 // Teretenkov A. E. ”A note on the Takagi factorization of symmetric
matrices and diagonalization of multimode squeezings”.

• 34th International Conference onQuantumProbability andRelated Topics,Moscow,
Russia, 16–20 September 2013 // ChebotarevA.M., Tlyachev T.V., TeretenkovA. E.,
Belokurov V.V. ”On the normal form of multimode squeezing”.

Также полученные результаты были доложены на семинаре Отдела теории
вероятностей и математической статистики МИАН им. ВА. Стеклова 12 марта
2018 г. и на семинаре Лаборатории квантовой теории информации МФТИ 20 мар-
та 2018 г.
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Структура и объём диссертационной работы
Диссертация состоит из введения, двух глав, заключения и списка литерату-

ры. Общий объем диссертации: 148 страниц. Список литературы включает 141
наименование.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во Введении сформулированы цели работы, дан обзор литературы и истории
вопросов, рассматриваемых в работе, обоснованы актуальность и новизна вы-
бранной темы, перечислены основные защищаемые положения, приведена струк-
тура работы и краткое содержание.

Основной текст поделён на две главы. Первая из них посвящена генерато-
рам необратимой квантовой динамики, квадратичным по бозонным операторам
рождения и уничтожения, вторая — их фермионным аналогам. Главы специаль-
но устроены так, чтобы иметь максимально сходную структуру. А именно, боль-
шинство разделов главы 1 имеют аналоги среди разделов главы 2, приведённые
в одинаковой последовательности. Сделано это, чтобы максимально подчеркнуть
сходства и различия, возникающие между бозонными и фермионными система-
ми. Кроме того, это позволяет читателю рассматривать эти главы не только после-
довательно, но и параллельно, читая парами аналогичные разделы из двух глав.
Такая структура во многом навеяна структурой книги Ф. А. Березина [5].

Первые пять разделов в обеих главах (1.1 – 1.5 и 2.1 – 2.5) являются вводными.
В них даются основные обозначения и определения. Также в них приводится ряд
предварительных лемм и утверждений, необходимых для формулировки и дока-
зательства основных результатов работы.

Эти результаты изложены в разделах 1.6 – 1.9 и 2.6 – 2.9. А именно, в разделах
1.6 и 2.6 рассматриваются несколько подходов к сведению необратимой динами-
ки гауссовских матриц плотности к динамике их первых и вторых моментов. При
этом метод, основанный на подстановке обратимых гауссовских матриц плотно-
сти и использовании их в качестве операторов невещественного канонического
преобразования, был разработан автором в [20], [95], [21]. В разделах 1.7 и 2.7
рассматриваются решения уравнений для вторых (центральных) моментов и сред-
них. Отдельно обсуждается случай постоянных коэффициентов. В случае бозонов
также рассмотрен случай, когда только коэффициенты при линейных членах в ге-
нераторе зависят от времени. В разделах 1.8 и 2.8 рассматриваются свойства ре-
шений, полученных в предшествующих разделах. В первую очередь, изучаются
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условия на коэффициенты генераторов, которые приводят к корректной положи-
тельной динамике. Также, в случае постоянных коэффициентов генератора, по-
лучены условия наличия предельных стационарных состояний. В разделах 1.9 и
2.9 описана связь квадратичных генераторов с квантовыми каналами. В частно-
сти, выписаны явные формулы, связывающие параметры, задающие квантовые
каналы, с параметрами квадратичных генераторов.

В разделах 1.10–1.11 и 2.10 рассмотрены примеры, иллюстрирующие приме-
нение разработанных в работе методов к конкретным задачам.

В Заключении приведены основные результаты работы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертации получены следующие результаты:
Разработан метод решения квадратичного уравнения необратимой квантовой

динамики, основанный на экспоненциальной подстановке.
Несколькими методами уравнения необратимой квантовой динамики на гаус-

совских решениях сведены к уравнениям для средних и матриц ковариаций в фер-
мионном случае и уравнениям для матриц вторых моментов в случае фермионов.
Важно отметить, что при этом рассматриваются и случаи, когда коэффициенты
этих уравнений явно зависят от времени.

Получены условия, когда формальный генератор задаёт полугруппу на гаус-
совских состояниях. В частности, рассмотрены условия на генератор, когда такая
полугруппа вполне положительна.

Рассмотренынесколько подходов к решениюуравненийЛяпунова (для матриц
вторых центральных моментов) и уравнений для средних.

Отдельно рассмотрен случай постоянных коэффициентов генератора. Иссле-
дованы условия на генератор с постоянными коэффициентами на наличие и отсут-
ствие предельных состояний. В случае бозонов рассмотрен случай, когда только
линейные члены являются зависящими от времени, а квадратичные члены посто-
янны.

Рассмотрен ряд примеров и частных случаев, иллюстрирующих применение
разработанных в работе методов.

Несмотря на то, что поставленные цели работы достигнуты, направление ис-
следований, представленное в работе ни в коей степени ни стоит считать тупи-
ковым, так как полученные результаты приводят к новым содержательным во-
просам. Полученные решения квадратичных моделей могут служить нулевыми
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приближением для теории возмущений, а также отправной точкой для численно-
го решения более сложных моделей методом Монте-Карло.

Полученные в 1.8 и 2.8 условия поднимают проблему более удобного описа-
ния возникающих там множеств Σb и Σf . Результаты пункта 1.8.6 ставят вопрос
о том, как необходимо ввести понятие стохастических интегралов движения для
уравнений ГКС-Л общего вида. Особенно остро стоит вопрос о полноте набора та-
ких интегралов уже в случае квадратичных генераторов. Пример из пункта 1.10.2
может служить отправной точкой для изучения квазиклассического приближения
уравнения ГКС-Л, а пример из пункта 1.10.5 — отправной точкой для рассмотре-
ния уравнений ГКС-Л для квантовых полей.
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