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Дан обзор значительного числа публикаций последнего времени, посвящѐнных получению точных 

аналитических решений разнообразных задач о прогибе плоских ферм арочного типа. Такие решения, справед-

ливые при произвольном числе панелей в ферме, были найдены методом индукции с привлечением системы 

компьютерной математики Maple (как в однопараметрическом, так и в двухпараметрическом вариантах). Ана-

литические решения задач о прогибе могут быть использованы при анализе и проектировании различных ароч-

ных конструкций (в частности, арочных мостов). 
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A review of a significant number of recent publications devoted to the obtaining accurate analytical solutions of 

various problems on the deflection of flat trusses of arch type is given. Such solutions, which are valid for an arbitrary 

number of panels in the truss, were found by the induction method involving the Maple computer mathematics system 

(both in one-parameter and two-parameter versions). Analytical solutions of the problems on deflection can be used in the 

analysis and design of various arch structures (in particular, arch bridges). 
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Введение 

 

Статья включает обзор ряда точных аналитических решений задач о прогибе плоских 

ферм арочного типа, характеризующихся регулярной структурой и произвольным числом n  

панелей (однотипных конструктивных ячеек). Сравнительный анализ некоторых публикаций 

по данной тематике был ранее дан Л.К. Кийко [1]; ещѐ две работы проанализированы в обзо-

ре Д.В. Тинькова [2], где основное внимание уделено балочным и решѐтчатым фермам. Здесь 

мы рассматриваем ряд работ последнего времени, не вошедших в упомянутые обзоры. 

Арки (как сплошные, так и образованные из ферм) – один из важнейших базовых эле-

ментов в несущих конструкциях зданий и сооружений (в частности, мостов) [3,4]. Их приме-

нения разнообразны; в порядке обсуждения практического значения арочных конструкций 

здесь мы наметим лишь некоторые этапы эволюции арочных мостов. 

_____________________ 
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Использование арочных конструкций в строительстве восходит к древности: уже 

древним шумерам и египтянам был известен арочный свод. Римляне впервые стали возводить 

арочные конструкции значительных размеров; до наших дней дошло несколько сотен древне-

римских арочных мостов и акведуков, включая построенный в I веке каменный акведук Пон-дю-

Гар высотой 47 м – самое значительное арочное сооружение вплоть до конца XII века, когда во 

Франции был возведѐн мост Сен-Бенезе [5,6]. С начала I тысячелетия нашей эры строительство 

арочных каменных мостов было развѐрнуто также в Китае; примером может служить построен-

ный в самом начале VII века под руководством Ли Чуня пешеходный мост Аньцзи, отличав-

шийся рядом новаторских инженерных решений [7]. 

В России одним из старейших сохранившихся доныне арочных каменных мостов яв-

ляется построенный в 1516 г. шестипролѐтный Троицкий мост через реку Неглинная, обес-

печивавший проход в Кремль; доступ к мосту прикрывала крепостная Кутафья башня. Среди 

каменных московских мостов позднейшего времени следует упомянуть и  пятипролѐтный 

арочный Дворцовый мост через реку Яузу (построен в 1777 г. мастером Семѐном Яковле-

вым; существенно реконструирован в 1940 г. и переименован в Лефортовский мост) [8]. 

Столь же длительную историю имеют и деревянные арочные мосты; при этом уже 

римляне начинают широко применять в мостостроении деревянные фермы (ярким примером 

служит многопролѐтный мост через Дунай, построенный в 104 г. Аполлодором Дамасским 

во время похода Траяна против даков) [8]. 

С 1779 года (когда по проекту архитектора Т. Притчарда был возведѐн чугунный од-

нопролѐтный мост через реку Северн в западной Англии) началось строительство металли-

ческих арочных мостов. Во 2-й половине XIX века на смену чугуну приходит сталь; первым 

крупным стальным мостом (и самым длинным для своего времени арочным мостом) стал 

мост Идса через реку Миссисипи в американском городе Сент-Луисе (строительство моста, 

проходившее под руководством инженера Дж.Б. Идса, завершено в 1874 г.) [5]. 

Начиная с 40-х гг. XIX века, при строительстве металлических мостов начинают при-

менять фермы (первые из них во многом копировали конструкцию современных им деревян-

ных ферм). Задачи мостостроения сделали актуальной разработку обоснованных методов 

расчѐта ферм, и в 1840-х – 1870-х годах основы теории ферм были заложены в трудах таких 

учѐных, как С. Уиппл, Д.И. Журавский, И.В. Шведлер, А. Риттер, А. Клебш, Дж.К. Макс-

велл, К. Кульман, Л. Кремона, О. Мор, А. Кастильяно (заметим, что ещѐ в 1776 г. И.П. Кули-

бин выполнил математически корректный расчѐт статически определимой ферменной кон-

струкции применительно к предложенному им и оставшемуся нереализованным проекту де-

ревянного арочного моста через Неву с пролѐтом около 300 м) [4, 8]. 

В 1875 г. изобретатель Ж. Монье впервые применил для строительства мостов желе-

зобетон: он построил небольшой (длиной 16 м) арочный пешеходный мост, перекинутый че-

рез ров замка маркиза де Тилиэра во французском городке Шазле [8]. В XX веке рекордными 

по длине нередко становились именно железобетонные мосты [5]; однако с мая 2010 г. круп-

нейшим в мире арочным мостом является стальной трѐхпролѐтный мост Чаотяньмэнь через 

реку Янцзы в Чунцине (КНР) с рекордной (552 м) длиной центрального пролѐта (длина боко-

вых пролѐтов – по 190 м, а общая длина моста с подъездными эстакадами составляет 1741 м). 

По двухъярусному полотну моста осуществляется железнодорожное и автомобильное дви-

жение, а над полотном расположена арочная ферма, середина которой поднята над полотном 

на 142 м (при этом края арки опущены ниже полотна) [9,10]. 

В России крупнейшим с октября 2014 г. является автомобильный Бугринский мост 

через реку Обь в Новосибирске. По типу мост является комбинированным, включая поймен-

ные пролѐтные строения балочного типа и арочное русловое пролѐтное строение с длиной 

пролѐта 380 м, которое состоит из плиты проезжей части, располагающейся по металличе-

ской затяжке арок, и двух слегка наклонѐнных друг к другу стальных арок высотой 70 м 



14 

 

каждая; арки объединены системой поперечных связей, а балки затяжки подвешены к аркам 

вантами. Общая длина моста – 2091 м [8,11]. 

В настоящее время завершается строительство Крымского моста через Керченский 

пролив. Его самыми габаритными элементами являются возведѐнные в 2017 г. арочные про-

лѐтные строения (железнодорожное и автодорожное) протяжѐнностью 227 м, каждое из ко-

торых является комбинацией из сквозной главной фермы (по которой движется транспорт) и 

арки высотой 45 м, выполняющей поддерживающую функцию. Ширина судоходного пролѐ-

та моста составляет 185 м, высота над водой – 35 м. Остальные пролѐтные строения моста – 

балочные, а общая длина всего мостового перехода равна 19 км [12,13]. 

 

Метод индукции 

 

Вернѐмся к проблеме расчѐта арочных ферм. Как отмечают С.Н. Кривошапко и В.В. 

Галишникова, ―в последнее время практически все расчѐты оболочечных конструкций и 

стержневых структур выполняются численными методами‖; при этом обычно используют 

программные комплексы общего назначения ANSYS, COSMOS, NASTRAN и подобные им, 

реализующие метод конечных элементов [3]. Однако численные расчѐты не позволяют вы-

явить скрытые возможности конструкции и не всегда обеспечивают требуемую точность для 

конструкций, содержащих большое число элементов. Этого недостатка лишены точные ана-

литические решения, получение которых для регулярных стержневых систем с произволь-

ным числом n  конструктивных ячеек стало возможным с появлением современных систем 

компьютерной математики (Maple, Mathematica, Maxima) [2]. 

В частности, применительно к плоским фермам регулярной структуры М.Н. Кирсано-

вым в работе [14] был впервые использован метод индукции с привлечением системы Maple. 

Впоследствии данным методом было получено значительное число явных аналитических 

формул, дающих зависимость каких-либо характеристик исследуемого семейства ферм от 

числа n  [15,16]. 

Рассматриваемый метод, согласно [14,15], включает: 

– нумерацию узлов фермы и задание в программе для Maple структуры фермы и параметров 

задачи (геометрические параметры, жѐсткости стержней и параметры, характеризующие 

внешнюю нагрузку); 

– задание элементов матрицы G  и столбца B  записываемой в матричной форме GS = B  си-

стемы уравнений равновесия фермы, составляемой методом вырезания узлов (S – столбец 

усилий в стержнях); 

– аналитическое решение при нескольких пробных (небольших) значениях n  данной систе-

мы и получение по найденным выражениям для усилий формулы, определяющей зависи-

мость искомой характеристики от параметров задачи (в частности, прогиб в исследуемом 

узле можно найти по формуле Максвелла – Мора); 

– выявление структуры полученной формулы (последняя обычно имеет вид линейной ком-

бинации нескольких выражений, зависящих от параметров задачи, с числовыми коэффи-

циентами, изменяющимися от пробы к пробе) и получение с помощью оператора 

rgf_findrecur из пакета genfunc системы Maple рекуррентных уравнений для каждого из 

данных коэффициентов; 

– решение с помощью оператора rsolve системы Maple полученных уравнений, что даѐт для 

каждого из данных коэффициентов общий вид его аналитической зависимости от n . 

Хорошо известно [4], что предметом исследования в строительной механике являются 

не сами реальные конструкции, а заменяющие их расчѐтные схемы – математические модели 

этих конструкций. Поэтому под ―точным аналитическим решением‖ здесь понимается точ-

ное решение соответствующей математической задачи, постановка которой предполагает 

использование традиционных для строительной механики допущений. В применении к ре-
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альным конструкциям решение, полученное методом индукции, даѐт для инженеров-практи-

ков лишь простую оценку (опираясь на которую, они могут выбрать, например, конкретное 

число n  панелей конструкции и геометрические размеры еѐ элементов). 

Далее можно провести численный расчѐт с учѐтом уточнѐнной математической моде-

ли – например, методом конечных элементов. Следует также проверить элементы конструк-

ции на прочность, а сжатые – также и на устойчивость [2]. В некоторых случаях при расчѐте 

приходится принимать во внимание эффекты геометрической и физической нелинейности 

[6]. В системе Maple имеются средства для проведения таких расчѐтов [17]; в работе [2] про-

верка формул, полученных методом индукции, выполнялась в многофункциональном про-

граммном комплексе Lira. 

Коснѐмся также вопроса терминологии. В строительной механике ―арочной систе-

мой‖ называют системы криволинейного или ломаного очертания с несмещаемыми опорами, 

в которых от вертикальной нагрузки возникают наклонные реакции (горизонтальные состав-

ляющие последних именуют распорами) [3,4]. В практике же расчѐта ферм данный термин 

нередко используют в более широком смысле, считая определяющим признаком арочной 

фермы наличие выраженного подъѐма конструкции над горизонтальной линией, соединяю-

щей опоры [1,18]. При такой трактовке данное понятие охватывает и некоторые балочные 

фермы (―безраспорные арочные фермы‖, у которых одна опора неподвижная, а другая – по-

движная), и ряд внешне статически неопределимых ферм, у которых число опор больше 

двух. 

В нашем обзоре мы будем рассматривать и такие фермы; во избежание путаницы мы, 

однако, будем (следуя [19]) говорить о ―фермах арочного типа‖. 

 

Однопараметрическая индукция 

 

Рассмотрим некоторые публикации, в которых описанным в предыдущем разделе ме-

тодом найдены точные аналитические решения задач о прогибе плоских ферм арочного типа. 

Заметим, что не во всех этих решениях параметр n  обязательно (как предполагалось выше) 

совпадает с общим числом панелей в анализируемой ферме; в каждом конкретном случае мы 

будем указывать смысл данного параметра. В некоторых случаях мы, чтобы добиться боль-

шей унификации, изменяем использованные в оригинальных работах обозначения и при 

необходимости подвергаем формулы несложным алгебраическим преобразованиям. 

В работе [20] получена формула для прогиба   в центральном узле трѐхшарнирной 

арочной фермы, которая состоит из двух полуарок – ферм с треугольной решѐткой, соеди-

нѐнных шарниром. Через n  обозначено число панелей в каждой полуарке; жесткости EF  

стержней фермы одинаковы. Арочная ферма нагружена распределѐнной нагрузкой по ниж-

нему поясу; подобная нагрузка здесь и в других работах моделируется равными силами, 

приложенными к узлам нижнего пояса (рис. 1). 

 
Рис. 1. Арочная ферма [20]: n = 2 

После расчѐта по методу индукции для прогиба получено выражение: 
 
 
 

 = −−−−
P

EF
( An a3 + Bn b3 + Cn c3) / (2nb2) ,                                       (1) 
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где  An = (n +1)
2
/ n ,  Bn = 2n +1 ,  Cn = (2n +1) (n +1)

2
;   c = a2+b2 . 

Особенность задачи – в том, что определитель матрицы G  зависит от n , что и привело 

к появлению n  в знаменателях выражений для  и An  (это имело место и в более ранней ра-

боте [21], где решалась задача о прогибе данной фермы под действием единственной силы P, 

приложенной к центральному узлу). В подавляющем большинстве других рассматриваемых 

здесь решений задач о прогибе ферм зависимость  от n  является полиномиальной. 

При сравнении значений прогиба при разных n  автор статьи [20], считая постоянными 

длину пролѐта L = 2na  и модуль главного вектора сил нагрузки Ps = (2n +1) P, переходит к 

относительному прогибу  = EF / Ps  и строит график зависимости  от n . Полученная 

функция с ростом n  сначала убывает, потом возрастает; точное положение точки минимума 

зависит от значения b . 

В работе [19] аналогичная задача решалась для безраспорной арочной фермы не-

сколько иного очертания; n – число панелей в половине пролѐта (рис. 2). По-прежнему рас-

стояние между узлами по горизонтали обозначено a , по вертикали – b . 

 
 

Рис. 2. Безраспорная арочная ферма [19]: n = 5 

 

В данном случае для прогиба получено выражение: 

 = −−−−
P

EF
( An b4 + Bn cb3 + Cn c4) / (8bс2) ,                                      (2) 

где  An = 16n3 ,  Bn = 8n2 (5n2 + 1) / 3 ,  Cn = 4n2 – 10n + 11. 

Поведение относительного прогиба   в зависимости от n  было в этой задаче пример-

но таким же, как и в предыдущей задаче. 

Автор работы [22] рассматривала безраспорную арочную ферму с треугольной решѐт-

кой несколько отличной формы под действием приложенной к центральному узлу силы P 

(рис. 3). Здесь n – по-прежнему число панелей в каждой полуарке. 

 

 
Рис. 3. Ферма [22]: n = 2                                          

Найденная по методу индукции формула для   сходна с (1): 

 = −−−−
P

EF
( An a3 + Bn b3 + Cn c3) / b2 ,                                       (3) 
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но здесь  An = n (2n +1) ,  Bn = n ,  Cn = n (2n2+1) / 3. 

Относительный прогиб   ведѐт себя при возрастании n  так же, как и в обсуждавших-

ся выше задачах. 

Для той же фермы в работе [23] была решена о прогибе центрального узла при равно-

мерном нагружении по верхнему поясу. Вновь решение описывалось формулой (3), но с та-

кими коэффициентами: An = 4n3, Bn = 2n (n +1), Cn = n (20n3 – 8n2 – 7n – 7) / 12. 

Несколько отличная конструкция безраспорной арочной фермы, равномерно нагру-

женной по верхнему поясу, была рассмотрена в [24] (рис. 4). Вычисленный для центрального 

узла фермы прогиб также описывается формулой (3), но теперь An = (3n – 2) (4n2 – 2n + 1) , 

Bn = n (2n +1) , Cn = (20n4 – 40n3 + 43n2 – 17n +6) / 12. Относительный прогиб   с возраста-

нием n  в этой задаче растѐт монотонно по кубическому закону. 

       
Рис. 4. Ферма [24,25]: n = 2 

Заметим, что в работе [25] тем же методом для этой фермы была получена формула 

для горизонтального смещения подвижной опоры фермы. Правая часть данной формулы от-

личается от (3) лишь знаменателем (который теперь равен a b ), а коэффициенты таковы: 

An = 2 (3n – 2) (4n2 – 2n + 1) , Bn = 2 n (2n +1) , Cn = (20n3 – 24n2 + 7n +3) / 6n . Относитель-

ное смещение опоры при возрастании n  также растѐт монотонно по кубическому закону. 

В работе [26] для той же фермы была решена задача о прогибе центрального узла при 

равномерном нагружении по нижнему поясу. Полученная формула совпала с (3), но коэффи-

циенты оказались такими: An = 4n2 (3n – 2) , Bn = 2n2, Cn = n (20n3 – 32n2 + 31n – 7) / 12. Для 

относительного прогиба   в этом варианте задачи также имел место монотонный рост при 

увеличении n , но график зависимости имел в начальной части точку перегиба. 

Прогиб безраспорной арочной фермы с треугольной решѐткой из конгруэнтных пря-

моугольных треугольников был предметом анализа в работе [27] (рис. 5). 

 
Рис. 5. Ферма [27]:  n = 2 

 

Методом индукции была получена формула, совпадающая с (2) с точностью до обо-

значений: 

 = −−−−
P

EF
( An a3 + Bn h3 + Cn c3) / h2 ;                                           (4) 

здесь  An = n2 / 2 ,  Bn = (2n +1) n2 / 2 ,  Cn = (5n2+1) n2 / 6 ;   c = a2+h2 . 

Отметим, что в [27] данная формула приведена с двумя опечатками. Правильное вы-

ражение дано в работе [28], где указано также, что при возрастании n  относительный прогиб 
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  монотонно растѐт по квадратичному закону. В статье [29] для этой же фермы была полу-

чена формула для горизонтального смещения подвижной опоры фермы; еѐ анализ выявил 

монотонный рост относительного смещения опоры при возрастании n . 

Вернѐмся к работе [28]. В ней анализ изображѐнной на рис. 5 фермы проводился для 

сравнения, а основное внимание уделялось анализу безопорной арочной фермы с крестооб-

разной решѐткой (рис. 6). Ферма состоит из двух полуарок, соединѐнных шарниром и гори-

зонтальным стержнем, длина которого определяет подъѐм фермы. 

 

Рис. 6. Ферма № 1 из [28]:  n = 4 
 

Предполагается, что жѐсткости всех стержней нижнего пояса равны EF1 , стержней 

верхнего пояса – EF2 , стержней решѐтки – EF3 . В соответствии с этим выражение для проги-

ба  , даваемое формулой Максвелла – Мора, разделяется на три слагаемых, в которые вхо-

дят усилия соответственно в нижнем и верхнем поясах и в решѐтке. Методом индукции по-

лучен следующий результат: 

 = 1 + 2 + 3 ,      1 = −−−−−
P

EF1

( C1 a2c /h2 – C2 ab /h + C3 b2/c ) , 

2 = −−−−−
2P

EF2

( C4 a2c /h2 – C5 ab /h + C6 cb /h – C3 b2/a ) , 

3 = −−−−−
P

EF3

( C7 a2g3/c2h2 – C8 ab /c + C9 b2/h – C10 b3/ac + C11 a2h /c2 + C12 b2h /c2 ) , 

где  c = a2+b2 ,  g = a2+h2  – длины стержней в поясах и решѐтке.  Коэффициенты здесь 

таковы: 

C1 = (10n4 + 8n3 + 14n2 – 8n + 3 – 3 (6n2 + 1) ( – 1)
n
) / 48 , 

C2 = (20n3 + 6n2 + 16n – 3 + 3 (1 – 4n) ( – 1)
n
) / 24 ,      C3 = n2 , 

C4 = (10n4 + 8n3 + 2n2 – 8n + 3 + 3 (6n2 – 1) ( – 1)
n
) / 96 , 

C5 = (8n3 – 6n2 – 2n + 3 + 3 (2n – 1) ( – 1)
n
) / 48 ,      C6 = n2 (n + 1) / 2 , 

C7 = (6n2 + 1 – ( – 1)
n
) / 8 ,      C8 = n2 (3( – 1)

n – 1) / 8 ,      C9 = n2 (n + 1) / 4 , 

C10 = n2 / 2 ,      C11 = (n – 1) (1 – ( – 1)
n
) / 8 ,      C12 = n ( ( – 1)

n – 1) / 4 . 

Сложность полученной для прогиба фермы формулы предопределена двумя фактора-

ми – зависимостью решения от трѐх независимых геометрических параметров (a , b , h) и не-

одинаковой жѐсткостью стержней. 

Дальнейший анализ этой формулы выполнялся уже в предположении, что жѐсткости 

всех стержней одинаковы. Оказалось, что (в отличие от фермы, изображѐнной на рис. 5) от-

носительный прогиб   при возрастании n  монотонно убывает, и для большинства значений 

n  ферма, представленная на рис. 6, является более жѐсткой. 

 

Задачи с двумя натуральными параметрами 
 

Во всех перечисленных работах регулярно повторяющиеся панели ферм были одно-

типными. Начиная с 2017 года метод индукции с привлечением системы Maple стали приме-
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нять для анализа прогиба таких ферм арочного типа, у которых повторяющиеся панели при-

надлежат к двум группам. Различия между панелями различных групп могут выражаться как 

в различных условиях нагружения, так и в геометрии или даже структуре конструктивных 

ячеек. В результате общее число панелей выражается через два независимых натуральных 

числовых параметра: m  и n . 

Начнѐм с анализа таких работ, в которых после описания конструкции фермы числу 

m  придавалось конкретное значение, после чего индукция велась по параметру n  уже рас-

смотренным способом; полученное решение носило, таким образом, частный характер. 

Например, в работе [30] рассмотрена арочная ферма с крестообразной решѐткой, 

нагруженная в центральном узле нижнего пояса силой P. Ферма включает по m панелей в 

боковых частях и 2n панелей в ригеле (рис. 7). 

 

Рис. 7. Ферма [30]: n = 3, m = 4 

Формулу для прогиба фермы автор работы получил индукцией по параметру n , при-

дав m  фиксированное значение: m = 4  (предполагалось также, что h = b). Она имеет вид: 

 = −−−−
P

EF
( An a3 + Cn c3 + Un u3) / h2 ;                                           (5) 

здесь 

An = n3/3 – n2 (5( – 1)
n – 1) / 8 – ( – 1)

n
n / 16 + 35n / 48 – 3 ( ( – 1)

n
/2 – 1) / 16 , 

Cn = n /2 + ( – 1)
n

/4 + 3/4 ,   Un = (1 – ( – 1)
n
) / 16 ;   c = a2+b2 ,  u = a2+4b2 . 

Относительный прогиб   при возрастании n  в этой задаче сначала убывает, а затем 

растѐт по линейному закону, обнаруживая небольшие колебания в зависимости от четности-

нечѐтности n . 

В работе [31] была исследована раскосная ферма арочного типа с равномерной 

нагрузкой по верхнему поясу. В верхней части каждой полуарки число панелей равно n , в 

нижней – m  (рис. 8). 

 
 

Рис. 8. Ферма [31]: n = 3, m = 2 
 

Индукцию по параметру n  автор работы провела, ограничившись случаем m = 2 . В 

результате была получена следующая формула для прогиба: 

 = −−−−
P

EF
(Anh3 + Bn g3 + Cnd 3 – Dnh2b + Rnh2c + Qn(2hb2 – 4hbc + 3) + Hnhc2 + Jnu3) / h2 ; 
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здесь 

An = 4 + 3n + n2/2 ,    Bn = n (5n3 + 40n2 + 121n + 92) /12 ,    Cn = 7 + 6n , 

Dn = 3 + 4n ,    Rn = 1 + 3n ,    Qn = 2(n + 1) ,    Hn = n3 + 6n2 + 16n + 12 , 

Jn = n2/2 ;    d = a2 + b2 ,   g = a2+c2 ,   u = a2 + (h – c)2,    = a2 + (h – b)2. 

В данной задаче относительный прогиб   при возрастании n  обнаруживает неболь-

шой участок убывания, а затем растѐт монотонно. 

Арочная ферма -образной формы с крестообразной решѐткой, нагруженная силой P 

в центральном узле нижнего пояса, была исследована в [32]. Ферма имеет по m панелей в бо-

ковых частях и 2n панелей в горизонтальной средней части (рис. 9). 

     

Рис. 9. Ферма [32]: n = 5, m = 4                                 

При проведении индукции по n  авторы работы ограничились случаем m = 5 , получив 

такую формулу для прогиба: 

 = −−−−
P

EF
( An a3 + Cn c3 + Hn h3) / h2 ,                                           (6) 

где 

An = (4n3 – 15n2 + 27( – 1)
n
n2 + 83n – 69( – 1)

n
n – 48( – 1)

n
+ 54) / 12 , 

Cn = (n – 10( – 1)
n

+ 11) / 2 ,     Hn = (53 – 43( – 1)
n
) / 4 ;     c = a2+h2 . 

В этой задаче относительный прогиб   с ростом n  убывает, обнаруживая колебания в 

зависимости от четности-нечѐтности n . 

В работе [33] рассмотрена внешне статически неопределимая ферма -образной фор-

мы с четырьмя опорами, имеющая по m панелей в боковых частях и 2n панелей в ригеле и 

нагруженная силой P в центральном узле нижнего пояса (рис. 10). 

 
 

Рис. 10. Ферма [33]: n = 5, m = 4 

 

При расчѐте прогиба индукцию авторы работы проводили по n , ограничились случаем 

m = 4 . Решение вновь выражается формулой (6), но с такими коэффициентами: 

An = (4n3 + 3n2 (1 – ( – 1)
n
) + n (5 – 3( – 1)

n
) + 3 – 3( – 1)

n
) / 12 , 

Cn = (2n + 5 – 5( – 1)
n

) / 4 ,     Hn = 17 – 15( – 1)
n

. 
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Здесь относительный прогиб   с ростом n  возрастает; колебания в зависимости от 

четности-нечѐтности n  также имеют место, причѐм они носят резкий характер. 

Безраспорная арочная ферма -образной формы с крестообразной решѐткой, равно-

мерно нагруженная по верхнему поясу, исследована в [34]. У этой фермы в нижнем поясе 

горизонтальной средней части имеется n панелей (причѐм n нечѐтно: n = 2k – 1), а в боковых 

частях – по m панелей (рис. 11). 

 
 
 

Рис. 11. Ферма [34]: n = 9, m = 4                                 

При проведении индукции (авторы работы ограничились случаем m = 4) было обна-

ружено, что для ферм с k, кратным 3, определитель матрицы G  обращается в нуль, и в этих 

случаях ферма превращается в кинематически изменяемую систему. 

Случаи вырождения матрицы G  при некоторых значениях числа панелей имеют ме-

сто и для ряда других плоских ферм (например, для балочной фермы с ромбической решѐт-

кой и дополнительной подвижной опорой в центральном узле нижнего пояса, рассмотренной 

в статье [16], вырождение наступает при чѐтном числе панелей, а для решѐтчатой фермы с n 

панелями в половине пролѐта и шестью опорами, изучавшейся в статье [35], вырождение 

происходит, если остаток от деления n на 3 равен 0 или 1). 

С целью исключить случаи вырождения индукция в [34] велась по параметру j , про-

бегавшему значения 1, 2, 3, ... и связанному с k  формулой k = (6j – ( – 1) j – 3) / 4. Для про-

гиба фермы была получена формула, сходная с (6): 

  = −−−−
P

EF
( Aj a3 + Cj c3 + Hj h3) / h2 ,                                           (7) 

где 

Aj = 15 j4/8 + 5(1 – ( – 1)
j
) j3/4 + (63 – 69( – 1)

j
) j2/8 + 7 (1 – ( – 1)

j
) j + 9 (1 – ( – 1)

j
) /16 , 

Cj = (39 – 36( – 1)
j
) j2/4 + (69 – 81( – 1)

j
) j /4 + 3 (1 – ( – 1)

j
) /8 , 

Hj = 8 (3 – 2( – 1)
j
) j + 8 – 4( – 1)

j
. 

Поведение относительного прогиба   при возрастании k  обнаруживает значительные 

колебания. Фактически точки графика, соответствующие нечѐтным и чѐтным значениям j , 

ложатся на две различные плавные кривые; при этом кривая, отвечающая нечѐтным j , соот-

ветствует монотонной возрастающей функции, а кривая, отвечающая чѐтным j , рас-

полагается выше первой кривой и соответствует такой функции, которая первоначально 

убывает, а с дальнейшим увеличением j  растѐт. 

В работе [36] выполнен анализ фермы арочного типа с крестообразной решѐткой в го-

ризонтальной средней части, содержащей 2n панелей, и треугольной решѐткой в боковых 

частях, каждая из которых содержит m панелей. Нижний пояс фермы закреплѐн на верти-

кальных вантах, соединяющих его с затяжкой (при расчѐте ванты и стержни затяжки моде-

лируются стержнями той же жѐсткости, что и стержни в решѐтках). К затяжке приложена 

распределѐнная нагрузка (рис. 12). 
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Рис. 12. Ферма [36]: n = 3, m = 4 

Автор работы провѐл индукцию по n , ограничившись сначала случаем m = 4 . Полу-

ченная для прогиба формула совпала с (6); коэффициенты оказались такими: 

An = (120n4 + (30–96(–1)
n
) n3 – (3–27(–1)

n
) n2 + (1743+513(–1)

n
) n + 2196 + 108(–1)

n
) /288 , 

Cn = (36n2 + 9 (39+5(–1)
n
) n + 540 – 108(–1)

n
) / 144 ,      Hn = ( 9 (1– (–1)

n
) n + 576) / 144 . 

Относительный прогиб   в этой задаче при увеличении n  растѐт по линейному зако-

ну, обнаруживая небольшие колебания в зависимости от четности-нечѐтности n . 

Был рассмотрен также случай m = 3 . Результаты оказались аналогичными, а коэффи-

циенты в (6) имели вид: 

An = (30n4 + (10–28(–1)
n
) n3 – (10–8(–1)

n
) n2 + (311+109(–1)

n
) n + 306 + 18(–1)

n
) / 72 , 

Cn = (18n2 + 16 (8+(–1)
n
) n + 177 + 3(–1)

n
) / 72 ,      Hn = ( 6 (1– (–1)

n
) n + 216) / 72 . 

Задача о прогибе безраспорной арочной фермы с раскосной решѐткой в горизонталь-

ной средней части, содержащей 2n панелей, и треугольной решѐткой в боковых частях, каж-

дая из которых содержит m панелей, была рассмотрена в [37]. Ферма нагружена силой P в 

центральном узле нижнего пояса (рис. 13). 

 

Рис. 13. Ферма [37]: n = 4, m = 3 

Сначала автор работы провѐл индукцию по параметру n , придав m  фиксированное значение 

m = 3 . Для прогиба в нагруженном узле была получена следующая формула: 

 = −−−−
P

EF
( An a3 + Cn c3 + Hn h3 + Gn g3 + B ) / h2 ,                                (8) 

где 

An = n (2n2 + 18n + 55) / 6 ,     Cn = n /2 ,     Hn = (n + m) / 2 ,     Gn = m /2 , 

B = (9b2h – 6bh2 + 19 f 3) / 2 ;     c = a2+h2 ,    f = a2+b2 ,    g = a2 + (h – b)2 . 

Относительный прогиб   в данной задаче с увеличением n  монотонно растѐт. 

Затем были рассмотрены ещѐ два случая. При m = 2 получились такие коэффициенты: 

An = n (2n2 + 12n + 25) / 6 ,     Cn = n /2 ,     Hn = (n + m) / 2 , 

Gn = m /2 ,     B = (4b2h – 4bh2 + 6 f 3) / 2 . 

В случае m = 4 выражения для этих коэффициентов оказались следующими: 

An = n (2n2 + 24n + 97) / 6 ,     Cn = n /2 ,     Hn = (n + m) / 2 , 

Gn = m /2 ,     B = (16b2h – 8bh2 + 44 f 3) / 2 . 
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Общего решения для прогиба, справедливого для произвольных m  и n , и в этой рабо-

те найдено не было. 

 

Двухпараметрическая индукция 

 

Найти общие формулы для прогиба ферм арочного типа в задачах с двумя натураль-

ными параметрами удалось в тех работах (появившихся в том же 2017 году), где была при-

менена двухпараметрическая индукция. Такая индукция включает два этапа. На первом ин-

дукцию проводят по одному из параметров при фиксированном значении другого, получая 

частное решение задачи. Данный этап повторяют несколько раз, последовательно увеличи-

вая значение фиксированного параметра, после чего по серии полученных частных решений 

выполняют индукцию по этому второму параметру, находя искомое общее решение. 

Отметим, что впервые двухпараметрическая индукция такого типа с привлечением 

системы Maple была применена М.Н. Кирсановым в 2015 году при вычислении одного из 

коэффициентов формулы для прогиба в центральном узле фермы прямоугольного простран-

ственного покрытия [38]. 

В работе [39] двухпараметрическая индукция проведена при расчѐте безраспорной 

арочной фермы с треугольной решѐткой, имеющей по m панелей в боковых частях и 2n па-

нелей в нижнем поясе горизонтальной средней части. Ферма нагружена одной силой P в 

центральном узле нижнего пояса; прогиб в этом узле и подлежал вычислению (рис. 14). 

 

 
 

Рис. 14. Ферма [39]: n = 1, m = 3 

При вычислении прогиба первоначально значение m фиксировалось, а индукция про-

водилась по параметру n . Обобщение полученных частных решений позволило при после-

дующей индукции по m прийти к следующей общей формуле: 

 

 = −−−−
P

EF
( Amn a3 + Cmn c3 ) / h2 ,                                               (9) 

где 

Amn = n (16n2 + 24(m + 2) n + 12m2 + 48m + 50) / 48 + (m2 + 6m + 6) / 16 , 

Cmn = n /8 + (m3 + 6m2 + 17m + 2) / 96 ;     c = a2+h2 . 

 

Относительный прогиб   в данной задаче с увеличением n  монотонно убывает. 

Аналогичная безраспорная арочная ферма исследована и в [40], но здесь решѐтка в 

горизонтальной средней части – крестообразная с центральной стойкой; ферма равномерно 

нагружена по верхнему поясу (рис. 15). 
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Рис. 15. Ферма [40]: n = 3, m = 4 

Найденное двухпараметрической индукцией общее решение для прогиба имеет вид: 

 = −−−−
P

EF
( Amn a3 + Bmn h3 + Cmn c3 ) / h2 ,                                     (10) 

где 

Amn = (5n4 + 20mn3 + (54m2 – 24m + 4) n2 + 2 (12m3 – 3m2 –m + 3) n + 

+ m (2m – 1) + 3 (1 – (–1)
n
) /2 + 3 (–1)

n
m) / 12 , 

Bmn = ( ( (2m – 1) ( (–1)
n – 1) + 4m2) n + 2m3 + (–1)

n
(m2 – 1) + 1) / 2 , 

Cmn = ( (24m2 – 24m + 9) n2 + 2 (10m3 – 3m2 – 4m + 3) n + 

+ 5m4 + m2 – 3m + 3 (1 – (–1)
n
) /2 + 3 (–1)

n
m) / 12 . 

При увеличении n  относительный прогиб   в данной задаче сначала убывает, а затем 

монотонно растѐт по линейному закону. При увеличении же m  относительный прогиб растѐт 

по кубическому закону. 

Ферма похожего вида (но уже арочная в собственном значении этого слова) была ис-

следована в работе [41]. Первоначально был рассмотрен случай, когда ферма нагружена од-

ной силой P, приложенной в центральном узле нижнего пояса (рис. 16). 

 

Рис. 16. Ферма [41]: n = 3, m = 2 

Общее решение для прогиба, найденное двухпараметрической индукцией, в этой за-

даче также даѐтся формулой (10), но коэффициенты получились такими: 

Amn = n3 / 3 + (1 – (2m +1) (–1)
n
) n2 / (4m) + (1 + 8m2 /3 – (–1)

n
) n / (4m2) + (1 – (–1)

n
) /4 , 

Bmn = (1 – (–1)
n
) / (4m) ,      Cmn = (6n + (5m2 +1) / m + (m2 – 1) (–1)

n
/ m) / 12 . 

Примечательно, что в этой задаче при стремлении n  к бесконечности значение отно-

сительного прогиба   стремится к конечному пределу; к конечному пределу (уже другому) 

оно стремится также, если, зафиксировав n , устремить к бесконечности параметр m . 

Был рассмотрен также случай, когда данная ферма равномерно нагружена по верхне-

му поясу; однако в этом случае анализ удалось провести лишь для случая m = n . Коэффици-

енты в формуле (10) при этом оказались следующими: 

Amn = (10n5 – 2 (3 + 4(–1)
n
) n4 + 2 (18 + (–1)

n
) n3 – (9 + 13(–1)

n
) n2 + 4 (2 – 5(–1)

n
) n + 

+ 9 (1 – (–1)
n
) ) / (24n) ,        Bmn = (1 – (–1)

n
) (3n + 1) / (4n) , 

Cmn = – ( (1 – (–1)
n
) n4 – 4 (8 + (–1)

n
) n3 + 10n2 + 2 (1 + 2(–1)

n
) n + 2 (1 – (–1)

n
) ) / (24n) . 

В работе [42] был проведѐн анализ раскосной фермы арочного типа с равномерной 

нагрузкой по верхнему поясу. У данной фермы в верхней части каждой полуарки число па-
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нелей равно n , в нижней – m . Высота всех стоек фермы одинакова, а уклоны верхних и ниж-

них частей различны (рис. 17). 

 

Рис. 17. Ферма [42]: n = 3, m = 2 

Геометрия панелей этой фермы, как показано на рисунке, определяется 4 параметра-

ми: a , b , c , h . Исследование, однако, проводилось в предположении, что b = h  и c = h /2. 

При помощи двухпараметрической индукции было получено следующее общее реше-

ние для прогиба фермы: 

 = −−−−
P

EF
( Amn a3 + Hmn h3 + Dmn d 3 + Gmn g3 ) / h2 ,                             (11) 

где 

Amn = 4m (2n + m) / 8 , 

Hmn = ( 2n3 + 2 (3m + 2) n2 + 4 (2m2 + 1) n + m (3m2 + 2m + 1) ) / 8 , 

Dmn = m (4 (2m2 + 1) n + m (5m2 + 1) ) / 12 , 

Gmn = n (5n3 + 20mn2 + (30m2 + 7) n + 2m (6m2 – 1) ) / 96 ;   d = a2 + h2 ,  g = a2 +9h2 . 

В случае m = n  относительный прогиб   при увеличении n  сначала убывает, а затем 

монотонно растѐт. 

Арочная ферма с крестообразной решѐткой, имеющая по m панелей в боковых частях 

и 2n панелей в ригеле и нагруженная одной силой P в центральном узле нижнего пояса, была 

рассмотрена в работе [43] (рис. 18). 

    

Рис. 18. Ферма [43]: n = 4, m = 2 

Решение для прогиба фермы удалось получить двухпараметрической индукцией в 

предположении, что число панелей в половине пролѐта является чѐтным: n = 2k . Оно оказа-

лось таким: 

 = −−−−
P

EF
( Amn a3bh + Bmn a3b2 + Cmn c3h2 + Dmn f 3b 2 + Emn a3h2 ) / b2h2 ,           (12) 

где 
Amn = – 2k2 ,      Bmn = k (8k2 + 1) /3 ,      Cmn = m /2 , 

Dmn = Emn = k ;      c = a2 + b2 ,   f = a2 +h2 . 

Ферма -образной формы с четырьмя опорами, исследованная в работе [44], статиче-

ски определима, но относится к числу внешне статически неопределимых систем. Она имеет 

по m панелей в боковых частях и 2n панелей в ригеле; к центральному узлу нижнего пояса 

приложена сила P (рис. 19). 
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Рис. 19. Ферма [44] (вариант 1): n = 3, m = 2 

 

Авторы работы обнаружили, что в случаях, когда остаток от деления m  на 3 равен 1, 

определитель матрицы G  обращается в нуль, так что ферма превращается в кинематически 

изменяемую систему; при этом изменение параметра n здесь (в отличие от ранее обсуждав-

шейся фермы из статьи [34]) на кинематическую изменяемость не влияет. 

При проведении двухпараметрической индукции вместо индукции по m  применялась 

(чтобы исключить случаи вырождения) индукция по параметру k , пробегавшему последова-

тельно значения 1, 2, 3, ... и связанному с m  формулой m = (6k – ( – 1)k + 1) / 4. Для прогиба 

фермы была получена формула, сходная с (10): 

 

 = −−−−
P

EF
( Amn a3 + Bmn h3 + Cmn c3 ) / h2 ,                                     (13) 

где 

Amn = (8n3 + 24n2 + 25n + 9) /3 ,       Bmn = (5 + 14k – 5( – 1)

k

) /4 , 

Cmn = (2n + 3 – ( – 1)k + 6k) /2 ;      c = a2 + h2 . 

В работе [44] был также рассмотрен другой вариант конструкции этой фермы, отли-

чающийся изменением положения двух опор (рис. 20). 

 

 

Рис. 20. Ферма [44] (вариант 2): n = 3, m = 3 

 

 Для этого варианта исчезают случаи кинематической изменяемости, а выражения для 

коэффициентов становятся такими: 

Amn = (8n2 + 1) n /3 ,       Bmn = m ,       Cmn = n .                             (14) 

Вернувшись к варианту 1 фермы, авторы работы рассмотрели ещѐ случай, когда фер-

ма равномерно нагружена по нижнему поясу ригеля. Коэффициенты в (13) приняли вид 

Amn = (10n4 + 40n3 + 35n2 – 10n – 9) / 3 , 

Bmn = (5 (2n – 1) (1 – (–1)k) + 14k (2n – 1) ) / 4 , 

Cmn = n2 + (2m + 1) (2n – 1) . 

Сходная с изображѐнной на рис. 20 ферма, но отличающаяся иной геометрией решѐт-

ки, была рассмотрена в работе [45] (рис. 21). 
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Рис. 21. Ферма [45] (вариант 1): n = 3, m = 2 

Проведя двухпараметрическую индукцию для случая, когда ферма нагружена силой P 

в центральном узле нижнего пояса, автор работы установила, что для прогиба фермы также 

справедлива формула (13) с выражениями (14) для еѐ коэффициентов. 

Если же данная ферма равномерно нагружена по нижнему поясу ригеля, то коэффи-

циенты в (13) оказываются такими: 

Amn = (10n2 – 1) n2 /3 ,       Bmn = m (2n – 1) ,       Cmn = n2 . 

В случае, когда распределѐнная нагрузка приложена ко всему верхнему поясу фермы 

(рис. 22), прогиб последней описывается уже формулой 

 = −−−−
P

EF
( Amn a3 + Bmn h3 + Cmn c3 + Dmn ba2 ) / h2 ,                            (15) 

где 

Amn = 2n2 (5n2 + 1) / 3 ,     Bmn = ( – 1 + 4 (n + 2) m + (2m – 3) cos 2 – 4 (sin – cos) ) / 2 , 

Cmn = n2 ,     Dmn = – 8n2 (1 + (–1)
m

) ;        = m /2 . 

      

Рис. 22. Ферма [45] (вариант 2): n = 3, m = 2 

Если же такая нагрузка приложена лишь к верхнему поясу ригеля, то коэффициенты в 

формуле (15) принимают вид 

Amn = 2n2 (5n2 + 1) / 3 ,     Bmn = 2(n + 1) m ,     Cmn = n2 ,     Dmn = – 2n2 . 

 

Заключение 

 

В статье сделан обзор большого числа публикаций, авторы которых, используя метод 

индукции с привлечением системы компьютерной математики Maple, получили точные ана-

литические решения разнообразных задач о прогибе плоских ферм арочного типа. Собраны 

воедино основные результаты этих исследований, разбросанные по многочисленным изда-

ниям, и для облегчения сопоставлений представлены в унифицированном виде. 

Надо отметить, что получение общего решения таких задач для произвольного числа 

панелей в ферме, как правило, весьма трудоѐмко, поскольку оно всякий раз предполагает 

решение в аналитическом режиме нескольких систем уравнений достаточно высокой раз-

мерности. Особенно это характерно для задач, решение которых зависит от двух натураль-

ных параметров и требует проведения двухпараметрической индукции: здесь компьютер не-

редко работает ―на пределе‖ своих возможностей. Эти трудности, однако, искупаются удоб-

ством работы с полученными в итоге формулами, а проверка результатов аналитического 
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исследования и дальнейший расчѐт характеристик анализируемой конкретной системы (вы-

полняемые уже в численном режиме системы Maple, который намного быстрее) не представ-

ляет особых трудностей и для ферм с несколькими десятками панелей (что типично для ре-

альных задач). 

Применение точных аналитических формул весьма эффективно, в частности, для 

большепролѐтных арочных конструкций, прямой численный расчѐт которых связан с неиз-

бежными погрешностями (появление последних связано, например, с приближѐнным харак-

тером применяемых методов, накоплением ошибок округления или плохой обусловленно-

стью решаемых задач большой размерности). 
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