K reopny MAHHTHOI'O SJAEKTPOHA,

+  Zur Theorie des magnetischen Elektrons. 1.
Von D. Iwanenko und L. Landau ia Leningrad.
(Eingegangen am 8. Mirz 1928.)

An Stelle der gewihnlichen Schridingerschen Wellenfunktion wird eine Reihe

von antisymmetrischen Tensoren verschiedenen Hanges Yk, . eingefilhrt. Es ge-

lingt auf diese Weise ohne jede Annahme iber Rotation relativistisch invariante

Gleichungen aufzustellen, welche die geforderten Effekte von selbst ergeben. Zum -

Schluf wird gezeigt, wie eine Verallgemeinerung auf den Fall beliebig vieler
Freiheitsgrade erhalten werden kann.

1. Einleitung. Viele experimentelle Tatsachen, vorwiegend aus
dem Gebiet der Spektroskopie, Hihren, wie bekannt, mit Notwendigkeit
zu dem Resultat, daf dem Elektron ein zusétzliches magnetisches Moment
angehért. Goudsmit und Uhlenbeck versuchten diese eigenartige Er-
scheinung mittels der Abdnderung des gewhnlichen Elektronenmodells
~ zu erkldren; sie glaubten n#mlich, da wir es mit einer Rotation des
_ Elektrons zu tun haben. Da die entsprechende Quantenzahl zwei Werte
annehmen kann, so ist ersichtlich, da8 diese Rotation halbzihlig ge-
quantelt werden muB. Das steht aber im entschiedenen Widerspruch mit
der Wellenmechanik, welche fiir alle rotierenden Korper unbedingt eine
. ganzzihlige, den Ruohezustand einschliefende Quantelung ergibt. Auch
die weitere Entwicklung der Quantentheorie der Elektronenrotation fiihrte
zu Widerspriichen. Um zum richtigen Werte der Termaufspaltung zu
gelangen, muBite an Stelle der magnetischen Kraft nicht der entsprechende

a
relativistische Ausdruck $ + -lc—[(En], sondern § + glg [Cv] gesetzt wer-

den, was vom Standpunkt der Rotationsvorstellungen wohl unverstind-
lich erscheint. Die Versuche von Frenkel* und Thomas** diese
Hilfte auf Grund einer Zeitmittelung abzuleiten, kénnen nicht als ge-
niigend angesehen werden, da die Halfte im Energieausdruek nicht auf-
tritt. Es gelang zwar Dar win **#¥ mittels Einfiihrung auBer eines Skalars
noch eines 1-Vektors die richtigen Gleichungen aufzustellen, doch blieben
auch bei ihm die Koeffizienten unbegriindet, und die relativistische In-
varianz wurde nicht erreicht. Dasselbe betrifft, natiirlich, auch die
Quarternionenmethode von Jordan ¥, = g

* J. Frenkel, Z8. {. Phys. 87, 243, 1926.
_ % [, H. Thomas, Phil. Mag. 3, 1, 1927.
*+*+ C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. (4) 116, 227, 1927,
*x% P, Jordan, ZS. f. Phys. 44, 1, 1927.
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Es scheint daher, daB das magnetische Moment des Elektrons nichts
mit einer Rotation zu tun hat, sondern eine Erscheinung darstellt, welche
ihren Ursprung viel tiefer im Wesen der Dinge findet. Wir hoffen ge-
zeigt zu haben, daB dieser .R-Effekt“ wirklich aus sehr allgemeinen
wellenmechanischen Vorstellungen abgeleitet werden kann und keineswegs
eine spezielle Eigenschaft des Elektrons bildet. Das Verhalten des
magnetischen Moments des Elektrons zum mechanischen hat keinen elek-
trodynamischen, sondern einen quantenhaften Charakter.

Zuletzt mdchten wir noch erwéhnen, daB auch Dirac* in einer
jiingst erschienenen Arbeit das Problem von demselben Ausgangspunkt
" aus behandelt. Beide Theorien scheinen, abgesehen von der vélligen
Verschiedenheit der Methoden und Gleichungen, aquivalent zu sein. Thr
genauerer Zusammenhang ist jedoch fiir uns unklar. Die Diracsche
Theorie ist im Gegensatz zur unsrigen wohl schwer anf Mehrelektronen-
probleme anwendbar.

2. Wir wollen nun zar Anfstellnng der invarianten W ellengleichungen
fiir den R-Effekt ibergehen. Es entsteht die Grundfrage, was fiir GroBen
als Wellenfunktionen zn wahlen sind. Wie ersichtlich, genfigt ein ein-
ziger Skalar 9 gewil nicht, da wir dann keine Termaufspaltung erhalten.
" Daher miissen noch andere tensorielle GroBen eingefithrt werden. Es
scheint natiirlich (daran erinnert auch das Beispiel des elektromagnetischen
Feldes), nur antisymmetrische Tensoren zu gebrauchen. (Die’ Anti-
symmetrie soll sich dabei auf jedes Paar von Indizes beziehen.)) Es wire
aber nicht sachgemiB, uns auf eine bestimmte Ordnung zu beschrinken;
wie weitere Uberlegungen zeigen, miissen vielmehr alle mdglichen anti-
- symmetrischen Tensoren konstruiert werden. Fiir unsere vier Dimensionen
ist offenbar die hﬁchatmt&ghcha Ordnung eines anhsymmetnschen Tensors
gleich vier. -z -

Um die gewﬂnschten Glelchungen aufzustellen, grelfen wir zu den
Methoden der gew8hnlichen Wellenmechanik. Von diesen wihlen wir
die Methode der Lagrangeschen Funktion, weil diese am einfachsten
auch die GrundgréBen der Theorie, wie z. B. den ,Stromvektor?, ,Energie-
tensor* wu. a., ergibt. Die fundamentale Rolle spielt dabei der dem

Geschwindigkeitsvektor 4, — ;2_31_6 (p, — -:— :p;.) entspz:echende Operator

1 /b b
Iy = m_c(? Vie— -; qpk) (pr = Viererpotential des #uBeren elektro-

* P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 117, 610, 1928.
** } bezeichnet die durch 2« dividierte Plancksche Konstante.
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maguetischen Feldes). Ir geniigh, wie bekannt, allein ohne Heranziehen
anderer Operatoren zur Aufstellung der Gleichungen.

Denken wir uns die Grifle w, nicht als Operator, sondern als einen
einfachen Vektor. so darf die L.agrangesche Funktion als einfache
Funktion der 9,5, ., ¥, .. . * und ;. konstruiert werden. Um bei Varia-
tionen lineare (leichungen zu erhalten, miissen wir von einem (in 3 und
¥) bilinearen Ausdruck ausgehen. Aus v, ¥ und % wollen wir nur
folgende Skalare bilden **:

Webe... Yabe. ..,

(Y + 1) 7(¥)
uawabc I.L'be:...

und konjugiert komplex:

“a Yane. ) Ybe ...
[(N) bezeichnet die Ordnung des Tensors . Die Summation wird nur
auf wesentlich verschiedene Glieder erstreckt; d. h. die Kombinationen,

welche durch Vertauschung der Indizes entstehen, werden nicht mit-
gerechnet. Z. B. ist 1‘0(” ff; = % 2 2 1{;?;’, w(g}] Die Forderung, beim

Grenzibergang die Relation der klass1schen Mechauik
w4+1=0
zu bekommen, filhrt uns, wenn wir noch die Realitit beruckmchhgen

mit Notwendigkeit zu folgenden Werten der Koeffizienten:

N) h I i d
Lo S (v T v + B )

N

In der Operatorform ist offenbar
L=S (=D (¥oe... ¥ase... + Vie .. (a¥ase. ) -
N
_ + Uhe. @aVare. N} - (1)
Diese Funktion wollen wir zuerst fiir die Gewinnung der Wellen-
gleichungen benutzen. Die Variation nach ¢ ergibt:

ﬂ’f‘:) -+ U, !ng'}.n — (% ﬂ«'ﬁy_u)u 3
(Die griechischen Indizes af8y ... bezeichnen, dal aus dem entsPrechenden
Ausdruck ein antisymmetrischer Tensor gebildet wird. Z. B. ist (4a®py)s2¢
=P + e+ Wi (e Yg)ix = ;P — g P;). Die aufgeschriebenen
Gleichungen (2) sollen die gewohnliche Schridingersche ersetzen. Wie
wir spiter zeigen werden, enthalten sie in der Tat die- Losung des
R-Problems. '

* Der Strich bezeichnet die konjugiert komplexe Grofe.
#* Wie auch Dirac gebrauchen wir nicht hihere Potenzen von w:
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Da die Zahl der Gleichungen offenbar zu grofl ist, so entsteht die
Frage mnach der Auswahl der Losungen. Zu diesem Zwecke miissen
sie durch Nebenbedingungen vervollstindigt werden. Linearc Neben-
bedingungen sind ausgeschlossen, sie haben vielmehr etwa einen quadrati-
schen Charakter. Ihre Ableitung bietet ziemliche Schwierigkeiten und
ist uns bisher nicht gelungen.

Nun wollen wir zur Berechnung einiger gebriuchlicher GréBen iiber-
gehen. Die Variation der Lagrangeschen Funktion nach dem Vierer-
potential ergibt fiir den Stromvektor bei geeigneter Normierung

c:-—S(—l) (o . WD e a0y, (3)

welcher Ausdruck in unserem Falle anzuwenden ist. In analoger Weise
fiithrt die Variation nach der Weltmetrik g;; zum ,Energieimpulstensor«.

‘Die R-Gleichungen (2) konnen noch in anderer Form dargestellt
werden. Dazu eliminieren wir aus der (.N — 1)ten, (V) ten und (N - 1)ten
Gleichung die GriiBen P&+ und ¢V

| ti'ﬁ) +ﬂa|—ua¢(o;:i’.)..+(fﬁa¢':§;) Jaik...}

+ {Mata ¥5F) .. — (28 TNy .. = O
oder, unter Beriicksichtigung der Identititen:
25 (“a¥py . Jair... = UaVix...— (MaWa3y.. Jik ..., (a)
Ti{ue @y, s ek, = (Mats¥yg k... + - (b)

und der Antisymmetrie der o
@+ 1R+ Cats — uptte) eonir.. + | (latta — uau) 531 Jur
< Ch ; Sp— [(“c H‘g S ltp'ua) d'f‘}_” }“‘. i — 0*
a no

wo F das elektromagnetische Feld bezeichnet, so erhalten wir endgiiltig:

@) (N +9) o0
Dy )mw{Fab?Pam.t — (Faa ¥ag; .. )ik ...
— (Fap s e} = 0. )

* Das Nichtrechnen identischer Glieder soll nicht vergessen werden. Z. B. ist
v (@)
(I{aﬁ 'luyd)itlm

i 2 2 .
Fik'p +FHV() +§£mtpig+ﬂm?(2) F, k'f’s)'i'Fk('F?z.' .
Zeitechrift fiir Physik., Bd. 42. 24
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Hier ist ) = ;— ({i Ve -—3%) + ~”-'i der gewthnliche Hamilton-
Schrédingersche Operator.

Die Gleichungen (2), (3), (4) losen den R-Eifekt fiir den Fall des
relativistischen Einkgrperproblems. Wir sehen, daB keine speziellen
Eigenschaften des Elektrons in Betracht gezogen wurden, so daf unsere
Uberlegungen fiir alle analogen Probleme gelten, wenn nur die duBeren
Krifte ein Potential haben. Hier von einer Rotation zu sprechen, ist
vollig sinnlos, da die Gleichungen streng nur fiir einen Punkt gelten.
Der Begriff eines rotierenden Punktes wire wohl sonderbar!

Wir kénnen aber das Problem noch allgemeiner fassen und auf den
Gebrauch des gewthnlichen vierdimensionalen Raumes verzichten. Wie
auch in der klassischen Wellenmechanik kann die Vorstellung eines Ko-
ordinatenraumes beliebig vieler Dimensionen eingefiihrt werden. Dieser
Weg sollte uns zur Losung des R-Effekts im Mehrkorperproblem bringen.
Der iovariante Ausbau unserer Gleichungen gestattet ja ihre Anwendung
im Falle der beliebigen Koordinatenzahlen mit der einzigen Bedingung,
daB ein in den Momenten quadratischer Hamilton-Schrédingerscher
Ausdruck vorhanden ist. * Da aber diese letzte Bedingung im relativisti-
schen Mehrkorperproblem leider nicht befriedigt wird, so miissen wir,
um die gewiinschte Verallgemeinerung zu schaffen, einen Umweg wihlen.
Wir wollen ndmlich die Gleichungen in gespalteter Form schreiben, d. h.
"Rdum und Zeit unabhingig voneinander betrachten. - Es zerfillt dabei
jeder Tensor ¢¥) in zwei Teile: den Raumanteil X(™) derselben Ordnung
und den Zeitanteil @Y+ 1, dessen Ordonung um Eins kleiner 1st So er-
halten wir: :

PED. = 2 (00 KT, — @ea K it — ©er X
. —G, @att"+(@a@§-‘;if*)u...‘., (5a)

DR = 57 (D65~ (9eabS. it .. — Des O3 s
+ G X5 — (@G, X}?:f’m L (3b)

(D;z bezeichnet das magnetische und G, das elektrische Feld.)
Interessieren wir uns nur fir die vom R-Effekt herriihrenden Er-
scheinungen und nicht fiir die relativistischen Korrektionen, so entsteht
die fundamentale Frage nach der GriSenordnung aller eingehenden Grofen.
Eine nihere Untersuchung der Grundgleichungen (2) zeigt, daf @4 und
X@) von derselben Griéfenordnung sind; was die relative Gréfenordnung
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der X bzw. ® untereinander betrifft, so ist sie bei Tensoren von gerade:
Ordnung (N =0, 2, 4...), von der der ungeraden (N=1,3,5...) un

v ; . ; . -
den Faktor . verschieden®. Eine tiefergehende Betrachtung liBt ver

muten, daB bier die geraden Ordnungen maBgebend sind.
Nun wollen wir die Methode der sukzessiven Anndherung anwenden.
Als nullte Anniherung wahlen wir die klassische Wellengleichung:

DX(“’ {-}1(%——2—-&—}—«;;} Y —0 ()

Fiir @29~ mit derselben relativen Genauigkeit-

D@u Moy o (€, X a8 5, X(Q\—g))ikf...} O

21mc

und eine analoge Gleichung fiir @24 +1.  Differenzieren wir (6), so er-
gibt sich:
DXL, = eCXED.,

: D(VGX;{“)‘; = e(GE X(”))“
well unter Vemachlaqngtmg der Gheder hdherer Ordmmo- :
cfa == — VG‘P

i

ist. Da.raus folgt

!A\)

@AY =1 _ (9 2 N=-Dy ). (8)

{VG - (Va

Qime

Jetzt konnen wir die Anndherung einen Grad weiter treiben. Das
Einsetzen der Ausdriicke (8) fiir @ in (5) ergibt:

eh ; :
DXGY = o Hoy XENF Y — Hoe X3P it .
h . "
+ 2””6‘3 aVa X(“}._-"(HII“I’XEJ'.\.. 2’)1‘&...}, (93
WO
Hsk e—— @ik + 21”!C(§ Vk_'@kV:) _ (9'0)

Fir einen Punkt haben wir es nur mit einem Skalar X© und einem
Vektor X® (in drei Dimensionen ist, wie bekannt, ein antisymmetrischer

* v bezeichnet die Grofienordnung der Geschwindigkeit.
** ¢ bezeichnet das skalare Potential.
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Tensor zweiter Ordnuug einem Vektor #dquivalent) zu tun. Die Glei-
chungen (9a) und (9b) lauten dann:

_ el 1
DXW0O — 5 iJHC{Hﬂb Yé? + L'Ia‘-‘a X ’l'
eh ) s
~ 2ime H-"’”"F-_TCQ”-X“” ;
D YO el IXW)I'F 1 G ® | ¢ (10)
== —Go. — HXWO
‘Zimcl[ J+'36‘ e HA )’
| -
H =9+ 5 [Cv].

h
(n = —Y bezelchnet den (:eschwmdxgkextsoperator)

im
Die Gleichungen (10) sind im wesentlichen den Darwinschen *
dquivalent. Den einzigen Unterschied bilden nur die Glieder mit

eh h dn h d

4imc? e = 4ic’ at’ 8ic? d_ft,"

3 welche offenbar bei der Mittelung wegfallen. Das Erhalten der Iexperi—
.- mentell bestitigten Gleichungen kann als Rechtfertigung unserer Grund-

"annahmen gelten. Wir méchten noch einmal betonen, da8 alle die so
viel diskutierten Koeffizienten sich automatisch ohne jede spezielle Zu-
satzhypothese ergaben. Die Rotation wird vollstindig durch den R-Effekt
ersetzt. Den unseren Gleichungen (9) entsprechenden Dichteausdruck
entnehmen wir aus (3)-

0= %90 = S (—D¥{Xa.. 9“’ o+ Xah @) (D)

. oder, da anndhernd
XeN+1) — @eN+1) — 0:

xey) — @em
gesetzt werden kann,

0 = S X(?\) X(Q\} (12)

Dieser Ausdruck vertritt die Stelle des gewdhnlichen 3.

Die Verallgemeinerung von (9) aul das Mehrelektronenproblem ge-
schieht nun ohne weiteres. Um den Gleichungen wieder die invariante
Form zu verleihen, wollen wir, der relativistischen Behandlungsweise
analog, in unserem Koordinatenraum eine neue Metrik einfithren. Da

-

.

* Siehe C. G. Darwin, L. ¢, der bei ihm eingefiilhrte Vektor entspricht
— iX®,
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wir es, wie schon angedeutet war, mit keiner Elektroneneigenschalt,
sondern mit einem eigentiimlichen, sich auf alle Freiheitsgrade beziehenden
Effekt zu tun haben, so miissen wir von dem Ausdruck fiir die Hamil-
~ tonsche Funktion ausgehen, ohne Riicksicht auf die Frage, was die darin
eintretenden Momente bedeuten. In der Mechanik wird gezeigt, dal in
den meisten Fillen die Hamiltonsche Funktion in der Form

ISyt @a— T s —1) + 7 (13)

dargestellt werden kann (¥ und f héngen nur von den Koordinaten ab).
Den Tensor y%% wihlen wir als kontravarianten Grundtensor. Dann
schreiben sich die R-Gleichungen (9) folgendermalen:

h 0 2
2P xRrw, i L v)a
:‘:'[Mabx(ﬂﬁ+2) (Ma (EN} )it.., hcavarVa (2:\)
ot 'I——(Ma,sX;ﬁN_n)u ] (14)

wobel <

Mit = V{fk tht m(VtVVi— Vith—) (14a)

ist. A ist hier nicht als Summe der zweiten Ableitungen, sondern als
der tensorielle Laplacesche Operator zu verstehen.
Beim Mehrelektronenproblem ist die kinetische Energie

(4, B = Elektmnennummern, = Momenten). Es ist fiir uns, wegen
der gebrauchten Anniherung, nur die Anderung der A wichtig, wenn

~sie auf einen Tensor X@¥) wirkt, in bezng auf ihre Wirkung auf den
Skalar X B

A= DI XET)) = 2T V' Xapy . i ..

(T xST Vi (16)

(['t; bezeichnen dabei die Christoffelschen Dreiindizessymbole). Diese
Zusatzglieder entsprechen etwa der magnetischen Wechselwirkung der

Elektronen.
Wegen der Identitit aller Elektronen entsteht noch die Frage nach
der Formulierung des Pauliprinzips. Er fordert hier wie gewihnlich die
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»Antisymmetrie“ aller Wellenfupktionen. Es mul aber dabei auch der
Wechsel der Indizes in Betracht gezogen werden.

_ Eine nidhere Betrachtung der beriihrten Fragen hoffen wir in einer
weiteren Arbeit mitteilen zu konnen.

Wir freuen uns, auch an dieser Stelle unserem Freund Prof J. Frenkel
fiir die Anregung zu dieser Arbeit und seine stetigen fordernden Dis-
kussionen unseren wirmsten Dank aussprechen zu kénnen. Wir mochten
ferner Herrn Prof. V. Bursian fiir manche wertvollen Bemerkungen
herzlich danken.

Leningrad, Phys.-Math. Institut der Akademie der Wiss.
Phys.-Techn. Rontgeninstitut, Februar 1928.
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