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Bemerkungen uber Quantenstatistik.
von D. Iwanenko und L. Landau in Leningrad.
(Eingegangen am 12. Februar 1927

Es wird gezeigt, dali es keine hinreichenden Grinde fir div Auisteliung der Diruc-
schen Statistik gibt. Der Ansatz vou Planci ist vielleicht der einzige. der hel
konsequenter Anwenduns die richtige Strahlunssiormel eruibt.

¢ 1. Fir ein Systens das aus zwei cleicnarticen, heliebiy stark
cekoppelten Teilen (2. I zwei Elektroner im Heliumatonn besteht. 1St
die Schrodinoersche Glelcnune svmmetrisch 1o bezug aut die Noordi-
naten der beiden Teile.  lm Bereich des diskreren Termspelktrums ent-
spricht Jedens Fieenwert i ollovineinen mur pine einzive Eirentunition
(e Batartung nebmen Wiy wls aufeehoben any. Weorn der Svminetrie
Ger Wellenoleichuns eroiin Gie Vertauschune der Noordinaten beider
Teilsvsteme wieder eine Lisung. I Anbetracut der Linearitdat der
(Ooiehune konnen wir behaupten:
L'«J:'_)»::((Lw’_’:ls (1
1.2 Lezeichnen die Roordinaten des ersten hzw. zwelten SVSTems. 181
eine noclk unbestimmte honstante).

Setzel: Wi .20 anstatt . [+ pnd umoekehrt. so folor:

Lw_:li:«rt'('lt'_’w:(:")uw‘_’:M; .

(7 o i 0 = — 1 -

E=x gibtalso ool Arten von Eivenfunt ctiomeln, svnimetrische v = — 1

e antisvmnetrische (0 = — 1, Da jede phesikalische Cirivhe i Funk-

ton I, i den Koordinaten der helden Systene svmmetrisel el mulk.

<. interkombinieren die iimen entsprechenden Eizenwerte nicht:

\Fq—“. Ulsvmn LI dr — 0 ).

¢

Diese Resultate wuardeu von Heisenberg® als erste Aunnidberuny
cefunden: wir =ehen jedoch, dal sie auct in beliebizer Aunitberuns celren.
Die Veralleemeinerung aut mebrere Svstemw ergibt eine Reite nieht
interkombinierender Eigentfunktioneu. darunter svmmetrische und anti-
cvmmetrische und andere. welche entarteten Kigenwerten eNLSPIeCel.

$ 2. In seiner unlinest ereclhienenen Arbeit® schlitet Dirace ver,

aus allen Losungen der Schvodinge rschen Gleichunw nur antisvinnerriscie

1) W. Heisenbery, 77 Phyvs. 85 411 1920 siehe auch W.Wigner.
Z%. & Phys. 40, 492, 1927

2y PoAL M. Dirac. Proc Rov. Soc. (A 112, 661, 1u26: siehe auck FoFernit.
78, f. Phyvs. 86. 902, 1v2u: I H. Fowler. Proc. Royv. Soc. (30 118, 4920 1u2v:

W. Heisenberg. Loc.o Wo Wronen. Lo
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auszuwithlen.  Die Notwendivkeit dieser Annahme beeriindet er durch
Paulis Verbot dqwivalenter Bahnen. Dasselbe hesaet aber nur toleendex!
s oibt im Atoan keine zwei Elektronen, fiir welche alle vier Quanten-
zahlen oleich <ind. Die Veralloemeinerung diesex Prinzips auf eine andere
(vesamtheit der Quantenzablen erschieint zweifelbatt, s kaun z B.odas
Helinmspektrum aus antisvmmetrischen Eizenfunktionen (I Sinne von
drei uantenzablilen tir jedes Elektrony nichr Konstrulert werden, vielmehr
i<t man zenotior. auch svnnnervisehe zuooerauchen Parbeliom *n o
allen Fillen. wo das votierende Elektron nicht berticksichtiet wird, findet
das Paulische Prinzip keine Anwendung: ex izt dadier f'm' die alloememen
Provleme dler Statistik nieht von Bedeatune.

Wir clanben dabier. Jdai die Divacsche Beariindune der cantisvine-
rrischens Statistik nieht <tichhaltig ist: eine Auswail der Liosuneen stent
wberdem im Widersprueh mit den Gandlagen der Wellenmechank.

$ 3. Fiir die Autstellung eiver Konsequenten Statistik mub beritek-
Gentiot werden, dab wir es< inoder Wellenmeehanik schon mir einer Statistik
2uotun naben, denn sie eraibt nur Mittelwerte Goer cine Menee sletcharnieer
Svstene (die Einfithrune stationiiver Zustide st Keinesweos notwendiv).
Das Ziel einer Quantenstaristik <oll also e Bestimmune der Grolien
a, i w o= Xy, <eli.

Die Betraentnineen Einsteins. inodie Wellenmechanik ithertrawen.

zelwen, oladd dw:' Planceksche Ansatz

aot g, = KT NT )
wirklich zur vicntigen Strablunestormel tihres Adle anderen Formen der
Quantenstatistik eroeben die Planck=ehe Stravlunestormel hestentalls nur
bel der Anwendung von speziellen Vorstelluneen (Lichtjuanten i der
Buoseschen Staristik), welche in cewis<em Sinne der Wellenmechanik
widersprechen.

Es sel uns gestartet. an dieser Stelle Herrn Protessor V. Bursian
tir manche werrvollen Bemerkuneen und das Durchsehen des Manuskripts
herzlich zu danken.

Leninoerad. Februar 1927,

Nachtrar bei der Korrektur. Inzwischen ist eine dieselbe
Frace berithrende Notiz von P. Ehrenfest (Nature und Naturwiss,,
Feliruur 19277 erschienen.  Herr Ehrenfest meint. die physikalischen

Creiinde fiir dje Erweiterung des Paulischen Verbots im Prinzip der

B WL Paull Zs. b Phys. 31, 765, 1uZ5
)W, Heisenberg, 1o,
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Undurchdringlichkeit der .\]olekiﬂe zu finden. Ehrenfest fordert das
Nullwerden von 3 als Bedingung der Undurchdringlichkeit. Schon das
erste Beispiel der Wand des Gefafles zeigt uns, dal diese Bedingung

. o

nicht notwendig ist, und in diesem Falle durch o 0 ersetzt werden
n

mub. Es soll namlich nicht die .Dichte* (o = u"z'), <ondern dle

Normalkomponente der .mittleren~ Geschwindigkeit am Rande ver-
schwinden. Die letzte Forderung ergibt unter Beriicksichtigung von

- -
ov =, (vgradw —ygradu)?y

It orad ¥+ grad o
0= - |- = )1
2

(' U' /

oder fiir die Normalkomypuonente

I ( 1 dv 1 du
v On Lo dn

woraus die obere Relation folgt. Die .Diagonalforderung” von Ehren-

T
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fest ist also unhaltbar: sie widerspricht vielmehr den elementaren Aus-
fiihrungen der Wellenmechamk. Zum Beispiel ist im Falle des Wasserstoff-
atoms g (0. 0.0) (Koordimatenursprung!) nicht immer cleich Null.  Nind
doch die Elektronen und Protonen mehr .durchdringlich~ als Molekiile -

Die Verhiltnisse werden noch klarver, wenn wir die Elirenfestschen

Uberlecungen  auf den Fall von zwei Molekiilen mit verschiedenen

Massen anwenden.  Die allgemeine Lésung der Schridingerschen
(+leirhung 1st dann
d (e SARY.
' ) w — 5T \°n n
w (‘1'1 xr) = E Anm In (’)‘) Xm (LZ") el .

nm
WO y,. & und y,, &, die Eigenfunktionen bzw. Eigenwerte fiir die zwei

Molekiile darstellen. Hier sind im allgemeinen wegen der Ungleichheit

der Massen alle Terme einzig (keine Entartung). Die Bedingung
v (r ) = O fiithrt zu «,, = O bei beliebigen » und n oder stets
v = 0! Die Molekiile von verschiedenen Massen konnen also in dem-

selben Gefill nicht koexistieren! Oder man miifite annehmen. dali die
kleinste Massendifferenz "die Molekiile fiir einander durchdrinelich macht:
das wire wohl wunderbar' Zum Nchlufl wollen wir bemerken. dafi die
Undurchdringlichkeitsbedinzung schon wegen der angenommenen Punlkt-

formigkeit der Molekiile identiselr erfiillt ist?).

1) Siehe E. Schridinger. Ann. d. Phys. 81. 109. 1926,
2} Inzwischen hat Ehrenfest selbst (Naturw., Mirz 1927) =eine Betrach-
tungen zuriickgenommnien.



