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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Тематика диссертации находится на стыке функ-

ционального анализа, теории меры, теории вероятностей и выпуклой гео-

метрии. Рассмотренные задачи важны не только для указанных областей,

но и для бесконечномерного анализа и математической физики (см. обзор

А.И. Кириллова [18]). Главным объектом исследования данной работы

выступает счетно-аддитивная мера, заданная на сигма-алгебре борелев-

ских множеств некоторого локально выпуклого пространства. Основные

результаты работы относятся к области теории меры, хотя из-за специ-

фики задач иногда и бывает более удобно использование вероятностной

терминологии. Работу можно разделить на три основных части, соответ-

ствующие трем основным главам (помимо вспомогательной первой гла-

вы), причем эти части связаны идейно и технически.

Во второй главе исследуются вопросы, связанные с носителями мер на

банаховых пространствах. Подобные вопросы изучались в работах мно-

гих авторов, в том числе В.В. Булдыгина [12], Е.И. Островского [23],

Дж. Квелбса [54], Х. Сато [66], В.И. Богачева [4], [36], [6], [10]. В по-

следних двух книгах приведена обширная библиография по современ-

ным исследованиям данных вопросов. В работе [36] было показано, что

для меры, обладающей сильным моментом некоторого фиксированного

порядка r > 0, т. е. такой меры, для которой норма пространства инте-

грируема в степени r, можно найти компактно вложенное сепарабельное

рефлексивное банахово пространство (уже с некоторой другой нормой)

полной меры, сужение исходной меры на которое также будет обладать

сильным моментом того же порядка r. Нетрудно построить пример ме-

ры на сепарабельном банаховом пространстве, не обладающей сильным

моментом, для которой каждый непрерывный линейный функционал бу-

дет интегрируем в некоторой фиксированной степени. Меры с указанным

свойством называются мерами со слабым моментом. Таким образов, воз-

никает вопрос об обобщении приведенного выше результата на меры со
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слабым моментом. Оказывается, что без дополнительных предположений

аналог приведенного выше свойства для мер, обладающих слабым мо-

ментом, может не выполняться, в связи с чем во второй главе диссерта-

ции приводятся необходимые и достаточные условия для мер со слабым

моментом фиксированного порядка, гарантирующие наличие компактно

вложенного сепарабельного рефлексивного подпространства полной ме-

ры, для которого данная мера будет также обладать слабым моментом

исходного порядка. В частности, в случае гильбертова пространства H и

меры µ со слабым моментом второго порядка, наличие компактно вло-

женного гильбертова пространства L полной меры, на котором сужение

исходной меры также будет обладать слабым моментом второго поряд-

ка, равносильно компактности ковариационного оператора Kµ меры µ,

определяемого равенством

(Kµu, v) =

∫
H

(u, x)(x, v)µ(dx), u, v ∈ H.

Третья глава посвящена исследованию свойств множеств допустимых

сдвигов мер (т. е. множеств таких векторов, сдвиги меры на которые не

сингулярны или эквивалентны исходной мере). Такие множества относи-

тельно хорошо изучены в случае продакт-мер (см. работы Л. Шеппа [67],

Дж. Фельдмана [46], С. Какутани [51], С.Д. Чаттержи и В. Мандрека-

ра [44], С.Г. Бобкова [34], Р. Дадли [45]). В частности, в первых двух ука-

занных работах получены необходимые и достаточные условия для того,

чтобы сдвиг на всякий вектор из `2 был эквивалентен исходной мере.

В диссертации получены обобщения этого результата: приведены просто

формулируемые необходимые и достаточные условия эквивалентности

сдвига на всякий вектор из `q, заключающиеся в принадлежности кор-

ня из плотности сомножителя пространству Никольского B
q/2
2,∞ функций

дробной дифференцируемости. Также хорошо известно, что простран-

ство сдвигов в случае гауссовской меры совпадает с пространством Ка-

мерона – Мартина этой меры. Так как гауссовские меры являются под-

классом логарифмически вогнутых мер, то представляет интерес иссле-



5

дование множеств допустимых сдвигов и таких мер. Класс логарифми-

чески вогнутых мер (которые также называют выпуклыми) был введен

и впервые рассмотрен в работах А. Прекопы [64], Л. Лейндлера [56] и

К. Борелля [37], [38] и затем исследовался в работах многих авторов,

в том числе Е.П. Круговой [19], [20], Д. Фейеля и А.С. Устюнеля [47],

В.И. Богачева и А.В. Колесникова [8], Л. Амброзио, Дж. Да Прато, Б. Гол-

диса и Д. Паллары [31], [32]. Основными примерами логарифмически во-

гнутых мер служат равномерные распределения на выпуклых компактах

в Rn, а также гауссовские меры (необязательно на конечномерном про-

странстве). Поэтому исследование логарифмически вогнутых мер тесно

связано как с геометрическими и аналитическими вопросами, так и с во-

просами теории вероятностей. Для логарифмически вогнутых мер в дис-

сертации доказано, что множество их несингулярных сдвигов является

выпуклым, а множество эквивалентных сдвигов является линейным про-

странством. Отметим, что последнее свойство может не выполняться в

случае продакт-мер.

В четвертой главе основным объектом исследования выступают из-

меримые многочлены на пространствах с логарифмически вогнутыми и

гауссовскими мерами. В отношении геометрических вопросов подобные

исследования проводились Ж. Бургеном [41], Б. Клартагом [53], Г. Пао-

урисом [63]. В этих работах рассматривались линейные функционалы или

квадрат евклидовой нормы, а также исследовалась так называемая гипо-

теза гиперплоскости (hyperplane conjecture, см. [58], [33] и [49]). В вопро-

сах стохастического анализа и теории вероятностей измеримые многочле-

ны появляются как кратные стохастические интегралы по винеровскому

процессу, а их изучение на пространствах с гауссовскими мерами нача-

лось с классических работ Н. Винера [68], Р. Камерона и У. Мартина [42],

К. Ито [50]. Позже, в более абстрактном виде, они изучались во многих

работах различных авторов, в том числе А.М. Вершика [14], О.Г. Смо-

лянова [28], А.В. Скорохода [16], [27], Ю.А. Давыдова [17], В.И. Богаче-

ва [5]. В последние годы одним из основных направлений исследования
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измеримых многочленов на пространствах с вероятностными мерами ста-

ло изучение связи различных норм и метрик как на пространстве самих

многочленов фиксированной степени, так и на пространстве распреде-

лений, полученных как образы мер при полиномиальных отображени-

ях. В работах Ю.В. Прохорова, В.И. Хохлова [24], [25], [26], С.Г. Бобко-

ва [35], [3] исследовались неравенства типа Хинчина об эквивалентности

различных Lp-норм на пространстве многочленов фиксированной степе-

ни на Rn с заданной логарифмически вогнутой мерой. Одним из инте-

ресных первых результатов в данном направлении было утверждение об

эквивалентности среднего геометрического и среднего арифметического

для логарифмически вогнутой меры, которое получил Р. Латала [55]. Во-

просы о связи различных метрик на пространстве распределений много-

членов фиксированной степени изучались И. Нурдиным, Д. Нуалартом, Г.

Поли и Дж. Пеккати (см. [59], [60], [61], [62]). Эти вопросы тесно связаны

с различными предельными теоремами для элементов винеровского хаоса

фиксированного порядка. Отметим также работу Ф. Гётце, Ю.В. Прохо-

рова, В.В. Ульянова [15] о поведении вероятностных распределений при

полиномиальных отображениях.

Важные вопросы о свойствах многочленов и их распределений связа-

ны с оценками меры больших и малых значений. В случае отрезка оценка

сверху меры малых значений многочлена следует из классического нера-

венства Ремеза [65] (см. также [40]):

max
[0,1]

|f | 6
(

4

|J |

)d

sup
J
|f |,

где f — многочлен степени d, а J ⊂ [0, 1]. Взяв в данном неравенстве

J = {x ∈ [0, 1] : |f(x)| 6 ε}, получаем оценку

(max
[0,1]

|f |)1/d · |{x : |f(x)| 6 ε}| 6 4ε1/d.

Многомерное обобщение неравенства Ремеза и оценки малых значений

в случае выпуклого компакта в Rn были исследованы в работе [11]. Для

многочленов на пространстве с логарифмически вогнутыми мерами (ко-

торые обобщают ограничение меры Лебега на выпуклый компакт в Rn)
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подобные оценки меры малых значений изучались в работах Ф.Л. Наза-

рова, М.Л. Содина и А.Л. Вольберга [22], а также А. Карбери и Дж. Рай-

та [43]. Данные результаты в частности дают независящую от размерно-

сти пространства оценку меры малых значений многочлена фиксирован-

ной степени, что позволяет использовать их и в бесконечномерной си-

туации. В диссертации доказываются нижние оценки на меру уклонения

многочлена от его среднего значения (интеграла), что является в неко-

тором смысле обратным неравенством к неравенству Карбери – Райта. В

частности для многочлена второй степени на Rn и произвольной логариф-

мически вогнутой меры µ при достаточно малых ε получено неравенство(∫
Rn

|f −mf |dµ
)
· µ(|f −mf | 6 ε) > Cε,

где f — многочлен второй степени, mf =

∫
f dµ — среднее значение

функции f .

Цель работы.

• Для ограниченной борелевской меры на сепарабельном банаховом

пространстве, обладающей слабым моментом порядка p, исследовать во-

просы существования компактно вложенного в это пространство рефлек-

сивного сепарабельного банахова подпространства полной меры, на ко-

тором данная мера также обладает слабым моментом порядка p.

• Исследовать свойства множеств допустимых сдвигов для различных

классов мер на локально выпуклых пространствах.

• Исследовать нижние оценки меры уклонения многочленов фиксиро-

ванной степени от их средних на пространствах с логарифмически вогну-

тыми и гауссовскими мерами.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми и

состоят в следующем.

1. Для сепарабельного банахова пространства и ограниченной боре-

левской меры на нем со слабым моментом порядка p получены необходи-

мые и достаточные условия существования компактно вложенного в это
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пространство рефлексивного сепарабельного банахова подпространства

полной меры, сужение исходной меры на которое также обладает слабым

моментом порядка p.

2. Для продакт-мер получены обобщения классического результата

Шеппа на случай сдвигов на вектора из пространства `q.

3. Для логарифмически вогнутых мер установлено, что множество

несингулярных сдвигов является выпуклым, а множество эквивалентных

сдвигов является линейным пространством.

4. Для гауссовских мер получены нижние оценки мер уклонений мно-

гочленов произвольной степени от их средних. Для логарифмически во-

гнутых мер такие оценки получены для многочленов второй степени.

Методы исследования. В работе используются методы теории меры,

функционального анализа и теории вероятностей, а также ряд оригиналь-

ных конструкций.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты диссертации

носят теоретический характер и могут быть использованы в различных

вопросах бесконечномерного анализа, теории меры, теории вероятностей

и стохастического анализа. Результаты и методы работы будут востребо-

ваны в исследованиях, проводимых в Московском государственном уни-

верситете имени М.В. Ломоносова, Математическом институте имени

В.А. Стеклова РАН, Институте проблем передачи информации имени

А.А. Харкевича РАН, Санкт-Петербургском государственном универси-

тете, Новосибирском государственном университете и Национальном ис-

следовательском университете «Высшая школа экономики».

Апробация диссертации.

Результаты диссертации докладывались автором на следующих науч-

ных конференциях.

1. Международная конференция студентов, аспирантов и молодых уче-

ных «Ломоносов» (Москва, МГУ, 2012, 2015 г.),

2. Международная конференция «Вероятность, анализ и геометрия»
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(Москва, МГУ, 2014 г.),

3. 3-я международная конференция «Вероятность, анализ и геометрия»

(Германия, Ульм, 2015 г.),

4. Международная конференция “Infinite-dimensional analysis (the 19th

ISE)”, Казальмаджоре, Италия (2016 г.).

По теме диссертации были сделаны доклады на следующих научно-

исследовательских семинарах.

1. Научно-исследовательский семинар «Бесконечномерный анализ и

стохастика» под руководством В.И. Богачева, С.В. Шапошникова и

Н.А. Толмачева (МГУ, многократно, 2012–2016 г.),

2. Научно-исследовательский семинар по теории функций действи-

тельного переменного под руководством академика РАН Б.С. Кашина и

академика РАН С.В. Конягина (МГУ, 2015 г.)

3. Международный научно-исследовательский семинар “Infinite-dimen-

sional stochastic analysis” в университете г. Билефельда, Германия (много-

кратно, 2014–2017 г.),

4. Научно-исследовательский семинар в Пекинском Нормальном уни-

верситете, Китай (2014, 2015 г.),

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 5 ра-

ботах автора (см. [69], [70], [73], [72], [71], последние три из которых в

соавторстве) в рецензируемых научных журналах из списка ВАК, входя-

щих в базы данных SCOPUS и Web of Science.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четы-

рех глав, заключения и списка литературы из 77 наименований. Общий

объем диссертации составляет 64 страницы.

Краткое содержание диссертации. Нумерация приводимых здесь ре-

зультатов соответствует нумерации в основном тексте диссертации.

Первая глава данной работы является вводной. Она содержит необ-

ходимые определения, обозначения и уже известные результаты, которые

используются в остальных трех главах работы. Вопросы, обсуждаемые во
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второй и третьей главе, имеют бесконечномерную природу, в то время как

результаты последней главы нетривиальны уже в конечномерном случае.

Во второй главе исследуются свойства борелевских мер со слабыми

моментами на банаховых пространствах. А именно: для ограниченной бо-

релевской меры на сепарабельном банаховом пространстве, обладающей

слабым моментом порядка p, доказываются необходимые и достаточные

условия наличия компактно вложенного в это пространство рефлексив-

ного сепарабельного банахова подпространства полной меры, на котором

данная мера также обладает слабым моментом порядка p. Для меры со

слабым моментом порядка два это свойство связано с компактностью ко-

вариационного оператора (определение будет дано во второй главе). Ос-

новные результаты этой главы заключены в следующих трех теоремах.

Теорема 2.1.1. Пусть X — сепарабельное банахово пространство, µ —

вероятностная борелевская мера на X , причем X∗ ⊂ L1(µ). Тогда следу-

ющие условия равносильны:

(i) существует компактно вложенное рефлексивное сепарабельное ба-

нахово пространство E полной меры c E∗ ⊂ L1(µ),

(ii) для всякого µ-измеримого множества A найдется такой элемент

hA ∈ X , что ∫
A

fdµ = f(hA) для всех f ∈ X∗.

Теорема 2.2.4. Пусть X — сепарабельное банахово пространство, µ —

вероятностная борелевская мера на X и X∗ ⊂ L2(µ). Тогда существова-

ние компактно вложенного в X сепарабельного рефлексивного банахова

пространства E полной меры c E∗ ⊂ L2(µ) равносильно тому, что ко-

вариационный оператор меры µ компактен.

Теорема 2.3.1. Пусть X — сепарабельное гильбертово пространство,

µ — вероятностная борелевская мера на X и X∗ ⊂ L2(µ). Если кова-

риационный оператор меры µ компактен, то существует компактно

вложенное в X гильбертово пространство E полной меры, для которого

E∗ ⊂ L2(µ). Обратно, из существования такого пространства следует

компактность ковариационного оператора.
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Разумеется, эти утверждения остаются в силе для ограниченных неот-

рицательных мер (необязательно вероятностных).

В третьей главе исследуются свойства множеств допустимых сдви-

гов продакт-мер и логарифмически вогнутых мер. Для борелевской меры

µ на локально выпуклом пространстве X символом µh обозначим сдвиг

меры µ: µh(A) := µ(A−h). Через M̃(µ) обозначим множество всех несин-

гулярных сдвигов меры µ (векторов h, для которых меры µh и µ не взаим-

но сингулярны), а через M(µ) — множество всех эквивалентных сдвигов

меры µ (векторов h, для которых меры µh и µ эквивалентны).

В первом параграфе третьей главы обобщаются классические резуль-

таты Шеппа [67] о необходимом и достаточном условии включения `2

в M(µ) на случай `q вместо `2. Ответ дается в терминах принадлежности

корня из плотности сомножителя определенному классу Никольского.

Теорема 3.1.3. Пусть ν = f(x)dx — вероятностная мера на прямой,

где f > 0 п.в., µ = ν∞. Тогда если 1 6 q < 2, то условие∫
R

∣∣√f(x+ s)−
√
f(x)

∣∣2 dx 6 Csq

равносильно тому, что `q ⊂M(µ).

В случае логарифмически вогнутой меры µ на локально выпуклом

пространстве доказано, что множество M(µ) является линейным про-

странством, а множество M̃(µ) является выпуклым множеством.

Теорема 3.2.2. Пусть µ — логарифмически вогнутая мера на локально

выпуклом пространстве X . Тогда множество векторов M(µ) является

линейным подпространством в X .

Напомним, что интегралом Хеллингера вероятностных мер µ и ν на-

зывается величина

H(µ, ν) =

∫
√
%µ%ν dλ

для какой-либо меры λ, относительно которой данные меры заданы плот-

ностями %µ и %ν соответственно (например, можно взять λ = (µ + ν)/2;

от выбора λ это число не зависит).
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Теорема 3.2.3. Пусть µ логарифмически вогнутая мера на локально

выпуклом пространстве X . Тогда функция H(h) = H(µ, µh) (интеграл

Хеллингера мер µ и µh) является логарифмически вогнутой, т. е.

H(th+ (1− t)q) > H t(h)H1−t(q) ∀ t ∈ [0, 1].

Из этой теоремы вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.2.4. Пусть µ — логарифмически вогнутая мера на локаль-

но выпуклом пространстве X . Тогда множество M̃(µ) выпукло.

В четвертой главе рассматриваются измеримые многочлены на про-

странствах с логарифмически вогнутыми мерами. В этой главе исследует-

ся поведение многочлена в окрестности его среднего (интеграла или ма-

тематического ожидания по вероятностной терминологии). Оценку свер-

ху на меру множества, на котором многочлен близок к своему среднему,

можно получить из неравенства Карбери – Райта из работы [43], поэтому

нас будут интересовать нижние оценки меры данного множества. В чет-

вертой главе оценки такого типа получены в случае гауссовской меры и

многочлена произвольной степени, а также в случае произвольной лога-

рифмически вогнутой меры, но многочлена степени два. В силу независи-

мости полученных оценок от размерности они также остаются верными

и для случая меры на бесконечномерном пространстве.

В формулировках нижеследующих результатов через mf и σ2
f обозна-

чены математическое ожидание и дисперсия случайной величины f со-

ответственно. В случае гауссовской меры получена следующая теорема.

Теорема 4.1.3. Пусть γ — стандартная гауссовская мера на Rn. Для

всякого натурального числа d найдется такое число L(d) > 0, что для

всякого многочлена f степени d верна оценка

γ(x : |f(x)−mf | 6 σfs) > L(d)s| ln s|−d/2 при 0 6 s 6 1/2.

Для произвольной логарифмически вогнутой меры получен следующий

результат.

Теорема 4.2.3. Существует такая положительная абсолютная по-

стоянная C1, что для всякого полинома f второй степени на Rn и всякой
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логарифмически вогнутой меры µ справедливо неравенство

εµ(x : f(x) 6 −ε)µ(x : f(x) > ε) 6 C1µ(x : |f(x)| < ε)

∫
Rn

|f |dµ.

Из этой теоремы вытекает следующая оценка на меру уклонения мно-

гочлена.

Следствие 4.2.4. Существует такая положительная абсолютная по-

стоянная C2, что для всякого полинома f второй степени на Rn и всякой

логарифмически вогнутой меры µ справедливо неравенство

µ(x : |f(x)−mf | < ε)

∫
Rn

|f −mf |dµ > C2ε, если ε 6
∫

Rn

|f −mf |dµ.

В последнем параграфе четвертой главы в связи с вопросом об усло-

виях существования совместной плотности распределения нескольких из-

меримых многочленов второго порядка строится пример, показывающий,

что теорема 2.1 из работы [71] точна. Приведем здесь саму эту теорему.

Теорема 4.3.1. Пусть A1, . . . , Ak — линейно независимые измеримые

линейные операторы на пространстве с гауссовской мерой, действую-

щие в пространство Камерона – Мартина этой меры. Тогда либо век-

торы Â1x, . . . , Âkx линейно независимы почти всюду, либо существу-

ет конечномерный ограниченный линейный оператор D ранга не вы-

ше k − 1, являющийся нетривиальной линейной комбинацией операторов

A1, . . . , Ak.

Предложение 4.3.3. В приведенной теореме нельзя добиться меньшего

ранга оператора D.

Автор глубоко благодарен своему научному руководителю доктору

физико-математических наук, профессору Владимиру Игоревичу Богаче-

ву за постановку задач, их обсуждение и постоянную поддержку в работе.



Глава 1

Определения, обозначения

и вспомогательные сведения

В этой главе даются основные определения и обозначения, используемые

в работе, а также приводятся известные результаты, применяемые при

доказательствах основных теорем работы.

1.1 Определения и обозначения

Основным объектом, рассматриваемым в данной работе, является пара

(X,µ), где X — банахово (или более общее локально выпуклое) про-

странство, а µ — борелевская радоновская вероятностная мера на X . На-

помним, что борелевская вероятностная мера µ называется радоновской,

если для всякого борелевского множества A и для всякого ε > 0 найдет-

ся такой компакт Kε ⊂ A, что µ
(
A \ Kε

)
6 ε. Отметим, что на полном

сепарабельном пространстве любая борелевская мера является радонов-

ской. Через X∗ будем обозначать сопряженное к X пространство, т. е.

пространство всех непрерывных линейных функционалов на X .

Напомним, что образ меры µ на пространстве X под действием изме-

римого отображения f : X → Rn задается равенством

µ ◦ f−1(A) = µ(x : f(x) ∈ A) A ∈ B(Rn),

где B(Rn) — борелевская σ-алгебра на Rn. Через µh обозначим сдвиг меры

µ на вектор h, т. е. µh(A) = µ(A− h) для всех борелевских множеств A.

14
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Пусть µ и ν — две вероятностные меры на некотором измеримом про-

странстве (X,A). Мера µ называется абсолютно непрерывной относи-

тельно меры ν, если µ(A) = 0 для всякого множества A ∈ A с ν(A) = 0.

Обозначение: µ � ν. Меры µ и ν называются эквивалентными, если

µ � ν и ν � µ. Обозначение: µ ∼ ν. Меры µ и ν называются син-

гулярными, если существует такое множество Ω ∈ A, что µ(Ω) = 0 и

ν(X \ Ω) = 0. Обозначение: µ⊥ν. Пусть также ‖µ − ν‖TV обозначает

расстояние по вариации между мерами µ и ν, т. е.

‖µ− ν‖TV := 2 sup{|µ(A)− ν(A)|, A ∈ A}.

В третьей и четвертой главах мы будем иметь дело с более конкрет-

ными классами мер на локально выпуклых пространствах. Пусть даны

вероятностные пространства (Xi,Ai, µi), тогда на произведении этих про-

странств X =
∏∞

i=1Xi, наделенном σ-алгеброй A =
⊗∞

i=1Ai, можно за-

дать меру µ =
⊗∞

i=1 µi, называемую произведением мер µi или продакт-

мерой (см. [6, §3.5] и [7, §4.1]). Мы в основном будем рассматривать

продакт-меры µ с Xi = R, Ai = B(R), µi = ν для всех i, где ν — некоторая

фиксированная борелевская мера на вещественной прямой. Для краткости

такие меры мы будем обозначать через µ = ν∞, так как в данном случае

мера µ является счетной степенью одной конкретной меры. Такие меры

соответствуют распределению, заданному последовательностью незави-

симых одинаково распределенных случайных величин.

Вторым основным классом мер, рассматриваемым в данной работе,

являются логарифмически вогнутые (иногда еще называемые выпуклы-

ми) и гауссовские меры. Мера µ на Rn называется логарифмически во-

гнутой, если существует такое аффинное подпространство, что мера µ

задается плотностью вида e−G относительно лебеговской меры на этом

аффинном подпространстве, а функция G является выпуклой (возможно

с бесконечными значениями). Борелевская радоновская мера µ на локаль-

но выпуклом пространстве X называется логарифмически вогнутой, если

ее образ под действием всякого конечномерного непрерывного линейно-

го оператора является логарифмически вогнутой мерой в конечномерном
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пространстве. Есть также другое эквивалентное определение: борелев-

ская радоновская мера µ на локально выпуклом пространстве X называ-

ется логарифмически вогнутой если для каждой пары борелевских мно-

жеств A,B выполнено неравенство

µ(tA+ (1− t)B) > µ(A)tµ(B)1−t,

для каждого числа t ∈ [0, 1] (см. [37], [38], [7]).

Одним из примеров логарифмически вогнутых мер может служить

равномерное распределение на выпуклом компакте в Rn. Другим важным

подклассом класса логарифмически вогнутых мер являются гауссовские

меры. Напомним, что мера γ на банаховом пространстве X называется

гауссовской, если для всякого элемента f ∈ X∗ мера γ ◦ f−1 является

гауссовской мерой на прямой, т. е. либо является дираковской мерой в

некоторой точке, либо имеет плотность вида

(2πσ2)−1/2 exp (−|x− a|2/2σ2)

для некоторых чисел a и σ (см. [5]). Гауссовская мера называется центри-

рованной, если число a в формуле выше равно нулю для любого линей-

ного функционала f ∈ X∗. Стандартной гауссовской мерой на Rn будем

называть меру, задаваемую плотностью (2π)−n/2 exp(−|x|2/2), где | · | —

стандартная евклидова норма.

Также нам понадобится пространство Pd(µ) измеримых многочленов

степени d. В этой работе мы будем использовать следующее определе-

ние данного пространства. Измеримая по мере µ функция f принадлежит

классу Pd(µ) если найдутся такая последовательность конечных наборов

непрерывных линейных функционалов {`1,1, . . . , `kn,n} и такая последо-

вательность многочленов {fn} степени не выше d на Rkn, что последова-

тельность функций fn(`1,1(·), . . . , `kn,n(·)) сходится к функции f в L2(µ).

Отметим, что в силу теоремы 1.2.5, приводимой далее, для логарифми-

чески вогнутых мер неважно, в каком Lp брать замыкание в предыдущем

определении.
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Для нормы функции f в пространстве Lp(µ), равной(∫
|f |pdµ

)1/p

,

мы будем использовать обозначение ‖f‖Lp(µ) или ‖f‖p для сокращения

записи, если из контекста понятно о какой мере идет речь. Через ‖f‖0

обозначим величину

exp

(∫
ln |f |dµ

)
= lim

r→0
‖f‖r.

Отметим, что в силу теоремы 1.2.6 для логарифмически вогнутой меры

всякий многочлен лежит во всех пространствах Lp (см. также [37]). Для

µ-измеримой функции f положим (если эти величины существуют)

mf :=

∫
fdµ — математическое ожидание случайной величины f,

σ2
f :=

∫
(f −mf)

2dµ — дисперсия случайной величины f,

αf :=

∫
|f −mf |dµ.

Для множества V в линейном пространстве X через 〈V 〉 обозначим ли-

нейное подпространство, порожденное этим подмножеством (его линей-

ную оболочку). Если V — выпуклое центрально-симметричное множе-

ство, то зададим функционал Минковского этого множества равенством

‖x‖V := inf{t > 0: x ∈ tV }.

Отметим, что функционал Минковского выпуклого центрально-симмет-

ричного множества V является полунормой на пространстве 〈V 〉 (см. [9,

теорема 6.3.6]). Обозначим через EV пространство 〈V 〉 с нормой ‖ · ‖V .

Для множества A через IA обозначим индикатор этого множества, т. е.

IA(x) = 0, при x 6∈ A и IA(x) = 1, при x ∈ A.

Напомним, что функция называется полунепрерывной снизу, если

lim inf
x→x0

f(x) > f(x0).
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Функция называется полунепрерывной сверху, если lim sup
x→x0

f(x) 6 f(x0).

Таким образом, индикатор открытого множества — полунепрерывная сни-

зу функция, а индикатор замкнутого — сверху.

Символами типа C,C1, C2 и c, c1, c2 обозначаются числовые абсолют-

ные константы, а символами типа C(d), C1(d), C2(d) и c(d), c1(d), c2(d)

обозначаются константы, зависящие только от числового параметра d.

1.2 Вспомогательные результаты

В этом параграфе мы приведем результаты, которыми мы будем пользо-

ваться при доказательстве основных результатов работы.

В первой главе нам понадобятся следующие теоремы.

Теорема 1.2.1. Пусть X — банахово пространство и K — компакт в X .

Тогда найдется такой выпуклый центрально-симметричный компакт V ,

содержащий K, что банахово пространство EV сепарабельно и рефлек-

сивно, а K компактно в нем.

Доказательство этой теоремы можно найти в [9, с. 485].

Теорема 1.2.2. Пусть µ – вероятностная мера, а последовательность

µ-интегрируемых функций fn такова, что fn → f п.в. и для всякого µ-

измеримого множества A существует конечный предел интегралов от

fn по A. Тогда f ∈ L1(µ) и fn → f в L1(µ).

Это утверждение является следствием теоремы 4.5.6 и теоремы 4.5.4

из книги [6].

Теорема 1.2.3. Пусть E — сепарабельное рефлексивное банахово про-

странство, компактно вложенное в локально выпуклое пространство X ,

f — непрерывный линейный функционал на E. Тогда существует после-

довательность непрерывных линейных функционалов на X , поточечно

сходящаяся к f на E.
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Доказательство этого факта можно найти в [9, предложение 8.6.26].

В работе [30] рассмотрено усиление данного утверждения на случай не-

прерывных линейных операторов.

Одним из основных методов, используемых в последней главе, явля-

ется следующая так называемая локализационная лемма.

Теорема 1.2.4 (см. [57], [52], [48]). Пусть f1, f2 — две полунепрерывные

сверху неотрицательные функции на Rn, f3, f4 — две полунепрерывные

снизу неотрицательные функции на Rn. Предположим,что fα
1 f

β
2 6fα

3 f
β
4 и

для всякого отрезка ∆ = [a, b] ⊂ Rn и всякой меры ν с плотностью exp `

относительно меры Лебега на отрезке ∆, где ` — аффинная функция

на ∆, выполнено неравенство(∫
∆
f1dν

)α(∫
∆
f2dν

)β

6

(∫
∆
f3dν

)α(∫
∆
f4dν

)β

.

Тогда для всякой логарифмически вогнутой радоновской меры µ на Rn

выполнено неравенство(∫
Rn

f1dµ

)α(∫
Rn

f2dµ

)β

6

(∫
Rn

f3dµ

)α(∫
Rn

f4dµ

)β

.

Также нам понадобятся следующие результаты.

Теорема 1.2.5 ([35], [3]). Существуют такие абсолютные постоянные c

и c0, что для всякой логарифмически вогнутой меры µ на Rn и для всякого

многочлена f степени d справедливы оценки

‖f‖q 6 (cqd)d‖f‖0, ‖f‖q 6 (c0q)
d‖f‖1.

Константу c можно взять равной 32e, а константу c0 — равной 4e12.

Теорема 1.2.6 ([22]). Пусть µ — логарифмически вогнутая мера на Rn,

f — многочлен степени d, k(f) = inf{k : µ(|f | > k) 6 1/e}. Тогда для

всякого λ > 1 выполнена оценка

µ(x : |f(x)| > (4λ)dk(f)) 6 e−λ.
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Теорема 1.2.7 ([1], [2]). Существует такая абсолютная постоянная C,

что для всякой логарифмически вогнутой меры µ на Rn, для всякого µ-

измеримого множества U и для всякого многочлена f степени d спра-

ведлива оценка

µ(U)d+1
∫

Rn

|f |dµ 6 (Cd)2d

∫
U

|f |dµ.

Постоянную C можно взять равной 512e.



Глава 2

Носители мер со слабыми моментами

Хорошо известно, что всякая вероятностная борелевская мера µ на сепа-

рабельном банаховом пространстве X сосредоточена на компактно вло-

женном в X рефлексивном сепарабельном банаховом пространстве E,

причем если µ на X имеет сильный момент порядка p, то и E можно

выбрать с этим свойством (см. [6, т. 2, с. 192]). В этой главе аналогичное

свойство исследуется для мер со слабыми моментами. Без дополнитель-

ных условий упомянутое утверждение для мер со слабыми моментами

оказывается неверным, но имеются простые необходимые и достаточные

условия его справедливости. Для мер со слабым моментом первого по-

рядка на пространствах, не содержащих c0, дополнительных условий не

требуется. Для мер со слабым моментом второго порядка необходимое и

достаточное условие формулируется в терминах компактности ковариа-

ционного оператора.

Пусть X — банахово с сопряженным X∗, µ — вероятностная борелев-

ская мера на X со слабым моментом порядка p > 1, т. е. X∗ ⊂ Lp(µ). Ком-

пактно вложенным в X рефлексивным сепарабельным банаховым про-

странством называется линейное подпространство E в X , обладающее

нормой ‖ · ‖E, относительно которой оно полно, сепарабельно и рефлек-

сивно, а его шар предкомпактен вX (в силу рефлексивности E замкнутый

шар из E будет даже компактным в X). Нас интересует существование

компактно вложенного в X рефлексивного сепарабельного банахова про-

странства полной µ-меры (т. е. µ(E) = 1), для которого E∗ ⊂ Lp(µ). Лег-

21
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ко привести пример, в котором компактно вложенное пространство E не

имеет последнего свойства. Ниже приведены примеры, в которых таких

пространств нет вообще.

В этой главе для p > 1 положим q = p/(p−1). Пусть µ – вероятностная

борелевская мера на локально выпуклом пространстве X , X∗ ⊂ Lp(µ),

p > 1. Для g ∈ Lq(µ) через Fg обозначим функционал на X∗, задаваемый

равенством

Fg(f) =

∫
X

f(x)g(x)µ(dx).

Если g = IA – индикатор некоторого измеримого множества A, то вместо

FIA
будем писать FA.

Говорят, что мера µ имеет среднее m ∈ X , если

f(m) =

∫
X

f(x)µ(dx), ∀f ∈ X∗.

2.1 Случай меры со слабым моментом первого порядка

Сначала рассмотрим случай меры со слабым моментом первого порядка.

Теорема 2.1.1. Пусть X — сепарабельное банахово пространство, µ –

вероятностная борелевская мера на X , X∗ ⊂ L1(µ). Тогда следующие

условия равносильны:

(i) существует компактно вложенное рефлексивное сепарабельное ба-

нахово пространство E полной меры c E∗ ⊂ L1(µ),

(ii) для всякого µ-измеримого множества A найдется такой элемент

hA ∈ X , что FA(f) = f(hA) для всех f ∈ X∗, т. е. функционал FA на X∗

задается вектором hA ∈ X .

Доказательство. ((ii)⇒(i)) Пусть B∗ — единичный шар в X∗. Покажем,

что B∗ — компактное подмножество пространства L1(µ). Рассмотрим по-

следовательность {fn} ⊂ B∗. Тогда, переходя к подпоследовательности,

можно считать, что fn(x) → f(x) для всякого элемента x ∈ X , следова-

тельно, для всякого измеримого множества A верно равенство∫
A

fn(x)µ(dx) = fn(hA) → f(hA).
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По теореме 1.2.2 имеет место сходимость fn → f в L1(µ), что и означает

компактность B∗ в L1(µ).

Теперь докажем, что множество {hA}, индексируемое всеми измери-

мыми множествами A ⊂ X , предкомпактно в X . Пусть gn = IAn
—

последовательность индикаторов некоторых измеримых множеств. По-

кажем, что из последовательности {hAn
} можно выделить подпоследо-

вательность, фундаментальную по норме ‖ · ‖X в пространстве X . По

доказанному ранее, B∗ — компакт в L1(µ). Функции gn задают непрерыв-

ные по норме функционалы Fgn
на L1(µ) с равномерно ограниченными

нормами. В силу сепарабельности L1(µ) есть поточечно сходящаяся под-

последовательность этих функционалов. На компакте B∗ эта последова-

тельность сходится равномерно, что дает сходимость по соответствую-

щей подпоследовательности в {hAn
} по норме ‖ · ‖X , ибо

‖hAn
− hAm

‖X = sup
f∈B∗

f(hAn
− hAm

) = sup
f∈B∗

Fgn
(f)− Fgn

(f).

Итак, множество {hA} лежит в некотором компакте K0. Увеличив его,

можно считать, что µ(〈K0〉) = 1. Тогда по теореме 1.2.1 найдется содер-

жащийK0 выпуклый центрально-симметричный компактK, для которого

EK — сепарабельное рефлексивное банахово пространство.

Пусть f ∈ E∗
K . Из теоремы 1.2.3 следует, что существует такая после-

довательность функционалов fn ∈ X∗, что fn(x) → f(x) для всех x ∈ EK .

Тогда ∫
A

fn(x)µ(dx) = fn(hA) → f(hA)

для всякого µ-измеримого множества A. Поэтому f ∈ L1(µ), значит, EK

и есть искомое подпространство.

((i)⇒(ii)) Пусть E – компактно вложенное в X рефлексивное сепара-

бельное банахово пространство, причем E∗ ⊂ L1(µ). Тогда для всякого

µ-измеримого множества A функционал

FA(f) =

∫
A

f(x)µ( dx), f ∈ E∗
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непрерывен (по лемме Фату) и линеен на пространстве E∗, т. е. FA ∈
E∗∗. Так как E рефлексивно, то FA(f) = f(hA) для некоторого hA ∈ E.

Поскольку X∗ ⊂ E∗, то FA(f) = f(hA) при всех f ∈ X∗, что завершает

доказательство.

Пример 2.1.2. Рассмотрим пространство X = c0 с вероятностной мерой

µ =
∑∞

n=1 2−nδ2nen
, где en — стандартный базис c0, а δx — мера Дирака

в точке x. Проверим, что X∗ ⊂ L1(µ). Действительно, любой элемент

f ∈ X∗ задается некоторым элементом yf ∈ `1 и

‖f‖L1(µ) =

∫
X

|f(x)|µ(dx) =
∞∑

n=1

|f(en)| =
∞∑

n=1

|(yf)n| = ‖yf‖l1 = ‖f‖.

Легко проверить, что мера µ не имеет среднего (иначе таким средним был

бы элемент (1, 1, . . .)). Тем самым нет и пространства E с указанными в

теореме свойствами.

Замечание 2.1.3. Если банахово пространство X не имеет подпро-

странств, линейно гомеоморфных c0 (например рефлексивно), то каждая

радоновская мера на X , имеющая слабый первый момент, имеет и сред-

нее (см. [13]). Поэтому в этом случае для всякой вероятностной борелев-

ской меры µ со слабым первым моментом каждая мера IAµ имеет среднее,

значит, выполнены условия теоремы 2.1.1 и существует компактно вло-

женное банахово рефлексивное сепарабельное пространство E полной

меры c E∗ ⊂ L1(µ).

Предложение 2.1.4. Если вероятностная мера µ на слабо секвенциально

полном сепарабельном банаховом пространстве имеет слабый первый

момент, то для всякого измеримого множества A найдется такой эле-

мент hA, что f(hA) = FA(f), значит, по теореме 2.1.1 существует ком-

пактно вложенное рефлексивное сепарабельное банахово пространство

E полной меры, для которого E∗ ⊂ L1(µ).

Доказательство. Для всякого измеримого множества A найдется после-

довательность таких компактов Kn ⊂ A, что µ(A \ Kn) < n−1. Так как
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любая вероятностная мера с компактным носителем на банаховом про-

странстве имеет среднее (см. [9, с. 487]), то мера IKn
µ имеет среднее

xn = hKn
, причем для всякого f ∈ X∗ верно соотношение

f(xn) =

∫
Kn

f(x)µ(dx) →
∫

A

f(x)µ(dx).

В силу предположения о слабой секвенциальной полноте X найдется эле-

мент hA ∈ X с f(xn) → f(hA) для всех f ∈ X∗. Это и дает совпадение

f(hA) с интегралом от IAf . Предложение доказано.

2.2 Случай меры со слабым моментом порядка p > 1

Пусть µ — вероятностная борелевская мера слабого порядка p > 1 на

сепарабельном банаховом пространстве X . Тогда оператор вложения X∗

в Lp(µ) непрерывен при наделении X∗ топологией Макки τ(X∗, X) (см.

[13, теорема 3]). Поэтому корректно определен оператор h : Lq(µ) → X ,

задаваемый равенством Fg(f) = f(h(g)).

Теорема 2.2.1. Пусть X — сепарабельное банахово пространство c веро-

ятностной борелевской мерой µ слабого порядка p > 1. Тогда существо-

вание компактно вложенного в X сепарабельного рефлексивного банахо-

ва пространства E c E∗ ⊂ Lp(µ) равносильно тому, что множество

H := {h(g) : g ∈ Lq(µ), ‖g‖Lq(µ) 6 1}

предкомпактно в X , т. е. оператор h : Lq(µ) → X компактен.

Доказательство. Пусть H предкомпактно, V0 — компакт, линейная обо-

лочка которого имеет полную меру, V — такой выпуклый центрально-

симметричный компакт, содержащий H
⋃
V0, что EV — рефлексивное

сепарабельное банахово пространство (существование такого компакта

следует из теоремы 1.2.1). Ясно, что µ(EV ) = 1. Пусть f ∈ E∗
V . Тогда

по теореме 1.2.3 существует последовательность функционалов fn ∈ X∗,

поточечно на EV сходящаяся к f . Для всякого g ∈ Lq(µ) верно равенство∫
X

fn(x)g(x)µ(dx) = fn(h(g)) → f(h(g)).
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По теореме Банаха–Штейнгауза последовательность {fn} ограничена в

пространстве Lp(µ). По теореме Фату f ∈ Lp(µ).

Пусть теперь E — компактно вложенное рефлексивное сепарабельное

банахово пространство, причем E∗ ⊂ Lp(µ). Тогда формула

Fg(f) =

∫
X

f(x)g(x)µ(dx)

задает непрерывный линейный функционал на E∗. В силу рефлексивно-

сти E имеем Fg(f) = f(h(g)), где h(g) ∈ E, а оператор h : Lq(µ) → E,

g 7→ h(g) непрерывен. Тогда композиция оператора h и оператора ком-

пактного вложения E в X компактна, значит, H предкомпактно в X .

Замечание 2.2.2. В условиях предыдущей теоремы предкомпактность

множества H равносильна компактности оператора вложения X∗ в Lp(µ).

Это следует из того, что компактность оператора равносильна компакт-

ности его сопряженного.

Пример 2.2.3. Рассмотрим банахово пространство X = `p, где p > 1,

с мерой µ =
∑∞

n=1 2−nδ2n/qen
, где en — стандартный базис в `p, δx — мера

Дирака в точке x. Тогда X∗ ⊂ Lq(µ) и вложение изометрично. В самом

деле, любой элемент f ∈ X∗ задается некоторым элементом yf ∈ `q и

‖f‖q
Lq(µ) =

∫
X

|f(x)|qµ(dx) =
∞∑

n=1

|f(en)|q =
∞∑

n=1

|(yf)n|q = ‖yf‖q
lq

= ‖f‖q.

Таким образом, вложение X∗ в Lq(µ) некомпактно. Это означает, что

условие предкомпактности H нужно требовать отдельно.

Рассмотрим более подробно случай p = 2. Пусть X сепарабельное ба-

нахово пространство с вероятностной мерой µ слабого порядка 2. Тогда

можно определить ковариационный оператор K : X∗ → X меры µ равен-

ством

f(Kg) =

∫
X

f(x)g(x)µ(dx) = Fg(f).
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Теорема 2.2.4. Пусть X — сепарабельное банахово пространство, для

которого X∗ ⊂ L2(µ). Тогда существование компактно вложенного в X

сепарабельного рефлексивного банахова пространства E полной меры c

E∗ ⊂ L2(µ) равносильно тому, что ковариационный оператор меры µ

компактен.

Доказательство. Пусть выполнено последнее условие, т. е. ковариацион-

ный оператор K компактен. Покажем, что единичный шар B∗ ⊂ X∗ яв-

ляется компактным множеством в L2(µ). Пусть {fn} ⊂ B∗. Переходя к

подпоследовательности, мы можем считать, что fn(x) → f(x) для всех

x ∈ X . По условию K(B∗) предкомпактно. Поэтому, перейдя еще раз к

подпоследовательности, можно считать, что Kfn → v ∈ X . Отметим, что

v = Kf . Покажем, что ‖fn − f‖L2(µ) → 0. Действительно,

‖fn−f‖2
L2(µ) =(fn−f)

(
K(fn−f)

)
6 2 sup

g∈B∗
|g(Kfn−Kf)|=2‖Kfn−Kf‖X ,

что стремится к нулю. Рассуждениями, аналогичными приведенным в до-

казательстве теоремы 2.1.1, показывается, что множество

{h(g) : g ∈ L2(µ), ‖g‖L2(µ) ≤ 1}

предкомпактно в X . По теореме 2.2.1 это дает существование интересу-

ющего нас подпространства.

Обратное утверждение следует из того, что оператор K есть компози-

ция вложения X∗ в L2(µ) и оператора g 7→ h(g) из L2(µ) в X , первый

из которых ограничен, будучи непрерывным при наделении X∗ тополо-

гией Макки τ(X∗, X), а второй по теореме 2.2.1 является компактным

оператором.

2.3 Случай гильбертова пространства

Теорема 2.2.4 отвечает на вопрос о существовании интересующего нас

банахова пространства E для меры со вторым слабым моментом, но в

том случае, когда пространство X является гильбертовым, хотелось бы
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иметь возможность выбрать пространство E также гильбертовым. Этому

и посвящена наша следующая теорема.

Пусть теперь X — сепарабельное гильбертово пространство, µ — веро-

ятностная борелевская мера на X и X∗ ⊂ L2(µ). Тогда можно определить

ковариационный оператор K : X → X равенством

(Ku, v) =

∫
X

(u, x)(x, v)µ(dx), u, v ∈ X.

Теорема 2.3.1. Пусть X — сепарабельное гильбертово пространство,

µ — вероятностная борелевская мера на X и X∗ ⊂ L2(µ). Если кова-

риационный оператор меры µ компактен, то существует компактно

вложенное в X гильбертово пространство E полной меры, для которого

E∗ ⊂ L2(µ). Обратно, из существования такого пространства следует

компактность ковариационного оператора.

Доказательство. Так как оператор K компактен и самосопряжен, то по

теореме Гильберта–Шмидта существует такой ортонормированный базис

{ei}, что Kei = λiei и λi → 0. Можно считать, что X = `2 и {ei} —

стандартный базис. Пусть V — такой компакт, что 〈V 〉 имеет меру 1.

Найдется (см. [9, задача 5.6.38]) такая последовательность чисел ni > 0,

что ni → ∞ и
∑∞

i=1 nix
2
i ≤ 1 для всех x ∈ V . Пусть ki = min{ni, λ

−1
i };

заметим, что ki →∞. Рассмотрим множество

S =
{
x ∈ X :

∞∑
i=1

kix
2
i ≤ 1

}
и подпространство E = 〈S〉 со скалярным произведением

(u, v)0 =
∞∑
i=1

kiuivi.

Так как V ⊂ S, то µ(E) = 1; E — компактно вложенное в X гильбертово

пространство. Пусть f ∈ E∗. Тогда f(x) =
∑∞

i=1 kixiyi для некоторого

y ∈ E, ∀x ∈ E. Положим fn(x) =
∑n

i=1 kixiyi. Так как

λiδij = λi(ei, ej) = (Kei, ej) =

∫
X

(ei, x)(x, ej)µ(dx),
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то ∫
X

f 2
n(x)µ(dx) =

n∑
i=1

λik
2
i y

2
i ≤

n∑
i=1

kiy
2
i ≤ ‖y‖2

0.

По теореме Фату f ∈ L2(µ), ибо fn(x) → f(x) для всех x ∈ E.

Обратно, пусть такое E существует. Можно считать, что оно имеет

вид E =
{
x =

∑∞
i=1 xiei :

∑∞
i=1 kix

2
i < ∞

}
, где {ei} — некоторый орто-

нормированный базис, {ki} — последовательность стремящихся к бес-

конечности положительных чисел. Скалярное произведение в E зада-

но формулой (x, y)E =
∑∞

i=1 kixiyi. Определим оператор J равенством

J
(∑

uiei

)
=

∑
uik

−1
i ei. Так как {ei/

√
ki} — ортонормированный базис

в E, то оператор J компактен как оператор из X в E. Зададим оператор

T в E равенством

(Tf, g)E =

∫
X

(f, x)E(x, g)Eµ(dx), f, g ∈ E.

Покажем, что Ku = T (Ju). Действительно,

T (Ju) =
∑

k
−1/2
j (T (Ju), ej/

√
kj)E ej

=
∑

k
−1/2
j

∫
X

(Ju, x)E(x, ej/
√
kj)Eµ(dx) ej

=
∑

k
−1/2
j

∫
X

(u, x)(x, ej

√
kj)µ(dx) ej = Ku.

Заметим, что T — непрерывный оператор из E в X . Поэтому K — ком-

пактный оператор.



Глава 3

Пространства допустимых сдвигов мер

Пусть µ — борелевская мера на локально выпуклом пространстве X . Обо-

значим через M̃(µ) множество всех несингулярных сдвигов µ, а через

M(µ) — множество всех эквивалентных сдвигов µ, т. е.

M̃(µ) = {h : µ 6⊥ µh},

M(µ) = {h : µ ∼ µh}.

Напомним, что µh(A) := µ(A− h) — сдвиг меры µ. Очевидно, что имеет

место вложение M(µ) ⊂ M̃(µ).

В данной главе исследуются свойства множеств M̃(µ) и M(µ) для двух

классов мер на локально выпуклых пространствах. В первом параграфе

рассматривается класс продакт-мер, т. е. мер, являющихся счетной степе-

нью одной фиксированной меры на прямой, а во втором параграфе будут

рассмотрены логарифмически вогнутые меры.

Одним из наиболее удобных средств описания взаимной сингулярно-

сти двух мер является так называемый интеграл Хеллингера. Напомним

его определение. Пусть µ и ν — две вероятностные меры абсолютно

непрерывные относительно меры λ, т. е. dµ = ϕdλ, dν = ψdλ. Опреде-

лим интеграл Хеллингера этих мер равенством

H(µ, ν) :=

∫
(ϕψ)1/2 dλ.

Легко проверить, что интеграл Хеллингера не зависит от меры λ, причем

30
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верна следующая оценка:

2(1−H(µ, ν)) 6
∫
|ϕ− ψ| dλ = ‖µ− ν‖TV 6 2

√
1−H2(µ, ν),

где ‖ · ‖TV — вариация меры. Эта оценка показывает, что меры взаимно

сингулярны тогда и только тогда, когда H(µ, ν) = 0, ведь сингулярность

мер µ⊥ν равносильна равенству ‖µ − ν‖TV = 2. Более подробно про

интеграл Хеллингера см., например, [6, т. 1, с. 365].

3.1 Обобщение теоремы Шеппа

Классические результаты Шеппа (см. [67]) и Фельдмана (см. [46]) дают

необходимое и достаточное условие того, чтобы продакт-мера, являющая-

ся счетной степенью меры на прямой c положительной плотностью, была

эквивалентна ее сдвигу на вектор h из `2. В данном параграфе исследует-

ся аналогичный вопрос для сдвигов меры на векторы h из `q, (1 6 q < 2).

Отметим, что случай q > 2 охватывается приводимой ниже теоремой

Шеппа: при h ∈ `q\`2 нет эквивалентности.

Доказательство следующей теоремы см. в [51].

Теорема (Какутани). Пусть µn и νn — вероятностные меры на прямой,

причем µn ∼ νn, положим µ =
⊗

µn, ν =
⊗

νn. Тогда либо µ ∼ ν, либо

µ⊥ν, причем

H(µ, ν) =
∏

H(µn, νn).

Из теоремы Какутани следует, что для вероятностной меры µ = ν∞,

являющейся счетной степенью меры ν(dx) = f(x)dx с плотностью f > 0

п.в., справедливо равенство M̃(µ) = M(µ).

Пусть f — почти всюду положительная вероятностная плотность на

прямой. Определим величину Iq(f) посредством равенства

Iq(f) =

∫
R

|f ′(x)|q

f q−1(x)
dx.

Условие Iq(f) <∞ равносильно тому, что f 1/q ∈ W q,1.
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Теорема (Шепп). Пусть f(x) > 0 п.в. и ν(dx) = f(x)dx — вероятност-

ная мера на прямой, µ = ν∞. Тогда верны следующие утверждения.

1. Если h не лежит в `2, то µ⊥µh,

2. I2(f) <∞⇔ ∀h ∈ `2 : µ ∼ µh.

Как мы увидим далее, при Iq(f) < ∞ верно, что µ ∼ µh для всех

h ∈ `q, однако это условие при q < 2 уже не является необходимым.

Для r ∈ (0, 1) определим пространство

Er = {f ∈ L2(R),∃C : ‖f(·+ s)− f‖L2 6 Csr}

с нормой

‖f‖r := inf{C : ‖f(·+ s)− f‖L2 6 Csr}+ ‖f‖L2.

Это пространство Бесова Br
2,+∞ или пространство Никольского Hr

2 , по-

дробнее см. [21].

Лемма 3.1.1. Пусть F : R+ → R+ и
∑
F (sn) < ∞ для всякой последо-

вательности sn таких положительных чисел, что
∑
sn < ∞. Тогда для

некоторых s0 > 0 и C при всех s ∈ (0; s0) будет выполняться оценка

F (s) 6 Cs.

Доказательство. Предположим противное, тогда для всякого n найдется

такое sn < 2−n, что F (sn) > 2nsn. Пусть cn такое натуральное число,

что 2−n 6 cnsn < 2−n+1. Рассмотрим последовательность an, в которой

сначала c1 раз стоит число s1, затем c2 раз число s2 и так далее, число

sn встречается cn раз. Ясно, что
∑
an =

∑
cnsn < ∞, но

∑
cnF (sn) >∑

2nsncn ≥
∑

1 = ∞, противоречие.

Следствие 3.1.2. Пусть q > 0, F : R → R+ и
∑
F (sn) < ∞, если∑

sq
n < ∞. Тогда для некоторых s0 > 0 и C при всех s ∈ (0; s0) верна

оценка F (s) 6 C|s|q.

Доказательство. Рассмотрим при t ≥ 0 функцию G1(t) = F (t1/q), для

нее выполняются условия леммы 1, поэтому G1(t) < Ct. При s ≥ 0 имеем

F (s) = G1(s
q) < Csq. Для доказательства при s < 0 нужно рассмотреть

G2(t) = F (−t1/q).
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Теорема 3.1.3. Пусть f > 0 п.в., ν(dx) = f(x)dx — вероятностная мера

на прямой, µ = ν∞. Тогда если 1 6 q < 2, то условие
√
f ∈ Eq/2 равно-

сильно тому, что µ ∼ µh для всякого h ∈ `q. Более того, найдется такая

постоянная C = C(ν), что

‖µ− µth‖ 6 2

√
1−

(
1− 1

2C‖h‖
q
`qtq

)2
.

Доказательство. Пусть
√
f ∈ Eq/2 и h ∈ `q. Заметим, что

H(µ, µh) =
∏

H(ν, νhn
),

где h = (hn), поскольку µh = ⊗∞
n=1νhn

. Сходимость этого произведения

равносильна сходимости ряда
∑(

1−H(ν, νhn
)
)
. В силу определения про-

странства Er имеет место оценка

1−H(ν, νs) =
1

2

∫
R
(
√
f(x)−

√
f(x− s))2 dx 6 1

2Cs
q,

а значит ∑(
1−H(ν, νhn

)
)
6 1

2C
∑

|hn|q <∞.

Последнее неравенства в формулировке теоремы следует из оценки

H(µ, µth) =
∏(

1−
(
1−H(ν, νthn

)
))

> 1−
∑(

1−H(ν, νthn
)
)

> 1− 1
2Ct

q
∑

|hn|q

и того, что вариация оценивается через интеграл Хеллингера следующим

образом:

‖µ− µth‖ 6 2
√

1−H2(µ, µth),

т. е.

‖µ− µth‖ 6 2

√
1−

(
1− 1

2C‖h‖
q
`qtq

)2
,

что и требовалось.

В обратную сторону, пусть для всякого h ∈ `q имеем µ ∼ µh. Посколь-

ку ряд
∑(

1 − H(ν, νhn
)
)

сходится для всех hn, если
∑
|hn|q < ∞, то

функция F (s) = (1 − H(ν, νs)) удовлетворяет условиям следствия 3.1.2,

поэтому ∫
R

(√
f(x)−

√
f(x− s)

)2
dx = 2F (s) 6 2C|s|q

для некоторой постоянной C. Теорема доказана.
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Замечание 3.1.4. Из того, что µ ∼ µh для h ∈ `q, следует, что ν задается

всюду положительной плотностью, поэтому в теореме 3.1.3 для обратной

импликации этого можно не требовать. То, что плотность меры ν всюду

положительна, следует из того, что для всех a ∈ R имеем ν ∼ νa (см. [67]).

Замечание 3.1.5. Пусть ν(dx) = f(x)dx — вероятностная мера на прямой,

f > 0 п.в., µ = ν∞. Пусть 1 6 q < 2 и Iq(f) <∞. Тогда для всякого h ∈ `q

имеем µ ∼ µh.

Доказательство. Воспользуемся элементарным неравенством

|a1/p − b1/p|p 6 |a1/q − b1/q|q,

при a, b > 0, 1 < q < p. Тогда имеем следующее:∫
R

(√
f(x)−

√
f(x− s)

)2
dx 6

∫
R
|f 1/q(x)− f 1/q(x− s)|q dx

=

∫
R

∣∣∣∫ 1

0

d

dt
f 1/q(x− ts) dt

∣∣∣q dx =

∫
R
|s|q

∣∣∣∫ 1

0

(
f 1/q

)′
(x− ts) dt

∣∣∣q dx
6 |s|q

∫
R

∣∣∣ d
dx
f 1/q(x)

∣∣∣q dx = |s|qIq(f).

Таким образом, по теореме 3.1.3 имеем µ ∼ µh для всякого h ∈ `q.

Приведем примеры, показывающие, что условие Iq(f) < ∞ не явля-

ется необходимым для включения `q ⊂ M(µ). При q = 1 достаточно

рассмотреть плотность

f(x) =
1

3

∑
k∈Z

2−|k|I[0;1](x− k).

Тогда f не является локально абсолютно непрерывной.

Пример 3.1.6. Пусть 1 < q < 2. Найдется такая функция f , что для

меры µ = ν∞, где ν(dt) = f dt, имеем µ ∼ µh при h ∈ `q, но функция f не

является даже локально абсолютно непрерывной.

Доказательство. Рассмотрим такую функцию ϕ, что 1 6 ϕ 6 2 и ϕ

лежит в классе Гёльдера с показателем q/2, но при этом не является ло-

кально абсолютно непрерывной. Рассмотрим функцию

f(x) = me−4x2

ϕ(x), где m−1 =

∫
e−4x2

ϕ(x) dx.
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Очевидно, что f не является абсолютно непрерывной. Для эквивалентно-

сти мер µ и µh при h ∈ `q по теореме 3.1.3 достаточно иметь оценку∫
R
|
√
f(x+ h)−

√
f(x)|2 dx < Chq.

Действительно,∫
R
|
√
f(x+ h)−

√
f(x)|2 dx =

∫
R
|
√
ϕ(x+ h)e−2(x+h)2−

√
ϕ(x)e−2x2|2 dx

6 2

∫
R
|
√
ϕ(x+ h)e−2(x+h)2 −

√
ϕ(x+ h)e−(x+h)2−x2|2+

+ |
√
ϕ(x+ h)e−(x+h)2−x2 −

√
ϕ(x)e−2x2|2 dx.

Теперь, пользуясь липшицевостью функции e−x2

и q/2-гельдеровостью

функции
√
ϕ(x)e−x2 (

|
√
a−

√
b| 6 |a− b| при a, b > 1

)
, получаем оценку∫

|
√
f(x+ h)−

√
f(x)|2 dx

6 C1h
2
∫ √

ϕ(x+ h)e−(x+h)2 dx+ C2h
q

∫
e−x2

dx 6 Chq,

что завершает построение.

3.2 Структура множеств допустимых сдвигов логариф-

мически вогнутых мер

В данном параграфе структура множеств M̃(µ) и M(µ) исследуется для

логарифмически вогнутых мер µ. Заметим, что для обсуждавшихся ранее

продакт-мер µ множество M(µ) не всегда является линейным простран-

ством, что показывает следующий пример из работы [44].

Пример 3.2.1. Пусть εm = ε−m, δm = δ−m, bm = b−m, δm = (|m| + 1)−3/4,

εm = δm/2, bm = 3−3|m|+1

. Пусть

Am =

(2bm)−1⋃
i=1

[3m+ 1 + (2i− 1)bm; 3m+ 1 + 2ibm).
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Положим f(x) = εm при x ∈ [3m; 3m + 1)
⋃
Am

⋃
[3m + 2; 3m + 3),

f(x) = δm при x ∈ [3m+1; 3m+2)\Am. Пусть µ — продакт-мера, у кото-

рой каждый сомножитель имеет плотность f 2. Тогда (2bn)n>0 ∈M(µ),

но (bn)n>0 6∈M(µ).

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что

I1 =
∞∑

n=0

∞∫
−∞

(f(x)− f(x+ 2bn))
2 dx <∞,

I2 =
∞∑

n=0

∞∫
−∞

(f(x)− f(x+ bn))
2 dx = ∞.

Заметим, что f(x+2bm) = f(x), при x ∈ [3m+1; 3m+2−2bm). Проверим

сначала первое неравенство:

I1 =
∞∑

n=0

∞∑
m=−∞

3m+3∫
3m

(f(x)− f(x+ 2bn))
2 dx =

∞∑
n=0

∑
|m|<n

+
∞∑

n=0

∑
|m|>n

I1(m,n).

Так как при |m| > n отношение bn/bm — целое число, то мы получаем

f(x)− f(x+ 2bn) = 0 при x ∈ [3m+ 1; 3m+ 2− 2bn) и

I1(m,n) 6 2bn(δm − εm)2 + 2bn(δm − εm)2 + 2bn(εm − εm+1)
2.

При |m| < n имеем bm > bn−1 и

I1(m,n) 6 2bn(δm − εm)2 + (2bn/bm)(δm − εm)2

6 2bn(δm − εm)2 + (2bn/bn−1)(δm − εm)2.

Из этих оценок и сходимости рядов
∑
bn,

∑
(bn/bn−1) и

∑
δm следует

нужная оценка.

Теперь покажем, что I2 = ∞:

I2 =
∞∑

n=0

∞∑
m=−∞

3m+3∫
3m

(f(x)− f(x+ bn))
2 dx

>
∞∑

n=0

∑
|m|>n

3m+2∫
3m+1

(f(x)− f(x+ bn))
2 dx >

∞∑
n=0

∑
|m|>n

(1− bn)(δm − εm)2.
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Так как (1−δn) > 1/2, а ряд
∞∑

n=0

∑
|m|>n

δ2
m — расходится, имеем I2 = ∞.

Оказывается, что в случае логарифмически вогнутой меры µ множе-

ство M(µ) уже будет являться линейным пространством, что и будет по-

казано в данном параграфе. Также будет доказано, что множество M̃(µ)

выпукло для логарифмически вогнутой меры µ.

Напомним, что всякая меры может быть разложена на условные меры

следующим образом. Пусть µ — радоновская мера на локально выпуклом

пространстве X , h ∈ X . Пусть ` ∈ X∗, `(h) = 1 и S = ker `. Тогда

каждый вектор x единственным образом представляется в виде αh + z,

z ∈ S (α = `(x), z = x− `(x)h). Пусть

Az = {α ∈ R : z + αh ∈ A};

множества Az можно рассматривать как «сечения» множества A. Через

µ{z} обозначим условные меры для меры µ, т. е. такие меры, что

µ(A) =

∫
π(A)

µ{z}(Az)µ ◦ π−1(dz),

где π(x) = x− `(x)h (подробнее про условные меры см. [6, гл. 10]).

Теорема 3.2.2. Пусть µ — логарифмически вогнутая мера на локально

выпуклом пространстве X . Тогда множество векторов M(µ) является

линейным подпространством в X .

Доказательство. Пусть h ∈M(µ). Покажем, что для µ ◦ π−1-п.в. точек z

из подпространства S мера µ{z} не дираковская. Предположим противное,

пусть найдется множество B такое, что µ◦π−1(B) > 0 и для всякого z ∈ B
имеем µ{z} = δtz . Рассмотрим множество

A = {x |∃z ∈ B, x = tzh+ z}.

Заметим, что µ(A) > 0, но µh(A) = 0, что противоречит эквивалентно-

сти мер µ и µh. Известно (см. [37] или [7, §4.3]), что µ ◦ π−1-п.в. меры
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µ{z} являются логарифмически вогнутыми для логарифмически вогну-

той меры µ. Таким образом, µ ◦ π−1-п.в. условные меры µ{z} задаются

плотностями относительно меры Лебега и имеют выпуклый носитель.

Покажем, что для µ ◦ π−1-п.в. точек z носитель меры µ{z} есть вся пря-

мая. Предположим противное, т. е. пусть найдется такое множество B,

что µ ◦ π−1(B) > 0 и для всякого z ∈ B имеем

µ{z}([az, bz]) = 1,

где [az, bz] — носитель меры µ{z}. Тогда найдутся такие множество B1 ⊂ B

и натуральное число n, что

µ ◦ π−1(B1) > 0

и для всякого z ∈ B1 будем иметь

µ{z}([bz − 1, bz]) > 1/n.

Рассмотрим множество

A = {x |x = αh+ z, z ∈ B1, bz < α < bz + 1}.

Заметим, что µ(A) = 0, но µh(A) > 0, так как (µh)
{z} = (µ{z})1, что

противоречит эквивалентности мер µ и µh. Аналогично доказывается, что

носитель не ограничен снизу. Таким образом, µ ∼ µth для всякого t (так

как проекции этих мер на S совпадают и (µth)
{z} = (µ{z})t).

Пусть теперь h, q ∈ M(µ). Тогда µh+q ∼ µh ∼ µ. Таким образом,

теорема доказана.

Перейдем теперь к свойствам множества M̃(µ).

Теорема 3.2.3. Пусть µ — логарифмически вогнутая мера на локально

выпуклом пространстве X . Тогда функция H(h) = H(µ, µh) является

логарифмически вогнутой, т. е.

H(th+ (1− t)q) > H t(h)H1−t(q) ∀ t ∈ [0, 1].
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Доказательство. Для начала рассмотрим конечномерный случай. В дан-

ном случая мера µ абсолютно непрерывна относительно меры Лебега,

сосредоточенной на некотором аффинном подпространстве L+v, где L —

линейное подпространство, а v — некоторый вектор. Если h не лежит

в L, то H(h) = 0, поэтому неравенство очевидно для произвольного q.

Таким образом, мы можем предполагать, что h ∈ L. Переходя к подпро-

странству L, можем считать, что µ обладает плотностью относительно

стандартной меры Лебега на всем пространстве, т. е. µ(dx) = e−V dx, где

V — некоторая выпуклая функция. В данном случае

H(h) =

∫
e−1/2(V (x)+V (x−h)) dx.

Напомним следующие неравенство Прекопы–Леиндлера (см. [64] или [6,

теорема 3.10.21]): если

f(tx+ (1− t)y) > (ϕ(x))t(ψ(y))1−t,

то ∫
f(x) dx >

(∫
ϕ(x) dx

)t(∫
ψ(x) dx

)1−t

.

Применяя данное неравенство к функциям

f(x) = e−1/2(V (x)+V (x−th−(1−t)q)),

ϕ(x) = e−1/2(V (x)+V (x−h)), ψ(x) = e−1/2(V (x)+V (x−q)),

мы сразу же получаем утверждение теоремы в конечномерном случае.

Перейдем теперь к бесконечномерному случаю. Пусть λ — такая ра-

доновская вероятностная мера, что µ = % · λ, µh = %h · λ. Например

λ = (µ + µh)/2. Отметим, что функции % и %h можно выбрать (см. [5,

следствие A.3.13]) измеримыми относительно цилиндрической σ-алгеб-

ры σ(X), т. е. наименьшей σ-алгебры относительно которой измеримы

все непрерывные линейные функционалы на X . Таким образом, найдется

σ-алгебра, порожденная счетным набором непрерывных линейных функ-

ционалов {`i}, относительно которой измеримы функции %h и % (см. [5,
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лемма 2.1.2]). Пусть %n и %n
h — условные математические ожидания функ-

ций % и %h соответственно относительно меры λ и σ-алгебры, порожден-

ной функционалами {`i}n
i=1. Тогда последовательности функций %n и %n

h

сходятся в L1(λ) к функциям % и %h соответственно. Значит, имеет место

сходимость
√
%n → √

%,
√
%n

h →
√
%h в L2(λ). Определим непрерывные

линейные операторы Pn : X → Rn по формуле x 7→ (l1(x), . . . , ln(x)). Яс-

но, что

H(h) = lim
n→∞

∫ √
%n%n

h dλ.

С другой стороны,∫ √
%n%n

h dλ = H(µ ◦ P−1
n , µh ◦ P−1

n ).

Из разобранного выше конечномерного случая следует, что функция

H(µ ◦ P−1
n , µh ◦ P−1

n ) = H
(
µ ◦ P−1

n ,
(
µ ◦ P−1

n

)
Pn(h)

)
является логарифмически вогнутой. Поэтому то же самое верно и для

функции H(h), являющейся пределом логарифмически вогнутых функ-

ций. Теорема доказана.

В качестве следствия предыдущей теоремы получаем выпуклость мно-

жества M̃(µ).

Следствие 3.2.4. Пусть µ — логарифмически вогнутая мера на локально

выпуклом пространстве X . Тогда множество M̃(µ) выпуклое.



Глава 4

Оценки уклонений многочленов от их

средних

В данной главе мы обсудим некоторые свойства измеримых многочленов

на пространствах с логарифмически вогнутыми и гауссовскими мерами.

В первой части этой главы речь в основном будет идти о мерах на ко-

нечномерных пространствах, так как в силу независимости всех оценок

от размерности и нашего определения пространства Pd(µ) все результаты

переносятся на бесконечномерный случай простым предельным перехо-

дом. В последнем параграфе будут обсуждаться свойства, связанные с

линейной независимостью измеримых линейных отображений и много-

членов второй степени на пространствах с гауссовской мерой.

Одним из важнейших свойств многочленов на пространствах с лога-

рифмически вогнутыми мерами является следующее неравенство Кар-

бери–Райта, выполненное для всякого многочлена f степени d и всякой

логарифмически вогнутой меры µ на Rn (см. [43, теорема 2] и [22]):

‖f‖1/d
L1(µ)µ(x : |f(x)| 6 s) 6 C(d)s1/d.

В первой части этой главы мы займемся неравенствами, в некотором

смысле обратными к неравенству Карбери–Райта, а именно неравенства-

ми вида

µ(|f −mf | 6 σfs) > C(d)ϕ(s),

где f – многочлен степени d, mf и σ2
f – математическое ожидание и дис-

41
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персия функции f соответственно, а s ∈ [0, 1/2]. Мы докажем неравен-

ства такого типа в двух случаях. В первом случае мера µ будет гаус-

совской и ϕ(s) = s| ln s|−d/2 (см. теорему 4.1.3). Во втором случае мера

µ будет произвольной логарифмически вогнутой мерой, но многочлен f

будет иметь степень не выше двух. В этом случае ϕ(s) = s (см. след-

ствие 4.2.4). Основная особенность полученных неравенств заключается

в их независимости от размерности пространства и конкретного вида ме-

ры µ.

4.1 Случай гауссовской меры

В данном параграфе рассматривается случай стандартной гауссовской ме-

ры γ на Rn и многочлена произвольной степени, но для начала мы дока-

жем следующую вспомогательную лемму, верную и для произвольной

логарифмически вогнутой меры, что нам понадобится также и в следую-

щем параграфе.

Лемма 4.1.1. Для всякого натурального числа d найдутся такие констан-

ты c(d) ∈ (0, 1) и s(d) > 0, что для всякой логарифмически вогнутой

меры µ на Rn и для всякого многочлена f степени d с αf > 0 и mf = 0

выполнено неравенство

µ(f > εαf) > c(d) при 0 6 ε 6 s(d).

Доказательство. Заметим, что в условиях леммы ‖f‖1 = αf , так как

многочлен f имеет нулевое математическое ожидание. Применяя теорему

1.2.5 и упомянутое выше неравенство Карбери–Райта, получаем следую-

щую цепочку неравенств:

αf =

∫
|f |dµ =

∫
f>0

fdµ−
∫

f<0
fdµ = 2

∫
f>0

fdµ

= 2

(∫
f>εαf

fdµ+

∫
0<f<εαf

fdµ

)
6 2‖f‖2

(√
µ(f > εαf)+

√
µ(|f | < εαf)

)
6 2(2c)dαf

(√
µ(f > εαf) +

√
C(d)ε1/d

)
,
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где в третьем равенстве было использовано то, что mf = 0. Таким обра-

зом, мы получили оценку

µ(f > εαf) >

(
2−1(2c)−d −

√
C(d)ε1/d

)2

.

Отсюда мы получаем утверждение леммы при достаточно малых ε.

Взяв ε = 0, получаем такое следствие.

Следствие 4.1.2. Для всякого натурального числа d найдется такая по-

стоянная c(d) ∈ (0, 1), что для всякой логарифмически вогнутой меры µ

на Rn и всякого многочлена f степени d с σf > 0 выполнены неравенства

1− c(d) > µ(f < mf) > c(d).

Перейдем теперь к обратному неравенству Карбери–Райта в случае

гауссовской меры. При доказательстве основного результата нам пона-

добится следующая элементарная оценка. Пусть f — гладкая функция на

Rn. Обозначим через Dmf(x) производную функции f порядка m, т. е.

такую полилинейную функцию, что

dm

dtm
f(x+ th)|t=0 = Dmf(x)(h, . . . , h).

Пусть теперь f — многочлен степени d на Rn. Пусть

ϕ(t) = f(x+ t(y − x)).

Тогда имеем

f(y) = ϕ(1) = ϕ(0) +
d∑

m=1

(m!)−1ϕ(m)(0)

= f(x) +
d∑

m=1

(m!)−1Dmf(x)(y − x, . . . , y − x).

Таким образом,

|f(y)− f(x)| 6
d∑

m=1

(m!)−1|Dmf(x)||y − x|m, (4.1.1)
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где |Dmf(x)|2 =
∑

i1,...,im
|∂xi1

,...,xim
f(x)|2.

Нам также понадобится следующая оценка для стандартной гауссов-

ской меры γ на Rn:

‖Dmf‖2
2 :=

∫
|Dmf |2dγ 6 a(m, d)σ2

f , (4.1.2)

где константа a(m, d) зависит только от m и d и не зависит от размерно-

сти n. Эта оценка следует из эквивалентности соболевских и Lp-норм на

пространстве всех многочленов фиксированной степени (см. [5]).

Напомним изопериметрическое неравенство для гауссовской меры (см.

[29], [39], [5]), которое используется при доказательстве следующей тео-

ремы. Пусть γ — стандартная гауссовская мера на Rn, A — измеримое

множество, B — замкнутый шар радиуса 1 с центром в нуле. Тогда

γ(A+ εB) > Φ(a+ ε), (4.1.3)

где Φ — функция распределения стандартной гауссовской случайной ве-

личины на прямой, число a выбирается из соотношения γ(A) = Φ(a).

Для гауссовской меры справедлива следующая оценка на хвосты мно-

гочлена f степени d:

γ(|f | > ‖f‖2t
d) 6 R exp

(
−rt2

)
(4.1.4)

для всякого числа t > 0 и некоторых положительных абсолютных посто-

янных R и r (см. [5, следствие 5.6.4]).

Теорема 4.1.3. Пусть γ — стандартная гауссовская мера на Rn. Для

всякого натурального числа d найдется такое число L(d) > 0, что для

всякого многочлена f степени d верна оценка

γ(|f −mf | 6 σfs) > L(d)s| ln s|−d/2 при 0 6 s 6 1/2.

Доказательство. Без ограничения общности считаем, что mf = 0. За-

фиксируем число t > 1, которое будет выбрано в дальнейшем. Пусть B —

единичный шар в Rn с центром в нуле.
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При фиксированном ε < 1 рассмотрим множество

A = ({f < 0}+ εB)
⋂

({f > 0}+ εB)
⋂ d⋂

m=1

{
|Dmf(x)| 6 td−m‖Dmf‖2

}
.

Из неравенства (4.1.1) следует включение

A ⊂
{
|f | 6

d∑
m=1

(m!)−1td−m‖Dmf‖2ε
m
}
.

Так как t > 1 и ε < 1, то εm 6 ε, td−m 6 td, поэтому неравенство (4.1.2)

влечет оценку

d∑
m=1

(m!)−1td−m‖Dmf‖2ε
m 6 C(d)σf t

dε,

где C(d) — некоторая постоянная, зависящая только от степени многочле-

на d. Таким образом, мы имеем включение

A ⊂ {|f | 6 C(d)σf t
dε}.

Пусть af — такое число, что γ(f < 0) = Φ(af). Используя гауссовское

изопериметрическое неравенство (4.1.3), мы можем оценить меру множе-

ства A следующим образом:

γ(A) > 1− (1− γ({f < 0}+ εB))− (1− γ({f > 0}+ εB))−

−
d∑

m=1

γ{|Dmf(x)| > td−m‖Dmf‖2}

> −1 + Φ(af + ε) + Φ(−af + ε)−R

d∑
m=1

e−rt2

= Φ(af + ε)− Φ(af) + Φ(−af + ε)− Φ(−af)−Rde−rt2.

В предпоследнем переходе была использована оценка (4.1.4).

По следствию 4.1.2 найдется такое число c(d), что

1− c(d) > γ(f < mf) > c(d),

поэтому найдется такая постоянная a(d), что для всякого полинома f

степени d с нулевым математическим ожиданием выполнено неравенство
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|af | 6 a(d). Пусть q(d) — минимальное значение стандартной гауссовской

плотности на отрезке [−a(d)− 1, a(d) + 1]. Тогда Φ(a+ ε)−Φ(a) > q(d)ε

и, аналогично Φ(−a + ε)− Φ(−a) > q(d)ε. Таким образом,

γ(|f | 6 C(d)σf t
dε) > γ(A) > 2q(d)ε−Rde−rt2.

Пусть 0 < s < e−1, ε = C(d)−12−drd/2s| ln s|−d/2, t = 2r−1/2| ln s|1/2. Тогда

γ(|f | 6 σfs) > 2q(d)C(d)−12−drd/2s| ln s|−d/2 −Rde−4| ln s|

= 2q(d)C(d)−12−drd/2s| ln s|−d/2 −Rds4.

Найдется такое число s0(d) ∈ (0, e−1), что при s 6 s0(d) верна оценка

γ(|f | 6 σfs) > q(d)C(d)−12−drd/2s| ln s|−d/2.

Для произвольного s ∈ (s0, 1/2] выполнены неравенства

γ(|f | 6 σfs) > γ(|f | 6 σfs0) > q(d)C(d)−12−drd/2s0| ln s0|−d/2

> q(d)C(d)−12−drd/2s0| ln s0|−d/2( max
τ∈[s0,1/2]

τ | ln τ |−d/2)−1
s| ln s|−d/2.

Поэтому существует такое положительное число L(d), что

γ(|f | 6 σfs) > L(d)s| ln s|−d/2,

при 0 6 s 6 1/2. Теорема доказана.

Следствие 4.1.4. Для всякого натурального числа d найдется такое число

L(d) > 0, что для всякой гауссовской меры γ на банаховом пространстве

X и для всякой функции f ∈ Pd(γ) справедлива оценка

γ(|f −mf | 6 σfs) > L(d)s| ln s|−d/2 при 0 6 s 6 1/2.

4.2 Случай логарифмически вогнутой меры и многочле-

на степени не выше двух

В этом параграфе мы получим более точную оценку по сравнению с

оценкой из предыдущего параграфа для произвольной логарифмически
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вогнутой меры, но для многочлена степени не выше двух. Доказатель-

ство в этом случае будет основано на теореме 1.2.4, поэтому мы сначала

рассмотрим следующее одномерное утверждение.

Лемма 4.2.1. Существует такая константа C1 > 0, что для всякого

числа s > 0 и всякого многочлена f второй степени на R выполнено

неравенство

ε

∫ s

0
e−tI{f6−ε}dt

∫ s

0
e−tI{f>ε}dt

6 C1

∫ s

0
e−tI{|f |<ε}dt

∫ s

0
e−t|f(t)|dt. (4.2.1)

Доказательство. Не ограничивая общности, считаем старший коэффи-

циент многочлена f равным 1. Пусть сначала s > 1.

Если левая часть отлична от нуля, то на интервале (0, s) лежит корень

многочлена f . Обозначим минимальный из корней, лежащих на интер-

вале (0, s), через τ , а второй корень через σ. Тогда на интервале (0, τ)

многочлен f либо строго положителен, либо строго отрицателен, поэто-

му ∫ s

0
e−tI{f6−ε}dt

∫ s

0
e−tI{f>ε}dt 6

∫ ∞

τ

e−tdt = e−τ .

Таким образом, нужно доказать оценку

εe−τ 6 C1

∫ s

0
e−tI{|f |<ε}dt

∫ s

0
e−t|f(t)|dt

По теоремам 1.2.5 и 1.2.7 для всяких полинома g степени d, линейных

функций `1, `2 и логарифмически вогнутой меры ν справедливы следую-

щие оценки:

‖g‖L1(ν) > (2c0)
−d‖g‖L2(ν),

16c2‖`1‖2
L2(ν)‖`2‖2

L2(ν) > ‖`1`2‖2
L2(ν) > (2c)−2‖`1‖2

L2(ν)‖`2‖2
L2(ν),∫

A

|g|dν > (Cd)−2dν(A)1+d

∫
|g|dν.
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Применяя эти неравенства к функциям g = f , `1(t) = t− τ , `2(t) = t− σ

и мере e−tI{t>0}dt, имеем∫ s

0
e−t|f(t)|dt > (2C)−4(1− e−s)3

∫ ∞

0
e−t|f(t)|dt

> (2C)−4(2c0)
−2(2c)−2(1− e−s)3

(∫ ∞

0
(t− σ)2e−tdt

∫ ∞

0
(t− τ)2e−tdt

)1/2

> (2C)−4(2c0)
−2(2c)−2(1− e−1)3(1 + (1− σ)2)1/2(

1 + (1− τ)2)1/2
,

в последнем неравенстве мы воспользовались тем, что 1− e−s > 1− e−1

при s > 1. Пусть точка u выбрана так, что τ ∈ [u, u + 1] ⊂ [0, s]. Тогда

|t− σ| 6 |τ − σ|+ 1 при t ∈ [u, u+ 1].

Сначала рассмотрим случай, когда ε < 1
2(1 + |τ − σ|). В этом случае∫ s

0
e−tI{|f |<ε}dt > e−τ−1

∫ u+1

u

I{|t−τ |<ε(|τ−σ|+1)−1}dt > e−τ−1ε(|τ − σ|+ 1)−1.

Заметим, что

inf
τ,σ

(
1 + (1− τ)2

)1/2(
1 + (1− σ)2

)1/2

|τ − σ|+ 1
>

(√
3
)−1

> 0.

Поэтому в случае ε < 1
2(1 + |τ − σ|) оценка доказана.

Теперь рассмотрим случай ε > 1
2(1 + |τ − σ|). Если

ε 6 2(1− e−1)−1
∫ ∞

0
e−t|f(t)|dt,

то∫ s

0
e−tI{|f |<ε}dt > e−τ−1

∫ u+1

u

I{|t−τ |<ε(|τ−σ|+1)−1}dt

> e−τ−1
∫ u+1

u

I{|t−τ |<1/2}dt > 2−1e−τ−1.

Используя оценку∫ s

0
e−t|f(t)|dt > (2C)−4(1− e−1)3

∫ ∞

0
e−t|f(t)|dt, (4.2.2)

получаем, что неравенство верно и в данном случае. Если

ε > 2(1− e−1)−1
∫ ∞

0
e−t|f(t)|dt,
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то по неравенству Чебышёва∫ s

0
e−tI{|f |>ε}dt 6

∫ ∞

0
e−tI{|f |>ε}dt 6 ε−1

∫ ∞

0
e−t|f(t)|dt.

В то же время∫ s

0
e−tI{|f |<ε}dt > 1− e−1 − ε−1

∫ ∞

0
e−t|f(t)|dt > (1− e−1)2−1.

Опять использовав неравенство (4.2.2) и оценив один из интегралов в

левой части неравенства (4.2.1) единицей, мы получим, что оценка (4.2.1)

выполнена и в этом случае.

Пусть теперь s < 1. В этом случае e−1 6 e−t 6 1 на [0, s], и вместо

исходного неравенства можно доказывать следующую оценку:

ε

∫ s

0
I{f6−ε}dt

∫ s

0
I{f>ε}dt 6 C1

∫ s

0
I{|f |<ε}dt

∫ s

0
|f(t)|dt.

Более того, после линейной замены можно считать, что s = 1, т. е. инте-

ресующее нас неравенство принимает вид

ε

∫ 1

0
I{f6−ε}dt

∫ 1

0
I{f>ε}dt 6 C1

∫ 1

0
I{|f |<ε}dt

∫ 1

0
|f(t)|dt.

Легко видеть, что если домножить в каждом из интегралов подынтеграль-

ное выражение на e−t, то каждый интеграл будет отличаться от исходно-

го на множитель, который лежит в отрезке [1, e], поэтому данный случай

следует из уже доказанного при s = 1. Теорема доказана.

Замечание 4.2.2. Для полиномов третьей степени неравенство, аналогич-

ное неравенству из леммы 4.2.1, неверно. Достаточно рассмотреть

s = ∞, f(t) = (t+ 1)2(t− a).

В самом деле, для a > 1 и ε < 1 имеют место следующие соотношения:

f(t) < −a < −1 < −ε при t ∈ (0, a − 1) и f(t) > (a + 2)2 > 1 > ε при

t > a+ 1. Значит,

{f 6 −ε} ⊃ (0, a− 1), {f > ε} ⊃ (a+ 1,+∞),

{|f | 6 ε} ∩ [0,+∞) ⊂ (a− 1, a+ 1).
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Таким образом,∫ +∞

0
e−tI{f6−ε}dt

∫ +∞

0
e−tI{f>ε}dt

>
∫ a−1

0
e−tdt

∫ +∞

a+1
e−tdt = (1− e1−a)e−a−1;

∫ +∞

0
e−tI{|f |<ε}dt 6

∫ a+1

a−1
e−tI{(t+1)2|t−a|<ε}dt

6
∫ a+1

a−1
e−tI{a2|t−a|<ε}dt 6 e1−a2εa−2;

∫ +∞

0
e−t(t+1)2|t−a|dt 6

(∫ +∞

0
e−t(t+1)4dt

)1/2(∫ +∞

0
e−t(t−a)2dt

)1/2

=

(∫ +∞

0
e−t(t+1)4dt

)1/2(
1+(a−1)2

)1/2
6 2a

(∫ +∞

0
e−t(t+1)4dt

)1/2

.

Если бы оценка (4.2.1) была верна для таких многочленов f третьей сте-

пени с абсолютной постоянной, то для некоторой другой абсолютной по-

стоянной c̃ имело бы место неравенство

ε(1− e1−a)e−a−1 6 c̃e1−a2εa−2a,

которое на самом деле не может быть верным при достаточно большом a.

Теорема 4.2.3. Существует такая абсолютная постоянная C1, что для

всякого полинома f второй степени на Rn и всякой логарифмически во-

гнутой меры µ справедливо неравенство

ε

∫
I{f6−ε}dµ

∫
I{f>ε}dµ 6 C1

∫
I{|f |<ε}dµ

∫
|f |dµ.

Доказательство. Функции f1 = εI{f6−ε}, f2 = I{f>ε} полунепрерывны

сверху, а функции f3 = C1I{|f |<ε} и f4 = |f | полунепрерывны снизу, по-

этому можно применить теорему 1.2.4. Таким образом нам достаточно

доказать следующее неравенство:

ε

∫ r

s

e`(t)I{f6−ε}dt

∫ r

s

e`(t)I{f>ε}dt 6 C1

∫ r

s

e`(t)I{|f |<ε}dt

∫ r

s

e`(t)|f |dt,

где ` — аффинная функция. Линейной заменой эта оценка сводится к

неравенству из леммы 4.2.1. Таким образом, теорема доказана.
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Следствие 4.2.4. Существует такая абсолютная положительная посто-

янная C2, что для всякого полинома f второй степени на Rn и всякой

логарифмически вогнутой меры µ справедливо неравенство

µ(|f −mf | < ε)

∫
|f −mf |dµ > C2ε при ε 6 αf .

Доказательство. Эта оценка следует из теоремы 4.2.3 и леммы 4.1.1.

Следствие 4.2.5. Существует такая абсолютная положительная посто-

янная C2, что для всякой логарифмически вогнутой меры µ на банаховом

пространстве X и для всякой функции f ∈ P2(µ) справедливо неравен-

ство

µ(|f −mf | < ε)

∫
|f −mf |dµ > C2ε при ε 6 αf .

4.3 Линейная независимость измеримых линейных

операторов

Пусть γ — центрированная радоновская гауссовская мера на локально

выпуклом пространстве X . Пространство Камерона–Мартина меры γ со-

стоит из всех таких векторов h ∈ X , что |h|H <∞, где

|h|H := sup{`(h), ` ∈ X∗, ‖`‖2 6 1}.

Известно (см. [5, гл. 2]), что всякий вектор h ∈ H порождает измеримый

линейный функционал ĥ на X , для которого∫
f(x)ĥ(x) γ(dx) = f(h), ∀f ∈ X∗.

Пространство Камерона–Мартина H является гильбертовым со скаляр-

ным произведением

〈h, q〉H :=

∫
ĥ(x)q̂(x) γ(dx).

Для заданного ограниченного оператора A : H → H через Â обозна-

чим ассоциированный измеримый линейный оператор на X , т. е. такое
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измеримое линейное отображение из X в X , что ĥ(Âx) = Â∗h(x) для

каждого элемента h ∈ H .

В работе [71] был установлен следующий факт о линейно независимых

измеримых линейных операторах на пространстве с гауссовской мерой.

Теорема 4.3.1. Пусть A1, . . . , Ak — линейно независимые операторы

Гильберта–Шмидта на H . Тогда либо векторы Â1x, . . . , Âkx линейно

независимы почти всюду, либо существует конечномерный ограниченный

линейный оператор D ранга не выше k − 1, являющийся нетривиальной

линейной комбинацией операторов A1, . . . , Ak.

Пусть H2(γ) есть ортогональное в L2(γ) дополнение пространства

P1(γ) до пространства P2(γ). Элементы H2(γ) допускают следующее

представление: для каждого f ∈ H2(γ) найдутся такие числа cn ∈ R,

что
∑∞

n=1 c
2
n <∞ и

f =
∞∑

n=1

cn(ξ
2
n − 1),

где ξn — последовательность независимых стандартных нормальных слу-

чайных величин и ряд сходится почти всюду.

Из предыдущей теоремы можно вывести следующее достаточное усло-

вие наличия совместной плотности распределения вектора с компонента-

ми из элементов H2(γ).

Следствие 4.3.2. Предположим, что функции f1, . . . , fk, где k > 2, при-

надлежат H2(γ) и линейно независимы. Тогда либо они имеют совмест-

ную плотность распределения, либо некоторая нетривиальная линейная

комбинация c1f1 + . . . + cnfn является вырожденным элементом H2(γ)

ранга k − 1, т. е. многочленом второго порядка от k − 1 измеримого

линейного функционала.

Возникает вопрос, насколько точное утверждение получено в теоре-

ме 4.3.1. Следующий пример призван дать ответ на этот вопрос.
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Предложение 4.3.3. Для каждого k ∈ N существуют такие линейные

операторы

A1, . . . , Ak : Rk → Rd, где d = k(k − 1)/2,

что для каждого вектора x ∈ Rk векторы A1x, . . . , Akx линейно за-

висимы, но для всякого ненулевого вектора x = (x1, . . . , xk) оператор∑k
i=1 xiAi имеет ранг k − 1. В частности, нетривиальная линейная ком-

бинация операторов A1, . . . , Ak не может иметь ранг менее k − 1.

Доказательство. Пусть A1, . . . , Ak — операторы из Rk в Rd, которые

мы хотим построить. Каждый оператор Ai представляется матрицей

(al,j
i )l6d,j6k с k столбцами A1

i , . . . , A
k
i , где

Aj
i = (a1,j

i , . . . , ad,j
i ).

Наложим на матрицы Ai следующие условия: Ai
i = 0 и

k∑
i=1

xiAix = 0 ∀x ∈ Rk.

Последнее условие равносильно следующей системе векторных уравне-

ний:

Aj
i = −Ai

j, i 6= j.

Таким образом, мы имеем d = k(k − 1)/2 векторных уравнений для

k(k − 1) ненулевых столбцов матриц Ai. Следовательно, задав d столб-

цов (один столбец для каждого уравнения), оставшиеся столбцы мы од-

нозначно определим из нашей системы уравнений.

Рассмотрим два случая: k нечетно или k четно.

Пусть k нечетно, m = (k − 1)/2. В каждой матрице Ai мы зададим m

столбцов (оставшиеся столбцы определяются из уравнений, как сказано

выше) следующим образом:

Aj
i = e(i−1)m+j−i, j = i+ 1, . . . , i+m mod k,

где e1, . . . , ed — стандартный базис в Rd и j mod k есть наименьшее неот-

рицательное целое число r 6 k с j = pk + r. Легко видеть, что для
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каждого s ∈ {1, . . . , d} существует единственная пара столбцов Aj
i , A

i
j с

as,j
i 6= 0; для различных s такие пары будут различны. Теперь зафиксиру-

ем ненулевой вектор x ∈ Rk. Пусть y ∈ Ker
∑k

i=1 xiAi. Мы получаем, что

xiyj−xjyi = 0 для всех пар i, j, что дает линейную зависимость векторов

x и y. Следовательно,

dim
(
Ker

k∑
i=1

xiAi

)
= 1,

что означает, что ранг оператора
∑k

i=1 xiAi равен k − 1.

Для примера, рассмотрим случай k = 3. Тогда d = k(k − 1)/2 = 3,

m = (k−1)/2 = 1. Мы имеем k(k−1)/2 = 3 уравнений. Сначала зададим

один столбец в каждой матрице, что вместе с равенством Ai
i = 0 дает

следующие матрицы:
0 1 A13

1

0 0 A23
1

0 0 A33
1

 ,


A11

2 0 0

A21
2 0 1

A31
2 0 0

 ,


0 A12

3 0

0 A22
3 0

1 A32
3 0


Из уравнений Aj

i = −Ai
j, i 6= j, находим

A3
1 = −A1

3 = (0, 0,−1), A1
2 = −A2

1 = (−1, 0, 0), A2
3 = −A3

2 = (0,−1, 0),

так что наши матрицы в итоге имеют вид
0 1 0

0 0 0

0 0 −1

 ,


−1 0 0

0 0 1

0 0 0

 ,


0 0 0

0 −1 0

1 0 0


Предположим теперь, что мы имеем нетривиальную линейную комбина-

цию

A = x


0 1 0

0 0 0

0 0 −1

 + y


−1 0 0

0 0 1

0 0 0

 + z


0 0 0

0 −1 0

1 0 0


и вектор (a, b, c) ∈ KerA. Тогда

A


a

b

c

 =


−ay + bx

yc− zb

−xc+ za

 =


0

0

0


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Значит, векторы (a, b, c) и (x, y, z) линейно зависимы, откуда dim KerA=1

и ранг матрицы A равен 2.

В случае четного k построение аналогично. Пусть k = 2m. В каждой

из матриц A1, . . . , Ak−1 зададим m столбцов следующим образом. Снача-

ла, имея дело с k−1 столбцом A1
i , . . . , A

k−1
i матрицы Ai при i =1, . . . , k−1

и игнорируя последние k− 1 строк, мы зададим матричные элементы та-

ким же способом, как для нечетного числа k − 1. Затем в i-й матрице

(кроме последней) в k-м столбце поставим 1 на (d− (k − 1) + i)-м месте

и поставим 0 на остальных местах.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертации исследованы некоторые свойства вероятностных мер

на локально выпуклых пространствах и измеримых многочленов на этих

пространствах. Для сепарабельного банахова пространства и вероятност-

ной борелевской меры на нем со слабым моментом порядка p в дис-

сертации получены необходимые и достаточные условия существование

компактно вложенного в это пространство рефлексивного сепарабельного

банахова подпространства полной меры, сужение исходной меры на кото-

рое также обладает слабым моментом того же порядка. Для продакт-мер

получены обобщения классического результата Шеппа на случай сдви-

гов из пространства `q. Для логарифмически вогнутых мер установлено,

что множество несингулярных сдвигов является выпуклым, а множество

эквивалентных сдвигов является линейным пространством. Для гауссов-

ских мер в работе получены нижние оценки мер уклонений многочленов

произвольной степени от их средних (математических ожиданий). Для

логарифмически вогнутых мер такие оценки получены для многочленов

второй степени.

Дальнейшие исследования по тематике диссертации могут проводить-

ся в следующих направлениях:

1. Исследование наличия несингулярного сдвига у произвольной невы-

рожденной логарифмически вогнутой меры.

2. Получение нижней оценки уклонения от математического ожидания

многочлена произвольной степени на пространстве с логарифмически во-

гнутой мерой. В этом вопросе гипотеза заключается в том, что правиль-

ная оценка меры данного уклонения имеет следующий вид:

µ(|f −mf | < ε)

∫
|f −mf |dµ > C(d)ε.

Было бы интересно получить оценку с такой зависимостью от ε даже в

случае гауссовской меры.
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