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Введение

Актуальность темы

Диссертационная работа представляется к защите по специальности

01.01.03 «Математическая физика», одной из целей которой является

разработка математического аппарата для исследования математических

проблем, возникающих в таких областях теоретической физики как ме-

ханика жидкости и газа, механика частиц и систем, и других. В частно-

сти, особый интерес представляет наличие областей больших градиентов

функций, описывающих температуру, плотность или скорость потока ча-

стиц, возникающее по причине пространственной неоднородности среды.

Эти области называют внутренними переходными слоями. Задачи с внут-

ренними переходными слоями содержат естественный малый параметр,

равный отношению ширины переходного слоя к ширине рассматривае-

мой области, поэтому при разработке соответствующих математических

моделей можно с успехом использовать сингулярно возмущенные задачи

для уравнений типа реакция-диффузия-адвекция с малым параметром

при старшей производной по пространственным координатам [1] - [14]. В

частности, интерес представляют задачи, имеющие решения вида дви-

жущихся фронтов. К таким задачам относятся, например, исследова-
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ние фронтов горения [15] или нелинейных акустических волн [16] - [17].

Исследованию задач с решением вида движущегося фронта посвящена

настоящая работа.

Актуальность темы заключается в том, что задачи с малым парамет-

ром при старшей производной по пространственным координатам от-

носятся к разряду «жестких», при численном решении которых мож-

но столкнуться с определенными трудностями, такими как выбор на-

чальных условий, лежащих в области влияния решения с внутренним

переходным слоем, а также подбор адекватных сеток для реализации

разностных схем. Эффективным средством для преодоления этих труд-

ностей является аналитическое исследование решения. Используемые в

работе асимптотические методы, в частности, алгоритм Васильевой [18]

и асимптотический метод дифференциальных неравенств [19] - [26] поз-

воляют с точностью до малого параметра определить положение пере-

ходного слоя и уравнение его движения [27] - [31], а также обосновать

существование решения рассматриваемого вида и тем самым подтвер-

дить достоверность численных расчетов. Кроме того, исследования про-

веденные в работе, могут быть использованы для уточнения уже имею-

щихся математических моделей или для разработки новых. В частности,

результаты, полученные в настоящей работе, являются важным этапом

моделирования нелинейных волн, описываемых уравнением Бюргерса с

так называемой квадратичной и «модульной» нелинейностями [16] - [17].

Цель работы

Получить обоснованные асимптотические приближения решений началь-
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но-краевых задач типа реакция-адвекция-диффузия с решениями вида

движущихся одномерных и двумерных фронтов.

Определить влияние, которое оказывают реакция и адвекция на ди-

намику движения фронта.

Задачи

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:

Модификация алгоритма Васильевой для задач с адвективным слага-

емым и распространение метода дифференциальных неравенств на слу-

чай начально-краевых задач с решением вида движущегося фронта, а

также разработка иллюстрационных примеров

– для одномерных начально-краевых задач типа реакция-адвекция-

диффузия в случае «большой» адвекции, то есть когда адвективное

слагаемое, сравнимо по порядку величины с реактивным, а диффу-

зия мала,

– для двумерных нелинейных начально-краевых задач в которых ре-

шение вида движущегося фронта возникает благодаря нелинейным

реактивным слагаемым,

– для двумерных начально-краевых задач с большим адвективным

слагаемым.

Основные положения, выносимые на защиту

– Исследование новых классов сингулярно возмущенных задач типа

реакция-диффузия-адвекция с решениями вида движущегося фрон-

та.
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– Разработка алгоритмов построения асимптотических разложений

решений одномерных и двумерных задач с внутренними переходны-

ми слоями, дающих возможность определять уравнение движения

фронта.

– Строгое математическое обоснование результатов. Доказательство

существования решений вида движущегося фронта у начально-краевых

задач.

Научная новизна

Исследование, проведенное в диссертационной работе продолжает цикл

работ [26], [25], [32], касающихся асимптотического исследования реше-

ний краевых задач вида движущегося фронта на отрезке. Новизна рабо-

ты заключается в том, что в ней асимптитические методы впервые были

применены для исследования начально- краевых задач с «большим» ад-

вективным слагаемым на отрезке, а также для задач с решением вида

фронта в полосе.

Теоретическая и практическая ценность

Практическая значимость диссертационной работы состоит получе-

нии условий существования решений вида движущихся фронтов и асимп-

тотических приближений уравнений движения фронта, возникающего за

счет «большого» адвективного слагаемого или за счет нелинейного реак-

тивного слагаемого. Полученные результаты могут быть использованы

для разработки новых математических моделей в теории горения, аку-

стике и теории упругости.

Теоретическая значимость работы состоит в развитии методов асимп-
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тотического исследования локализации фронта, а также распростране-

нии асимптотического метода дифференциальных неравенств на новые

классы задач.

Личный вклад автора

Личный вклад автора состоит в модификации известных алгоритмов

построения асимптотических разложений и обоснования существования

решений с движущимися внутренними переходными слоями одномер-

ных и двумерных задач типа реакция-диффузия-адвекция и двумерной

начально-краевой задачи типа реакция-диффузия, а также в констру-

ировании примеров указанных типов задач, подготовке публикаций и

докладов на научных конференциях по теме диссертационной работы.

Результаты представлены в диссертации, получены автором самостоя-

тельно.

Апробация работы

Результаты работы были доложены на следующих конференциях:

FDM’14: Sixth Conference on Finite Difference Methods: Theory and Applications

(2014, Болгария), Международный научный семинар «Актуальные про-

блемы математической физики» (2014, Москва), Тихоновские Чтения

2014 года (2014, Москва), 11-th Annual Workshop “Numerical Methods for

Problems with Layer Phenomena (2014 Сербия), Ломоносовские чтения -

2017 (2017, Москва), International Conference on Mathematical Modeling in

Applied Sciences (2017, Санкт-Петербург), Новые тенденции в нелиней-

ной динамике (2017, Ярославль), Тихоновские Чтения 2017 года (2017,

Москва).
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Глава 1

Обзор литературы

Алгоритм построения асимптотического приближения по малому пара-

метру решения сингулярно возмущенной задачи с адвективным слагае-

мым был впервые предложен Васильевой А.Б. в работе [33], в которой

была рассмотрена краевая задача в следующей постановке:

ε
d2u

dx2 = A(u, x)
du

dx
+B(u, x), u(0, ε) = u0, u(1, ε) = u1. (1.1)

Здесь A(u, x) и B(u, x) – достаточно гладкие функции в области (u, x) ∈

Iu × [0; 1], Iu – некоторый промежуток изменения переменной u, ε > 0 –

малый параметр.

Предполагается, что уравнение

A(u, x)
du

dx
+B(u, x) = 0 (1.2)

с дополнительными условием u(0) = u0 имеет на отрезке [0,1] решение

u = ϕ(−)(x), а с дополнительным условием u(1) = u1 – решение u =

ϕ(+)(x), причем

ϕ(−)(x) < ϕ(+)(x), x ∈ [0, 1].

В этой работе получены условия существования решения вида кон-
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трастной структуры, а именно такого решения, которое слева от точки

x̂(ε) ∈ (0, 1) близко к решению дифференциального уравнения (1.2) с на-

чальным условием u(0) = u0, а справа от точки x̂(ε) близко к решению

дифференциального уравнения (1.2) с начальным условием u(1) = u1.

Для доказательства существования решения вида контрастной струк-

туры был использован метод сращивания. Суть этого метода заключает-

ся в использовании теорем существования погранслойных решений кра-

евых задач на каждом из отрезков [0; x̂] и [x̂; 1], [18] и доказательстве

возможности их гладкого сшивания в точке x̂, что приводит к образо-

вания контрастной структуры, являющейся решения задачи (1) на всем

отрезке [0;1]. Этот метод является эффективным способом доказатель-

ства решения вида контрастной структуры для одномерных стационар-

ных задач.

Исследование решений типа контрастных структур в уравнениях с

адвективным слагаемым были продолжены в работах М.А. Давыдовой,

где рассматривались задачи вида

ε2∆u−f(ε∇u, u, x) = 0, x = (x1, . . . , xN) ∈ D ⊂ RN , u(x, ε) = g(x), x ∈ ∂D.

(1.3)

В частности в работе [34] была рассмотрена одномерная задача, и для

доказательства применялся метод сращивания. Обобщение на многомер-

ный случай было проведено в работах [35], [36], [37], [38], [39].

Исследование автоволнового решения вида движущегося фронта по-

дробно изложено в монографии [40], где было исследовано решение u(x, t)

13



уравнения

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2 + F (u), −∞ < x <∞, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), lim
x→±∞

u(x, t) = w±, F (w+) = F (w−) = 0.

(1.4)

Движение многомерного волнового фронта за счет кривизны его по-

верхности изложено в монографии [41], а также в статье [42].

Одномерные автоволновые решения вида контрастных структур для

сингулярно возмущенных параболических уравнений рассмотрены в ра-

ботах [19], [25], [26], а имено, рассмотрены решения в виде фронта у задач

ε2∂
2u

∂x2 − ε
i∂u

∂t
= f(u, x, t, ε), x ∈ (0, 1), t ∈ T,

u(x, 0) = uinit(x), u(0, t) = u0, u(1, t) = u1.

(1.5)

В частности, в работе [19], [25] была исследована периодическая кон-

трастная структура для случая i = 2 и t ∈ R, в работе [26] – решение в

виде движущегося фронта для случая i = 1 и t ∈ [0, T ].

Периодические во времени движения двумерного фронта рассматри-

валось в работе [43].

Параболические сингулярно возмущенные одномерные задачи вида

ε
∂2u

∂x2 −
∂u

∂t
= A(u, x)

∂u

∂x
+B(u, x), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ],

u(0, t, ε) = u0, u(1, t, ε) = u1, t ∈ [0, T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0, 1]

(1.6)

с большим адвективным слагаемым и дополнительным условием (усло-

вие баланса адвекции)

ϕ(+)(x)∫
ϕ(−)(x)

A(u, x)du ≡ 0, x ∈ [0; 1]
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были исследованы в работах [44], [32]. Работе [44] доказано существова-

ние решения типа контрастной структуры стационарной задачи, а также

его асимптотическая устойчивость по Ляпунову. В работе [32] исследует-

ся периодические изменяющееся во времени решение типа контрастной

структуры.

Периодические контрастные структуры в параболических сингулярно

возмущенных одномерных задачах с малой адвекцией рассматривались

в работах [45], [46], а именно задача вида

ε2

(
∂2u

∂x2 −
∂u

∂t

)
− ε2A(u, x, t, ε)

∂u

∂x
− F (u, x, t, ε) = 0,

(x, t) ∈ D := {(x, t) ∈ R2 : 0 < x < 1, t ∈ R},
∂u

∂x
(0, t, ε) = u0(t),

∂u

∂x
(1, t, ε) = u1(t), t ∈ R,

u(x, t, ε) = u(x, t+ T, ε), (x, t) ∈ D̄.

(1.7)

В параболических и многомерных эллиптических задачах для обос-

нования существования решения вида контрастной структуры использу-

ется асимптотический метод дифференциальных неравенств.

Использование метода дифференциальных неравенств для параболи-

ческих задач

∂u

∂t
− Lu = f(u,M, t), M ∈ D, 0 < t < T,

u(s, t) = h(s, t), s ∈ ∂D, u(M, 0) = u0(M),

(1.8)

где L – эллиптический оператор общего вида в замкнутой области D̄

изложено в работах [47], [48], [49]. Суть метода заключается в построе-

нии функций α(M, t) и β(M, t), M ∈ D̄, 0 < t < T , удовлетворяющих
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специальной системе дифференциальных неравенств:

αt − Lα− f(α,M, t) 6 0 6 βt − Lβ − f(β,M, t), M ∈ D, 0 < t < T.

α(s, t) 6 h(s, t) 6 β(s, t), s ∈ ∂D, 0 6 t 6 T.

α(M, 0) 6 u(M, 0) 6 β(M, 0), M ∈ D̄.

α(M, t) 6 β(M, t), M ∈ D̄, 0 6 t 6 T.

Функции α и β называются, соответственно, верхним и нижним решени-

ями задачи (1.8).

Развитие метода дифференциальных неравенств применительно к син-

гулярно возмущенным задачам было предложено Н.Н. Нефедовым в ра-

ботах [24], [19], [20], [21], [22], [23], в которых изложен алгоритм постро-

ения верхних и нижних решений как модификации формальных асимп-

тотических приближений решений исходных задач. Этот метод получил

название «асимптотический метод дифференциальных неравенств».

В настоящей работе продолжены исследования решений в виде дви-

жущегося фронта и проведено обобщение на двумерные области.
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Глава 2

Решение вида движущегося фронта в

уравнении

реакция-диффузия-адвекция для

одномерного случая

2.1 Постановка задачи

В настоящей главе исследуется вопрос о существовании и асимптотиче-

ском приближении решения с внутренним переходным слоем следующей

задачи для уравнения реакция-адвекция-диффузия

ε
∂2u

∂x2 −
∂u

∂t
= A(u, x)

∂u

∂x
+B(u, x), x ∈ (0; 1), t ∈ (0;T ],

u(0, t, ε) = u0, u(1, t, ε) = u1, t ∈ [0;T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0; 1].

(2.1)

Здесь A(u, x) и B(u, x) – достаточно гладкие функции в области (u, x) ∈

Iu × [0; 1], Iu – некоторый промежуток изменения переменной u, ε > 0

– малый параметр, T > 0. Требуемый порядок гладкости функций A

17



и B связан, как обычно, с порядком строящейся асимптотики и легко

устанавливается.

Решения с внутренними переходными слоями для уравнения реакция-

диффузия-адвекция часто встречаются в приложениях, например, в эко-

логии при математическом моделировании изменения температуры или

концентрации газов в приповерхностных слоях атмосферы, а также в

химической кинетике.

К задачам указанного типа также относится используемое для моде-

лирование одномерных акустических волн уравнение Бюргерса.

Будем предполагать, что в начальный момент времени уже существу-

ет сформированный фронт, т.е. функция uinit(x, ε) имеет внутренний пе-

реходный слой в окрестности некоторой точки x00 отрезка [0; 1]. Докажем

существование решения в виде движущегося фронта, т.е. решения, име-

ющего внутренний переходный слой, который в каждый момент времени

t локализован в окрестности точки x̂(t, ε) ∈ (0; 1). Слева от указанной

окрестности решение u(x, t, ε) задачи (2.1) близко к решению дифферен-

циального уравнения

A(u, x)
du

dx
+B(u, x) = 0 (2.2)

с начальным условием u(0) = u0, а справа – близко к решению уравне-

ния (2.2) с начальным условием u(1) = u1. Существование этих решений

обеспечивается следующим требованием.

Условие А1. Уравнение (2.2) с дополнительными условием u(0) = u0

имеет на отрезке [0;1] решение u = ϕ(−)(x), а с дополнительным условием
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u(1) = u1 – решение u = ϕ(+)(x), причем

ϕ(−)(x) < ϕ(+)(x), x ∈ [0; 1],

и

A
(
ϕ(−)(x), x

)
> 0, A

(
ϕ(+)(x), x

)
< 0, x ∈ [0; 1].

Точка (x̂, t) описывает на плоскости (x, t) некоторую кривую x =

x̂(t, ε), которая определяет положение внутреннего переходного слоя внут-

ри интервала (0; 1) в момент времени t ∈ (0;T ]. Кривую x = x̂(t, ε)

определим равенством

u(x̂(t, ε), ε) = ϕ(x̂(t, ε)) :=
ϕ(−)(x̂(t, ε)) + ϕ(+)(x̂(t, ε))

2
. (2.3)

Кривую x = x̂(t, ε) будем искать в виде разложения

x̂(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + . . . , (2.4)

коэффициенты которого находятся при построение асимптотики.

Считаем, что в начальный момент времени t = 0 положение точки

перехода известно

x̂(0, ε) = x00, (2.5)

причем x00 ∈ (0; 1).

Разложение скорости движения точки перехода v =
dx̂

dt
имеет вид

v(t, ε) = v0(t) + εv1(t) + . . . , (2.6)

где vi =
dxi
dt

, i = 0, 1 . . ..

Потребуем также выполнения следующего условия.
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Рассмотрим присоединенную систему (см. [18]):

∂Q̃

∂ξ
= Φ,

∂Φ

∂ξ
= (A(Q̃, x(t))− V )Φ, −∞ < ξ < +∞. (2.7)

Функция x(t) здесь является параметром, а V =
dx

dt
. Разделим вто-

рое уравнение системы (2.7) на первое, и придем к дифференциально-

му уравнению первого порядка относительно функции Φ(Q̃, x), которое

определяет фазовые траектории этой системы на плоскости (Φ, ξ):

∂Φ

∂Q̃
= A(Q̃, x(t))− V. (2.8)

Точки (ϕ(∓), 0) фазовой плоскости (Q̃,Φ) являются точками покоя си-

стемы (2.7), а так как функция A(Q̃, x) непрерывна, то для каждого

значения параметра V существуют фазовые траектории

Φ(∓)(Q̃, x, V ) =

Q̃∫
ϕ(∓)(x)

(A(s, x)− V )ds, ϕ(−)(x) < Q̃ < ϕ(+)(x). (2.9)

Потребуем выполнения следующего условия:

Условие А2. Пусть существует множество X ⊂ (0; 1) функций x(t),

таких, что при ϕ(−)(x(t)) < Q̃ < ϕ(+)(x(t)) выполняются неравенства
Q̃∫

ϕ(∓)(x(t))

(A(s, x(t))− V ) ds > 0, (2.10)

где V =
dx

dt
.

В силу условия (А2) функции Φ(∓)(Q̃, x, V ) принимают положитель-

ные значения и лежат в верхней части фазовой плоскости, причем фазо-

вая траектория Φ(−)(Q̃, x, V ) входит в точку покоя (ϕ(−), 0) при ξ → −∞,

а фазовая траектория Φ(+)(Q̃, x, V ) входит в точку покоя (ϕ(+), 0) при

ξ → +∞.
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Отметим, что условие (А2) обеспечивает отсутствие стационарных

решений с внутренним переходным слоем у задачи (2.1) [33]. Условие

(А2) окажется также условием разрешимости соответствующих задач

для описания внутреннего переходного слоя (см. п. 2.2 ниже).

Расстояние между фазовыми траекториями Φ(−)(Q̃, x(−), V (−)) и

Φ(+)(Q̃, x(+), V (+)), где x(∓)(t) ∈ X, t ∈ [0;T ] определяется как разность

Φ(−)(Q̃, x(−), V (−))− Φ(+)(Q̃, x(+), V (+)).

Если существует такая функция x0(t) ∈ X , что

Φ(−)(Q̃, x0(t), v0)− Φ(+)(Q̃, x0(t), v0) = 0,

где v0 =
dx0

dt
, то на фазовой плоскости (Q̃,Φ) образуется траектория,

соединяющая точки покоя, а именно, выходящая из точки покоя (ϕ(−), 0)

и входящая в точку покоя (ϕ(+), 0).

Использую явный вид (2.9) функций Φ(∓) сформулируем условие су-

ществования соединительной траектории в следующем виде.

Условие А3. Пусть задача Коши

dx0

dt
=

ϕ(+)(x0)∫
ϕ(−)(x0)

A(u, x0)du

ϕ(+)(x0)− ϕ(−)(x0)
, x0(0) = x00 (2.11)

имеет решение x0(t), такое что

x0(t) ∈ (0; 1), t ∈ [0;T ].
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2.2 Построение формальной асимптотики решения

Асимптотика решения задачи (2.1) строится методом пограничных функ-

ций (см. [18]) отдельно в каждой из областей [0; x̂]× [0;T ] и [x̂; 1]× [0;T ]:

u =


u(−), (x, t) ∈ [0; x̂]× [0;T ],

u(+), (x, t) ∈ [x̂; 1]× [0;T ].

(2.12)

Функции u(−), u(+) имеют вид:

u(−) = ū(x, ε)(−) +Q(−)(ξ, t, ε), u(+) = ū(+)(x, ε) +Q(+)(ξ, t, ε). (2.13)

здесь ū(∓)(x, ε) – регулярные члены асимптотики; Q(∓)(ξ, t, ε) – функции

переходного слоя в окрестности кривой x = x̂(t, ε), ξ =
x− x̂(t, ε)

ε
–

переменная переходгого слоя: ξ 6 0 для функций с верхним индексом

(−), ξ > 0 для функций с верхним индексом (+).

Каждое слагаемое в (2.13) будем искать в виде разложения по степе-

ням ε:

ū(∓)(x, ε) = ū
(∓)
0 (x) + εū

(∓)
1 (x) + . . .+ εnū(∓)

n (x) + . . . , (2.14)

Q(∓)(ξ, t, ε) = Q
(∓)
0 (ξ, t) + εQ

(∓)
1 (ξ, t) + . . .+ εnQ(∓)

n (ξ, t) + . . . . (2.15)

Для нахождения коэффициентов этих рядов применяется стандарт-

ная процедура (см. [18]). При этом асимптотические разложения u(−) и

u(+) гладко сшиваются на кривой x = x̂(t, ε). Запишем условия непре-

рывности асимптотических разложений (см. [18], [33]):

ū(−)(x̂(t, ε), ε) +Q(−)(0, t, ε) = ū(+)(x̂(t, ε), ε) +Q(+)(0, t, ε) = ϕ(x̂(t, ε)).

(2.16)
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Функция ϕ(x̂(t, ε)) определена в (2.3).

Условия непрерывности производных асимптотических разложений

на кривой x = x̂(t, ε) запишем в виде:

ε
dū(−)

dx
(x̂(t, ε), ε) +

∂Q(−)

∂ξ
(0, t, ε) = ε

dū(+)

dx
(x̂(t, ε), ε) +

∂Q(+)

∂ξ
(0, t, ε).

(2.17)

2.2.1 Регулярная часть асимптотики

Подставляя разложения (2.14) в уравнение

ε
d2ū(∓)

dx2 = A(ū(∓)(x, ε), x)
dū(∓)

dx
+B(ū(∓)(x, ε), x) (2.18)

стандартным способом, описанным в [18], [33], получаем дифференци-

альные уравнения для определения функций ū(∓)
k (x), k = 0, 1, . . .

Главные регулярные члены асимптотики определяются условием (А1):

ū0(x, t) =


ū

(−)
0 (x) = ϕ(−)(x), 0 6 x 6 x̂(t, ε),

ū
(+)
0 (x) = ϕ(+)(x), x̂(t, ε) 6 x 6 1.

(2.19)

Функции ū(∓)
k (x) при k > 1 определяются из начальных задач:

Ā(∓)(x)
dū

(∓)
k

dx
= −

(
∂Ā(∓)

∂u
(x)

dϕ(∓)

dx
(x) +

∂B̄(∓)

∂u
(x)

)
ū

(∓)
k + f̄

(∓)
k (x),

ū
(−)
k (0) = 0, ū

(+)
k (1) = 0;

(2.20)
здесь

Ā(∓)(x) = A(ϕ(∓)(x), x), B̄(∓)(x) = B(ϕ(∓)(x), x), (2.21)

а f̄ (∓)
k (x) – известные функции, в частности f̄ (∓)

1 (x) =
d2ϕ(∓)

dx2
. Решения

этих задач можно выписать в явном виде:

ū
(−)
k (x) = exp

− x∫
0

W (−)(x′)dx′

 x∫
0

(
Ā(−)(s)

)−1
f̄

(−)
k (s) exp

 s∫
0

W (−)(s′)ds′

 ds,
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ū
(+)
k (x) = exp

− x∫
1

W (+)(x′)dx′

 x∫
1

(
Ā(+)(s)

)−1
f̄

(+)
k (s) exp

 s∫
1

W (+)(s′)ds′

 ds,

где

W (∓)(x) =
1

Ā(∓)(x)

(
∂Ā(∓)

∂u
(x)

dϕ(∓)

dx
(x) +

∂B̄(∓)

∂u
(x)

)
. (2.22)

2.2.2 Функции переходного слоя

Для того, чтобы получить уравнения для функций Q(∓)(ξ, t) следует пе-

реписать дифференциальные операторы в уравнении (2.1) в переменных

ξ, t. Оператор ε
∂2

∂x2 −
∂

∂t
принимает вид

1

ε

∂2

∂ξ2 +
1

ε
v(t, ε)

∂

∂ξ
− ∂

∂t
,

где v(t, ε) разложение (2.6), а оператор
∂

∂x
преобразуется в

1

ε

∂

∂ξ
.

Уравнения для функций Q(∓)
i u(ξ, t), i = 0, 1, . . . получаются стандарт-

ным способом (см. [18], [33]), путем приравнивания коэффициентов при

одинаковых степенях ε в обеих частях равенств

1

ε

∂2Q(∓)

∂ξ2 +
1

ε
v(t, ε)

∂Q(∓)

∂ξ
− ∂Q(∓)

∂t
=

=
1

ε
A
(
ū(∓)(εξ + x̂(t, ε), ε) +Q(∓)(ξ, t, ε), εξ + x̂(t, ε)

) ∂Q(∓)

∂ξ
+

+QA(∓)(ξ, t)
dū(∓)

dx
+QB(∓)(ξ, t),

(2.23)

где

QA(∓)(ξ, t) = A(ū(∓)(εξ+x̂(t, ε), ε)+Q(∓)(ξ, t, ε), εξ+x̂(t, ε))−A(ū(∓)(εξ+x̂(t, ε), ε), εξ+x̂(t, ε)),

QB(∓)(ξ, t) = B(ū(∓)(εξ+x̂(t, ε), ε)+Q(∓)(ξ, t, ε), εξ+x̂(t, ε))−B(ū(∓)(εξ+x̂(t, ε), ε), εξ+x̂(t, ε)).

Потребуем, чтобы функции переходного слоя удовлетворяли условиям
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равенства нулю на бесконечности:

Q
(−)
i (ξ, t)→ 0 при ξ → −∞, Q

(+)
i (ξ, t)→ 0 при ξ → +∞,

i = 0, 1, . . . , t ∈ (0;T ].

(2.24)

Приравнивая коэффициенты при ε−1 в правой и левой частях ра-

венства (2.23) получаем уравнения для функций Q
(−)
0 (ξ, t) при ξ 6 0

и Q(+)
0 (ξ, t) при ξ > 0:

∂2Q
(∓)
0

∂ξ2 −
(
A
(
ϕ(∓)(x̂(t, ε)) +Q

(∓)
0 , x̂(t, ε)

)
− v(t, ε)

) ∂Q(∓)
0

∂ξ
= 0. (2.25)

Граничные условия дляQ(∓)
0 при ξ = 0 получаются из (2.16) в нулевом

порядке разложения по степеням ε, а условия на бесконечности из (2.24):

Q
(−)
0 (0, t) + ϕ(−)(x̂(t, ε)) = Q

(+)
0 (0, t) + ϕ(+)(x̂(t, ε)) = ϕ(x̂(t, ε)),

Q
(−)
0 (ξ, t)→ 0 при ξ → −∞, Q

(+)
0 (ξ, t)→ 0 при ξ → +∞, t ∈ (0;T ].

(2.26)

Введем обозначение

Q̃(ξ, x̂(t, ε), v(t, ε)) =


ϕ(−)(x̂(t, ε)) +Q

(−)
0 (ξ, t), ξ 6 0,

ϕ(+)(x̂(t, ε)) +Q
(+)
0 (ξ, t), ξ > 0.

С его помощью перепишем задачи (2.25), (2.26) в виде

∂2Q̃

∂ξ2 −
(
A(Q̃, x̂(t, ε))− v(t, ε)

) ∂Q̃
∂ξ

= 0, ξ ∈ (−∞,+∞),

Q̃(0, x̂, v) = ϕ(x̂(t, ε)),

Q̃(−∞, x̂, v) = ϕ(−)(x̂(t, ε)), Q̃(+∞, x̂, v) = ϕ(+)(x̂(t, ε)), t ∈ (0;T ].

(2.27)

Уравнение (2.27) эквивалентно присоединенной системе (2.7), а значит
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существуют функции

Φ(−)(Q(ξ), x̂, v) =
∂Q

(−)
0

∂ξ
=

ϕ(−)(x̂,t,ε)+Q(−)∫
ϕ(−)(x̂(t,ε))

(A(u, x̂(t, ε))− v(t, ε)) du, ξ 6 0,

Φ(+)(Q(ξ), x̂, v) =
∂Q

(+)
0

∂ξ
=

ϕ(+)(x̂,t,ε)+Q(+)∫
ϕ(+)(x̂(t,ε))

(A(u, x̂(t, ε))− v(t, ε)) du, ξ > 0.

(2.28)
где

Φ(−)(ξ, x̂, v) := Φ(−)(Q(ξ), x̂, v) =
∂Q̃

∂ξ
(ξ, x̂, v), ξ 6 0,

Φ(+)(ξ, x̂, v) := Φ(+)(Q(ξ), x̂, v) =
∂Q̃

∂ξ
(ξ, x̂, v), ξ > 0.

(2.29)

Функции Q(∓)
0 (ξ, t) – решения начальных задач (2.28) с начальным усло-

вием (2.27) существуют для тех x̂(t, ε), для которых выполнено условие

(А2), обеспечивающее существование на фазовой плоскости (Q̃,Φ) сепа-

ратрис седловых точек не пересекающих ось Φ = 0.

Для Q
(∓)
0 (ξ, t) функций имеют место экспоненциальные оценки (см.

на пример [33], [57])

|Q(−)
0 (ξ, t)| 6 Ceκξ, ξ 6 0, |Q(+)

0 (ξ, t)| 6 Ce−κξ, ξ > 0, 0 6 t 6 T,

(2.30)

где C и κ – некоторые положительные числа.

Для краткости введем обозначения

Ã(ξ, t)=A
(
Q̃(ξ, x̂(t, ε)), x̂(t, ε)

)
, B̃(ξ, t)=B

(
Q̃(ξ, x̂(t, ε)), x̂(t, ε)

)
.

Подставляя ряды (2.14) и (2.15) в (2.23) и приравнивая слагаемые при

ε0 получаем уравнения для определения функций Q(∓)
1 (ξ, t):

∂2Q
(∓)
1

∂ξ2 +v(t, ε)
∂Q

(∓)
1

∂ξ
−Ã(ξ, t)

dQ
(∓)
1

dξ
−∂Ã
∂u

(ξ, t)Φ(∓)(ξ, x̂, v)Q
(∓)
1 = f

(∓)
1 (ξ, t),
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где

f
(∓)
1 (ξ, t) = Φ(∓)(ξ, x̂, v)

(
∂Ã

∂u
(ξ, t)

(
ū

(∓)
1 (x̂(t, ε)) +

dϕ(∓)

dx
(x̂(t, ε)) · ξ

)
+
∂Ã

∂x
(ξ, t) · ξ

)
+

+ Ã(ξ, t)
dϕ(∓)

dx
(x̂) + B̃(ξ, t).

и введены обозначения

∂Ã

∂u
(ξ, t) :=

∂A

∂u
(Q̃(ξ, x̂, v), x̂),

∂Ã

∂x
(ξ, t) :=

∂A

∂x
(Q̃(ξ, x̂, v), x̂). (2.31)

Далее в тексте аналогичным образом определены все частные производ-

ные функций Ã и B̃.

Граничные условия для Q(∓)
1 (ξ, t) следуют из (2.3) и (2.24):

Q
(∓)
1 (0, t) = −ū(∓)

1 (x̂(t, ε)), Q
(−)
1 (ξ, t)→ 0 при ξ → −∞, Q

(+)
1 (ξ, t)→ 0 при ξ → +∞.

Функции Q(∓)
1 (ξ, t) можно найти в явном виде

Q
(−)
1 (ξ, t) = −ū(−)

1 (x̂(t, ε))
Φ(−)(ξ, x̂, v)

Φ(−)(0, x̂, v)
+

+Φ(−)(ξ, x̂, v)

ξ∫
0

1

Φ(−)(s, x̂, v)

s∫
−∞

f
(−)
1 (η, t)dηds, ξ 6 0,

Q
(+)
1 (ξ, t) = −ū(+)

1 (x̂(t, ε))
Φ(+)(ξ, x̂, v)

Φ(+)(0, x̂, v)
+

+Φ(+)(ξ, x̂, v)

ξ∫
0

1

Φ(+)(s, t, x̂, v)

s∫
+∞

f
(+)
1 (η, t)dηds, ξ > 0.

Для Q(∓)
1 справедливы экспоненциальные оценки типа (2.30).

Аналогично первому приближению можно определить функции пере-

ходного слоя для любого i = 2, 3, . . . , считая, что они определены уже

для номеров i = 0, 1, . . . , k − 1 и имеют экспоненциальные оценки.

Приравнивая в (2.23) слагаемые при εi−1 с учетом разложений (2.14)
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и (2.15), получаем уравнения для определения функций Q(∓)
i (ξ, t):

∂2Q
(∓)
i

∂ξ2 +v(t, ε)
∂Q

(∓)
i

∂ξ
−Ã(ξ, t)

∂Q
(∓)
i

∂ξ
−∂Ã
∂u

(ξ, t)Φ(∓)(ξ, x̂, v), Q
(∓)
i = f

(∓)
i (ξ, t).

(2.32)

Граничные условия для Q(∓)
i (ξ, t) следуют из (2.3) и (2.24):

Q
(∓)
i (0, t) = −ū(∓)

i (x̂(t, ε)), Q
(−)
i (ξ, t)→ 0 при ξ → −∞, Q

(+)
i (ξ, t)→ 0 при ξ → +∞,

(2.33)

а f (∓)
i – известные на i-ом шаге функции.

2.3 Асимптотическое приближение положения фрон-

та

Введем функцию H(x̂, v, t, ε):

H(x̂, v, t, ε) := ε

(
du(−)

dx
− du(+)

dx

)
= H0(x̂, v, t)+εH1(x̂, v, t)+ε

2H2(x̂, v, t)+. . . ,

где

H0(x̂, v, t) =
∂Q

(−)
0

∂ξ
(0, t)− ∂Q

(+)
0

∂ξ
(0, t). (2.34)

H1(x̂, v, t) =
dϕ(−)

dx
(x̂)−dϕ

(+)

dx
(x̂)+ε

(
∂Q

(−)
1

∂ξ
(0, t)− ∂Q

(+)
1

∂ξ
(0, t)

)
. (2.35)

и т.д.

Условие C1-сшивания (2.17) выражается равенством H(x̂, t, ε) = 0. В

порядке ε0 дает равенство

H0(x̂, v, t) = 0. (2.36)
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Выпишем выражение для H0(x̂, v, t) с учетом выражения (2.28):

H0(x̂, v, t) =

ϕ(+)∫
ϕ(−)

A(u, x̂)du− v(ϕ(+)(x̂)− ϕ(−)(x̂)). (2.37)

Согласно Условию (А3) существует x0(t) – решение уравнения (2.36)

с начальным условием x0(0) = x00.

Запишем условие сшивания (2.17), с учетом разложений (2.4) и (2.6):(
ϕ(−)(x0(t))− ϕ(+)(x0(t))

)
·v1+

∂H0

∂x̂
(x0, v0, t)·x1+H1(x0, v0, t) = 0 (2.38)

Учтем также, что v1 =
dx1

dt
и перепишем уравнение (2.38) следующим

образом:

dx1

dt
= −∂H0

∂x̂
(x0, v0, t)(ϕ

(−)(x0(t))−ϕ(+)(x0(t)))
−1x1 +G1(x0(t), t), (2.39)

где G1(x0(t), t) – известная функция.

Решая уравнение (2.39) с начальным условием x1(0) = 0 (здесь учте-

но (2.5) и начальное условие задачи (2.11)), находим функцию x1(t) в

явном виде.

Аналогично в порядке εi получаем уравнение для определения функ-

ции xi(t), которое можно записать в виде, аналогичном (2.39):

dxi
dt

= −∂H0

∂x̂
(x0, v0, t) ·

(
ϕ(−)(x0(t))− ϕ(+)(x0(t))

)−1

· xi +Gi(x0(t), t),

(2.40)

где Gi(x0(t), t) на каждом шаге – известные функции. Решая это урав-

нение с начальным условием xi(0) = 0 находим функцию xi(t).

Определим члены рядов (2.14), (2.15) и (2.4) до номера n включитель-

но, и положим

Xn(t) =
n∑
i=0

εixi, ξn =
x−Xn(t)

ε
.
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Кривая Xn(t) разделяет область D̄ : (x, t) ∈ [0; 1]× [0;T ] на подобла-

сти D̄(−)
n и

D̄
(+)
n

{
D̄

(−)
n : (x, t) ∈ [0;Xn(t)]× (0;T ]

}
и
{
D̄

(+)
n : (x, t) ∈ [Xn(t), 1]× (0;T ])

}
.

Составим суммы

U (−)
n (x, t, ε) =

n∑
i=0

εi
(
ū(−)
n (x) +Q(−)

n (ξ, t)
)
, (x, t) ∈ D̄(−)

n × [0;T ],

U (+)
n (x, t, ε) =

n∑
i=0

εi
(
ū(+)
n (x) +Q(+)

n (ξ, t)
)
, (x, t) ∈ D̄(+)

n × [0;T ].

(2.41)

Ряды x̂(t, ε), входящие в выражения для Q-функций в выражени-

ях (2.41), заменены на их частичные суммы Xn(t). Положим

Un =


U

(−)
n (x, t, ε), (x, t) ∈ D̄(−)

n × [0;T ],

U
(+)
n (x, t, ε), (x, t) ∈ D̄(+)

n × [0;T ].

(2.42)

Функция Un(x, t, ε) по своему построению удовлетворяет уравнению

и граничным условиям (2.1) с точностью O(εn+1) всюду в области D̄,

за исключением кривой Xn(t), а на этой кривой она и её производная

имеет разрывы (скачки). Можно провести сглаживание функций Un, на-

пример, как это было сделано в работе [61], в результате чего они будут

удовлетворять уравнениям (2.1) с точностью O(εn+1) всюду в области D̄,

включая кривую Xn(t).

2.4 Обоснование асимптотики

Для доказательства существования решения с построенной асимптоти-

кой и оценки ее точности используется асимптотический метод диффе-

ренциальных неравенств (см. [24], [47], [48], [49]). Для доказательства
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построим непрерывные функции α(x, t, ε), β(x, t, ε), называемые, соот-

ветственно, нижним и верхним решениями задачи (2.1), таким образом,

чтобы они при достаточно малых ε удовлетворяли условиям:

(У1) α(x, t, ε) 6 β(x, t, ε) при (x, t) ∈ D̄ × [0;T ].

(У2)

L[α] ≡ ε
∂2α

∂x2−
∂α

∂t
−
(
A(α, x)

∂α

∂x
+B(α, x)

)
> 0, (x, t) ∈ D̄×[0;T ], ε ∈ (0; ε0];

L[β] ≡ ε
∂2β

∂x2−
∂β

∂t
−
(
A(β, x)

∂β

∂x
+B(β, x)

)
6 0, (x, t) ∈ D̄×[0;T ], ε ∈ (0; ε0].

для почти всех точек (x, t) ∈ D̄× [0, T ], за исключением тех кривых x(t),

на которых функции α(x, t, ε) и β(x, t, ε) не являются гладкими.

(У3) α(0, t, ε) 6 u0 6 β(0, t, ε), α(1, t, ε) 6 u1 6 β(1, t, ε).

При этом мы предположим, что выполнено следующее условие.

(У4) Пусть начальная функция такова, что выполнено сле-

дующее неравенство: α(x, 0, ε) 6 uinit(x, ε) 6 β(x, 0, ε).

(У5)
∂β(−)

∂x

∣∣∣∣
x=x̄(t)

− ∂β(+)

∂x

∣∣∣∣
x=x̄(t)

> 0,

где x̄(t) – кривая, на которой верхнее решение не является гладким.

dα(−)

dx

∣∣∣∣
x=x(t)

− dα(+)

dx

∣∣∣∣
x=x(t)

6 0,

где x(t) – кривая, на которой нижнее решение не является гладким.

Известно (см., например, [47], [48], [49]), что при выполнение усло-

вий (У1)-(У4) существует решение задачи (2.1), u(x, t, ε), для которого

выполняются неравенства

α(x, t, ε) 6 u(x, t, ε) 6 β(x, t, ε), (x, t) ∈ D̄ × [0;T ].
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2.4.1 Построение верхнего и нижнего решений

Верхнее и нижнее решения будем строить как модификацию асимптоти-

ческих рядов (2.41). Зададим кривую x̄(t) в виде

x̄(t) =
n+1∑
i=0

εixi(t)− εn+1δ(t) = Xn+1(t)− εn+1δ(t), (2.43)

где δ(t) – положительная функция, которая будет определена ниже. Пусть

v̄(t) =
dx̄

dt
=
dXn+1

dt
− εn+1dδ

dt
. (2.44)

Верхнее решение задачи (2.1) будем строить отдельно в областях D̃(−)

и D̃(+), на которые кривая x̄(t) делит область D̄:

β(x, t, ε) =


β(−)(x, t, ε), (x, t) ∈ D̃(−) × [0;T ], ε ∈ (0, ε0],

β(+)(x, t, ε), (x, t) ∈ D̃(+) × [0;T ], ε ∈ (0, ε0].

(2.45)

Функции β(−)(x, t, ε), β(+)(x, t, ε) будем сшивать на кривой x̄(t) так,

чтобы β(x, t, ε) были непрерывны на этой кривой и выполнялись равен-

ства:

β(−)(x̄(t), t, ε) = β(+)(x̄(t), t, ε) =
ϕ(−)(x̄(t)) + ϕ(+)(x̄(t))

2
. (2.46)

Функция β(x, t, ε) не является гладкой. На кривой x̄(t) производная
∂β

∂x
терпит разрыв (скачок). Выберем функцию δ(t) в разложении (2.43),

таким образом, чтобы выполнялось условие (У5) для верхнего решения.

Введем растянутую переменную

ξ̄ =
x− x̄(t)

ε
. (2.47)

Функции β(−), β(+) будем строить как модификацию функций U (−)
n+1,
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U
(+)
n+1, задаваемых формулами типа (2.41):

β(−) = U
(−)
n+2

∣∣∣
ξ̄

+ εn+1
(
µ(−)(x) + q

(−)
0 (ξ̄, x̄(t), v̄(t)) + εq

(−)
1 (ξ̄, x̄(t), v̄(t))

)
,

β(+) = U
(+)
n+2

∣∣∣
ξ̄

+ εn+1
(
µ(+)(x) + q

(+)
0 (ξ̄, x̄(t), v̄(t)) + εq

(+)
1 (ξ̄, x̄(t), v̄(t))

)
.

(2.48)

Здесь через U (∓)
n+1 обозначены функции (2.41), определенные до (n+1)

порядка, в которых аргумент ξ функций Q заменен на ξ̄, а функция

Xn+1(t) – на x̄(t).

Функции µ(∓)(x) выбираются далее так, чтобы выполнялись условия

(У2) и (У3). Определим их как решения задач

dµ(∓)

dx
+W (∓)(x)µ(∓)(x) = R ·

(
Ā(∓) (x)

)−1

,

µ(−)(0) = R(−), µ(+)(1) = R(+),

(2.49)

где R, R(−), R(+) – некоторые положительные величины, а W (x)(∓)(x) и

Ā(∓)(x) – обозначения (2.21) и (2.22).

Выражения для функций µ(∓)(x) можно выписать в явном виде:

µ(−)(x) = R(−)e
−

x∫
0

W (−)(x′)dx′

+R · e
−

x∫
0

W (−)(x′)dx′
x∫

0

(
Ā(−)(s)

)−1

e
−

s∫
0

W (−)(s′)ds′

ds;

µ(+)(x) = R(+)e
−

x∫
1

W (+)(x′)dx′

+R · e
−

x∫
1

W (+)(x′)dx′
x∫

1

(
Ā(+)(s)

)−1

e
−

s∫
1

W (+)(s′)ds′

ds.

(2.50)

Согласно условию (А1) при всех x ∈ [0; 1] выполняются неравенства

Ā(−)(x) > 0, Ā(+)(x) < 0, поэтому функции µ(∓)(x) принимают положи-

тельные значения при x ∈ [0; 1].

Функции q(∓)
0 (ξ̄, x̂, v̄) устраняют невязки порядка εn в выражении L[β]

и невязки порядка εn+1 в условии непрерывного сшивания верхнего ре-
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шения (2.46), возникающие в результате модификации регулярной части

– добавок µ(∓)(x). Определим их как решения уравнений

∂2q
(∓)
0

∂ξ̄
2 +v̄(t)

∂q
(∓)
0

∂ξ̄
−Ã(ξ̄, t)

∂q
(∓)
0

∂ξ̄
−∂Ã
∂u

(ξ̄, t)Φ(∓)(ξ̄, x̄, v̄)q
(∓)
0 = Φ(∓)(ξ̄, x̄, v̄)

∂Ã

∂u
(ξ̄, t)µ(∓)(x̄(t)).

(2.51)

Граничные условия для q
(∓)
0 (ξ̄, x̂, v̄) при ξ̄ = 0 следуют из условия

непрерывного сшивания верхнего решения (2.46) с учетом условий при

ξ̄ = 0 для функций Q(∓)
i (ξ̄, t), i = 0, 1, . . . , n+ 1 (см. (2.26) и (2.40))

q
(∓)
0 (0, t) = −µ(∓)(x̄(t)), t ∈ [0;T ].

Потребуем ещё выполнения условий на бесконечности:

q
(−)
0 (ξ̄, x̂, v̄)→ 0 при ξ̄ → −∞, q

(+)
0 (ξ̄, x̂, v̄)→ 0 при ξ̄ → +∞, t ∈ [0;T ].

Функции q(∓)
0 (ξ̄, x̂, v̄) можно выписать в явном виде:

q
(∓)
0 (ξ̄, x̂, v̄) = −µ(∓)

1 (x̄)
Φ(∓)(ξ̄, x̂, v̄)

Φ(∓)(0, x̂, v̄)
+

+ Φ(ξ̄, x̂, v̄)

ξ̄∫
0

1

Φ(∓)(s, x̂, v̄)

s∫
∓∞

Φ(∓)(η, x̄, v̄)
∂Ã

∂u
(η, t)µ(∓)(x̄)dηds, ξ̄ 6 0,

(2.52)

Функции q
(∓)
1 (ξ̄, x̂, v̄) устраняют невязки порядка εn+1 в выражении

L[β], возникающие в результате добавок µ(∓)(x) и q(∓)
0 (ξ̄, x̂, v̄). Определим
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их как решения задач

∂2q
(∓)
1

∂ξ̄
2 + v̄(t)

∂q
(∓)
1

∂ξ̄
− Ã(ξ̄, t)

∂q
(∓)
1

∂ξ̄
− ∂Ã

∂u
(ξ̄, t)Φ(∓)(ξ̄, x̄, v̄)q

(∓)
1 =

=

(
∂Ã

∂u
(ξ̄, t)

dµ(∓)

dx
(x̄)ξ̄ +

∂2Ã

∂u2 (ξ̄, t)(µ(∓)(x̄) + q
(∓)
0 (ξ̄, t))

(
ū

(∓)
1 (x̄) +Q

(∓)
1 (ξ̄, t) +

dϕ(∓)

dx
(x̄)ξ̄

)
+

+
∂2Ã

∂u∂x
(ξ̄, t)ξ̄(µ(∓)(x̄) + q

(∓)
0 (ξ̄, t))

)
Φ(∓)(ξ̄, x̂, v̄)+

+
∂Ã

∂u
(ξ̄, t)

(
q

(∓)
0 (ξ̄, t))

(
∂Q

(∓)
1

∂ξ̄
(ξ̄, t) +

dϕ(∓)

dx
(x̄)

)
+ µ(∓)(x̄)

∂Q
(∓)
1

∂ξ̄
(ξ̄, t) +

+
∂q

(∓)
0

∂ξ̄
(ξ̄, t)

(
ū

(∓)
1 (x̄) +Q

(∓)
1 (ξ̄, t) +

dϕ(∓)

dx
(x̄)ξ̄

))
+
∂Ã

∂x
(ξ̄, t)

∂q
(∓)
0

∂ξ̄
(ξ̄, t) · ξ̄+

+
∂B̃

∂u
(ξ̄, t)q

(∓)
0 (ξ̄, t)+Q0A

(∓)(ξ̄, t)
dµ(∓)

dx
(x̄)+

(
∂Q0A

(∓)

∂u
(ξ̄, t)

dϕ(∓)

dx
(x̄) +

∂Q0B
(∓)

∂u
(ξ̄, t)

)
µ(∓)(x̄).

q
(−)
1 (0, x̂, v̄) = q

(+)
1 (0, x̂, v̄) = 0, q

(∓)
1 (ξ̄, x̂, v̄) = 0 при ξ̄ → ∓∞, t ∈ [0;T ]. (2.53)

здесь

Q0A
(∓)(ξ̄, t) = A

(
ϕ(∓)(x̄(t)) +Q0(ξ̄, t), x̄(t)

)
− A

(
ϕ(∓)(x̄(t)), x̄(t)

)
,

∂Q0A
(∓)

∂u
(ξ̄, t) =

∂A

∂u

(
ϕ(∓)(x̄(t)) +Q0(ξ̄, t), x̄(t)

)
− ∂A

∂u

(
ϕ(∓)(x̄(t)), x̄(t)

)
и аналогичный смысл имеет обозначение

∂Q0B
(∓)

∂u
(ξ̄, t); через

∂Ã

∂u
(ξ̄, t)

обозначена частная производная
∂A

∂u
(Q̃(ξ̄, x̂, v̄)), и в том же смысле сле-

дует понимать остальные частные производные функций Ã и B̃.

Функции q(∓)
0 , q

(∓)
1 имеют экспоненциальные оценки типа (2.30).

Нижнее решение α(x, t, ε) задачи (2.1) построим аналогично верхнему.

Зададим кривую перехода x(t) для нижнего решения в виде

x(t) =
n+1∑
i=0

εixi(t) + εn+1δ(t) = Xn+1(t) + εn+1δ(t). (2.54)

где δ(t) - та же, что и в (2.43). Обозначим v(t) =
dx

dt
. Введем растянутую

переменную

ξ =
x− x(t)

ε
. (2.55)
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Нижнее решение задачи (2.1) будем строить отдельно в областях K̃(−)

и K̃(+), на которые кривая x(t) разделяет область D̄:

α(x, t, ε) =


α(−)(x, t, ε), (x, t) ∈ K̃(−) × [0;T ],

α(+)(x, t, ε), (x, t) ∈ K̃(+) × [0;T ], ε ∈ (0, ε0].

(2.56)

Функции α(−)(x, t, ε), α(+)(x, t, ε) будем сшивать на кривой x(t), так

чтобы выполнялись равенства

α(−)(x(t), t, ε) = α(+)(x(t), t, ε) =
ϕ(−)(x(t)) + ϕ(+)(x(t))

2
. (2.57)

Нижнее решение будем строить таким образом, чтобы при том же

самом δ(t), что и для верхнего решения, выполнялось условие (У5) для

нижнего решения.

Функции α(−), α(+) будем строить как модификацию рядов из (2.41),

определенных до (n+ 1)-го порядка:

α(−) = U
(−)
n+1

∣∣∣
ξ
− εn+1

(
µ(−)(x) + q

(−)
0 (ξ, x(t), v(t)) + εq

(−)
1 (ξ, x(t), v(t))

)
,

α(+) = U
(+)
n+1

∣∣∣
ξ
− εn+1

(
µ(+)(x) + q

(+)
0 (ξ, x(t), v(t)) + εq

(+)
1 (ξ, x(t), v(t))

)
.

(2.58)

Здесь функции µ(∓)(x) - те же, что и в выражениях для верхнего

решения, а q(∓)
0 (ξ, x, v), q

(∓)
1 (ξ, x, v) определяются из тех же задач, что и

для верхнего решения, в которых переменные ξ̄, x̄(t), v̄(t) заменены на

ξ, x(t), v(t).

Лемма. Функции β(x, t, ε) и α(x, t, ε) определенные (2.48) и (2.58)

удовлетворяют условиям (У1)-(У6), т.е являются верхним и нижним

решениями задачи (2.1).
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Доказательство леммы состоит в проверке условий (У1)-(У5) опре-

деления нижнего и верхнего решений.

Условие (У1) упорядочености верхнего и нижнего решений проверя-

ется так же как в работах [26], [52].

Из самого способа построения верхнего и нижнего решений следуют

неравенства (см. [26])

L[β] = −εn+1R +O(εn+2) < 0, L[α] = εn+1R +O(εn+2) > 0,

где R > 0 – постоянная в правой части задачи (2.49).

Условия (У3) оказываются выполненными при выборе достаточно боль-

ших положительных величин R(−) и R(+) в начальных условиях зада-

чи (2.49).

Проверим выполнение неравества (У5) для верхнего решения. Разло-

жим величину

ε

(
∂β(−)

∂x
− ∂β(+)

∂x

)∣∣∣∣
x=x̄(t)

в ряд по степеням ε. В силу проведенного сшивания формальных асимп-

тотик (а именно, в силу равенств (2.34) и (2.35) и аналогичных для

i = 2, . . . , n + 1) коэффициенты при εi для i = 1, . . . , n равны нулю,

а коэффициент при εn+1 включает только те слагаемые, которые возни-

кают в результате модификации асимптотики:

ε

(
dβ(−)

dx
− dβ(+)

dx

)∣∣∣∣
x=x̄(t)

= −εn+1
(
ϕ(−)(x0(t))− ϕ(+)(x0(t))

) dδ(t)
dt
−

−εn+1∂H0

∂x̂
(x0, v0, t)·δ(t)+εn+1

(
∂q

(−)
0

∂ξ̄
(0, x0(t), v0(t))− ∂q

(+)
0

∂ξ̄
(0, x0(t), v0(t))

)
+O(εn+2),

t ∈ [0;T ], (2.59)

здесь Φ(−) и Φ(+) – определены в (2.29), а x0(t) и v0(t) – первые члены

разложений (2.4) и (2.6).
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Вычислим выражение в скобках в последнем слагаемом, использовав

явный вид функции q(∓)
0 (ξ̄, x̂, v̄) (см. (2.52)) , уравнение (2.27) и обозна-

чения (2.29):

∂q
(−)
0

∂ξ̄
(0, x0, v0)−

∂q
(+)
0

∂ξ̄
(0, x0, v0) = (v0−Ā(−)(x0))µ

(−)(x0)−(v0−Ā(+)(x0))µ
(+)(x0),

где Ā(∓)(x) – обозначения (2.21).

Определим функцию δ(t) как решение начальной задачи

dδ

dt
= −∂H0

∂x̂
(x0, v0, t) ·

(
ϕ(−)(x0(t))− ϕ(+)(x0(t))

)−1

· δ + F (t) + σ, t ∈ (0;T ],

δ(0) = δ0,

где

F (t) =
(

(v0(t)− Ā(−)(x0(t)))µ
(−)(x0(t))− (v0(t)− Ā(+)(x0(t)))µ

(+)(x0(t))
)
×

×(ϕ(−)(x0(t))− ϕ(+)(x0(t)))
−1,

δ0 > 0, а σ – положительная величина, которая выбирается таким обра-

зом, чтобы функция δ(t) принимала положительные значения при всех

t ∈ [0;T ], т.е. из условия

max
06t6T

|F (t)|+ σ > 0, 0 6 t 6 T.

При таком выборе δ(t) из (2.59) получаем:

ε

(
dβ(−)

dx
− dβ(+)

dx

)∣∣∣∣
x=x̄(t)

= −εn+1
(
ϕ(−)(x0(t))− ϕ(+)(x0(t))

)
σ+O(εn+2) > 0.

Последнее неравенство выполняется при достаточно малых ε, посколь-

ку σ > 0 и в силу неравенства ϕ(−)(x0(t))− ϕ(+)(x0(t)) < 0 (см. условие

(А1)).

При том же выборе функции δ(t) выполнено неравенство условия (У5)

для нижнего решения.
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Построенные верхнее и нижнее решения гарантируют существование

решения u(x, t, ε) задачи (2.1), удовлетворяющего неравенствам (см. [47], [48]):

α(x, t, ε) 6 u(x, t, ε) 6 β(x, t, ε), (x, t) ∈ D̄ × [0;T ], ε ∈ (0; ε0].

Поскольку β(x, t, ε)− α(x, t, ε) = O(εn) то

u(x, t, ε) = α(x, t, ε)+O(εn) = Un+1(x, t, ε)+O(εn) = Un−1(x, t, ε)+O(εn).

Основной результат настоящей работы – следующая

Теорема. При выполнении условий (А1)-(А2) для любой достаточ-

но гладкой начальной функции uinit(x, ε), лежащей между верхним и

нижним решениями:

α(x, 0, ε) 6 uinit(x, ε) 6 β(x, 0, ε),

существует решение u(x, t, ε) задачи (2.1), которое при любом t ∈ [0;T ]

заключено между этими верхним и нижним решениями, и для кото-

рого функция Un(x, t, ε) является равномерными при (x, t) ∈ [0; 1]×[0;T ]

асимптотическим приближением с точностью O(εn+1).

2.5 Пример

Рассмотрим задачу для варианта уравнения Бюргерса

ε
∂2u

∂x2 −
∂u

∂t
= −u∂u

∂x
+ u, x ∈ [0; 1/3], t ∈ (0;T ],

u(0, t, ε) = −2, u(1/3, t, ε) = 4/3, t ∈ [0;T ]

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0; 1/3].

(2.60)

Уравнение (2.2) приводится к виду

du

dx
= 1.
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Решения ϕ(−) и ϕ(+) имеют вид

ϕ(−)(x) = x− 2, ϕ(+)(x) = x+ 1

И удовлетворяют условию ϕ(−) < ϕ(+), x ∈ [0; 1/3]. Имеем также

A(ϕ(−)(x), x) = −(x−2) > 0,A(ϕ(+)(x), x) = −(x+1) < 0 при x ∈ [0; 1/3].

Таким образом, условие (А1) выполнено.

Задача (2.11) для определения главного члена асимптотического опи-

сания фронта x0(t) принимает вид

dx0

dt
=

ϕ(+)(x0)∫
ϕ(−)(x0)

A(u, x0)du

ϕ(+) ( x0)− ϕ(−) ( x0)
:= −x0 +

1

2
,

x0(0) = x00, x00 ∈ (0; 1).

Решение этой задачи имеет вид

x0(t) = e−t
(
x00 −

1

2

)
+

1

2
.

Проверим условие (А2). Имеем
s∫

ϕ(∓)(x)

(A(u, x)− V (x))du =
(ϕ(∓)(x) + s+ 2v) · (ϕ(∓)(x)− s)

2
> 0

при s ∈ (ϕ(−)(x), ϕ(+)(x)), x ∈
[
0;

1

3

]
.

Таким образом, все условия сформулированной выше теоремы выполне-

ны, и рассмотренное уравнение Бюргерса имеет решение с переходным

движущимся слоем, локализованным вблизи X0(t), явно выражение для

которого получено выше.

Использовав явные представления решения задач (2.20), (2.25) и (2.32),

(2.40), можно получить явные представления для членов асимптотики.
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Использовав найденные члены асимптотики, можно показать, что урав-

нение (2.39) для определения важной для приложений поправки x1(t)

приводится к виду
dx1

dt
= x1

Учитывая нулевое дополнительное условие x1(0) = 0, получаем x1(t) =

0.
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Глава 3

Движение двумерного фронта в

задаче реакция-диффузия

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения реакция-диффузия.

ε2∆u− ε∂u
∂t

= f(u, x, y, ε), x ∈ R, y ∈ (0, a), t ∈ (0, T ],

uy(x, 0, t, ε) = uy(x, a, t, ε) = 0, x ∈ R, t ∈ [0, T ],

u(x, y, t, ε) = u(x+ L, y, t, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ [0, T ],

u(x, y, 0, ε) = uinit(x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a].

(3.1)

Здесь ε ∈ (0; ε0] – малый параметр. Будем считать, что функция f(u, x, y, ε)

– L - периодическая по переменной x, достаточно гладкая в области

Iu×D̄, где Iu – допустимый интервал значений u, D̄ = {(x, y) : R× [0, a]},

uinit(x, y, ε) - непрерывная функция в D̄, L - периодическая по перемен-

ной x.

Будем рассматривать задачу в постановке (3.1), считая что выполнен

ряд условий.
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Условие С1.

Пусть функция f(u, x, y, ε) такова, что вырожденное уравнение

f(u, x, y, 0) = 0 имеет в области D̄ три изолированных L - периодических

по переменной x корня u = ϕ(∓)(x, y), u = ϕ(0)(x, y), причем всюду в

области D̄ выполняются неравенства ϕ(−)(x, y) < ϕ0(x, y) < ϕ(+)(x, y) и

fu(ϕ
(∓)(x, y), x, y, 0) > 0, fu(ϕ0(x, y), x, y, 0) < 0.

Мы будем исследовать решение задачи (3.1), которое имеет вид дви-

жущегося фронта, а именно, такое решение, которое в каждый момент

времени при 0 6 y 6 h(x, t) близко к поверхности ϕ(−)(x, y), а при

h(x, t) 6 y 6 a близко к поверхности ϕ(+)(x, y) и резко изменяется от

значений на поверхности ϕ(−)(x, y) до значений на поверхности ϕ(+)(x, y)

в окрестности некоторой кривой y = h(x, t). В этом случае говорят, что

решение задачи (3.1) содержит внутренний переходный слой в окрестно-

сти этой кривой.

Будем считать, что y = h(x, t) – это та кривая, на которой решение

u(x, y, t, ε) задачи (3.1) в каждый момент времени принимает значение,

равное ϕ0(x, y).

Кривая y = h(x, t) в каждый момент времени делит область D̄ на две

части: D̄(−) = {(x, y) : R ∪ [0;h(x, t)]} и D̄(+) = {(x, y) : R ∪ [h(x, t); a]}.

Для детального описания переходного слоя перейдем в окрестности

этой кривой к локальным координатам (l, r) с помощью соотношений

x = l − r sinα y = h(l, t) + r cosα, (3.2)
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где

sinα =
hx√

1 + h2
x

, cosα =
1√

1 + h2
x

, (3.3)

α – угол между осью y и нормалью к кривой y = h(x, t), проведенной в

область y > h(x, t) в каждый момент времени t, r – расстояние от этой

кривой по нормали к ней. Будем считать что r > 0 в области D(+), r < 0

в области D(−), r = 0 на кривой y = h(x, t), l – x-координата точки

на этой кривой, из которой нормаль проводится; производные функций

h(x, t) в выражении (3.3) берутся при x = l.

Перепишем дифференциальные операторы, входящие в уравнение (3.1),

в переменных r, l, t.

∇ =

{
− hx√

1 + h2
x

∂

∂r
−

√
1 + h2

x

rhxx − (1 + h2
x)

3
2

∂

∂l
;

1√
1 + h2

x

∂

∂r
−

hx
√

1 + h2
x

rhxx − (1 + h2
x)

3
2

∂

∂l

}
;

(3.4)

∂

∂t
=

∂

∂t
+ (v,∇) =

∂

∂t
+ r

hxt

(1 + h2
x)

3
2

(
hx√

1 + h2
x

∂

∂r
+

√
1 + h2

x

rhxx − (1 + h2
x)

3
2

∂

∂l

)
+

+

(
ht − r

hxhxt

(1 + h2
x)

3
2

)(
1√

1 + h2
x

∂

∂r
−

hx
√

1 + h2
x

rhxx − (1 + h2
x)

3
2

∂

∂l

)
=

=
∂

∂t
+

ht√
1 + h2

x

∂

∂r
+

1

rhxx − (1 + h2
x)

3
2

(
rhxt − hthx

√
1 + h2

x

) ∂

∂l
;

(3.5)

∆ =
∂2

∂r2 +
hxx

rhxx − (1 + h2
x)

3
2

∂

∂r
+

+
1 + h2

x(
rhxx − (1 + h2

x)
3
2

)3

(
2rhxh

2
xx + hxhxx

(
1 + h2

x

) 3
2 − rhxxx

(
1 + h2

x

)) ∂

∂l
+

+

(
1 + h2

x

)2(
rhxx − (1 + h2

x)
3
2

)2

∂2

∂l2
.

(3.6)
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Производные функции h(x, t), входящие в выражения (3.4)-(3.6), бе-

рутся при x = l.

Введем растянутую переменную

ξ =
r

ε
. (3.7)

В переменных ξ, l, t дифференциальный оператор в уравнении (3.1)

принимает вид

ε2∆− ε ∂
∂t

=
∂2

∂ξ2 −
ht√

1 + h2
x

∂

∂ξ
− ε

(
∂

∂t
+

hxx

(1 + h2
x)

3
2

∂

∂ξ
+

hthx
1 + h2

x

∂

∂l

)
+

+
n∑
i=2

εiLi +O(εn+1), (3.8)

где Li – дифференциальные операторы первого или второго порядка по

переменным ξ, l и x.

3.1.1 Присоединенные системы

Запишем так называемое присоединенное уравнение для функции ũ(ξ, h(x, t)):

∂2ũ

∂ξ2 −
ht√

1 + h2
x

∂ũ

∂ξ
= f(ũ, x, h(x, t), 0),

которое будем рассматривать отдельно на каждой из полупрямых ξ ≤ 0

и ξ ≥ 0, считая переменные x и t, а также функцию h(x, t) параметра-

ми. В каждом случае можно свести это уравнение к соответствующей

присоединенной системе уравнений:

∂ũ

∂ξ
= Φ,

∂Φ

∂ξ
= WΦ + f(ũ, x, h(x, t), 0), (3.9)

где через W обозначено следующее выражение:

W =
ht√

1 + h2
x

. (3.10)
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Точка (ϕ(−), 0) и (ϕ(+), 0) на фазовой плоскости (ũ,Φ) являются точками

покоя типа седла системы (3.9) в силу неравенства fu(ϕ(∓)(x, y), x, y, 0) >

0 из условия С2.

Разделив второе уравнение системы (3.9) на первое, а затем домножив

обе части полученного равенства на Φ(ũ, h(x, t),W ), получим дифферен-

циальное уравнение первого порядка относительно функции Φ(ũ, h(x, t),W ).

При всех (x, t) ∈ R× [0, T ] рассмотрим следующие задачи Коши:

Φ(−)∂Φ(−)

∂ũ
= WΦ(−) + f(ũ, x, h(x, t), 0), ϕ(−)(x, h(x, t)) < ũ 6 ϕ0(x, h(x, t)),

Φ(−)(ϕ(−)(x, h(x, t)), h(x, t),W ) = 0

(3.11)

и

Φ(+)∂Φ(+)

∂ũ
= WΦ(+) + f(ũ, x, h(x, t), 0), ϕ0(x, h(x, t)) 6 ũ < ϕ(+)(x, h(x, t)),

Φ(+)(ϕ(+)(x, h(x, t)), h(x, t),W ) = 0.

(3.12)

Условие С2.

Пусть при всех (x, t) ∈ R× [0, T ] существует такое семейство кривых

h(x, t), что определены решения задач Коши (3.11) и (3.12), где через

W обозначено выражение (3.10), причем выполняются неравенства:

Φ(−)(ũ, h(x, t),W ) > 0, ϕ(−)(x, h(x, t)) < ũ 6 ϕ0(x, h(x, t));

Φ(+)(ũ, h(x, t),W ) > 0, ϕ0(x, h(x, t)) 6 ũ < ϕ(+)(x, h(x, t)).

(3.13)

Условия существования решения задач, типа (3.11) и (3.12) сформу-

лированы в [40].

Условие С2 гарантирует существование на фазовой плоскости (ũ,Φ)
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сепаратрисы Φ(−)(ũ, h(x, t),W ), входящей в седло (ϕ(−), 0) при ξ → −∞ и

сепаратрисы Φ(+)(ũ, h(x, t),W ), входящей в седло (ϕ(+), 0) при ξ → +∞.

Введем функцию

H0(h(x, t), t,W ) = Φ(−)(ϕ0(x, t), h(x, t),W )− Φ(+)(ϕ0(x, t), h(x, t),W ).

Для каждого набора параметров x, t, h(x, t) иW величинаH0(h(x, t), t,W )

равна расстоянию между сепаратрисами Φ(−)(ũ, h(x, t),W ) и Φ(+)(ũ, h(x, t),W )

на фазовой плоскости (ũ,Φ).

Условие С3. Пусть для всех значений (x, t) ∈ R× [0, T ] существует

функция h0(x, t) и величина W0 – решения уравнения

H0(l, h0(x, t), t) := Φ(−)(ϕ0, h0(x, t),W )− Φ(+)(ϕ0, h0(x, t),W ) = 0,

(3.14)

с условиями

h0(x, 0) = h00(x), x ∈ R; h0(x+ L, t) = h0(x, t), t ∈ [0, T ], x ∈ R

где величина W0 равна

W0 =
h0t√

1 + h2
0x

.

УсловиеС3 означает, что при h(x, t) = h0(x, t) иW = W0 выполняется

равенство Φ(−) = Φ(+).

Условие С4. Пусть выполняется неравенство

∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t) > 0.
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3.2 Построение асимптотического приближения ре-

шения

Асимптотическое приближение U(x, y, t, ε) решения задачи (3.1) будем

строить отдельно в каждой из областей D̄(−) и D̄(+):

U =


U (−)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(−) × [0, T ],

U (+)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(+) × [0, T ].

(3.15)

Каждую из функций U (−) и U (+) будем представлять в виде в виде

сумм трех слагаемых

U (∓) = ū(∓)(x, y, ε) +Q(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) + Π(∓)(x, η(∓), ε). (3.16)

Здесь ū(∓)(x, y, ε) – регулярная часть асимптотического представле-

ния,

Q(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) – функции, описывающие переходный слой, ξ – рас-

тянутая переменная вблизи кривой локализации переходного слоя, опре-

деленная равенством (3.7), Π(∓)(x, η(∓), ε) – функции, описывающие по-

ведение решения вблизи границ y = 0 и y = a, соответственно. Здесь

η(−) =
y

ε
, η(+) =

y − a
ε

. Каждое слагаемое в (3.16) представляет собой

разложение по степеням малого параметра ε, в частности:

ū(∓)(x, y, ε) = ū
(∓)
0 (x, y) + εū

(∓)
1 (x, y) + . . . , (3.17)

Q(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) = Q
(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t) + εQ

(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) + . . . .

(3.18)

Кривую y = h(x, t) также будем искать в виде разложения по степе-
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ням параметра ε:

h(x, t) = h0(x, t) + εh1(x, t) + ε2h2(x, t) + . . . . (3.19)

Функции U (−)(x, y, t, ε) и U (+)(x, y, t, ε) и их производные по направ-

лению нормали к кривой y = h(x, t) будем непрерывно сшивать на этой

кривой в каждый момент времени t:

U (−)(x, h(x, t), t, ε) = U (+)(x, h(x, t), t, ε) = ϕ0(x, h(x, t)), (3.20)

∂U (−)

∂n
(x, h(x, t), t, ε) =

∂U (+)

∂n
(x, h(x, t), t, ε). (3.21)

3.2.1 Регулярная часть асимптотики

Представляя разложения (3.17) в равенство

ε2

(
∂2ū(∓)

∂x2 +
∂2ū(∓)

∂y2

)
= f(ū(∓), x, y, ε), (3.22)

раскладывая функции в правой части по формуле Тейлора по степеням

малого параметра и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-

пенях ε, будем получать уравнения для функций ū(∓)
i (x, y), i = 0, 1 . . .

.

В порядке ε0 получим вырожденное уравнение

f(ū
(∓)
0 , x, y, 0) = 0.

Согласно условию С1 это уравнение разрешимо, и функции ϕ(−)(x, y)

и ϕ(+)(x, y) являются L-периодическими по переменной x решениями

этого уравнения.

Положим

ū
(−)
0 (x, y) = ϕ(−)(x, y), (x, y) ∈ D̄(−), ū

(+)
0 (x, y) = ϕ(+)(x, y), (x, y) ∈ D̄(+).

(3.23)
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Далее для сокращения записей введем обозначение

f̄ (∓)
u (x, y) := fu(ϕ

(∓)(x, y), x, y, 0), (3.24)

а также обозначение f̄ (∓)
ε (x, y), имеющее аналогичный смысл. Функции

ūi, i = 1, 2 . . . определяются как решения уравнений

f̄ (∓)
u (x, y)ū

(∓)
i = f̄

(∓)
i (x, y), (3.25)

где f̄ (∓)
i (x, y) – известные функции. В частности, f̄ (∓)

1 (x, y) = −f̄ (∓)
ε (x, y).

3.2.2 Функции переходного слоя

Уравнения для функций переходного слоя Q(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) определя-

ются из равенств

(
∂2

∂ξ2 −
ht√

1 + h2
x

∂

∂ξ
− ε

(
∂

∂t
+

hxx

(1 + h2
x)

3
2

∂

∂ξ
+

hthx
1 + h2

x

∂

∂l

)
+
∑
i=2

εiLi

)
Q(∓) =

= f(ū(l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα) +Q(∓), l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα, ε)−

− f(ū(l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα), l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα, ε).

(3.26)

Подставляя в эти равенства суммы (3.17) и (3.18), раскладывая входя-

щие в эти равенства функции по формуле Тейлора по степеням малого

параметра и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε,

будем получать уравнения для функций Q(∓)
i (ξ, l, h(l, t), t), i = 0, 1, ... .

В качестве дополнительных условий потребуем убывания на бесконечно-

сти

Q
(∓)
i (∓∞, l, h(l, t), t) = 0, (3.27)
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а также выполнение условий при ξ = 0, которые следуют из равен-

ства (3.20). Заметим, что в силу достаточной удаленности кривой h(x, t)

от границ y = 0 и y = a, пограничные функции в окрестности этой

кривой и, в частности, при ξ = 0 принимают значения меньшие любой

степени ε и не влияют на условия непрерывного сшивания. Подставим в

равенство (3.20) суммы (3.17) и (3.18), перепишем их в следующем виде:

ū
(−)
0 (l, h(l, t)) + εū

(−)
1 (l, h(l, t)) + . . .+Q

(−)
0 (0, l, h(l, t), t) + εQ

(−)
1 (0, l, h(l, t), t) + . . . =

= ū
(+)
0 (l, h(l, t)) + εū

(+)
1 (l, h(l, t)) + . . .+Q

(+)
0 (0, l, h(l, t), t) + εQ

(+)
1 (0, l, h(l, t), t) + . . . =

= ϕ0(l, h(l, t)).

(3.28)

Функции переходного слоя нулевого порядка

Приравнивая коэффициенты при ε0 в равенствах (3.26) и (3.28) с учетом

условия (3.27), получим следующие задачи для функцийQ(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t) :

∂2Q
(∓)
0

∂ξ2 −W ∂Q
(∓)
0

∂ξ
= f(ϕ(∓)(l, h(l, t)) +Q

(∓)
0 , l, h(l, t), 0),

ϕ(∓)(l, h(l, t)) +Q
(∓)
0 (0, l, h(l, t), t) = ϕ0(l, h(l, t)),

Q
(∓)
0 (∓∞, l, h(l, t), t) = 0,

(3.29)

где использовано обозначение (3.1.1).

Задачу для функцииQ(−)
0 будем рассматривать при ξ 6 0, а для функ-

ции Q(+)
0 – при ξ > 0.

Введем обозначение

ũ(ξ, h(l, t)) :=


ϕ(−)(l, h(l, t)) +Q

(−)
0 (ξ, l, h(l, t), t), ξ 6 0,

ϕ(+)(l, h(l, t)) +Q
(+)
0 (ξ, l, h(l, t), t), ξ > 0;

(3.30)
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Перепишем уравнение и условия при ξ = 0 задач (3.29), используя это

обозначение:

∂2ũ

∂ξ2 −W
∂ũ

∂ξ
= f(ũ, l, h(l, t), 0), ũ(0, h(l, t)) = ϕ0(l, h(l, t)). (3.31)

Уравнение (3.31) будем решать отдельно на полупрямой ξ < 0 с условием

ũ(−∞, h(l, t)) = ϕ(−)(l, h(l, t)) (3.32)

и на полупрямой ξ > 0 с условием

ũ(+∞, h(l, t)) = ϕ(+)(l, h(l, t)). (3.33)

От дифференциальных уравнений второго порядка в задачах (3.31),

(3.32) и (3.31), (3.33) перейдем к эквивалентным системам уравнений

второго порядка, которые совпадают с системами (3.9), от которых тем

же способом, что и в пункте 3.1.1 придем к дифференциальным уравне-

ниям первого порядка относительно функций Φ(−) и Φ(+). Эти функции

мы определим как

Φ(−)(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t),W ) =
∂ũ

∂ξ
, ξ 6 0,

Φ(+)(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t),W ) =
∂ũ

∂ξ
, ξ > 0.

(3.34)

Уравнения для функций Φ(∓)(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t),W ) совпадают с урав-

нениями из задач Коши (3.11) и (3.12), соответственно. Определим эти

функции как решения указанных задач Коши.

Из существования функций Φ(∓)(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t),W ) вытекает су-

ществование решений начальных задач
∂ũ

∂ξ
= Φ(−)(ũ, h(l, t),W ), ξ < 0, ũ(0, h(l, t)) = ϕ0(l, h(l, t)),

∂ũ

∂ξ
= Φ(+)(ũ, h(l, t),W ), ξ > 0, ũ(0, h(l, t)) = ϕ0(l, h(l, t)),
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для которых справедливы предельные равенства.

lim
ξ→∓∞

∣∣∣ũ(ξ, h(l, t))− ϕ(∓)(l, h(l, t))
∣∣∣ = 0. (3.35)

По аналогии со статьей [6] можно доказать справедливость следующих

оценок: ∣∣∣ũ(ξ, h(l, t))− ϕ(∓)(l, h(l, t))
∣∣∣ < Ce−κ0|ξ| (3.36)

где C, κ0 – положительные константы.

Для функций Q(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t) (см. (3.30)) справедливы оценки∣∣∣Q(∓)

0 (ξ, l, h(l, t), t)
∣∣∣ < Ce−κ0|ξ| (3.37)

и аналогичные оценки имеют место для функций Φ(∓)(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t),W ).

Далее для краткости будем использовать обозначение

Φ(∓)(ξ, h(l, t),W ) := Φ(∓)(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t),W ).

Функции переходного слоя первого порядка

Приравнивая слагаемые при ε1 в равенствах (3.26) получим следующие

уравнения для функций Q(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) :

∂2Q
(∓)
1

∂ξ2 −W ∂Q
(∓)
1

∂ξ
− f̃u(ξ, l, t)Q(∓)

1 = f̃
(∓)
1 (ξ, l, t), (3.38)

где введены обозначения

f̃u(ξ, l, t) = fu(ũ(ξ, h(l, t)), l, h(l, t), 0) (3.39)

и

f̃
(∓)
1 (ξ, l, t) =

∂Q
(∓)
0

∂t
+

hxx

(1 + h2
x)

3
2

∂Q
(∓)
0

∂ξ
+

hthx
1 + h2

x

∂Q
(∓)
0

∂l
+ f̃u(ξ, l, t)ū

(∓)
1 (l, h(l, t))+

+
(
f̃u(ξ, l, t)− f̄ (∓)

u (l, h(l, t))
) (
−ϕ(∓)

x (l, h(l, t))ξ sinα + ϕ(∓)
y (l, h(l, t))ξ cosα

)
−

−
(
f̃x(ξ, l, t)− f̄ (∓)

x (l, h(l, t))
)
ξ sinα +

(
f̃y(ξ, l, t)− f̄ (∓)

y (l, h(l, t))
)
ξ cosα + f̃ε(ξ, l, t),
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обозначения f̃x(ξ, l, t), f̃y(ξ, l, t), f̃ε(ξ, l, t), имеют смысл аналогичный (3.39),

а f̄x(l, h(l, t)), f̄y(l, h(l, t)) – смысл, аналогичный (3.24).

Из равенства (3.28) в порядке ε1 следуют краевые условия

Q
(∓)
1 (0, l, h(l, t), t) + ū

(∓)
1 (l, h(l, t)) = 0. (3.40)

Добавим также условия на бесконечности

Q
(∓)
1 (∓∞, l, h(l, t), t) = 0. (3.41)

Решения задач (3.38)-(3.41) можно найти в явном виде. Для начала

заметим, что функции Φ(∓)(ξ, h(l, t),W ) являются решениями соответ-

ствующих однородных уравнений. В этом не трудно убедиться, продиф-

ференцировав уравнение

∂2ũ

∂ξ2 −W
∂ũ

∂ξ
= f(ũ, l, h(l, t), 0).

В результате дифференцирования получим

∂3ũ

∂ξ3 −W
∂2ũ

∂ξ2 = f̃u(ξ, l, t)
∂ũ

∂ξ
или

∂2Φ(∓)

∂ξ2 −W ∂Φ(∓)

∂ξ
= f̃u(ξ, l, t)Φ

(∓).

(3.42)

Далее, для решения уравнения (3.38) воспользуемся методом пониже-

ния порядка [53].

Будем искать каждую из функций Q(∓)
1 в виде

Q
(∓)
1 = Φ(∓)(ξ, h(l, t),W )

ξ∫
0

z(s)ds, (3.43)
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Тогда

∂Q
(∓)
1

∂ξ
=
∂Φ(∓)

∂ξ
·

ξ∫
0

z(s)ds+ Φ(∓)z,

∂2Q
(∓)
1

∂ξ2 =
∂2Φ(∓)

∂ξ2 ·
ξ∫

0

z(s)ds+ 2
∂Φ(∓)

∂ξ
z + Φ(∓)∂z

∂ξ
.

Подставим в уравнение (3.38)

(
∂2Φ(∓)

∂ξ2 −W ∂Φ(∓)

∂ξ
− f̃u(ξ, l, t) · Φ(∓)

) ξ∫
0

z(s)ds+2
∂Φ(∓)

∂ξ
z+Φ(∓)∂z

∂ξ
−WΦ(∓)z = f̃1(ξ, l, t).

Сумма в скобках обращается в нуль в силу уравнений (3.42). Для

функции z(ξ) получаем линейное уравнение первого порядка

∂z

∂ξ
=

(
W − 2

Φ(∓)(ξ, h(l, t),W )

∂Φ(∓)

∂ξ
(ξ, h(l, t),W )

)
z +

1

Φ(∓)(ξ, h(l, t),W )
f̃1(ξ, l, t).

Решая это уравнение отдельно при ξ > 0 и ξ < 0 с дополнительными

условиями z(∓∞) = 0, получим

z =

ξ∫
∓∞

e
ξ∫
s

(
W− 2

Φ(∓)(ξ′,h(l,t),W )
·∂Φ(∓)

∂ξ (ξ′,h(l,t),W )

)
dξ′ 1

Φ(∓)(s, h(l, t),W )
f̃1(s, l, t)ds.

Вычисляя интеграл в показателе экспоненты, придем к выражению

z =
eWξ

(Φ(∓)(ξ, h(l, t),W ))2

ξ∫
∓∞

e−Ws · Φ(∓)(s, h(l, t),W )f̃1(s, l, t)ds.

Подставляя это выражение в (3.43), для Q(∓)
1 получаем выражение

Q
(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) = −ū(∓)

1 (l, h)
Φ(∓)(ξ, h(l, t),W )

Φ(∓)(0, h(l, t),W )
+

+ Φ(∓)(ξ, h(l, t),W )

ξ∫
0

eWsds

(Φ(∓)(s, h(l, t),W ))2

s∫
∓∞

e−WηΦ(η, h(l, t),W )f̃
(∓)
1 (η, l, t)dη.

(3.44)
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Функции переходного слоя произвольного порядка

Функции переходного слоя произвольного порядка k = 2, 3, . . . опреде-

ляются как решения задач

∂2Q
(∓)
k

∂ξ2 −W
∂Q

(∓)
k

∂ξ
− f̃u(ξ, l, t)Q(∓)

k = f̃
(∓)
k (ξ, l, t),

Q
(∓)
k (0, l, h(l, t), t) + ū

(∓)
k (l, h(l, t)) = 0, Q

(∓)
k (∓∞, l, h(l, t), t) = 0.

(3.45)

где f̃k(ξ, l, t) – известные функции. Решая задачи для функций с верхним

индексом «(−)» на полупрямой ξ ≤ 0, и задачи с верхним индексом

«(+)» на полупрямой ξ ≥ 0, можно получить явные выражения для

функций Q(∓)
k , аналогичные (3.44).

3.2.3 Асимптотическое приближение положения фронта

Неизвестные коэффициенты hi(l, t), i = 0, 1, . . . разложения (3.19) будем

определять из условий сшивания (3.21) производных по направлению

нормали к кривой h(x, t). Оператор дифференцирования по направле-

нию нормали имеет вид

∂

∂n
= (n,∇) = − sinα

∂

∂x
+ cosα

∂

∂y
,

где n = {− sinα, cosα}, (см. (3.3)).

Запишем этот оператор в переменных r, l, t и ξ, l, t, учитывая выра-

жение (3.4) для оператора ∇ в этих координатах:

∂

∂n
=

∂

∂r
=

1

ε

∂

∂ξ
.
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С учетом последнего выражения и разложений (3.17), (3.18) перепи-

шем условия сшивания производных (3.21) в следующем виде

− sinα
∂ϕ(−)

∂x
(l, h(l, t)) + cosα

∂ϕ(−)

∂y
(l, h(l, t))− ε sinα

∂ū
(−)
1

∂x
(l, h(l, t))+

+ cosα
∂ū

(−)
1

∂y
(l, h(l, t)) + . . .+

1

ε

∂Q
(−)
0

∂ξ
(0, l, h(l, t), t) +

∂Q
(−)
1

∂ξ
(0, l, h(l, t), t) + . . . =

− sinα
∂ϕ(+)

∂x
(l, h(l, t)) + cosα

∂ϕ(+)

∂y
(l, h(l, t))− ε sinα

∂ū
(+)
1

∂x
(l, h(l, t))+

+ cosα
∂ū

(+)
1

∂y
(l, h(l, t)) + . . .+

1

ε

∂Q
(+)
0

∂ξ
(0, l, h(l, t), t) +

∂Q
(+)
1

∂ξ
(0, l, h(l, t), t) + . . . .

(3.46)

Введем функцию H(l, h(l, t), t, ε):

H(l, h(l, t), t, ε) := ε
∂U (−)

∂n
(l, h(l, t), t, ε)− ε∂U

(+)

∂n
(l, h(l, t), t, ε) =

= H0(l, h(l, t), t) + εH1(l, h(l, t), t) + ε2H2(l, h(l, t), t) + . . . .

(3.47)

где

H0(l, h(l, t), t) =
∂Q

(−)
0

∂ξ
(0, l, h(l, t), t)− ∂Q

(+)
0

∂ξ
(0, l, h(l, t), t),

H1(l, h(l, t), t) = − sinα
∂ϕ(−)

∂x
(l, h(l, t)) + cosα

∂ϕ(−)

∂y
(l, h(l, t)) +

∂Q
(−)
1

∂ξ
(0, l, h(l, t), t)−

−

(
− sinα

∂ϕ(+)

∂x
(l, h(l, t)) + cosα

∂ϕ(+)

∂y
(l, h(l, t)) +

∂Q
(+)
1

∂ξ
(0, l, h(l, t), t)

)
(3.48)

и т.д.

Условие сшивания (3.46) выражается равенством

H(l, h(l, t), t, ε) = 0. (3.49)

В порядке ε0 с учетом обозначений (3.30) и (3.34) это условие дает

равенство

H0(l, h(l, t), t) = Φ(−)(ϕ0(l, h(l, t)), h(l, t),W )−Φ(+)(ϕ0(l, h(l, t)), h(l, t),W ) = 0.

(3.50)
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Согласно условию С3 существует функция h0(l, t) – решение этого

уравнения. Будем считать, что функция h0(x, t), определенная условием

С3, является первым слагаемым в разложении (3.19).

Запишем условия сшивания (3.48) в порядке ε1 с учетом разложе-

ния (3.19):

h1t(l, t)
∂H0

∂ht
(l, h0(l, t), t)+h1x(l, t)

∂H0

∂hx
(l, h0(l, t), t)+h1(l, t)

∂H0

∂h
(l, h0(l, t), t)+

+H1(l, h0(l, t), t) = 0. (3.51)

Здесь была учтена зависимость функций H0 от ht и hx входящих в

выражение для W , (см. (3.10)).

Определим функцию h1(x, t) как решение уравнения (3.51) с допол-

нительными условиями

h1(x, t) = h1(x+ L, t); h1(x, 0) = 0. (3.52)

Задача (3.51)-(3.52) разрешима в силу выполнения условияС4 (см. [54]).

Уравнения для коэффициентов hk(x, t) разложения (3.19) получаются

из условий гладкого сшивания (3.46). Функции hk(x, t) определяются как

решения задач

∂hk
∂t

∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t) +

∂hk
∂x

∂H0

∂hx
(x, h0(x, t), t) + hk

∂H0

∂h
(x, h0(x, t), t) +Gk(x, h0(x, t), t) = 0,

hk(x, t) = hk(x+ L, t); hk(x, 0) = 0,

где Gk(x, h0(x, t), t) – известные функции.

3.2.4 Функции пограничных слоев

Функции Π(−)(x, η(−), ε) пограничного слоя в окрестности прямой y = 0

и Π(+)(x, η(+), ε) пограничного слоя в окрестности прямой y = a строятся
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стандартным образом [18] в виде разложения по степеням ε. Эти разло-

жения не содержат членов нулевого порядка, что характерно для задачи

Неймана. Функции Π
(−)
i (x, η(−)), i = 1, 2, . . . экспоненциально убывают,

при η(−) → +∞, а функции Π
(+)
i (x, η(+)), i = 1, 2, . . . экспоненциально

убывают, при η(+) → −∞.

3.2.5 Асимптотическое представление решения

Определим члены рядов (3.17)-(3.18), а также функции Π
(∓)
i до номера

k включительно и положим

ĥk(x, t) =
k∑
i=0

εihi(x, t). (3.53)

В окрестности кривой ĥk(x, t) перейдем к локальным координатам (l, r̂)

с помощью соотношений, аналогичных (3.2), и введем растянутую пе-

ременную ξ̂ =
r̂

ε
. Кривая ĥk(x, t) разделяет область D̄ на подобласти

D̄
(−)
k :

{
(x, y, t) ∈ R× [0; ĥk(x, t)]× [0;T ]

}
и

D̄
(+)
k :

{
(x, y, t) ∈ R× [ĥk(x, t), a]× [0;T ]

}
.

Составим суммы

U
(−)
k (x, y, t, ε) =

k∑
i=0

εi
(
ū

(−)
i (x, y) +Q

(−)
i

(
ξ̂, l, ĥk(l, t), t

)
+ Π

(−)
i

(
x, η(−)

))
,

(x, y, t) ∈ D̄(−)
k × [0, T ],

U
(+)
k (x, y, t, ε) =

k∑
i=0

εi
(
ū

(+)
i (x, y) +Q

(+)
i

(
ξ̂, l, ĥk(l, t), t

)
+ Π

(+)
i

(
x, η(+)

))
,

(x, y, t) ∈ D̄(+)
k × [0, T ]. (3.54)
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Положим

Uk =


U

(−)
k (x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(−)

k × [0, T ],

U
(+)
k (x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(+)

k × [0, T ].

(3.55)

Функция Uk(x, y, t, ε) по своему построению удовлетворяет уравнению

и граничным условиям задачи (3.1) с точностью O(εk+1) всюду в области

D̄, за исключением кривой h(x, t), на которой она и её производная пре-

терпевают разрывы – скачки порядков O
(
εk+1

)
и O

(
εk
)
, соответственно.

3.3 Обоснование асимптотики

Для доказательства существования решения задачи (3.1) и оценки точно-

сти его асимптотического приближения используется асимптотический

метод дифференциальных неравенств (см. [24]). Согласно этому методу

решение задачи (3.1) существует, если существуют непрерывные функ-

ции α(x, y, t, ε) и β(x, y, t, ε), называемые соответственно нижним и верх-

ним решениями задачи (3.1), для которых выполняется следующая си-

стема неравенств: [49], [47], [48]

(У1) Условие упорядоченности нижнего и верхнего решений.

α(x, y, t, ε) 6 β(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄ × [0, T ], ε ∈ (0, ε0].

(У2) Действие дифференциального оператора уравнения (3.1) на нижнее

и верхнее решения.

L[β] := ε2∆β − ε∂β
∂t

+ f(β, x, y, ε) 6 0 6 L[α]
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для почти всех точек (x, y, t) ∈ D̄ × [0, T ], за исключением тех под-

множеств нулевой меры, на которых функции α(x, y, t, ε) и β(x, y, t, ε)

не являются гладкими.

(У3) Условия на границах области D:

∂β

∂y
(x, 0, t, ε) 6 0 6

∂α

∂y
(x, 0, t, ε),

∂α

∂y
(x, a, t, ε) 6 0 6

∂β

∂y
(x, a, t, ε),

x ∈ R, t ∈ [0, T ], ε ∈ (0, ε0],

α(x, y, t, ε) = α(x+ L, y, t, ε), β(x, y, t, ε) = β(x+ L, y, t, ε),

(x, y, t) ∈ D̄ × [0, T ], ε ∈ (0, ε0].

(У4) Условия в начальный момент времени.

Пусть функция uinit(x, y, ε) в начальном условии задачи (3.1) тако-

ва, что выполнены следующие неравенства:

α(x, y, 0, ε) 6 uinit(x, y, ε) 6 β(x, y, 0, ε), (x, y) ∈ D̄, ε ∈ (0, ε0].

(У5) Условия скачка производных нижнего и верхнего решений по на-

правлению нормали к кривым, на которых эти решения не являются

гладкими.

∂β

∂n
(x, hβ(x, t)− 0, t, ε)− ∂β

∂n
(x, hβ(x, t) + 0, t, ε) > 0,

где hβ(x, t) – кривая, на которой верхнее решение не является глад-

ким,

∂α

∂n
(x, hα(x, t) + 0, t, ε)− ∂α

∂n
(x, hα(x, t)− 0, t, ε) > 0,
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где hα(x, t) – кривая, на которой нижнее решение не является глад-

ким.

Известно (см. [47],[48]), что при выполнение условий (У1)-(У5) суще-

ствует функция u(x, y, t, ε) – решение задачи (3.1) – для которой выпол-

няются неравенства

α(x, y, t, ε) 6 u(x, y, t, ε) 6 β(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄ × [0, T ].

3.3.1 Построение верхнего и нижнего решений

Верхнее и нижнее решения будем строить как модификацию асимптоти-

ческих представлений (3.54). Будем считать, что кривая hβ(x, t), опреде-

ляющая положение внутреннего переходного слоя для верхнего решения,

задается следующим образом:

hβ(x, t) = ĥn+1(x, t)− εn+1δ(x, t), (3.56)

где ĥn+1(x, t) – сумма (3.53) при k = n + 1, δ(x, t) – положительная

функция, которая выбирается таким образом, чтобы выполнялось усло-

вие (У5) для верхнего решения.

В окрестности кривой hβ(x, t) перейдем к локальным координатам

(l, rβ) согласно следующим равенствам:

x = l − rβ sinαβ,

y = hβ(l, t) + rβ cosαβ = ĥn+1(l, t) + rβ cosαβ − εn+1δ(l, t),

(3.57)

где rβ – расстояние от кривой hβ(x, t) вдоль нормали к ней, l – координата

точки на оси x, из которой эта нормаль проводится, cosαβ =
1√

1 + (hβ)2
x

,
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sinαβ =
(hβ)x√

1 + (hβ)2
x

, а производные функции hβ в каждый момент вре-

мени t берутся в точке (l, t).

Верхнее решение задачи (3.1) будем строить отдельно в каждой из

областей D̄(−)
β :

{
(x, y, t) ∈ R× [0; ĥβ(x, t)]× [0;T ]

}
и

D̄
(+)
β :

{
(x, y, t) ∈ R× [ĥβ(x, t), a]× [0;T ]

}
, на которые кривая hβ(x, t)

делит область D̄:

β(x, y, t, ε) =


β(−)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(−)

β × [0, T ],

β(+)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(+)
β × [0, T ].

(3.58)

Функции β(−)(x, y, t, ε) и β(+)(x, y, t, ε) будем сшивать на кривой hβ(x, t),

так чтобы функция β(x, y, t, ε) была непрерывна на этой кривой и при-

нимала значение, равное ϕ0(l, hβ(l, t)) :

β(−)(l, hβ(l, t), t, ε) = β(+)(l, hβ(l, t), t, ε) = ϕ0(l, hβ(l, t)). (3.59)

В окрестности кривой hβ(x, t) введем растянутую переменную ξβ =

rβ
ε
.

Функции β(−) и β(+) будем строить как модификации асимптотиче-

ских представлений (3.54).

β(−) = U
(−)
n+1

∣∣∣
ξβ

+ εn+1
(
µ(−) + q(−)(ξβ, t)

)
+ εn+2Π

(−)
β

(
x, η(−)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(−)
β × [0, T ], ξβ 6 0, η(−) > 0;

β(+) = U
(+)
n+1

∣∣∣
ξβ

+ εn+1
(
µ(+) + q(+)(ξβ, t)

)
+ εn+2Π

(+)
β

(
x, η(+)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(+)
β × [0, T ], ξβ > 0, η(+) 6 0.

(3.60)

Здесь через U (∓)
n+1 обозначены функции (3.54) при k = n + 1, в которых

аргумент ξ Q-функций заменен на ξβ, а функция ĥn+1(x, t) – на hβ(x, t).
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Величины µ(∓) выбираются далее таким образом, чтобы выполнялись

условия (У1) и (У2).

Функции Π
(∓)
β

(
x, η(∓)

)
определяются из тех же уравнений, что и

Π
(∓)
i

(
x, η(∓)

)
. Краевые условия при η(∓) = 0 выбираются таким образом,

чтобы выполнялись равенства в условиях (У3).

Функции q(∓)(ξβ, t) устраняют невязки порядка εn+1 в выражении L[β]

и в условии непрерывного сшивания верхнего решения (3.59), возникшие

в результате модификации регулярной части – добавок µ(∓). Определим

их как решения уравнений

∂2q(∓)

∂ξβ
2 −

(hβ)t√
1 + (hβ)2

x

∂q(∓)

∂ξβ
−f̃u(ξβ, l, t)q(∓) =

(
f̃u(ξβ, l, t)− f̄ (∓)

u (l, hβ(l, t))
)
µ(∓),

(3.61)

где производные функции hβ в каждый момент времени t берутся в точке

(l, t).

Граничные условия для q(∓)(ξβ, t) при ξβ = 0 следуют из условия

непрерывного сшивания верхнего решения (3.59) с учетом условий при

ξβ = 0 для функций Q(∓)
i (ξβ, l, h(l, t)), i = 0, 1, ..., n+ 1 (см. (3.28)):

q(∓)(0, t) = −µ(∓), t ∈ [0;T ]. (3.62)

Потребуем еще выполнения условий на бесконечности:

q(∓)(ξβ, t)→ 0 при ξβ → ∓∞, t ∈ [0;T ]. (3.63)

Выражения для функций q(∓)(ξβ, t) можно получить в явном виде по
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аналогии (3.44)

q(∓)(ξβ, t) = −µ(∓) Φ(∓)(ξβ, h(l, t),W )

Φ(∓)(0, h(l, t),W )
+ Φ(∓)(ξβ, h(l, t),W )×

×
ξβ∫

0

eWsds

(Φ(∓)(s, h(l, t),W ))2

s∫
∓∞

e−WηΦ(η, h(l, t),W )
(
f̃u(η, l, t)− f̄ (∓)

u (l, hβ(l, t))
)
µ(∓)dη.

(3.64)

Функции q(∓)(ξβ, t), имеют экспоненциальные оценки, типа (3.37)

Нижние решение α(x, y, t, ε) задачи (3.1) построим аналогично верх-

нему. Зададим кривую hα(x, t), определяющую положение внутреннего

переходного слоя для нижнего решения, следующим образом:

hα(x, t) = ĥn+1(x, t) + εn+1δ(x, t) (3.65)

где δ(x, t) – та же функция, что и в (3.56).

В окрестности кривой hα(x, t) перейдем к локальным координатам

(l, rα), согласно равенствам

x = l − rα sinαα

y = hα(l, t) + rα cosαα = ĥn+1(l, t) + rα cosαα + εn+1δ(l, t),

(3.66)

где величины sinαα и cosαα определяются по аналогии с такими же

величинами для верхнего решения.

Нижнее решение задачи (3.1) будем строить отдельно в областях D̄(−)
α

и D̄(+)
α , на которые кривая hα(x, t) делит область D̄.

α(x, y, t, ε) =


α(−)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(−)

α × [0, T ],

α(+)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(+)
α × [0, T ].

(3.67)

Функции α(−)(x, y, t, ε) и α(+)(x, y, t, ε) будем сшивать на кривой hα(x, t),

так чтобы функция α(x, y, t, ε) была непрерывна на этой кривой и при-
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нимала значение, равное ϕ0(l, hα(l, t):

α(−)(l, hα(l, t), t, ε) = α(+)(l, hα(l, t), t, ε) = ϕ0(l, hα(l, t)). (3.68)

Нижнее решение будем строить таким образом, чтобы при том же

самом δ(x, t), что и для верхнего решения, выполнялось условие (У5)

для нижнего решения.

Функции α(−), α(+) будем строить как модификацию сумм из (3.54),

при k = (n+ 1) :

α(−) = U
(−)
n+1

∣∣∣
ξα
− εn+1

(
µ(−) + q(−)(ξα, t)

)
+ εn+2Π(−)

α

(
x, η(−)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(−)
α × [0, T ], ξα 6 0, η(−) > 0;

α(+) = U
(+)
n+1

∣∣∣
ξα
− εn+1

(
µ(+) + q(+)(ξα, t)

)
+ εn+2Π(+)

α

(
x, η(+)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(+)
α × [0, T ], ξα > 0, η(+) 6 0.

(3.69)

Здесь µ(∓) – те же величины, что и в выражениях для верхнего ре-

шения, а q(∓)(ξα, t) определяются из таких же задач, что и для верхнего

решения, в которых переменная ξβ заменена на переменную ξα =
rα
ε
.

Функции Π
(∓)
α

(
x, η(∓)

)
определяются из тех же уравнений, что и

Π
(∓)
i

(
x, η(∓)

)
. Краевые условия при η(∓) = 0 выбираются таким образом,

чтобы выполнялись равенства в условиях (У3).

3.3.2 Проверка дифференциальных неравенств

Лемма.Функции α(x, y, t, ε) и β(x, y, t, ε) удовлетворяют условиям (У1)-

(У5), то есть являются верхним и нижним решениями задачи (3.1).

Для доказательства леммы следует проверить выполнение для функ-

ций α(x, y, t, ε) и β(x, y, t, ε) условий (У1)-(У5).
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Проверим выполнение условия (У1) упорядоченности нижнего и верх-

него решения. Установим связь между параметрами, от которых зависят

функции α(x, y, t, ε) и β(x, y, t, ε).

Из равенств

y = hβ(l, t) + rβ cosαβ = hα(l, t) + rα cosαα =

= ĥn+1(l, t)− εn+1δ(l, t) + rβ cosαβ = ĥn+1(l, t) + εn+1δ(l, t) + rα cosαα,

справедливых в окрестности кривой h(x, y), а также из оценок

cosαα =
1√

1 + (ĥn+1)2
x

+O
(
εn+1

)
, cosαβ =

1√
1 + (ĥn+1)2

x

+O
(
εn+1

)
,

которые вытекают из определения кривых hα(x, t) и hβ(x, t) и величин

cosαα и cosαβ, с учетом определения растянутых переменных ξα и ξβ

следует равенство

ξβ − ξα = 2εnδ(l, t)

√
1 + (ĥn+1)2

x +O(εn+1).

В каждый момент времени рассмотрим три области, где разность

верхнего и нижнего решений выражается различным образом:

β−α =



β(−) − α(−), x ∈ R, 0 6 y < hβ(x, t), t ∈ [0, T ]

β(+) − α(−), x ∈ R, hβ(x, t) 6 y 6 hα(x, t), t ∈ [0, T ]

β(+) − α(+), x ∈ R, hα(x, t) < y 6 a, t ∈ [0, T ].

(3.70)

Рассмотрим область hβ(x, t) 6 y 6 hα(x, t), t ∈ [0, T ], x ∈ R. В этой

области

0 6 ξβ 6 2εnδ(l, t)

√
1 + (ĥn+1)2

x, −2εnδ(l, t)

√
1 + (ĥn+1)2

x 6 ξα 6 0,

(3.71)
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а для разности верхнего и нижнего решений можно записать выражение:

β(+) − α(−) =
n∑
i=0

εi
(
ū

(+)
i (x, y) +Q

(+)
i (ξβ, l, hβ(l, t), t)

)
−

−
n∑
i=0

εi
(
ū

(−)
i (x, y) +Q

(−)
i (ξα, l, hα(l, t), t)

)
+O(εn+1).

(3.72)

На рассматриваемом множестве старшие слагаемые в (3.72) можно

преобразовать следующим образом:

ϕ(∓)(x, y) +Q
(∓)
0 (ξα,β, l, hα,β(l, t), t) =

= ϕ(∓)(l, ĥn+1(l, t)) +Q
(∓)
0 (0, l, ĥn+1(l, t), t) +

∂Q
(∓)
0

∂ξ
(0, l, ĥn+1(l, t), t) · ξα,β +O(εn+1) =

= ϕ0(l, ĥn+1(l, t)) +
∂Q

(∓)
0

∂ξ
(0, l, ĥn+1(l, t), t) · ξα,β +O(εn+1).

(3.73)

Учитывая, что в рассматриваемой области ξβ = O(εn), ξα = O(εn), а

также условие (3.40) и условия при ξ = 0 задач (3.45), для остальных

слагаемых из (3.72) можно получить следующие оценки:

ū
(∓)
i (x, y) +Q

(∓)
i (ξα,β, l, hα,β(l, t), t) =

= ū
(∓)
i (l, ĥn+1(l, t))+Q

(∓)
i (0, l, ĥn+1(l, t), t)+O(εn) = O(εn), i = 1, 2, ... .

Подставляя полученные оценки в выражение (3.72), для разности верх-

него и нижнего решений в рассматриваемой области получим выраже-

ние:

β(+) − α(−) =
∂Q

(+)
0

∂ξ
(0, l, ĥn+1(l, t), t) · ξβ −

∂Q
(−)
0

∂ξ
(0, l, ĥn+1(l, t), t) · ξα +O(εn+1) =

= Φ(0, h0(l, t),W0)(ξβ − ξα) +O(εn+1) =

= 2εnδ(l, t)

√
1 + (ĥn+1)2

x · Φ(0, h0(l, t),W0) +O(εn+1).

(3.74)

Здесь использовано обозначение (3.34), равенство (3.50), а также учтено,

что в рассматриваемой области ξβ = O(εn), ξα = O(εn).
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Согласно условию С2 выполнено неравенство Φ(+)(0, h0(l, t),W0) >

0, поэтому при положительных значениях δ и для достаточно малых ε

выполняется неравенство

β − α > 0, x ∈ R, hβ(l, t) 6 y 6 hα(l, t), t ∈ [0, T ].

Рассмотрим теперь разность верхнего и нижнего решений при hα 6

y 6 a, t ∈ [0, T ], x ∈ R, где ξα > 0, ξβ = ξα + 2εδ(l, t)

√
1 + (ĥn+1)2

x.

β − α = β(+) − α(+) = 2εn+1µ(+) +
n∑
i=0

εi
(
Q

(+)
i (ξβ, l, hβ, t)−Q(+)

i (ξα, l, hα, t)
)

+

+ εn+1
(
q(+)(ξβ, t)− q(+)(ξα, t)

)
+O(εn+2) = 2εn+1µ(+) +

∂Q
(+)
0

∂ξ
(ξα, l, hα, t)(ξβ − ξα)+

+O(εn+1) exp(−κ1ξα) +O(εn+2),

(3.75)

где κ1 > 0 – некоторое число. Здесь мы учли экспоненциальные оценки

функций Q(+)
i , i = 1, 2, . . . и q(+).

Отсюда, учитывая оценку (3.37) и равенство ξβ − ξα = O(εn), полу-

чаем следующую оценку для разности верхнего и нижнего решений в

рассматриваемой области:

β − α 6 2εn+1µ(+) +
{
C0ε

n exp(−κ0ξα)− C1ε
n+1 exp(−κ1ξα)

}
+O(εn+2)

(3.76)

где C0 > 0 и C1 > 0 – некоторые числа.

Если κ0 > κ1, то выражение, стоящее в фигурных скобках в (3.76) по-

ложительно, так как C0 > C1ε для достаточно малых ε. Следовательно,

β − α > 0.

Пусть κ0 > κ1. Рассмотрим область hα 6 y 6 hα+Nε cosαα, t ∈ [0;T ],

x ∈ R, где N > 0. В этой области величина rα изменяется на отрезке
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[0;Nε] и выполняется неравенство exp(−κ0ξα) > exp(−κ0N), поэтому

выражение в фигурных скобках в (3.76) положительно при достаточно

малых ε за счет слагаемого C0ε
n exp(−κ0ξα). Следовательно, в этой об-

ласти β − α > 0.

Выберем теперь число N настолько большим, чтобы выполнялось

неравенство C1 exp(−κ1N) < 2µ(+).

При hα +Nε cosαα 6 y 6 a выполняется неравенство

2εn+1µ(+) − C1ε
n+1 exp(−κ1ξα) > εn+1

(
2µ(+) − C1 exp(−κ1N)

)
> 0

(3.77)

благодаря выбору числа N . Значит, в области hα+Nε cosαα 6 y 6 a, t ∈

[0;T ], x ∈ R, также имеет место неравенство β(x, y, t, ε)−α(x, y, t, ε) > 0.

Итак, β(x, y, t, ε)− α(x, y, t, ε) > 0 всюду при hα 6 y 6 a.

Доказательство справедливости неравенства β(x, y, t, ε)−α(x, y, t, ε) >

0 при 0 6 y 6 hβ проводится так же, как и при hα 6 y 6 a.

В выполнении условия (У2) можно убедиться, подставив нижнее и

верхнее решение в уравнения (3.1). Исходя из самого способа построения

верхнего и нижнего решений, получим равенства

L[α(∓)] = εn+1f̄ (∓)
u (l, hα(l, t))µ(∓)+O(εn+2), L[β(∓)] = −εn+1f̄ (∓)

u (l, hβ(l, t))µ(∓)+O(εn+2).

Необходимый знак в дифференциальных неравенствах условия (У2) обес-

печивается за счет выбора достаточно больших положительных величин

µ(∓).

Условия (У3) оказываются выполненными при выбранном способе по-

строения функций Π
(∓)
α,β(x, η(∓)).

Проверим выполнение неравенства (У5) для верхнего решения. Раз-
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ложим разность

∂β(−)

∂n
(x, hβ(x, t), t, ε)− ∂β(+)

∂n
(x, hβ(x, t), t, ε)

по формуле Тейлора по степеням ε c центром (l, h0(x, t), l, 0). В силу

проведенного сшивания формальных асимптотик (а именно, в силу ра-

венства (3.46)) коэффициенты при εi для i = 0, . . . , n− 1 равны нулю, а

коэффициент при εn включает только те слагаемые, которые возникают

в результате модификации асимптотики.

∂β(−)

∂n
(x, hβ(x, t), t, ε)− ∂β(+)

∂n
(x, hβ(x, t), t, ε) = εn

∂H0

∂ht
δt(l, t)+

+ εnδx(l, t)
∂H0

∂hx
(l, h0(l, t), t) + εnδ(l, t)

∂H0

∂h
(l, h0(l, t), t)+

+ εn
(
∂q(−)

∂ξβ
(0, t)− ∂q(+)

∂ξβ
(0, t)

)
+O(εn+1), t ∈ [0;T ], l ∈ R.

(3.78)

Определим функцию δ(x, t) как решение начальной задачи

∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t) · ∂δ

∂t
+
∂H0

∂hx
(x, h0(x, t), t) · ∂δ

∂x
+
∂H0

∂h
(x, h0(x, t), t) · δ = σ − F (x, t),

x ∈ R, t ∈ (0;T ], δ(x, 0) = δ0(x), δ(x+ L, t) = δ(x, t),

(3.79)

где σ – достаточно большая положительная величина, δ0(x) – функция

принимающая положительные значения для всех x ∈ R, а

F (x, t) =
∂q(−)

∂ξβ
(0, t)− ∂q(+)

∂ξβ
(0, t).

Вычислим производные для q(∓)(ξβ, t) при ξβ = 0, hβ(l, t) = h0(l, t)
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используя выражения (3.64):

∂q(∓)

∂ξ
(0, t) = −µ(∓)

∂Φ(∓)

∂ξ
(0, h0,W0)

Φ(∓)(0, h0,W0)
+

µ(∓)

Φ(∓)(0, h0,W0)

0∫
∓∞

e−W0ξΦ(∓)f̃u(ξ, l, t)dξ−

− µ(∓)f̄
(∓)
u (l, h0(l, t))

Φ(∓)(0, h0,W0)

0∫
∓∞

e−W0ξΦ(∓)dξ.

Первое слагаемое преобразуем с помощью выражений (3.9) для про-

изводной
∂Φ(∓)

∂ξ
при ξ = 0 и h = h0(l, t):

∂Φ(∓)

∂ξ
(0, h0(l, t),W0) =

h0t√
1 + (h0x)2

Φ(∓)(0, h0(l, t),W0),

где учтено, что f(ũ(0, h(l, t)), l, h(l, t), 0) = f(ϕ0(l, h(l, t)), l, h(l, t), 0) = 0.

Вычислим интеграл во втором слагаемом. Сначала преобразуем урав-

нения (3.64)

∂

∂ξ

(
e−Wξ∂Φ(∓)

∂ξ

)
= f̃u(ξ, l, t)Φ

(∓)e−Wξ.

Тогда
0∫

∓∞

∂

∂ξ

(
e−W0ξ

∂Φ(∓)

∂ξ

)
dξ = e−W0ξ

∂Φ(∓)

∂ξ

∣∣∣∣0
∓∞

=
h0t√

1 + (h0x)2
Φ(∓)(0, h0(l, t),W0).

С учетом проведенных преобразований

F (x, t) =− µ(−)f̄
(−)
u (x, h0(x, t))

Φ(−)(0, h0(x, t),W0)

0∫
−∞

e−W0ξΦ(−)(ξ, h0(x, t),W0)dξ−

− µ(+)f̄
(+)
u (x, h0(x, t))

Φ(+)(0, h0(x, t),W0)

+∞∫
0

e−W0ξΦ(+)(ξ, h0(x, t),W0)dξ.

(3.80)

В силу условий С1, С2 и выбора констант µ(∓) выражение в правой

части последнего равенства строго отрицательно.
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Уравнение (3.79) – линейное не однородное в частных производных.

Покажем, что решение задачи (3.79) существует и принимает положи-

тельные значения при δ0(x) > 0, x ∈ R и достаточно большом положи-

тельном значении σ.

Уравнения характеристик, отвечающие уравнению (3.79)

∂H0

∂hx
(x, h0(x, t), t)dt =

∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t)dx (3.81)(

σ − F (x, t)− ∂H0

∂h
δ

)
dt =

∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t)dδ (3.82)

Пусть

Ψ(x, t) = C1 (3.83)

первый интеграл уравнения (3.81). В силу выполнения условия (С4) при

t ∈ (0, T ] существует функция x = X(t, C1) – решение этого уравнения.

Выражая с её помощью переменную x в уравнении (3.82), придем к

уравнению
dδ

dt
= − ∂H0/∂h

∂H0/∂ht
δ +

σ − F (x, t)

∂H0/∂ht
. (3.84)

Решив это уравнение с начальным условием при t = 0 задачи (3.79),

получим выражение

δ = δ0 exp

− t∫
0

∂H0

∂h
(X(C1, t), h(X(C1, t), s), s)

(
∂H0

∂ht
(X(C1, t), h(X(C1, t), s), s)

)−1

ds

+

+

t∫
0

exp

− t∫
t′

∂H0

∂h
(X(C1, t), h(X(C1, t), s), s)

(
∂H0

∂ht
(X(C1, t), h(X(C1, t), s), s)

)−1

ds

×
× (σ − F (X(C1, t), t

′))

(
∂H0

∂ht
(X(C1, t), h(x, t′), t′)

)−1

dt′

(3.85)

Функция δ(x, t) – решение задачи (3.79) – будет определятся выра-

жением (3.85), в которое вместо C1 подставлены левые части выраже-

ний (3.83).

73



Если δ0 > 0 и выполнено условие С4, то функция δ строго поло-

жительна при σ > 0 (напомним, что F (x, t) отрицательна при x ∈ R,

t ∈ [0, T ], см. (3.80)).

При указанном выборе функции δ(x, t) равенство (3.78) преобразуется

к виду

∂β(−)

∂n
(x, hβ(x, t), t, ε)− ∂β(+)

∂n
(x, hβ(x, t), t, ε) = εnσ +O(εn+1).

Выражение в правой части положительно при достаточно малых ε,

поскольку σ > 0.

При том же выборе функции δ(x, t) выполнено неравенство условия

(У5) для нижнего решения.

Основным результатом настоящей работы является следующая тео-

рема.

Теорема. При выполнении условий (С1)-(С4) для любой достаточ-

но гладкой начальной функции uinit(x, y, ε), лежащей между верхним

и нижним решениями:

α(x, y, 0, ε) 6 uinit(x, y, ε) 6 β(x, y, 0, ε),

существует решение u(x, y, t, ε) задачи (3.1), которое при любом t ∈

[0;T ] заключено между этими верхним и нижним решениями, и для

которого функция Un(x, y, t, ε) является равномерным в области D̄ асимп-

тотическим приближением с точностью O(εn+1).

Построенные верхнее и нижнее решения гарантируют существова-

ние решения u(x, y, t, ε) задачи (3.1), удовлетворяющего неравенствам
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(см. [24], [51]):

α(x, y, t, ε) 6 u(x, y, t, ε) 6 β(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄×t ∈ [0, T ], ε ∈ (0; ε0].

Поскольку β(x, y, t, ε)− α(x, y, t, ε) = O(εn) (см. (3.74)) то

u(x, y, t, ε) = α(x, y, t, ε)+O(εn) = Un+1(x, y, t, ε)+O(εn) = Un−1(x, y, t, ε)+O(εn)

заменив в этом равенстве n на n+ 1 получаем результат теоремы.

3.4 Пример

Рассмотрим задачу

ε2∆u− ε∂u
∂t

= (u− ϕ0(x, y)) · (u− ϕ(−)(x, y)) · (u− ϕ(+)(x, y)),

x ∈ R, y ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ],

uy(x, 0, t, ε) = uy(x, 1, t, ε) = 0, x ∈ R, t ∈ [0, T ],

u(x, y, t, ε) = u(x+ L, y, t, ε), x ∈ R, y ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ],

u(x, y, 0, ε) = uinit(x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, 1].

(3.86)

Будем считать, что при всех (x, y) ∈ R× [0, 1] выполнены неравенства

ϕ(−)(x, y) 6 ϕ0(x, y) 6 ϕ(+)(x, y).

Не трудно проверить, что в этом случае выполняется условие С1.

Правая часть уравнения (3.86) представляет собой кубический мно-

гочлен. В этом случае существует такая кривая h0(x, y), что разрешимы

одновременно обе задачи (3.11) и (3.12), то есть существует функция

Φ(ũ, h0(x, t),W0) = Φ(−)(ũ, h0(x, t),W0) = Φ(+)(ũ, h0(x, t),W0)
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удовлетворяющая уравнению

∂Φ

∂ũ
Φ = W0Φ + f(ũ, x, h0(x, t), 0) (3.87)

и краевым условиям

Φ(∓)
(
ϕ(∓)(x, h0(x, t)), h0(x, t),W0

)
= 0.

Это функцию можно найти в виде параболы:

Φ = C
(
u− ϕ(−)(x, h0(x, t))

)(
u− ϕ(+)(x, h0(x, t))

)
.

Подставив Φ в таком виде в уравнение (3.87) и сократив одинаковые

множители
(
u− ϕ(−)(x, h0(x, t))

) (
u− ϕ(+)(x, h0(x, t))

)
в каждом слагае-

мом, получим равенство

C2
(

2ũ− ϕ(−)(x, h0(x, t))− ϕ(+)(x, h0(x, t))
)

= W0C+
(
ũ− ϕ0(x, h0(x, t))

)
.

(3.88)

Приравнивая слагаемые содержащие ũ, получим 2C2 = 1. Решению

уравнения (3.87), удовлетворяющему условию (3.13) соответствует C =

− 1√
2
.

Приравнивая слагаемые в (3.88) не содержащие ũ, получим уравнение,

из которого найдем W0.

W0 =
√

2
(
ϕ(+)(x, h0(x, t)) + ϕ(−)(x, h0(x, t))− ϕ0(x, h0(x, t))

)
.

С учетом выражения (3.9), получим уравнение для функции h0(x, t):

h0t√
1 + h2

0x

=
√

2
(
ϕ(+)(x, h0(x, t)) + ϕ(−)(x, h0(x, t))− ϕ0(x, h0(x, t))

)
.
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Глава 4

Движение двумерного фронта в

задаче реакция-диффузия-адвекция

4.1 Постановка задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу

ε∆u− ∂u

∂t
= (A(u, x, y),∇)u+B(u, x, y), x ∈ R, y ∈ (0, a), t ∈ (0, T ],

u(x, 0, t, ε) = u0(x), u(x, a, t, ε) = u1(x), x ∈ R, t ∈ [0, T ],

u(x, y, t, ε) = u(x+ L, y, t, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a], t ∈ [0, T ],

u(x, y, 0, ε) = uinit(x, y, ε), x ∈ R, y ∈ [0, a].

(4.1)

Здесь A(u, x, y) = {A1(u, x, y), A2(u, x, y)}, ε ∈ (0; ε0] - малый пара-

метр. Будем считать, что функции Ai(u, x, y), i = 1, 2 и B(u, x, y) – L-

периодические по переменной x, достаточно гладкие в области Iu× D̄×

[0, T ], где Iu – допустимый интервал значений u, D̄ = {(x, y) : R× [0, a]};

функции u0(x), u1(x) – L-периодические, непрерывные при x ∈ R; uinit(x, y, ε)

- непрерывная функция в D̄, L – периодическая по переменной x.
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Будем рассматривать задачу (4.1), считая что выполнен ряд условий.

Условие А1.

Пусть дифференциальное уравнение в частных производных первого

порядка

(A(u, x, y),∇)u+B(u, x, y) = 0 (4.2)

с дополнительным условием u(x, 0) = u0(x) имеет решение ϕ(−)(x, y), а

с дополнительным условием u(x, a) = u1(x) — решение ϕ(+)(x, y), где

ϕ(∓)(x, y) — достаточно гладкие в D̄ L-периодические по переменной x

функции, причем

ϕ(−)(x, y) < ϕ(+)(x, y) при (x, y) ∈ D̄. (4.3)

Условие А2. Пусть функции F (∓)(x, y) :=
A1(ϕ

(∓)(x, y), x, y)

A2(ϕ(∓)(x, y), x, y)
удовле-

творяет условию Липшица по переменной x в полосе Π : {0 6 y 6 a;x ∈ R} .

Условие А3. Пусть всюду в области D̄ выполняются неравенства:

A2(ϕ
(−)(x, y), x, y) > 0; A2(ϕ

(+)(x, y), x, y) < 0 (4.4)

Мы будем исследовать решение задачи (4.1), которое имеет вид дви-

жущегося фронта, а именно, такое решение, которое в каждый момент

времени при 0 6 y 6 h(x, t) близко к поверхности ϕ(−)(x, y), а при

h(x, t) 6 y 6 a близко к поверхности ϕ(+)(x, y) и резко изменяется от

значений на поверхности ϕ(−)(x, y) до значений на поверхности ϕ(+)(x, y)

в окрестности некоторой кривой y = h(x, t). В этом случае говорят, что

решение задачи (4.1) содержит внутренний переходный слой в окрестно-

сти этой кривой.
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Будем считать, что y = h(x, t) — это та кривая, на которой решение

u(x, y, t, ε) задачи (4.1) в каждый момент времени принимает значение,

равное полусумме функций ϕ(−)(x, y) и ϕ(+)(x, y):

u(x, h(x, t), t, ε) = ϕ∗(x, h(x, t)) :=
1

2

(
ϕ(−)(x, h(x, t)) + ϕ(+)(x, h(x, t))

)
.

(4.5)

Кривая y = h(x, t) в каждый момент времени делит область D̄ на две

части: D̄(−) = {(x, y) : R× [0;h(x, t)]} и D̄(+) = {(x, y) : R× [h(x, t); a]}.

Для детального описания переходного слоя перейдем в окрестности

этой кривой к локальным координатам (l, r) с помощью соотношений

x = l − r sinα, y = h(l, t) + r cosα, (4.6)

где

sinα =
hx√

1 + h2
x

, cosα =
1√

1 + h2
x

, (4.7)

α – угол между осью y и нормалью к кривой y = h(x, t), проведенной

в область y > h(x, t) в каждый момент времени t, отложенный против

часовой стрелки, l – x-координата точки на этой кривой, из которой

нормаль проводится; r – расстояние от кривой по нормали к ней. Будем

считать что r > 0 в области D(+), r < 0 в области D(−), r = 0 при

y = h(x, t), производные функций h(x, t) в выражении (4.7) берутся при

x = l.

В окрестности кривой y = h(x, t) перейдем к растянутой переменной

ξ =
r

ε
. (4.8)
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В переменных ξ, l, t дифференциальный оператор в уравнении (4.1)

принимает вид (см. (3.4)-(3.6)):

ε∆− ∂

∂t
− (A(u, x, y),∇) =

=
1

ε

(
∂2

∂ξ2 −
1√

1 + h2
x

(ht − hxA1(u, l, h(l, t)) + A2(u, l, h(l, t)))
∂

∂ξ

)
− ∂

∂t
− hxx

(1 + h2
x)

3
2

∂

∂ξ
−

− 1

1 + h2
x

(hthx + A1(u, l, h(l, t)) + hxA2(u, l, h(l, t)))
∂

∂l
+
∑
i=1

εiLi,

(4.9)

где Li – дифференциальные операторы первого или второго порядка по

переменным ξ и l, а производные функции h(x, t) берутся при x = l.

4.2 Присоединенное уравнение

Обозначим

P (u, h(x, t)) =
1√

1 + h2
x(x, t)

(ht(x, t)− hx(x, t)A1(u, x, h(x, t)) + A2(u, x, h(x, t))) .

(4.10)

При ξ ∈ R рассмотрим так называемое присоединенное уравнение для

функции ũ(ξ, h(x, t)):

∂2ũ

∂ξ2 − P (ũ, h(x, t))
∂ũ

∂ξ
= 0, (4.11)

где переменные x и t, а также функция h(x, t) играют роль параметров.

Это уравнение можно свести к присоединенной системе уравнений

∂ũ

∂ξ
= Φ;

∂Φ

∂ξ
= P (ũ, h(x, t)) Φ. (4.12)

Разделив второе уравнение (4.12) на первое, получим дифференциаль-

ное уравнение первого порядка относительно функции Φ(ũ, h(x, t)), ко-
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торое определяет фазовые траектории присоединенной системы на плос-

кости (ũ,Φ) :

∂Φ

∂ũ
= P (ũ, h(x, t)) . (4.13)

Точки (ϕ(∓)(x, h(x, t)), 0) фазовой плоскости (ũ,Φ) являются точками

покоя системы (4.12), а функция P (ũ, h(x, t)) непрерывна при ϕ(−)(x, h(x, t)) 6

ũ 6 ϕ(+)(x, h(x, t)), поэтому существует множество непрерывных функ-

ций h(x, t), для которых определены фазовые траектории Φ(−)(ũ, h(x, t)),

выходящие из точки (ϕ(−), 0) при ξ → −∞, и фазовые траектории Φ(+)(ũ, h(x, t)),

выходящие из точки (ϕ(+), 0) при ξ → +∞. Эти траектории определя-

ются равенствами

Φ(∓)(ũ, h(x, t)) =

ũ∫
ϕ(∓)(x,h(x,t))

P (u, h(x, t))du, ϕ(−)(x, h(x, t)) 6 ũ 6 ϕ(+)(x, h(x, t)).

(4.14)

Условие А4 Пусть существует множество функций y = h(x, t), для

которых выполняются неравенства

ũ∫
ϕ(∓)(x,h(x,t))

P (u, h(x, t))du > 0, (x, t) ∈ R× [0, T ], (4.15)

если ϕ(−)(x, h(x, t)) < ũ < ϕ(+)(x, h(x, t)).

Условие А4 означает, что фазовые траектории Φ(∓)(ũ, h(x, t)) не пе-

ресекают ось Φ = 0 на фазовой плоскости (ũ,Φ) ни в какой внутренней

точке интервала ũ ∈
(
ϕ(−);ϕ(+)

)
.

Расстояние между фазовыми траекториями Φ(−)(ũ, h(x, t)) и

Φ(+)(ũ, h(x, t)) на фазовой плоскости (ũ,Φ) для каждой пары параметров

x и t определяется как разность

Φ(−)(ũ, h(x, t))− Φ(+)(ũ, h(x, t)).
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Если существует гладкая кривая y = h0(x, t), для которой выполня-

ется равенство

Φ(−)(ũ, h0(x, t))− Φ(+)(ũ, h0(x, t)) = 0, (4.16)

то на фазовой плоскости (ũ,Φ) при h = h0 образуется фазовая траек-

тория, соединяющая точки покоя, а именно, входящая в точку покоя

(ϕ(−), 0) при ξ → −∞ и входящая в точку покоя (ϕ(+), 0) при ξ → +∞.

Используя явный вид (4.14) функций Φ(∓), а также учитывая выра-

жение (4.10), сформулируем условие существования соединительной фа-

зовой траектории в следующем виде:

Условие А5 Пусть существует гладкая кривая y = h0(x, t), являю-

щаяся решением уравнения

∂h0

∂t
= (ϕ(+)(x, h0)−ϕ(−)(x, h0))

−1

ϕ(+)(x,h0)∫
ϕ(−)(x,h0)

(
A1(u, x, h0)

∂h0

∂x
− A2(u, x, h0)

)
du,

с условиями

h0(x, t) = h0(x+ L, t), h0(x, 0) = h00(x),

где h00(x) — функция, которая определяется из уравнения

uinit(x, h00(x), ε) =
1

2
(ϕ(−)(x, h00(x)) + ϕ(+)(x, h00(x))). (4.17)
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4.3 Асимптотическое представление решения

Асимптотическое приближение U(x, y, t, ε) решения задачи (4.1) будем

строить отдельно в каждой из областей D̄(−) × [0, T ] и D̄(+) × [0, T ]:

U(x, y, t, ε) =


U (−)(x, y, t, ε), (x, y) ∈ D̄(−) × [0, T ],

U (+)(x, y, t, ε), (x, y) ∈ D̄(+) × [0, T ]

(4.18)

в виде сумм двух слагаемых

U (∓) = ū(∓)(x, y, ε) +Q(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε). (4.19)

Здесь ū(∓)(x, y, ε) – регулярная часть асимптотического представления,

Q(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) – функции, описывающие переходный слой, ξ – рас-

тянутая переменная вблизи кривой локализации переходного слоя, опре-

деленная равенством (4.8). Каждое слагаемое в (4.19) будем представ-

лять как разложение по степеням малого параметра ε:

ū(∓)(x, y, ε) = ū
(∓)
0 (x, y) + εū

(∓)
1 (x, y) + . . . , (4.20)

Q(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) = Q
(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t) + εQ

(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) + . . . .

(4.21)

Кривую y = h(x, t) также будем искать в виде разложения по степе-

ням малого параметра:

h(x, t) = h0(x, t) + εh1(x, t) + ε2h2(x, t) + . . . (4.22)

Функции U (−)(x, y, t, ε) и U (+)(x, y, t, ε) и их производные по направле-

нию нормали к кривой y = h(x, t) будем непрерывно сшивать на кривой
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h(x, t) в каждый момент времени t:

U (−)(l, h(l, t), t, ε) = U (+)(l, h(l, t), t, ε) = ϕ∗(l, h(l, t)), (4.23)

∂U (−)

∂n
(l, h(l, t), t, ε) =

∂U (+)

∂n
(l, h(l, t), t, ε), (4.24)

где функция ϕ∗(x, h(x, t)) определена в (4.5).

4.3.1 Регулярная часть асимптотики

Подставляя разложения (4.20) в равенства

ε

(
∂2ū(∓)

∂x2 +
∂2ū(∓)

∂y2

)
= A1(ū

(∓), x, y)
∂ū(∓)

∂x
+A2(ū

(∓), x, y)
∂ū(∓)

∂y
+B(ū(∓), x, y),

(4.25)

раскладывая функции в правой части по формуле Тейлора по степеням

малого параметра и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-

нях ε, получим дифференциальные уравнения в частных производных

первого порядка для функций ūi(x, y), i = 0, 1 . . .. Будем решать эти

уравнения в каждой из областей D(−) и D(+) с условием периодичности

по переменной x. Дополнительные условия при y = 0 и y = a будем

определять из краевых условий задачи (4.1).

Приравнивая в (4.25) коэффициенты при ε0, получим следующее урав-

нение

A1(ū
(∓)
0 , x, y)

∂ū
(∓)
0

∂x
+ A2(ū

(∓)
0 , x, y)

∂ū
(∓)
0

∂y
+B(ū

(∓)
0 , x, y) = 0, (4.26)

которое совпадает с уравнением (4.2).

Согласно условию А1 функции ϕ(−)(x, y) и ϕ(+)(x, y) являются L-

периодическими по переменной x решениями этого уравнения, соответ-
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ственно, с условиями

ϕ(−)(x, 0) = u0(x); ϕ(+)(x, a) = u1(x).

Положим

ū
(−)
0 (x, y) = ϕ(−)(x, y), ū

(+)
0 (x, y) = ϕ(+)(x, y).

Далее для краткости будем использовать следующие обозначения

Ā
(∓)
i (x, y) := Ai(ϕ

(∓)(x, y), x, y), i = 1, 2,

B̄(∓)(x, y) := B(ϕ(∓)(x, y), x, y)

(4.27)

и аналогичные обозначения для производных функций Ai и B.

Функции ū(∓)
i , i = 1, 2 . . . определяются как решения задач

Ā
(∓)
1 (x, y)

∂ū
(∓)
i

∂x
+ Ā

(∓)
2 (x, y)

∂ū
(∓)
i

∂y
+W (∓)(x, y)ū

(∓)
i = f̄

(∓)
i (x, y),

ū
(−)
i (x, 0) = 0, ū

(+)
i (x, a) = 0, ū

(−)
i (x, y) = ū

(+)
i (x+ L, y),

(4.28)

где

W (∓)(x, y) =
∂Ā

(∓)
1

∂u
(x, y)

∂ϕ(∓)

∂x
(x, y)+

∂Ā
(∓)
2

∂u
(x, y)

∂ϕ(∓)

∂y
(x, y)+

∂B̄(∓)

∂u
(x, y),

(4.29)

f̄
(∓)
i (x, y) — известные функции. В частности, f̄ (∓)

1 (x, y) =
∂2ϕ(∓)

∂x2 +

∂2ϕ(∓)

∂y2 .

Уравнения (4.28) являются линейными дифференциальными уравне-

ниями в частных производных первого порядка. Запишем их уравнения

характеристик:

dx

dy
=
Ā

(∓)
1 (x, y)

Ā
(∓)
2 (x, y)

, (4.30)
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(
f̄

(∓)
i (x, y)−W (∓)(x, y)ū

(∓)
i

)
dy = Ā

(∓)
2 (x, y)dū

(∓)
i . (4.31)

В силу выполнения условия А2 существуют первые интегралы

Ψ(∓)(x, y) = C
(∓)
1 (4.32)

каждого из уравнений (4.30) и на отрезке y ∈ [0, a] существуют функции

x = X(∓)
(
y, C

(∓)
1

)
— решения каждого из этих уравнений [54].

Решая уравнения

dū
(∓)
i

dy
=
f̄

(∓)
i

(
X(∓)(y, C

(∓)
1 ), y

)
−W (∓)

(
X(∓)(y, C

(∓)
1 ), y

)
ū

(∓)
i

Ā
(∓)
2

(
X(∓)(y, C

(∓)
1 ), y

) (4.33)

с условиями ū
(−)
i (x, 0) = 0, ū

(+)
i (x, a) = 0, получаем выражения для

ū
(∓)
i (x, y):

ū
(∓)
i (C

(∓)
1 , y) =

y∫
0,a

exp

− y∫
y1

W (∓)
(
X(∓)(y2, C1), y2

)
Ā

(∓)
2 (X(∓)(y2, C1), y2)

dy2

 f̄
(∓)
i

(
X(∓)(y1, C1), y1

)
Ā

(∓)
2 (X(∓)(y1, C1), y1)

dy1.

(4.34)

Функции ū
(∓)
i (x, y) – решения задач (4.28) – будут определятся выра-

жением (4.34), в которое вместо C(∓)
1 подставлены левые части выраже-

ний (4.32).

4.3.2 Функции переходного слоя

Уравнения для функций переходного слоя Q(∓)(ξ, l, h(l, t), t, ε) определя-

ются из равенств
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(
ε∆− ∂

∂t
− (A(ξ, l, t, ε),∇)

)
Q(∓) =

= (QA(ξ, l, t, ε),∇)ū(∓)(l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα) +QB(ξ, l, t, ε),

(4.35)

где обозначено

A(ξ, l, t, ε) := A
(
ū(∓)(l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα) +Q(∓), l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα

)
,

QA(ξ, l, t, ε) := A(ū(∓)(l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα) +Q(∓), l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα)−

−A(ū(∓)(l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα), l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα),

QB(ξ, l, t, ε) := B(ū(∓)(l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα) +Q(∓), l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα)−

−B(ū(∓)(l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα), l − εξ sinα, h(l, t) + εξ cosα).

(4.36)

а функции sinα и cosα определяются выражениями (4.7).

Оператор ε∆ − ∂

∂t
− (A(ξ, l, t, ε),∇) имеет вид (4.9). Оператор ∇ в

переменных l, ξ , t принимает следующий вид:

∇ =

{
−1

ε

hx√
1 + h2

x

∂

∂ξ
−

√
1 + h2

x

εξhxx − (1 + h2
x)

3
2

∂

∂l
;
1

ε

1√
1 + h2

x

∂

∂ξ
−

hx
√

1 + h2
x

εξhxx − (1 + h2
x)

3
2

∂

∂l

}
.

(4.37)

Подставляя в равенства (4.35) суммы (4.20) и (4.21), раскладывая входя-

щие в правые части (4.35) функции по формуле Тейлора по степеням ма-

лого параметра и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях

ε, будем получать уравнения для функций Q(∓)
i (ξ, l, h(l, t), t), i = 0, 1, . . ..

В качестве дополнительных условий потребуем убывания на беско-

нечности

Q
(∓)
i (∓∞, l, h(l, t), t) = 0, (4.38)

а также выполнения условий при ξ = 0, которые следуют из равен-
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ства (4.23). Перепишем (4.23) с учетом разложений (4.20) и (4.21):

ū
(−)
0 (l, h(l, t)) + εū

(−)
1 (l, h(l, t)) + . . .+Q

(−)
0 (0, l, h(l, t), t) + εQ

(−)
1 (0, l, h(l, t), t) + . . . =

= ū
(+)
0 (l, h(l, t)) + εū

(+)
1 (l, h(l, t)) + . . .+Q

(+)
0 (0, l, h(l, t), t) + εQ

(+)
1 (0, l, h(l, t), t) + . . . =

= ϕ∗(l, h(l, t)).

(4.39)

Функции переходного слоя нулевого порядка

Приравнивая коэффициенты при ε−1 в равенствах (4.35) и при ε0 в равен-

ствах (4.39) и принимая во внимание условие (4.38), получим следующие

задачи для функций Q(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t):

∂2Q
(∓)
0

∂ξ2 − P
(
ϕ(∓)(l, h(l, t)) +Q

(∓)
0 , h(l, t)

) ∂Q(∓)
0

∂ξ
= 0,

ϕ(∓)(l, h(l, t)) +Q
(∓)
0 (0, l, h(l, t), t) = ϕ∗(l, h(l, t)),

Q
(∓)
0 (∓∞, l, h(l, t), t) = 0.

(4.40)

Задачу для Q
(−)
0 будем рассматривать при ξ 6 0, а для Q

(+)
0 – при

ξ > 0.

Введем обозначения

ũ(ξ, h(l, t)) =


ϕ(−)(l, h(l, t)) +Q

(−)
0 (ξ, l, h(l, t), t), ξ 6 0,

ϕ(+)(l, h(l, t)) +Q
(+)
0 (ξ, l, h(l, t), t), ξ > 0,

(4.41)

Ãi(ξ, l, t) := Ai(ũ(ξ, h(l, t)), l, h(l, t)), i = 1, 2,

B̃(ξ, l, t) := B(ũ(ξ, h(l, t)), l, h(l, t)).

(4.42)
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Каждое из уравнений (4.40), записанное в этих обозначениях, прини-

мает вид (4.11). Уравнение (4.11) эквивалентно системе уравнений (4.12)

и, как показано в пункте (4.2), существуют производные функции ũ(ξ, h(l, t)),

при ξ 6 0 и ξ > 0 :

Φ(−)(ξ, h(l, t)) := Φ(−)(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t)) =
∂ũ

∂ξ
, ξ 6 0,

Φ(+)(ξ, h(l, t)) := Φ(+)(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t)) =
∂ũ

∂ξ
, ξ > 0,

(4.43)

для которых имеют место выражения (4.14).

Функцию ũ(ξ, h(l, t)) можно определить, решая каждое из уравнений

∂ũ

∂ξ
=

ũ∫
ϕ(−)(l,h(l,t))

P (u, h(l, t))du, при ξ < 0,

∂ũ

∂ξ
=

ũ∫
ϕ(+)(l,h(l,t))

P (u, h(l, t))du, при ξ > 0.

(4.44)

с начальными условиями

ũ(0, h(l, t)) = ϕ∗(l, h(l, t)).

Можно показать [6], [64], что при всех l ∈ R и t ∈ R+ справедливы

следующие экспоненциальные оценки∣∣∣ũ(ξ, h(l, t))− ϕ(∓)(l, h(l, t))
∣∣∣ < Ce−κ|ξ|, (4.45)

κ, C - положительные константы, не зависящая от ε.

Из (4.45), учитывая обозначение (4.41), можно получить оценки для

функций Q(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t):

∣∣∣Q(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t)

∣∣∣ < Ce−κ|ξ|. (4.46)
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Функции переходного слоя первого порядка

Приравнивая слагаемые при ε0 в равенствах (4.35), получим следующие

уравнения для функций Q(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) :

∂2Q
(∓)
1

∂ξ2 − P (ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t))
∂Q

(∓)
1

∂ξ
−

− ∂P

∂u
(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t))Φ(∓)(ξ, h(l, t))Q1 =

= f
(∓)
1 (ξ, l, h(l, t)), (4.47)

где

f
(∓)
1 (ξ, l, t) =

∂Q
(∓)
0

∂t
(ξ, l, h(l, t), t) +

hxx

(1 + h2
x)

3
2

Φ(∓)(ξ, h(l, t))+

+
1

1 + h2
x

(hthx + A1(ũ, l, h(l, t)) + hxA2(ũ, l, h(l, t)))
∂Q

(∓)
0

∂l
(ξ, l, h(l, t), t)+

+
∂P

∂u
(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t))×

(
ū

(∓)
1 (l, h(l, t))− hx√

1 + h2
x

∂ϕ(∓)

∂x
(l, h(l, t))ξ+

+
1√

1 + h2
x

∂ϕ(∓)

∂y
(l, h(l, t))ξ

)
Φ(∓)(ξ, h(l, t))−

− 1

1 + h2
x

(
−h2

x

∂Ã1

∂x
(ξ, l, t) + hx

∂Ã2

∂x
(ξ, l, t)+

+ hx
∂Ã1

∂y
(ξ, l, t)− ∂Ã2

∂y
(ξ, l, t)

)
Φ(∓)(ξ, h(l, t))ξ+

+ Ã1(ξ, l, t)
∂ϕ(∓)

∂x
(l, h(l, t)) + Ã2(ξ, l, t)

∂ϕ(∓)

∂y
(l, h(l, t)) + B̃(ξ, l, t),

а производные функции h(x, t) берутся при x = l. Из равенств (4.39) в

порядке ε1 следуют краевые условия

Q
(∓)
1 (0, l, h(l, t), t) + ū

(∓)
1 (l, h(l, t)) = 0. (4.48)

Добавим также условия на бесконечности

Q
(∓)
1 (∓∞, l, h(l, t), t) = 0. (4.49)
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Решения задач (4.47) - (4.49) можно выписать в явном виде:

Q
(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) = −ū(∓)

1 (l, h(l, t))
Φ(∓)(ξ, h(l, t))

Φ(∓)(0, h(l, t))
+

+ Φ(∓)(ξ, h(l, t))

ξ∫
0

ds

Φ(∓)(s, h(l, t))

s∫
∓∞

f
(∓)
1 (η, l, t)dη.

(4.50)

Для функций Q(∓)
1 (ξ, l, h(l, t), t) имеют место экспоненциальные оцен-

ки типа (4.46).

Функции переходного слоя произвольного порядка

Функции переходного слоя произвольного порядка k = 2, 3, . . . опреде-

ляются как решения задач

∂2Q
(∓)
k

∂ξ2 − P (ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t))
∂Q

(∓)
k

∂ξ
− ∂P

∂u
(ũ(ξ, h(l, t)), h(l, t))Φ(∓)(ξ, h(l, t))Qk =

= f
(∓)
k (ξ, l, t),

Q
(∓)
k (0, l, h(l, t), t) + ū

(∓)
k (l, h(l, t)) = 0, Q

(∓)
k (∓∞, l, h(l, t), t) = 0

с известными выражениями для f
(∓)
k (ξ, l, t). Для функций Q

(∓)
k , k =

2, 3, ... справедливы экспоненциальные оценки вида (4.46).

4.4 Асимптотическое приближение положения фрон-

та

Неизвестные коэффициенты hi(l, t) i = 1, 2, . . . разложения (4.22) бу-

дем определять из условия сшивания (4.24) производных по направле-

нию нормали к кривой h(x, t).

Запишем производную по направлению нормали к кривой h(x, t) в
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переменных r, l, t. Единичный вектор нормали имеет вид

n =
1√

1 + h2
x

{−hx; 1},

учитывая представление (4.37) оператора ∇ получим следующее выра-

жение для производной по направлению нормали:

∂

∂n
= (n,∇) =

∂

∂r
= − sinα

∂

∂x
+ cosα

∂

∂y
, (4.51)

где sinα, cosα определяются выражением (4.7).

В переменных ξ, l, t эта производная имеет вид:

∂

∂n
=

1

ε

∂

∂ξ
.

С учетом равенств (4.51), представления (4.19) и разложений (4.20), (4.21)

перепишем условия сшивания производных (4.24) в следующем виде

− sinα
∂ϕ(−)

∂x
(l, h(l, t)) + cosα

∂ϕ(−)

∂y
(l, h(l, t))− ε sinα

∂ū
(−)
1

∂x
(l, h(l, t))+

+ ε cosα
∂ū

(−)
1

∂y
(l, h(l, t)) + . . .+

1

ε

∂Q
(−)
0

∂ξ
(0, l, h(l, t), t) +

∂Q
(−)
1

∂ξ
(0, l, h(l, t), t) + . . . =

− sinα
∂ϕ(+)

∂x
(l, h(l, t)) + cosα

∂ϕ(+)

∂y
(l, h(l, t))− ε sinα

∂ū
(+)
1

∂x
(l, h(l, t))+

+ ε cosα
∂ū

(+)
1

∂y
(l, h(l, t)) + . . .+

1

ε

∂Q
(+)
0

∂ξ
(0, l, h(l, t), t) +

∂Q
(+)
1

∂ξ
(0, l, h(l, t), t) + . . . .

(4.52)

Введем функцию H(l, h(l, t), t, ε):

H(l, h(l, t), t, ε) := ε
∂U (−)

∂n
(l, h(l, t), t, ε)− ε∂U

(+)

∂n
(l, h(l, t), t, ε)

с помощью которой перепишем условие сшивания (4.24) как

H(l, h(l, t), t, ε) = 0.

Представим функцию H(l, h(l, t), t, ε) в виде суммы

H(l, h(l, t), t, ε) = H0(l, h(l, t), t)+εH1(l, h(l, t), t)+ε2H2(l, h(l, t), t)+ . . . ,
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где

H0(l, h(l, t), t) =
∂Q

(−)
0

∂ξ
(0, l, h(l, t), t)− ∂Q

(+)
0

∂ξ
(0, l, h(l, t), t),

H1(l, h(l, t), t) = − sinα
∂ϕ(−)

∂x
(l, h(l, t)) + cosα

∂ϕ(−)

∂y
(l, h(l, t)) +

∂Q
(−)
1

∂ξ
(0, l, h(l, t), t)−

−

(
− sinα

∂ϕ(+)

∂x
(l, h(l, t)) + cosα

∂ϕ(+)

∂y
(l, h(l, t)) +

∂Q
(+)
1

∂ξ
(0, l, h(l, t), t)

)
(4.53)

и т.д.

Условия гладкого сшивания (4.52) в порядке ε0 с учетом обозначе-

ний (4.41) и (4.43) дают равенство

H0(l, h(l, t), t) = Φ(−)(ϕ∗(l, t), h(l, t))− Φ(+)(ϕ∗(l, t), h(l, t)) = 0. (4.54)

Выпишем выражение для функции H0(x, h(x, t), t) с учетом обозначе-

ний (4.41), уравнений (4.44) и равенства (4.10):

H0(x, h(x, t), t) =

=
1√

1 + h2
x(x, t)

ϕ(+)(x,h(x,t))∫
ϕ(−)(x,h(x,t))

(ht(x, t)− hx(x, t)A1(u, x, h(x, t)) + A2(u, x, h(x, t))) du.

(4.55)

Выполнение условия А5 (см. (4.16)) означает, что равенство (4.54)

выполняется при h(l, t) = h0(l, t). Будем считать, что функция h0(x, t)

является первым слагаемым в разложении (4.22).

Запишем условия сшивания (4.52) в порядке ε1 с учетом разложе-

ния (4.22):

h1t
∂H0

∂ht
(l, h0(l, t), t) + h1x

∂H0

∂hx
(l, h0(l, t), t) + h1

∂H0

∂h
(l, h0(l, t), t) +H1(l, h0(l, t), t) = 0.

(4.56)

Определим функцию h1(x, t) как решение задачи
∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t)

∂h1

∂t
+
∂H0

∂hx
(x, h0(x, t), t)

∂h1

∂x
+
∂H0

∂h
(x, h0(x, t), t)h1 +H1(x, h0(x, t), t) = 0,

h1(x, t) = h1(x+ L, t); h1(x, 0) = 0,
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где функция H0(x, h(x, t), t) дается выражением (4.55).

Эта задача разрешима поскольку (см. [54])

∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t) =

1√
1 + h2

0x

(
ϕ(+)(x, h0(x, t))− ϕ(−)(x, h0(x, t))

)
> 0.

(4.57)

Уравнения для коэффициентов hk(x, t), k = 2, 3, ... разложения (4.22)

получают из условий гладкого сшивания (4.52) в порядке εk.

Функции hk(x, t) определяются как решения задач

∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t)

∂hk
∂t

+
∂H0

∂hx
(x, h0(x, t), t)

∂hk
∂x

+
∂H0

∂h
(x, h0(x, t), t)hk +Hk(x, h(x, t), t) = 0,

hk(x, t) = hk(x+ L, t); hk(x, 0) = 0.

4.4.1 Асимптотическое представление решения

Определим члены рядов (4.20)-(4.22) до номера k включительно, и по-

ложим

ĥk(x, t) =
k∑
i=0

εihi(x, t). (4.58)

В окрестности кривой ĥk(x, t) перейдем к локальным координатам (l, r̂)

с помощью соотношений, аналогичных (4.6), и введем растянутую пере-

менную ξ̂ =
r̂

ε
. Кривая ĥk(x, t) в каждый момент времени разделяет об-

ласть D̄ на подобласти D̄(−)
k и D̄(+)

k (D̄
(−)
k : (x, y) ∈ R×[0; ĥk(x, t)] и D̄

(+)
k :

(x, y) ∈ R× [ĥk(x, t), a]).

Составим суммы

U
(−)
k (x, y, t, ε) =

k∑
i=0

εi
(
ū

(−)
i (x, y) +Q

(−)
i (ξ̂, l, ĥk(l, t), t)

)
, (x, y, t) ∈ D̄(−)

k × [0;T ], ξ 6 0;

U
(+)
k (x, y, t, ε) =

k∑
i=0

εi
(
ū

(+)
i (x, y) +Q

(+)
i (ξ̂, l, ĥk(l, t), t)

)
, (x, y, t) ∈ D̄(+)

k × [0;T ], ξ > 0.

(4.59)
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Переменные x и l в (4.59) связаны первым из соотношений (4.6) заменой

r на r̂.

Положим

Uk =


U

(−)
k (x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(−)

k × [0;T ],

U
(+)
k (x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(+)

k × [0;T ].

(4.60)

Функция Uk(x, y, t, ε) по своему построению удовлетворяет уравне-

нию (4.1) с точностью O(εk+1) всюду в области D̄, за исключением кри-

вой ĥk(x, t), а краевым и начальным условиям задачи (4.1) эта функция

удовлетворяет точно.

4.5 Обоснование асимптотики

Для доказательства существования решения задачи (4.1) и оценки точно-

сти его асимптотического приближения используется асимптотический

метод дифференциальных неравенств (см. [19], [20]). Согласно этому ме-

тоду решение задачи (4.1) существует, если существуют непрерывные

функции α(x, y, t, ε) и β(x, y, t, ε), называемые соответственно нижним и

верхним решениями задачи (4.1), для которых при достаточно малых ε

выполняется следующая система неравенств (см. [49], [47]):

У1 Условие упорядоченности нижнего и верхнего решений.

α(x, y, t, ε) 6 β(x, y, t, ε) при (x, y, t) ∈ D̄ × [0, T ].

У2 Действие дифференциального оператора уравнения (4.1) на нижнее
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и верхнее решения.

L[α] ≡ ε∆α−∂α
∂t
−(A(α, x, y),∇)α+B(α, x, y) > 0, (x, y, t) ∈ D̄×[0, T ];

L[β] ≡ ε∆β−∂β
∂t
−(A(β, x, y),∇) β+B(β, x, y) 6 0, (x, y, t) ∈ D̄×[0, T ];

для почти всех точек (x, y, t) ∈ D̄ × [0, T ], за исключением тех под-

множеств нулевой меры, на которых функции α(x, y, t, ε) и β(x, y, t, ε)

не являются гладкими.

У3 Условия на границах области D:

α(x, 0, t, ε) 6 u0 6 β(x, 0, t, ε), α(x, a, t, ε) 6 u1 6 β(x, a, t, ε), x ∈ R, t ∈ [0, T ]

α(x, y, t, ε) = α(x+L, y, t, ε), β(x, y, t, ε) = β(x+L, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄× [0, T ].

У4 Условия в начальный момент времени.

Пусть функция uinit(x, y, ε) такова, что выполнены следующие нера-

венства:

α(x, y, 0, ε) 6 uinit(x, y, ε) 6 β(x, y, 0, ε), (x, y) ∈ D̄.

У5 Условия скачка производных нижнего и верхнего решений по на-

правлению нормали к кривым, на которых эти решения не являются

гладкими.

∂β

∂n
(x, hβ(x, t)− 0, t, ε)− ∂β

∂n
(x, hβ(x, t) + 0, t, ε) > 0,

где hβ(x, t) – кривая, на которой верхнее решение не является глад-

ким,

∂α

∂n
(x, hα(x, t) + 0, t, ε)− ∂α

∂n
(x, hα(x, t)− 0, t, ε) > 0,
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где hα(x, t) – кривая, на которой нижнее решение не является глад-

ким.

Известно (см. [47], [49]), что при выполнение условий У1-У5 суще-

ствует функция u(x, y, t, ε) – решение задачи (4.1) – для которой выпол-

няются неравенства

α(x, y, t, ε) 6 u(x, y, t, ε) 6 β(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄ × [0, T ].

4.5.1 Построение верхнего и нижнего решений

Для построения верхнего и нижнего решений используем асимптотиче-

ский метод дифференциальных неравенств (см. [19], [20], [47], [49]), со-

гласно которому эти функции представляют собой модификации асимп-

тотических представлений (4.59). Будем считать, что кривая hβ(x, t),

определяющая положение внутреннего переходного слоя для верхнего

решения, задается следующим образом:

hβ(x, t) = ĥn+1(x, t)− εn+1δ(x, t), (4.61)

где ĥn+1(x, t) – сумма (4.58) при k = n+1, δ(x, t) – положительная функ-

ция, которая выбирается таким образом, чтобы выполнялось условиеУ5

для верхнего решения.

В окрестности кривой hβ(x, t) перейдем к локальным координатам

(l, rβ) согласно следующим равенствам:

x = l − rβ sinαβ,

y = hβ(l, t) + rβ cosαβ = ĥn+1(l, t) + rβ cosαβ − εn+1δ(l, t),

(4.62)
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где rβ – расстояние от кривой hβ(x, t) вдоль нормали к ней, l – координата

точки на оси x, параметр кривой ĥn+1, cosαβ =
1√

1 + (hβ)2
x

, sinαβ =

(hβ)x√
1 + (hβ)2

x

, а производные функции hβ(x, t) в каждый момент времени

t берутся при x = l.

Верхнее решение задачи (4.1) будем строить отдельно в каждой из об-

ластей D̄(−)
β ×[0;T ] и D̄(+)

β ×[0;T ], где D̄(−)
β : (x, y) ∈ R×[0; ĥβ(x, t)] и D̄(+)

β :

(x, y) ∈ R× [ĥβ(x, t), a] :

β(x, y, t, ε) =


β(−)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(−)

β × [0, T ],

β(+)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(+)
β × [0, T ].

(4.63)

Функции β(−)(x, y, t, ε) и β(+)(x, y, t, ε) будем сшивать на кривой hβ(x, t),

таким образом, чтобы функция β(x, y, t, ε) была непрерывна на этой кри-

вой, и выполнялись равенства

β(−)(l, hβ(l, t), t, ε) = β(+)(l, hβ(l, t), t, ε) =
ϕ(−) (l, hβ(l, t)) + ϕ(+) (l, hβ(l, t))

2
.

(4.64)

В окрестности кривой hβ(x, t) введем растянутую переменную ξβ =

rβ
ε
.

Функции β(−) и β(+) будем строить как модификации асимптотиче-

ских представлений (4.59).

β(−) = U
(−)
n+1

∣∣∣
ξβ

+ εn+1
(
µ(−)(x, y) + q

(−)
0 (ξβ, t) + εq

(−)
1 (ξβ, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(−)
β × [0, T ], ξβ 6 0;

β(+) = U
(+)
n+1

∣∣∣
ξβ

+ εn+1
(
µ(+)(x, y) + q

(+)
0 (ξβ, t) + εq

(+)
1 (ξβ, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(+)
β × [0, T ], ξβ > 0.

(4.65)
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Здесь через U (∓)
n+1 обозначены функции (4.59) при k = n + 1, в которых

аргумент ξ Q-функций заменен на ξβ, а функция ĥn+1(x, t) – на hβ(x, t).

Функции µ(∓)(x, y) выбираются далее таким образом, чтобы выпол-

нялись условия У1-У3. Определим их как решения задач

Ā
(∓)
1 (x, y)

∂µ(∓)

∂x
+ Ā

(∓)
2 (x, y)

∂µ(∓)

∂y
+W (∓)(x, y)µ(∓) = R,

µ(−)(x, 0) = R(−), µ(+)(x, a) = R(+), µ(∓)(x, y) = µ(∓)(x+ L, y),

(4.66)

где R, R(∓) - некоторые положительные величины, а Ā(∓)
i (x, y), i = 1, 2

и W (∓)(x, y) определяются соответственно выражениями (4.27) и (4.29).

Ранее в пункте 3.1 были рассмотрены аналогичные задачи для функций

ū1(x, t). Повторяя приведенные там рассуждения, выпишем решения за-

дач (4.66) в явном виде:

µ(∓)(x, y) = R(∓) exp

− y∫
0,a

W (∓)
(
X(∓)(y1, C1), y1

)
Ā

(∓)
2

(
X(∓)(y1, C1), y1

) dy1

+

y∫
0,a

exp

− y∫
y1

W (∓)
(
X(∓)(y2, C1), y2

)
Ā

(∓)
2

(
X(∓)(y2, C1), y2

) dy2

 R

Ā
(∓)
2

(
X(∓)(y1, C1), y1

)dy1,

(4.67)

где C(∓)
1 – левые части первых интегралов (4.32).

Согласно условию А3 при всех (x, y) ∈ D̄ выполняются неравенства

Ā
(−)
2 (x, y) > 0, Ā(+)

2 (x, y) < 0, поэтому µ(∓)(x, y) принимают положитель-

ные значения при (x, y) ∈ D̄.

Функции q(∓)
0 (ξβ, t) устраняют невязки порядка εn в выражении L[β]

и невязки порядка εn+1 в условии непрерывного сшивания верхнего ре-
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шения (4.64), возникшие в результате модификации регулярной части —

добавок µ(∓)(x, y). Определим их как решения уравнений

∂2q
(∓)
0

∂ξβ
2 −P (ũ(ξβ, hβ(l, t)), hβ(l, t))

∂q
(∓)
0

∂ξβ
−∂P
∂u

(ũ(ξβ, hβ(l, t)), hβ(l, t))Φ(∓)(ξβ, hβ(l, t))q
(∓)
0 =

=
∂P

∂u
(ũ(ξβ, hβ(l, t)), hβ(l, t))µ(∓)(l, hβ(l, t))Φ(∓)(ξβ, hβ(l, t)), (4.68)

где производные функции hβ в каждый момент времени t берутся при

x = l.

Граничные условия для q
(∓)
0 (ξβ, t) при ξβ = 0 следуют из условия

непрерывного сшивания верхнего решения (4.65) с учетом условий при

ξβ = 0 для функций Q(∓)
i (ξβ, l, h(l, t)), i = 0, 1, ..., n+ 1 (см. (4.39)):

q
(∓)
0 (0, t) = −µ(∓)(l, hβ(l, t)), t ∈ [0;T ]. (4.69)

Потребуем еще выполнения условий на бесконечности:

q
(∓)
0 (ξβ, t)→ 0 при ξβ → ∓∞, t ∈ [0;T ]. (4.70)

Функции q(∓)
0 (ξβ, t) можно выписать в явном виде:

q
(∓)
0 (ξβ, t) = −µ(∓)(l, hβ(l, t))

Φ(∓)(ξβ, hβ(l, t))

Φ(∓)(0, hβ(l, t))
+ Φ(∓)(ξβ, hβ(l, t))

ξβ∫
0

ds

Φ(∓)(s, hβ(l, t))
×

×
s∫

∓∞

∂P

∂u
(ũ, h(l, t))µ(∓)(l, hβ(l, t))Φ(∓)(η, hβ(l, t))dη.

(4.71)

Функции q(∓)
1 (ξβ, t) определим как решения задач

∂2q
(∓)
1

∂ξβ
2 − P (ũ, hβ(l, t))

∂q
(∓)
1

∂ξβ
− ∂P

∂u
(ũ, h(l, t))Φ(∓)(ξβ, hβ(l, t))q

(∓)
1 = q

(∓)
1 f(ξβ, t)−

−
(
Ā

(∓)
1 (l, h(l, t))

∂µ(∓)

∂x
(l, h(l, t)) + Ā

(∓)
2 (l, h(l, t))

∂µ(∓)

∂y
(l, h(l, t)) +W (∓)(l, h(l, t))µ(∓)(l, h(l, t))

)
,

q
(∓)
1 (0, t) = 0, q

(∓)
1 (ξβ, t)→ 0 при ξβ → ∓∞, t ∈ [0;T ].

(4.72)
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где q(∓)
1 f(ξβ, t) - слагаемые порядка εn+1 в разложении Тейлора функций,

входящих в выражение для L[β], за исключением тех, которые содержат

множители q(∓)
1 (ξβ, t).

Функции q
(∓)
0 (ξβ, t), q

(∓)
1 (ξβ, t) имеют экспоненциальные оценки, ти-

па (4.46).

Нижние решение α(x, y, t, ε) задачи (4.1) построим аналогично верх-

нему. Зададим кривую hα(x, t), определяющую положение внутреннего

переходного слоя для нижнего решения, следующим образом:

hα(x, t) = ĥn+1(x, t) + εn+1δ(x, t), (4.73)

где δ(x, t) – та же функция, что и в (4.61).

В окрестности кривой hα(x, t) перейдем к локальным координатам

(l, rα), согласно равенствам

x = l − rα sinαα

y = hα(l, t) + rα cosαα = ĥn+1(l, t) + rα cosαα + εn+1δ(l, t),

(4.74)

где величины sinαα и cosαα определяются по аналогии с такими же

величинами для верхнего решения.

Нижнее решение задачи (4.1) будем строить отдельно в каждой из об-

ластей D̄(−)
α ×[0;T ] и D̄(+)

α ×[0;T ], где D̄(−)
α : (x, y) ∈ R×[0; ĥα(x, t)] и D̄(+)

α :

(x, y) ∈ R× [ĥα(x, t), a] :

α(x, y, t, ε) =


α(−)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(−)

α × [0, T ],

α(+)(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄(+)
α × [0, T ].

(4.75)

Функции α(−)(x, y, t, ε) и α(+)(x, y, t, ε) будем сшивать на кривой hα(x, t),

так чтобы функция α(x, y, t, ε) была непрерывна на этой кривой и при-
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нимала значение, равное ϕ∗(l, hα(l, t):

α(−)(l, hα(l, t), t, ε) = α(+)(l, hα(l, t), t, ε) =
ϕ(−) (hα(l, t)) + ϕ(+) (hα(l, t))

2
.

(4.76)

Функции α(−), α(+) будем строить как модификации сумм (4.59), при

k = (n+ 1) :

α(−) = U
(−)
n+1

∣∣∣
ξα
− εn+1

(
µ(−)(x, y) + q

(−)
0 (ξα, t) + εq

(−)
1 (ξα, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(−)
α × [0, T ], ξα 6 0;

α(+) = U
(+)
n+1

∣∣∣
ξα
− εn+1

(
µ(+)(x, y) + q

(+)
0 (ξα, t) + εq

(+)
1 (ξα, t)

)
,

(x, y, t) ∈ D̄(+)
α × [0, T ], ξα > 0.

(4.77)

Здесь µ(∓)(x, y) – те же функции, что и в выражениях для верхнего

решения, а q(∓)
0 (ξα, t), q

(∓)
1 (ξα, t) определяются из таких же задач, что и

для верхнего решения, в которых переменная ξβ заменена на переменную

ξα =
rα
ε
.

4.5.2 Проверка дифференциальных неравенств

ЛеммаФункции β(x, y, t, ε), α(x, y, t, ε), определенные выражениями (4.65)

и (4.77), удовлетворяют условиям У1 - У5, и тем самым являются верх-

ним и нижним решениями задачи (4.1).

Проверка условия упорядоченности верхнего и нижнего решений про-

водится точно так же, как в 3 Главе.

Из самого способа построения верхнего и нижнего решений следуют

равенства
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L[β(∓)] = −εn+1R +O(εn+2), L[α(∓)] = εn+1R +O(εn+2),

где R > 0 – постоянная в правой части задачи (4.66). Необходимый знак

в дифференциальных неравенствах условия У2 обеспечивается за счет

выбора достаточно большой величины R.

УсловияУ3 оказываются выполненными при выборе достаточно боль-

ших положительных величин R(−) и R(+) в начальных условиях зада-

чи (4.66).

Проверим выполнение неравенства У5 для верхнего решения. Разло-

жим разность

∂β(−)

∂n
(l, hβ(l, t), t, ε)− ∂β(+)

∂n
(l, hβ(l, t), t, ε)

в ряд по степеням ε с центром (l, h0(l, t), t, 0). В силу проведенного глад-

кого сшивания левой и правой частей асимптотического представления

решения задачи (4.1) (а именно, в силу равенства (4.52)) коэффициенты

при εi для i = 0, . . . , n равны нулю, а коэффициент при εn включа-

ет только те слагаемые, которые возникают в результате модификации

асимптотики.

∂β(−)

∂n
(l, hβ(l, t), t, ε)− ∂β(+)

∂n
(l, hβ(l, t), t, ε) =

= εnδt(l, t)
∂H0

∂ht
(l, h0(l, t), t) + εnδx(l, t)

∂H0

∂hx
(l, h0(l, t), t) + εnδ(l, t)

∂H0

∂h
(l, h0(l, t), t)+

+ εn

(
∂q

(−)
0

∂ξβ
(0, t)− ∂q

(+)
0

∂ξβ
(0, t)

)
+O(εn+1), t ∈ [0;T ], l ∈ R.

(4.78)

Вычислим выражения в скобках в последнем слагаемом, использую
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явный вид функций q(±)
0 (ξβ, t)

∂q
(−)
0

∂ξβ
(ξβ, t)−

∂q
(+)
0

∂ξβ
(ξβ, t) =

µ(−)√
1 + (h0x)2

(h0x(l, t)Ā
(−)
1 (l, h0(l, t))− Ā(−)

2 (l, h0(l, t)))+

+
µ(+)√

1 + (h0x)2
(h0x(l, t)Ā

(+)
1 (l, h0(l, t))− Ā(+)

2 (l, h0(l, t)))

(4.79)

Определим функцию δ(x, t) как решение начальной задачи

∂H0

∂ht
(x, h0(x, t), t)

∂δ

∂t
(x, t) +

∂H0

∂hx
(x, h0(x, t), t)

∂δ

∂x
(x, t) +

∂H0

∂h
(x, h0(x, t), t)δ(x, t) =

= σ − F (x, t),

x ∈ R, t ∈ (0;T ], δ(x, 0) = δ0(x),

(4.80)

где σ – положительная величина, δ0(x) – функция принимающая поло-

жительные значения для всех x ∈ R, а

F (x, t) = µ(+)P
(
ϕ(+)(x, h0(x, t)), h0(x, t)

)
−µ(−)P

(
ϕ(−)(x, h0(x, t)), h0(x, t)

)
.

Последнее выражение получено с использованием явного вида функций

q
(±)
0 (ξβ, t).

В силу условияA1 коэффициент при производной
∂δ

∂t
в уравнении (4.80)

принимает строго положительные значения (см. (4.57)).

Согласно известной теории дифференциальных уравнений в частных

производных (см. [54]) задача имеет положительное решение при доста-

точно больших σ и δ0(x) > 0 (см. аналогичное доказательство в преды-

дущей главе).

При указанном выборе функции δ(x, t) равенство (4.78) преобразуется

к виду

∂β(−)

∂n
(l, hβ(l, t), t, ε)− ∂β(+)

∂n
(l, hβ(l, t), t, ε) = εnσ +O(εn+1).
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Выражение в правой части положительно при достаточно малых ε,

поскольку σ > 0.

При том же выборе функции δ(x, t) выполнено неравенство условия

У5 для нижнего решения.

Основным результатом настоящей работы является следующая тео-

рема.

Теорема. При выполнении условий А1-А5 для любой достаточно

гладкой начальной функции uinit(x, y, ε), лежащей между верхним и

нижним решениями:

α(x, y, 0, ε) 6 uinit(x, y, ε) 6 β(x, y, 0, ε),

существует решение u(x, y, t, ε) задачи (4.1), которое при любом t ∈

[0;T ] заключено между этими верхним и нижним решениями, и для

которого функция Un(x, y, t, ε) является равномерным в области D̄ ×

[0;T ] асимптотическим приближением с точностью O(εn+1), то есть

всюду в области D̄ × [0;T ] справедлива оценка

|u(x, y, t, ε)− Un(x, y, t, ε)| < Cεn+1, C > 0.

Построенные верхнее и нижнее решения гарантируют существова-

ние решения u(x, y, t, ε) задачи (4.1), удовлетворяющего неравенствам

(см. [47]):

α(x, y, t, ε) 6 u(x, y, t, ε) 6 β(x, y, t, ε), (x, y, t) ∈ D̄ × t ∈ [0, T ].

Поскольку β(x, y, t, ε)− α(x, y, t, ε) = O(εn), то

u(x, y, t, ε) = α(x, y, t, ε)+O(εn) = Un+1(x, y, t, ε)+O(εn) = Un−1(x, y, t, ε)+O(εn)
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заменив в этом равенстве n на n+ 1 получаем результат теоремы.

4.6 Пример

ε∆u− ∂u

∂t
= V u

∂u

∂x
− u∂u

∂y
− u sinx,

y ∈ (0, 1), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0, t, ε) = −3 + cos x

V
, u(x, 1, t, ε) =

6− cosx

V
,

u(x, y, t, ε) = u(x+ 2π, y, t, ε),

u(x, y, 0, ε) =
4(sinx+ 1)

V
· thy − 0, 1

ε
− 3 + cos x

V
, V = const

Проверим выполнение условийA1-A4: рассмотрим вырожденное урав-

нение

V u
∂u

∂x
− u∂u

∂y
− u sinx = 0.

Это уравнение в частных производных первого порядка. Запишем со-

ответствующее уравнение характеристик:

dx

V u
= −dy

u
=

du

u sinx
.

Первые интегралы уравнения имеют вид:

C1 = x+ V y C2 = V u+ cosx.

Исключая переменную x, получим

C2 = V u+ cos(C1 − V y). (4.81)

Подставим условие при y = 0: u = −3 + cos x

V
= −3 + cosC1

V

C2 = −3.
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Функция u определяется из уравнения

V u+ cosx = −3.

Окончательно,

ϕ(−) =
−3− cosx

V
< 0.

Подставим в уравнение (4.81) условие при y = 1 u =
6− cosx

V
=

6− cos(C1 − V )

V

C2 = 6.

Функция u определяется из уравнения

V u+ cosx = 6,

тогда

ϕ(+) =
6− cosx

V
> 0.

Условие ϕ(−) < ϕ(+) выполнено, поскольку

ϕ(−)(x, y) < 0, (x, y) ∈ D̄;ϕ(+)(x, y) > 0, (x, y) ∈ D̄. (4.82)

Поскольку A2(u, x, y) = −u, то Условие A2 так же выполнено в силу

неравенства (4.82). Нулевое приближение кривой перехода определяется

из уравнения H0(l, h(l, t), t) = 0 (см. (4.54)), где

H0(l, h(l, t), t) =
1√

1 + h2
x(l, t)

(
ht(l, t)(ϕ

(+)(l, t)− ϕ(−)(l, t))−

−V hx(l, t) + 1

2

(
(ϕ(+)(l, t))2 − (ϕ(−)(l, t))2

))
(4.83)

проведя преобразования, получим:

∂h0

∂t

(
ϕ(+)(x, h0)− ϕ(−)(x, h0)

)
=

ϕ(+)(x,h0)∫
ϕ(−)(x,h0)

(
V u

∂h0

∂x
+ u

)
du.
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Вычисляя интеграл в правой части получаем

∂h0

∂t

(
ϕ(+)(x, h0)− ϕ(−)(x, h0)

)
=

(
V
∂h0

∂x
+ 1

)
u2

2

∣∣∣∣ϕ(+)(x,h0)

ϕ(−)(x,h0)

После преобразований получаем уравнение в частных производных

ht =
V hx + 1

2

(
ϕ(+) + ϕ(−)

)
, (4.84)

или
V

3− 2 cosx

∂h0

∂t
− V

2

∂h0

∂x
=

1

2
.

Выпишем уравнение характеристик:

3− 2 cosx

V
dt = − 2

V
dx = 2dh0

Один из первых интегралов имеет вид:

C1 = x+ V h0

Еще один первый интеграл определим из уравнения

2V dh0 = (3− 2 cos(C1 − V h0))dt

Разделим переменные, получим

2dh0

3− 2 cos(C1 − V h0)
=
dt

V

Интегрируя, получим

2√
5
arctg

(√
5 · tgC1 − V h0

2

)
= −1

2
t+ C2 (4.85)

Найдем начальное значение функции h0 из условия (4.17)

4(sinx+ 1)

V
· thy − 0, 1

ε
− 3 + cos x

V
=

3− 2 cosx

2V
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откуда

h00 = ε · arcth
(

9

8(sinx+ 1)

)
+ 0, 1

Подставляя в (4.85) условие при t = 0 h0 = h00

C2 =
2√
5
arctg

(√
5 · tgC1 − V h00

2

)
Функция h0 является решением уравнения

1

2
t+

2√
5
arctg

(√
5 · tgx

2

)
=

2√
5
arctg

(√
5 · tgx+ V h0 − V h00

2

)
Можно получить h0 в явном виде:

h0 =
2

V
arctg

(
1√
5
· tg

(√
5

4
t+ arctg

(√
5 · tgx

2

)))
+ h00 −

x

V

Функция ũ определяется из уравнения

∂ũ

∂ξ
=

1√
1 + h2

x(l, t)

(
ht(l, t)(ũ− ϕ(∓)(l, t))− V hx(l, t) + 1

2

(
ũ2 − (ϕ(∓)(l, t))2

))
(4.86)

Для тех кривых h(x, t), для которых выполнено неравенство

ht − (V hx + 1)ϕ(+)(x, y) < 0 (4.87)

существует решение уравнения (4.86) при ξ > 0, и при этом limξ→+∞ ũ(ξ, t) =

ϕ(+)(l, t).

Для тех кривых h(x, t), для которых

ht − (V hx + 1)ϕ(−)(x, y) > 0 (4.88)

существует решение уравнения (4.86) при ξ 6 0, и при этом limξ→−∞ ũ(ξ, t) =

ϕ(−)(l, t).

Заметим, что для кривой h0(x, t) выполнены неравенства (4.87) и (4.88):

Действительно, h0x
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h0x =
1

V

5

4 cos2

(√
5

4
t+ arctg

(√
5 · tgx

2

))
+ 1

· 1

1 + 4 sin2 x

2

− 1

V
, (4.89)

h0t = (V h0x + 1)ϕ(+)(x, y) =
V h0x + 1

2
(ϕ(−) − ϕ(+)) < 0,

h0t = (V h0x + 1)ϕ(−)(x, y) =
V h0x + 1

2
(ϕ(−) − ϕ(+)) > 0

(здесь было использовано уравнение кривой h0(x, t)).

Разделим переменные в уравнении (4.86):

dũ(
ũ− ϕ(∓)

)(
ht −

V hx + 1

2

(
ũ+ ϕ(∓)

)) =
dξ√

1 + h2
x

Решая это уравнение с условием ũ(0, l, h(l, t), t) =
ϕ(+) + ϕ(−)

2
=

3− 2 cos l

V
:

ũ =

C(∓) exp

(
ht − ϕ(∓)(V hx + 1)√

1 + h2
x

ξ

)(
2ht

V hx + 1
− ϕ(∓)

)
+ ϕ(∓)

1 + C(∓) exp

(
ht − ϕ(∓)(V hx + 1)√

1 + h2
x

ξ

) ,

здесь индекс (−) соответствует решению при ξ 6 0, а индекс (+) соот-

ветствует решению при ξ > 0, а

C(∓) =
ϕ(±) − ϕ(∓)

4ht
V hx + 1

− ϕ(±) − 3ϕ(∓)

.

Первый порядок.

Регулярная часть:

V ϕ(∓)∂ū
(∓)
1

∂x
−ϕ(∓)∂ū

(∓)
1

∂y
+

(
V
∂ϕ(∓)

∂x
− ∂ϕ(∓)

∂y
− sinx

)
ū

(∓)
1 =

∂2ϕ(∓)

∂x2 +
∂2ϕ(∓)

∂y2
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В области D̄(−), учитывая явные выражения для ϕ(−), получаем

(−3− cosx)
∂ū

(−)
1

∂x
− −3− cosx

V

∂ū
(−)
1

∂y
=

cosx

V
(4.90)

Уравнение характеристики:

dx

−3− cosx
= − V dy

−3− cosx
=

V

cosx
dū

(−)
1

Один из первых интегралов уравнения (4.90) дается выражением

C1 = x+ V y

Еще один первый интеграл определяется из уравнений

− cos(C1 − V y)

−3− cos(C1 − V y)
dy = dū

(−)
1

Интегрируя, получаем в области D̄(−)

C1

V
− y − 3√

2V
arctg

(
1√
2
· tg C1 − V y

2

)
= −ū(−)

1 + C2

Подставим условие ū(−)
1 (x, 0) = 0

C2 =
C1

V
− 3√

2V
arctg

(
1√
2
· tg C1

2

)
Функция ū(−)

1 (x, y) определяется как

ū
(−)
1 (x, y) = y +

3√
2V

arctg
(

1√
2
· tg x

2

)
− 3√

2V
arctg

(
1√
2
· tg x+ V y

2

)
В области D̄(+), получаем

(6− cosx)
∂ū

(+)
1

∂x
− 6− cosx

V

∂ū
(+)
1

∂y
=

cosx

V
(4.91)

Уравнение характеристики:

dx

6− cosx
= − V dy

6− cosx
=

V

cosx
dū

(+)
1
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Одним из первых интегралов уравнения (4.91) дается выражением

C1 = x+ V y

Еще один первый интеграл определяется из уравнений

− cos(C1 − V y)

6− cos(C1 − V y)
dy = dū

(+)
1

Интегрируя, получаем в области D̄(+)

−C1

V
+ y − 12√

35V
arctg

(√
35

5
· tg C1 − V y

2

)
= ū

(+)
1 + C2

Подставим условие ū(+)
1 (x, 0) = 0

C2 = −C1

V
− 12√

35V
arctg

(√
35

5
· tg C1

2

)
Функция ū(+)

1 (x, y) определяется как

ū
(+)
1 (x, y) = y− 12√

35V
arctg

(√
35

5
· tg x

2

)
+

12√
35V

arctg

(√
35

5
· tg x+ V y

2

)
Функции Q1(ξ, l, h(l, t), t) определяются из выражения (4.50), где

f
(∓)
1 (ξ, l, t) =

∂Q
(∓)
0

∂t
(ξ, l, h(l, t), t) +

hxx

(1 + h2
x)

3
2

Φ(∓)(ξ, h(l, t))+

+
1

1 + h2
x

(hthx + (V − hx)ũ(ξ, h(l, t)))
∂Q

(∓)
0

∂l
(ξ, l, h(l, t), t)+

+
V hx + 1√

1 + h2
0x

×

(
ū

(∓)
1 (l, h(l, t))− hx√

1 + h2
x

∂ϕ(∓)

∂x
(l, h(l, t))ξ+

)
Φ(∓)(ξ, h(l, t)),

здесь Q(∓)
0 (ξ, l, h(l, t), t) = ũ(ξ, h(l, t))− ϕ(∓)(l, h(l, t)).

Подставим в уравнение (4.56) для функции h1 выражения

∂H0

∂ht
=
ϕ(+) − ϕ(−)√

1 + h2
0x

=
9√

1 + h2
0x

∂H0

∂hx
=− 1√

1 + h2
0x

V
(ϕ(+))2 − (ϕ(−))2

2
=
−27 + 18 cosx

2V
√

1 + h2
0x

∂H0

∂h
=0,
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где h0x определена выражением (4.89).

Функция h1(x, t) определяется из уравнения

9
∂h1

∂t
− 27− 18 cosx

2V

∂h1

∂x
= G1(x, t),

с условием h1(x, 0) = 0, где

G1(x, t) =
√

1 + h2
0x

(
∂Q

(+)
1

∂ξ
(0, x, h0x(x, t), t)−

∂Q
(−)
1

∂ξ
(0, x, h0x(x, t), t)

)
,

∂Q
(∓)
1

∂ξ
(0, x, h(x, t), t) =

0∫
∓∞

∂ũ

∂t
(ξ, h(l, t))dξ+

+
(
ϕ(+)(x, h(x, t))− ϕ(−)(x, h(x, t))

)
· hxx

(1 + h2
x)

3
2

+

+
hthx

1 + h2
x

0∫
∓∞

∂Q
(∓)
0

∂l
(ξ, x, h(x, t), t)dξ+

+
V − hx
1 + h2

x

0∫
∓∞

ũ(ξ, h(l, t))
∂Q

(∓)
0

∂l
(ξ, x, h(x, t), t)dξ−

− 1√
1 + h2

x

(
ht − (V hx + 1)ϕ(∓)(x, h(x, t))ū

(∓)
1 (x, h(x, t))

)
−

− hx(V hx + 1)

1 + h2
x

∂ϕ(∓)

∂x
(x, h(x, t))

0∫
∓∞

ξΦ(∓)(ξ, h(l, t))dξ.
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Заключение

В диссертационной работе рассмотрены начально-краевые задачи с

решениями в виде движущегося фронта для уравнений типа реакция-

диффузия-адвекция на отрезке и в полосе и для уравнения реакция-

диффузия в полосе. Получены асимптотические приближения решений

с внутренним прееходным слоем, доказано их существование. Важным

результатом работы является получение асимптотического приближе-

ния локализации фронта в каждый момент времени. Эти результаты

могут быть использованы для разработки новых моделей в теории горе-

ния, акустике и теории упругости. Также результаты работы являются

важными в теории асимптотических методов, поскольку содержат вид

дифференциальных операторов, записанных в локальных координатах

и определяющих вид функций, описывающих решение в области лока-

лизации фронтов.
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