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ВВЕДЕНИЕ

Исследование распределений тока в  плоских 
проводниках (толщина τ которых много меньше 
их линейных размеров) часто имеет своим резуль
татом решение, содержащее сингулярность в одной 
или некоторых точках проводника [1–4]. Устране
ние погрешностей модели позволяет устранить 
эту сингулярность [5]; однако остается ясным, что 
в проводнике сложной формы могут иметься обла
сти, плотность тока в которых окажется существен
но больше, чем во всех остальных его частях.

Естественно, что именно в этих областях в силу 
закона Джоуля – Ленца выделяется максимальное 
количество теплоты и, казалось бы, естественно 
предполагать, что именно там проводник будет 
сильнее всего нагреваться. Для качественного по
нимания особенностей распределения температу
ры в такой ситуации нами был аналитически ис
следован случай сингулярности в распределении 
тока в задаче с цилиндрической симметрией [6]. 
При этом было выяснено, что хотя процессы объ
емной теплопроводности существенно сглаживают 
неоднородность в выделении тепла и тем самым 
делают распределение температуры отличным от 
распределения выделяемой тепловой мощности, 
максимум температуры совпадает с максимумом 
плотности тока.

Для исследования распределений температуры 
в отсутствие симметрии мы рассмотрели несколь
ко проводников, изогнутых под различными угла
ми, а также проводник с вырезом прямоугольной 
формы. На рис. 1 приведены распределения плот
ности тока в этих проводниках [4, 5], из которых 

видно, что в окрестности углов имеет место резкое 
возрастание плотности тока. К  сожалению, для 
проводников такого вида аналитическое решение 
уравнения теплопроводности невозможно, что 
приводит к необходимости использования числен
ных методов.

УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
В БЕЗРАЗМЕРНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

При решении задачи о распределении температу
ры было учтено, что на распределение тепла влияет 
как объемная теплопроводность, так и теплоотдача 
с поверхности проводника. Для описания последней 
использовался закон Ньютона–Рихмана с эффектив
ным коэффициентом теплоотдачи [7–9], который 
предполагался постоянным.

Учитывалось, что для большинства металлов 
зависимость удельного сопротивления от темпера
туры описывается линейной функцией в большом 
диапазоне температур [10, 11]:

 ρ ρ α qq( )= + −T1 ( ) , 

где α – температурный коэффициент сопротивле
ния, q – температура окружающей среды, которая 
предполагалась постоянной, ρq – удельное сопро
тивление материала проводника при этой темпера
туре, T – искомая температура проводника.

С учетом сделанных предположений уравнение 
теплопроводности может быть записано в виде [6]:

 τβΔ τ ρ αq( )− = − +u h u j u1T
2 ,  (1)
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Рис. 1. Нормированные распределения плотности тока j(x, y)/j∞ и линии тока в рассматриваемых проводни
ках [4, 5], j∞ – плотность тока на бесконечном удалении от неоднородности.

здесь = − qu x y T x y( , ) ( , ) ,  β – коэффициент тепло
проводности, hT – эффективный коэффициент те
плоотдачи, τ – толщина проводника.

Поскольку распределения токов в  геометри
чески подобных проводниках также подобны, то 
в тех случаях, когда у рассматриваемых проводни
ков совпадают плотности тока, подобными будут 

и распределения выделяемой тепловой энергии. 
Однако за перераспределение этой энергии по про
воднику отвечает объемная теплопроводность, ко
торая описывается законом Фурье, т.е. зависит от 
градиента температур, а стало быть, и от характер
ных размеров проводника.

Для того чтобы исследовать вопрос о подобии 
распределений температуры, уравнение (1) было 
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записано в безразмерных переменных, число ко
торых, согласно Πтеореме Бакингема [12], может 
быть сведено к трем:

 ( )− − = −Δ Π Π Π ΠΠ α� �u u ,1 2 2  (2)

где

 = = =Π
βτ

Π ρ
β

Π αq
αL

h L
T

j
T, , ,T

1
2

2

2 2

 (3)

L, T – характерные величины длины и температу
ры соответственно, ΔΠ – оператор Лапласа в без
размерных координатах, =�x x L/ ,  =�y y L/  и 

=�u u T/ .

Из выражений (3) следует, что на вид распреде
лений температуры, как и предполагалось, оказы
вают влияние характерные размеры проводников. 
Как видно, параметр П1 пропорционален квадрату 

характерного размера проводника, но не зависит 
от тока, протекающего через этот проводник. Это 
говорит о  том, что при изменении характерных 
размеров проводника изменяется вид уравнения 
(2), а следовательно, и его решение.

При решении уравнения (2) предполагалось, 
что проводники с боков окружены полностью те
плоизолирующим материалом, и отток тепла че
рез боковые границы отсутствует. Для того чтобы 
сделать возможным использование численных ме
тодов, мы рассматривали конечные области про
водников, выбирая границы там, где линии тока 
можно считать однородными. Было сделано пред
положение, что в силу равномерности распреде
ления тока, а следовательно, и источников тепла, 
градиент температуры можно считать пренебрежи
мо малым, т.е. считать, что на всей границе рас
сматриваемой области проводника заданы условия 
Неймана:
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здесь Ω  – рассматриваемый участок проводни
ка в  безразмерных координатах. Эта задача, 

согласно [13], эквивалентна задаче о минимизации 
функционала

 ∫ ( )∂ ∂



 = ∂ + ∂ + −



 −







χ Π Π Π Πα

Ω

� � � � � � �� � � �u u u u u u u dS, ,
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( ) ( ) ,x y x y
2 2

1 2
2

2  (5)

что позволило применить для ее решения метод 
конечных элементов.

При технической реализации последнего нами 
использовался тот факт, что все рассматриваемые 
области были получены из верхней комплексной 
полуплоскости с помощью конформных отобра
жений [4, 5]. Это позволило выбирать точки для 
триангуляции не в самой области Ω, а в соответ
ствующем ей полукольце верхней комплексной 
полуплоскости, что, в  свою очередь, позволило 
избежать трудностей с выбором точек на границе 
и использовать один и тот же алгоритм для всех 
рассматриваемых областей.

Для построения триангуляции Делоне была ис
пользована программа “Triangle” [14], для решения 
результирующей системы линейных уравнений – 
библиотека UMFPACK [15].

Результаты решения для алюминиевых провод
ников толщиной τ = 10 мкм, по которым течет ток 
плотностью j∞ = 50 А ‧ мм–2 приведены на рис. 2. 
Температура окружающей среды q = 26.6 °C, па
раметры материала: ρ = 0.0292 Ом ‧ мм2 ‧ м–1, 
β = 226  Вт K–1 ‧ м–1, hT

 = 49.6  Вт ‧ K–1 ‧ м–2, 
α = 0.0042 К–1. Видно, что при изменении харак
терных размеров L распределения температуры 
весьма существенно изменяются, и температура 
в точке с максимальной плотностью тока может 
быть не только больше, но и меньше температуры 
удаленных от неоднородности частей проводника. 
Кроме того, в проводниках с меньшими характер
ными размерами разброс температур оказывается 
намного меньше, чем в проводниках с большими 
размерами, поэтому при недостаточной точности 
измерительных приборов они могут выглядеть рав
номерно нагретыми.
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Рис. 2. Распределения температуры в геометрически подобных проводниках различной формы.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

При экспериментальном исследовании распре
делений температуры использовался ИКтермо
граф SATS160, позволяющий получать как карти
ну распределения температуры, так и ее значения 
в  отдельных точках проводника. Доступная по
грешность измерения температуры составила 2

 
°С, 

пространственное разрешение – 2.2 мрад.
В качестве образцов для измерения был исполь

зован проводник шириной 1  см, изогнутый под 
углом 90o, и проводник такой же ширины с прямо
угольным вырезом, величина сужения в котором 
составляет 2 мм. Проводники были изготовлены из 
алюминиевой фольги толщиной 10 мкм с поверх
ностью, имеющей следы технологической обра
ботки. Согласно расчетам для различных радиусов 
скругления, температура внутреннего угла в таких 
проводниках равна или несущественно превышает 
температуру на удалении от изгиба. Дополнитель
но была измерена температура двух проводников 
в виде прямых полосок шириной 1.1 см и 2 мм.

Для того чтобы приблизить спектральные ха
рактеристики теплового излучения проводников 
к  спектральным характеристикам черного тела, 
проводники покрывались тонким слоем черного 
красителя, изготовленного на основе газовой сажи.

Проводники нагревались постоянным элек
трическим током, вырабатываемым стандартным 
источником питания Mastech DC Power Supply 
HY3030E, позволяющим получить ток до 30 А. Ин
тегральный ток, протекающий через проводник, 
фиксировался встроенным цифровым прибо
ром с погрешностью до 0.1 А. Максимальный ток 
через образец ограничивался константановым 
реостатом.

Коэффициент теплоотдачи был получен эмпи
рическим путем из тех соображений, что в стацио
нарном режиме температура прямого проводника 
без изгибов определяется как

 =
−
ρ τ

αρ τ
q

q
u

j

h j
;

T

2

2  (6)
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отсюда, зная его температуру, можно найти коэф
фициент теплоотдачи

 =
+ρ τ αqh

j u
u

(1 )
.T

2

 (7)

Этот коэффициент был посчитан для полоски 
шириной 1.1 см и составил 49 ± 5.5 Вт ‧ К–1 ‧ м–2, 
что качественно соответствует коэффициенту 
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теплоотдачи для проводника с естественной кон
векцией, как сверху, так и  снизу [1]. Несколько 
завышенное по сравнению с расчетным значение 
связано с тем, что фактически рассматриваемый 
проводник не является абсолютно черным телом, 
и измеренная температура может оказаться зани
женной по сравнению с реальной, что при расче
те приводит к большим значениям коэффициента 
теплоотдачи.

На рис.  3 приведены примеры термограмм, 
полученных ИКтермографом, и соответствую
щие численные расчеты. Для проводника с вы
резом ток составляет 5 А, для проводника, изо
гнутого под прямым углом – 7.1  А. На рис.  4 – 
экспериментальная и теоретическая зависимости 
температуры вблизи внутреннего угла проводни
ка, изогнутого под прямым углом, и в центре пе
ремычки от пропускаемого тока. Относительно 
большой разброс значений температур во вну
треннем угле связан со сложностью фокусировки 
прибора строго на внутреннем угле проводника, 
поэтому фактически температура измерялась на 
некотором расстоянии от него, которое колеба
лось в  пределах миллиметра. При измерениях 
температуры перемычки такая проблема не воз
никала, поскольку прибор имеет функцию поис
ка максимальной температуры, которая соответ
ствует центру перемычки.

Экспериментальная проверка была предприня
та в основном в связи с некоторой парадоксаль
ностью полученных теоретических результатов 
и ставила задачу качественной проверки распре
делений температуры, не имея целью достижение 
метрологической точности. Несмотря на это, вид
но, что имеет место как качественное, так и коли
чественное, в  пределах 30%, совпадение теории 
с экспериментом.

Измерение температуры полоски без дефектов 
шириной 2 мм показали, что она нагревается до 
температуры порядка 100 °С токами 2.9–3 A. На
личие теплоотвода в широкую часть проводника 
позволяет пропускать через перемычку той же ши
рины в 2 раза больший ток без разрушения этой 
перемычки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведенное рассмотрение показывает, что ста
ционарные распределения температуры в плоских 
проводниках существенным образом определяют
ся не только характеристиками материала провод
ников, но и их характерными размерами. Установ
лено, что с уменьшением характерных размеров 
проводника существенно возрастает роль объем
ной теплопроводности, что приводит к сильному 
перераспределению температуры по проводнику.  
В результате этого температуры областей, 

Рис. 4. Экспериментальная и теоретическая зависи
мости температуры в центре перемычки (а) и вблизи 
внутреннего угла проводника, изогнутого под пря
мым углом (б), от пропускаемого тока.
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в которых выделяется максимальная тепловая мощ
ность, могут оказаться даже меньше температур 
тех областей, где тепловая мощность практически 
не выделяется. Это приводит в частности к тому, 
что при локальных дефектах, приводящих к рез
кому возрастанию плотности тока в проводнике 
(примером может служить проводник с перемыч
кой), тем не менее не будет происходить перего
рание проводников, если их характерные размеры  
малы.

Полученные критерии подобия позволяют 
подобрать материалы и условия обдува провод
ников так, чтобы достичь физического подобия 
при подобии геометрическом. Главным образом, 
на наш взгляд, это может быть достигнуто с по
мощью изменения коэффициента теплоотдачи, 
однако техническая реализация этого выходит за 
рамки данной работы.
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