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Новая аксиоматизация импликативного фрагмента 

бесконечнозначной лоmки Лукасевича L ro 

Бесконечнозначной матриuей Лукасевича 11(; (Lukasiewicz, 
Tarski 1930] называется матриuа вида 

11(~ = <У, -, -+, {1}>, 

где V есть множество раuиональных чисел из отрезка (0,1) или 
сам отрезок 10,1]; {1} - множество выделенных значений; -
есть унарная и -+ бинарная операuии отриuания и импликаuии 
соответственно, определенные на множестве V следующим 

образом: 

-х = l-х, 

х-+у = min(l, 1-х+у). 

Я.Лукасевич в указанной выше работе выдвинул гипотезу, 
что бесконечнозначная матричная логика L"" задаваемая мат­

риuей 11(;, аксиоматизируется справилом подстановки и 
modus ponens посредством следующих аксиом: 

В'. (р -+ q) -+ «q -+ r) -+ (р -+ r» 
К. р -+ (q -+ р). 
D. «р -+ q) -+ q) -+ «q -+ р) -+ р) 
L. «р -+ q) -+ (q -+ р» -+ (q -+ р). 
Contr. (-р -+ -q) -+ (q -+ р) 

Эта гипотеза была подтверждена М. Вайсбергом (Wajsberg 
1935, p.2401, но доказательство не сохранилось. Позже оказа­
лось, что аксиома L не является независимоЙ. Несколько раз­
личные доказательства этого факта были получены одновре­

менно и независимо друг от друга К. А. Мередитом [Meredith 
1958) и Ч.Ч.Чэном (Chang 1958а). Наконеu, А. Роуз и 
Дж. Россер [Rose, Rosser 1958) опубликовали семантическое, а 

• Работа выполнена при поддержке РГНФ, грант 95-06-17270. 
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Ч.Ч.Чэн [Chang 1958Ь, 1959) алгебраическое доказательство 

полноты Lф относительно м:. 
А. Роуз [Rose 1956а), а затем независимым образом 

Р. Мейер [Meyer 1966), показали, что импликативный фрагмент 
Lф ..... логики L", аксиоматизируют формулы В', К, D. L 1. 

В работе [Meyer, Parks 1972) при аксиоматизации импли­
кативного фрагмента логики RМ (см. [Anderson, Belnap 1975]) 
появляется формула 

« «p-+q)-+q)-+p )-+r)-+( « « q-+p )-+р )-+q)-+r)-+r), 
которую обозначим посредством х. 

Мы покажем, что L",-+ аксиоматизируется посредством В, 
С, К, х, где 

В. (q -+ r) -+ «р -+ q) -+ (р -+ г». 

С. (р -+ (q -+ г» -+ (q -+ (р -+ r». 

Теорема. ВСКХ = B'KDL. 
Доказуемость формулы А будем обозначать посредством ~A. 

Сами доказательства будем записывать способом, предложен­
ным я. Лукасевичем, однако, в наших обозначениях. Каждый 
доказанный тезис будет иметь свой номер и предшествующую 

строку доказательства, которая состоит из двух частей, разде­

ленных звездочкой *. Слева стоит формула (или ее номер), в 
которую про изведена подстановка и которая является большей 

посылкой. Справа указывается меньшая посылка, которая 
также может быть получена за счет подстановки. 'Результат 
применения modus ponens указывается посредством тире, после 
чего вся строка заканчивается запятой, а доказанная формула -
точкой. 

Утверждение 1. В, С, К, Х ~ В', D, L. 
1. (q-+ г) -+ « р -+ q) -+ (р -+ г» (=В). 

2. (р -+ (q -+ г» -+ (q -+ (р -+ г» (=С). 

3. р -+ (q -+ р) (=К). 

4. « «p--+q)-+q)-+p )-+г)-+« « (q-+p )-+р )-+q)-+r)-+r) (=Х). 

I СМ. также [Wotniakowska 1978). где L..-+ аксиоматизируется посредством К, 
D н «р -+ q) -+ (р -+ r» -+ «q -+ р) -+ (q -+ r». 
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2 J/p '" 3 - 5, 
5. q -) (р -) р). 

5 q/p-) ( q-)p) '" 3 - 6. 
6. р -) р. 

3 р/р-)р, q/q-)p '" 6 - 7. 
7. (q-)p)-)(p-)p). 

2 p/q-)p, q/p, r/p '" 7 - 8, 
8. p-)«q-)p)-)p). 

1 q/p, r/(q-)p)-)p, p/(p-)q)-)q '" 8 - 9, 
9. «(p-)q)-)q)-)p)-)D. 

2 p/q-)r, q/p-)q, r/p-)r '" 1 - 10, 
10. (p-)q)-)«q-)r)-)(p-)r» (=В'). 

10 q/(q-)p)-)p, r/q '" 8 - 11, 
11. « (q-)p )-)р )-)q)-)(p-)q). 

2 p/q-)p, r/p '" 6 p/q-)p - 12, 
12. q-)«q-)p)-)p). 

1 r/( q-)p )-)р, p/(p-)q)-)q) '" 12 - 13, 
13. « (p-)q)-)q)-)q )-)( «p-)q)-)q)-)( (q-)p )-)р». 

1 q/«p-)q)-)q)-)q, r/D, p/p-)q '" 13 -14, 
14. «p-)q)-)( «p-)q)-)q)-)q) )-)( (p-)q)-) О). 

14'" 12 q/p-)q, p/q - 15, 
15. (p-)q)-)D. 

1 q/p-)q, г/О, p/«q-)p)-)p)-)q '" 15 - 11 - 16, 
16. «(q-)p)-)p)-)q) -)О. 

4 г/О '" 9 - 16 - 17, 
17. «p-)q)-)q)-)«q-)p)-)p) (=О)2. 

3 p/«(p-)q)-)q)-)p)-)(q-)p), q/(p-)q)-)(q-)p) '" 
11 q/p, p/q - 18, 

18. «p-)q)-)( q-)p) )-)( « (p-)q)-)q)-)p )-)( q-)p). 
2 p/(p-)q)-)(q-)p), q/«p-)q)-)q)-)p, r/q-)p '" 
18 - 19, 

19. (((p-)q)-)q)-)p)-)L. 

Другое доказательство В, С, К, Х ~ D имеется в [Slaney, Btll1der 1994]. 
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1 q/«q~p)~(p~q»~(p~q), r/L, p/«q~p)~p)~q • 
17 p/q~p, q/p~q - 19 p/q, q/p - 20, 

20. «(q~p)~p)~q)~L. 

4 r/L • 19 - 20 - 21, 
21. «p~q)~(q~p»~(q~p) (=Ц. 

Утверждение 2. В', К, D, L ~ С, В, Х. 
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1. (р ~ q) ~ «q ~ 1") ~ (р ~ r» (=В'). 

2. р ~ (q ~ р) (=К). 

3. «р ~ q) ~ q) ~ «q ~ р) ~ р) (=0). 
4. «p~q)~(q~p»~(q~p) (=Ц. 

1 q/(q~p)~p, r/(p~q)~q • 2 q/q~p - 3 p/q, q/p - 5, 
5. p~«p~q)~q). 

1 p/q, q/(q~r)~r, r/p~r • 5 p/q, q/r - 6, 
6. «(q~r)~r)~(p~r»~(q~(p~r». 

1 p/p~(q~r), q/«q~r)~r)~(p~l"), r/q~(p~r) • 
1 q/q~r - 6 - 7, 

7. (p~(q~r»~(q~(p~r» (=С). 

7 p/p~q, q/q~r, l/p~r • 1 - 8, 
8. (q~ r) ~ « р ~ q) ~ (р ~ r» (=В). 

8 q/«q~p)~(p~q», r/p~q, p/r~(p~q) • 
4 p/q, q/p - 9, 

9. «r~(p~q»~«q~p)~(p~q)))~ 
« r ~(p~q»~(p~q». 
1 p/q~(p~r), q/(r~(p~q»~«q~p)~(p~q», 
r/(r~(p~q»~(p~q) • 1 p/q~p, q/r, r/p~q - 9 - 10, 

10. «q~p)~r)~«r~(p~q»~(p~q». 
1 p/(q~p)~r, q/(r~(p~q»~(p~q), r/«p~q)~r)~r • 
10 - 3 p/r, q/p~q - 11, 

11. «q~p)~r)~«(p~q)~r)~r). 
7 p/(p~q)~q, q/q~p, r/p • 3 - 12, 

12. (q~p)~«(p~q)~q)~p). 
1 p/q~p, q/«p~q)~q)~p • 12 - 13, 

13. « «p~q)~q)~p )~r)~« q~p )~r). 
1 p/«(p~q)~q)~p)~r, q/(q~p)~r, r/«p~q)~r)~r • 
13 - 11 - 14, 



14. « «p-+q)-+q)-+p )-+г)-+( «p-+q)-+r)-+r). 
7 p/«(p-+q)-+q)-+p)-+f, q/«p-+q)-+f. 14 - 15, 

15. «p-+q)-+r)-+« « (p-+q)-+q)-+p)-+r)-+r). 
1 p/(((p-+q)-+q)-+p)-+f, q/(q-+p)-+f, 
t/««q-+p)-+p)-+q)-+r)-+f. 13 - 15 p/q, q/p - 16, 

16. ««р-+q)-+q)-+р)-+г)-+««(q-+р)-+р)-+q)-+г)-+г) (=Х). 
Таким образом. теорема доказана. 
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