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ФОРМУЛЫ ДЛЯ РАСЧЕТА ПРОГИБА БАЛОЧНОЙ МНОГОРЕШЕТЧАТОЙ ФЕРМЫ

Статически определимая плоская ферма с двойной решеткой равномерно нагружена верти&
кальными силами по верхнему поясу. Получена точная зависимость прогиба фермы от ее разме&
ров, нагрузки и числа панелей в упругой стадии ее работы. Выведены формулы для наиболее
сжатых и растянутых стержней верхнего и нижнего поясов. Усилия в стержнях определялись
методом вырезания узлов в аналитической форме с применением системы компьютерной мате&
матики Maple. Перемещения вычислены по формуле Максвелла – Мора в предположении, что
жесткости всех стержней одинаковы. Для обобщения решения на произвольное число панелей
использовался метод индукции. Замечено, что коэффициенты формулы удовлетворяют одно&
родным рекуррентным уравнениям, решение которых методами компьютерной математики
дает искомую общую зависимость в виде полинома. Обнаружено кинематическое вырождение
фермы при числе панелей, кратном трем. Приводится пример соответствующей кинематически
непротиворечивой схемы распределения виртуальных скоростей узлов. Выводится формула для
горизонтального смещения подвижной опоры от действия вертикальной нагрузки. Кривые за&
висимости прогиба от высоты фермы обнаруживают минимумы, наличие которых позволяет
оптимизировать конструкцию по жесткости и весу. Зависимость прогиба от числа панелей при
фиксированной нагрузке на ферму и заданной длине пролета имеет скачкообразный характер.
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Постановка задачи

История применения решетчатых ферм берет свое начало от работ Кулибина [1, с. 121].
Первые расчеты таких конструкций выполнялись только численно. Особенность решетчатых
схем исключает простые аналитические расчеты усилий в стержнях. Для метода Риттера, тради2
ционно применяемого в ручных «расчетах», в данной ферме не существует соответствующего
сечения, а метод последовательного вырезания узлов весьма трудоемок, особенно при большом
числе стержней. Единственно возможный вариант расчета — составление и решение системы
уравнений равновесия всех узлов. Современные численные методы легко справляются с такой
задачей. Для получения аналитических решений привлекают специализированные пакеты сим2
вольной математики (Mathematica, Maple, Maxima и др.). Однако, несмотря на огромные воз2
можности таких систем, существует количественное ограничение в сложности рассчитываемых
конструкций, связанное с особенностями символьных преобразований. Скорость символьных
преобразований существенно меньше численных и, главное, резко падает с увеличением слож2
ности объекта. Так, например, численный расчет фермы с 100 панелями занимает секунды, в то
время как символьные преобразования могут занять часы. Поэтому в [2] для получения аналити2
ческих решений сложных регулярных конструкций был предложен метод индукции, позволяю2
щий вывести формулы для прогиба и усилий в стержнях конструкций с произвольным числом
элементов. Именно этим методом в настоящей работе производится расчет фермы (рис. 1).

Расчет усилий

Ферма, содержащая 2 5n +  шарниров и 4 10m n= +  стержней, равномерно нагружена по вер2
хнему поясу вертикальными силами P. Для определения усилий в стержнях фермы используем
программу [3], основанную на методе вырезания узлов и решении системы уравнений равнове2

Рис. 1. Ферма, 7n =
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сия в символьной форме. Программа реализована на языке Maple. Стержни фермы упругие,
модуль упругости E. Площади сечений стержней F приняты одинаковыми. Пронумеруем шар2
ниры и стержни фермы (рис. 2).

Узлы нижнего пояса нумеруются слева направо, затем нумеруются узлы верхнего пояса.
Начало координат выбираем в левой шарнирной опоре:
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Конфигурация решетки фермы представлена условными векторами , 1,..., ,iN i m=  коорди2
наты которых являются номерами шарниров по концам соответствующих стержней. Для стерж2
ней нижнего пояса, например, имеем следующие вектора: [ , 1], 1,..., 1.iN i i i n= + = +  Матрица G
системы уравнений равновесия узлов состоит из направляющих косинусов стержней, вычисля2
емых по координатам узлов в соответствии с векторами , 1,..., .iN i m=  В нечетные строки матри2
цы записываются коэффициенты уравнений проекций на ось x, в четные — на ось y.

Расчет усилий в фермах с разным числом панелей показал, что фермы, число панелей
которых кратно трем, кинематически изменяемы. Определитель системы уравнений равнове2
сия в этом случае вырождается. Конструкция становится мгновенно изменяемым механиз2
мом. При 3n =  распределение скоростей будет следующим. Стержни 226 и 4211 повернутся
вокруг опор 1 и 5, стержни 628 и 9211 — вокруг угловых шарниров 7 и 10 (рис. 3). Стержни 723
и 3210 останутся неподвижными, стержни 229 и 428 совершат мгновенно поступательные дви2
жения. Очевидно соотношение скоростей / /u a v h= . Точно такая же картина скоростей будет
для фермы с числом панелей 6, 9, 12, ...

Случаи аналогичного эффекта приобретения изменяемости в плоских фермах и характер2
ные картины скоростей рассмотрены автором в [4—6].

Пусть рассматриваемая ферма имеет нечетное число панелей 2 1n k= + , не кратное трем.
Последовательность

(6 1 ( 1) ) / 4, 1, 2, 3, 4...jk j j= + − − = (1)

удовлетворяет этому требованию и соответственно дает значения чисел панелей 5, 7, 11, 13,...
Прогиб фермы (в среднем шарнире нижнего пояса) определяем по формуле Максвелла – Мора
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где ,i iS s  – усилия в i2м стержне фермы от приложенной нагрузки и от единичной вертикальной

силы, приложенной к центральному узлу нижнего пояса, соответственно. Суммирование ведет2
ся по всем стержням фермы, кроме жестких опорных. Последовательное решение задачи с
использованием системы символьной математики для ферм с j = 1, 2, 3, 4... дает следующее
общее для всех ферм выражение прогиба
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Рис. 2. Нумерация узлов, 5n = , 2k =
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Введено обозначение 2 2c a h= + . Зависимости коэффициентов при степенях получены как
решения рекуррентных уравнений с помощью операторов rgf_findrecur и rsolve системы Maple.

Разработанный алгоритм позволяет легко перестроить решение на другие нагрузки и пере2
мещения. Вычислим горизонтальное смещение подвижной опоры. Очевидно, в основном эта
величина определяется деформацией стержней нижнего пояса, а в реальных конструкциях эти
элементы достаточно жесткие, поэтому величина смещения будет весьма незначительной. Боль2
ший интерес в таком исследовании, скорее всего, имеет выявление его особенностей, знание
которых может пригодиться при эксплуатации сооружения, где горизонтальное смещение опо2
ры зависит также и от температурных деформаций. Используем ту же формулу Максвелла –
Мора, но is  – это уже усилие в i2м стержне фермы от единичной горизонтальной силы, прило2
женной к левой опоре. Метод индукции для фермы, число панелей которой не кратно трем

( )6 ( 1) 3 4jn j= − − − , 1,2,3,...j =  (здесь не наложено ограничение на нечетность панелей n) дает
следующее выражение для смещения

( ) ( ) ( )( )3 2 26 3 3 ( 1) 13 3( 1) 5 1 ( 1)
.
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Одновременно с вычислением прогиба можно получить и аналитические выражения для
наиболее сжатых и растянутых стержней. Расчет показывает, что это усилия в средних стержнях
верхнего и нижнего поясов (рис. 2):
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Расчет произведен для нечетного числа панелей 2 1n k= +  и последовательности номеров (1).
Заметим, что простые способы вычисления усилий в отдельных стержнях (метод Риттера) в
данной конструкции неприменимы. Индуктивный подход является простым способом вывода
формулы для усилий в этих стержнях. Возможно применение также метода замены стержней
Геннеберга [7, с. 55], но этот способ плохо алгоритмизируется и требует индивидуального подхода
к каждому стержню.

Анализ

Проанализируем, как меняется прогиб фермы при постоянном пролете 2L an=  в зависимо2
сти от числа панелей. Введем обозначение для суммарной нагрузки на ферму ,sP nP=  так чтобы
с изменением числа панелей общая нагрузка не менялась. Зависимость безразмерного прогиба

' / ( ),sEF P L∆ = ∆  построенная по формуле (2) от числа панелей (размеры h на рис. 4 указаны в
метрах) обнаруживает скачки, более выраженные при малых n. С ростом n прогиб почти не
меняется, что позволяет для грубых расчетов ориентироваться на результаты, полученные при
малых n. В данном случае это значения 10n ≈ .

Зависимость же от высоты (при тех же предположениях о нагрузке и пролете) имеет мини2
мум (рис. 5). Компактное аналитическое выражение, соответствующее этой точке найти не
удается, но можно заметить, что от числа панелей оно зависит заметно (оптимальная высота h
растет с увеличением числа панелей, а прогиб уменьшается). Безусловно, это не повод «мель2

Рис. 3. Схема возможных скоростей при 3n =
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чить» панели, так как с уменьшением размера a  увеличивается общее число стержней и узлов в
конструкции, следовательно, растет общий вес и трудоемкость изготовления и монтажа.

Заключение

Рассмотренная схема фермы обнаруживает скрытую особенность. При числе панелей, крат2
ном трем, она становится кинематически изменяемой. Это свойство наиболее надежно выявля2
ется при аналитическом расчете. При численном счете по той же программе [3], допускающей
как численную, так и аналитическую моду, вырождение определителя часто спрятано за по2
грешностями счета и не всегда бросается в глаза. Аналитическое решение для прогиба и смеще2
ния опоры выявляет принципиальные особенности схемы конструкции, наиболее заметные из
которых – скачкообразное изменение прогиба в зависимости от числа панелей и слабая зависи2
мость прогиба от числа панелей при большом их числе. Эти свойства конструкции позволяют
оптимизировать размеры фермы с целью экономии материала и увеличении ее жесткости. При2
мененный алгоритм допускает несложное обобщение на различные жесткости стержней. По
сравнению с численным решением аналитическое решение дает возможность получать оценки
прогиба для ферм с большим числом панелей без потери точности решения, что характерно для
численных расчетов (SOFiSTiK, Ansys и др.) [8—10]. Аналитические решения методом индукции
по программе [3] получены в [11—18]. Обзор точных решений для прогиба плоских ферм приве2
ден в [19, 20].
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