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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЖЕСТКОСТИ 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМОЙ 

ФЕРМЫ

ANALYTICAL STUDY ON THE RIGIDITY OF STATICALLY  
DETERMINATE SPATIAL TRUSS

Аннотация. Пространственная двухслойная симметричная ферма балочного типа образована че-
тырьмя плоскими фермами, соединенными длинными сторонами, и опирается на четыре угловые точки. 
Усилия в стержнях определяются в символьной форме методом вырезания узлов с использованием си-
стемы компьютерной математики Maple. Матрица системы уравнений равновесия составляется в цикле 
по числу стержней фермы. Для вычисления прогиба использована формула Максвелла-Мора. Решение 
построено для случая разных площадей сечений стержней и обобщается на произвольное число панелей 
методом индукции. Для определения общих членов последовательностей коэффициентов задействованы 
операторы составления и решения рекуррентных уравнений. Найдены некоторые предельные и асимпто-
тические характеристики конструкции. Получены формулы для усилий в наиболее сжатых и растянутых 
стержнях фермы.
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Abstract. Beamlike spatial two-layer symmetric truss is formed by four plane trusses connected by the long 
sides, and rests on four corner points. Stresses in truss components are defined in a symbolic manner by the 
method of joint isolation using the Maple computer algebra system. Matrix of the set of equilibrium equations is 
formed in a cycle according to the number of bars of the truss. For calculation of deflection the Maxwell-Mohr 
formula is used. The solution is framed for the case of various bar sectional areas and is generalized to an arbitrary 
number of panels by the method of induction. Operators for formation and solution of recurrence equations are 
involved for determination of general terms of sequences of coefficients. Certain limit performance and asymptotic 
characteristics of the structure are found. Formulas for stresses in the most compressed and stretched truss 
components are derived. Model of statically determinate spatial two-layer truss is proposed. Exact analytical 
expression for deflection of the truss under action of a concentrated force is found. The used algorithm allows to 
expand the solution to an action of other loads and methods of supporting. Inhomogeneous distribution of material 
throughout the structure bars is taken into account in the solution. It enables a designer to choose the most optimal 
combination of design parameters without making numerical calculations in specialized packages. The proposed 
two-layer trusses may find practical use in roofs of buildings and structures where a natural interior volume creates 
additional thermal protection, herewith providing an improvement of strength.

Key words: truss, deflection, induction, Maple, tilt of support, analytical solution

Теоретические вопросы образования бес-
конечных периодических (регулярных) стерж-
невых структур и их расчета впервые были 
подняты в [1, 2]. Если не считать некоторых 
приближенных полуэмпирических решений, 
широко используемых для оценок прогиба [3],  
в течение долгого времени в литературе не было 

точных формул для расчета прогиба простран-
ственных ферм. С появлением систем компью-
терной математики такие решения стали воз-
можны [4–8]. Известны точные решения для 
плоских ферм [9–12], включающие в себя зави-
симость от числа панелей или стержней и осно-
ванные на методе индукции и операторах систе-
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мы Maple [13]. Выбор именно этой системы для 
получения аналитического решения не связан 
с какими-то особыми ее качествами. Анало-
гичные возможности есть у не менее мощной 
системы Mathematica. Для решения задачи ин-
дукции от системы компьютерной математики 
требуется только возможность составлять и ре-
шать рекуррентные уравнения по информации, 
полученной из последовательности решений  
в символьной форме. В [14] численными мето-
дами найдены собственные колебания купола с 
78 степенями свободы. Аналитическое решение 
статики подобного осесимметричного купо-
ла [8] обнаружило кинематическую изменяе-
мость подобной конструкции при четном чис-
ле окружных панелей (в исследовании [14] их 
как раз восемь). Регулярная большепролетная 
шарнирно-стержневая металлическая струк-
тура, к которой также может быть применим 
индуктивный подход и аналитические методы,  
с точки зрения технологии возведения рассмо-
трена в [15]. Аналитические решения могут 
быть весьма полезны для решения различных за-
дач оптимизации плоских и пространственных 
конструкций [16–23] и для оценки численного 
компьютерного анализа сложных простран-
ственных систем, выполненного в стандартных 
программах (ЛИРА и др.) [24].

Рассмотрим двухслойную конструкцию 
фермы (рис. 1), составленную из четырех пло-
ских ферм с раскосной решеткой (рис. 2). Дли-
на панели — a, высота нижних (внутренних) 

ферм — 2 2f h b= + , верхних — 2 2d H b= + . 
Нижние и верхние фермы соединены двумя бо-
ковыми вертикальными стержнями. Конструк-
ция с n панелями содержит 4(n + 1) узлов и  
m = 6(2n + 1) стержней. С учетом шести опор-
ных стержней, которые также входят в систему  
12(n + 1) уравнений равновесия узлов, конструк-
ция статически определима.

Рассмотрим нагружение фермы сосредо-
точенной силой в среднем узле верхнего по-
яса (рис. 3), предполагая число панелей четным  
n = 2k. К трем угловым точкам фермы присоеди-
нены опорные стержни. Имитируя четыре угло-
вые опоры, уравновесим свободную угловую 
точку силой P/4. Основываясь на программе [13], 
разработанной для численных и аналитических 
расчетов ферм в системе Maple, найдем усилия 
в стержнях фермы. Зададим координаты шарни-
ров с началом координат в одной из опор:

1 2 2 3 3

1 2 2 3 3

1 2 2 3 3

( 1);
0, 2 , ;

0, , , 1,  ...,  1. 

i i n i n i n

i i n i n i n

i i n i n i n

x x x x a i
y y b y y b
z z z h z H i n

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

= = = = −
= = = =
= = = = = +

Рис. 1. Ферма при числе панелей n = 8
Fig. 1. Truss with a number of panels n = 8

Рис. 2. Решетка, число панелей n = 6
Fig. 2. Lattice with a number of panels n = 6
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В цикле i = 1, ..., n соединения стержней с 
узлами (шарнирами) зададим следующими век-
торами:

• нижнего пояса: i i n+
2];i n+ +  

• нижнего и верхнего средних поясов:

2

3

[ 2 2,  2 3],   
[ 3 3,  3 4];

i n

i n

V i n i n
V i n i n

+

+

= + + + +

= + + + +
• раскосы решетки: 
 4

5

[ 1,  2 2],  
[ 2,  2 2],

i n

i n

V i i n
V i n i n

+

+

= + + +

= + + + +

 6

7

[ ,  3 4],  
[ 1,  3 4].

i n

i n

V i i n
V i n i n

+

+

= + +

= + + + +

В цикле i = 1, ..., n + 1 зададим соединения 
стоек панелей:

 8

9 1

[ ,  2 2],  
[ 1,   2 2],

i n

i n

V i i n
V i n i n

+

+ +

= + +

= + + + +

 10 2

11 3

[ ,  3 3],   
[ 1,  3 3].

i n

i n

V i i n
V i n i n

+ +

+ +

= + +

= + + + +

Квадратная матрица G направляющих ко-
синусов размером m + 6 имеет компоненты: 

,1 ,13 2, , 3 1, ,, ,
i iq i x i i q i y i iG l l G l l− −= =

,13 , , ,
iq i z i iG l l=

,23 2, , ,
iq i x i iG l l− = −

,23 1, , ,
iq i y i iG l l− = −

,23 , ,iq i z i iG l l= −

,23 , ,iq i z i iG l l= − , где 2 2 2
, , ,i x i y i z il l l l= + + , i = 1, ..., m + 6. 

Первый индекс qi,j — номер стержня i, второй  
j = 1, 2, 3 — номер проекции (на оси x, y, z). Для 
решения системы уравнений в символьной фор-
ме привлекаются специализированные операто-
ры системы Maple. 

В формулу Максвелла-Мора для прогиба 
входят жесткости стержней. Предположим, что 
стержни имеют разные жесткости. Площади 
сечений отдельных групп стержней будем вы-
ражать через некоторую условную площадь:  
EFi = EF/γi, i = 1, ..., 5. Недеформируемым стерж-
ням соответствуют значения γ → 0, тонким 
стержням — большие значения этих коэффици-
ентов. Коэффициенты являются варьируемыми 
при оптимизации константами конструкции. 
Выделим пять соответствующих групп стерж-
ней одинаковой длины: 

• продольные стержни нижнего, верхнего и 
среднего пояса длиной a с усилиями S1, ..., S4n;

• раскосы верхних панелей длиной 2 2 2c H a b= + +
2 2 2c H a b= + + , S6n+1, ..., S8n;

• две стойки, соединяющие средний и верх-
ний пояса длиной H – h, Sm–1, Sm;

• поперечные стержни нижних панелей дли-

ной 2 2f h b= + , S8n+1, ..., S10n+2;
• поперечные стержни верхних панелей дли-

ной 2 2d H b= + , S10n+3, ..., S12n+4.
В общем случае нагружения, несимметрич-

ного относительно продольной линии фермы, 
необходимо выделить еще группу раскосов

нижнего пояса длиной 2 2 2h a b+ +  с усилиями 
S4n+1, ..., S6n. В рассмотренном же случае эти уси-
лия равны нулю. 

Рассчитывая в аналитической форме про-
гиб для ферм с различным числом панелей, за-
мечаем, что всякий раз итоговая формула при-
нимает вид

Рис. 3. Нагружение фермы сосредоточенной силой в среднем узле верхнего пояса
Fig. 3. Loading of truss by a concentrated force in a middle node of upper chord
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Метод индукции заключается в нахождении 
закономерности образования коэффициентов 
этой формулы. Закономерность образования не-
которых коэффициентов (при c3, d3) оказалась 
достаточно очевидной. Для получения общего 
члена последовательности 2, 12, 38, 88, 170, 292, 
462, 688 коэффициентов при a3 потребовалось 
рассчитать восемь ферм и с помощью оператора 
rgf_findrecur специализированного пакета gen-
func получить рекуррентное уравнение 

1 2 3 44 6 4k k k k kA A A A A− − − −= − + − .

С начальными данными A1 = 2, A2 = 12, A3 = 38, 
A4 = 88 оператор rsolve дает следующее решение 

рекуррентного уравнения: ( )22 2 1 3kA k k= + . 

На графике зависимости прогиба от числа 
панелей (рис. 4) заметен явно выраженный ми-
нимум. Длина пролета фиксирована L = 2ak = 
= 40 м, введено обозначение для безразмерного 
прогиба ( )EF PL′∆ = ∆ . Распределение сечений 
стержней по поясам и стержням решетки (пара-
метры γi, i = 1, ..., 5) влияет в основном на ве-
личину прогиба, но не на соответствующее ему 
значение число панелей. Увеличение высоты 
h или точнее уменьшение разности H – h, уве-
личивает прогиб. Это связано с особенностью 
конструкции и наличием разности H – h в зна-
менателе решения (1). Для жестких (недефор-
мируемых) двух боковых стоек и поперечных 
стержней длиной f и d этот эффект исчезает. Три 
последние слагаемые в (1) в этом случае равны 
нулю.

Аналитическая форма полученного резуль-
тата позволяет вычислить выражение для угла 
наклона асимптот кривых, которые явно про-
слеживаются на графиках. Вычисляем предел

( ) ( ) ( )3 2
2 5lim 4

k
k d H L

→∞
′∆ = g + g . Таким образом,

при фиксированном пролете с увеличением чис-
ла панелей рост прогиба определяется только 
жесткостями раскосов и поперечных стержней 
верхних панелей. 

Для оценки прочности и устойчивости кон-
струкции будут полезны формулы для усилий в 

наиболее сжатых и растянутых стержнях фермы. 
Методом индукции получаем, что усилия в двух 
центральных сжатых стержнях верхнего по-
яса определяются только размерами a и H: S7k = 
= S7k+1 = –(k – 1)aP/(2H). Усилия в наиболее рас-
тянутых стержнях середины нижнего пояса име-
ют вид: Sk = Sk+1 = kaP/(4H). Интересно отметить, 
что усилия в растянутых боковых стойках, со-
единяющих слои фермы, не зависят от числа 
панелей: Sm = Sm–1 = Ph/(2(H – h)). Полученные 
формулы для усилий растянутых стержней ис-
пользуются в расчетах на прочность, сжатых — 
на устойчивость. При этом в качестве коэффици-
ента приведенной длины можно брать значение 
от 1 (идеальный шарнир) до 0,8 (приближенный 
учет заделки в фермах).

Рис. 4. Зависимость прогиба от числа панелей при высоте 
H = 5 м
Fig. 4. Dependence of deflection on the number of panels at the 
height H = 5 m

Выводы. Предложена схема статически 
определимой пространственной двухслойной 
фермы. Найдено точное аналитическое выра-
жение для прогиба фермы от действия сосредо-
точенной силы. Использованный алгоритм по-
зволяет расширить решение на действие других 
нагрузок и способов закрепления. В решении уч-
тено неоднородное распределение материала по 
стержням конструкции. Это позволяет расчет-
чику выбирать наиболее оптимальное сочетание 
параметров конструкции, не прибегая к числен-
ным расчетам в специализированных пакетах. 
Предлагаемые двухслойные фермы могут найти 
практическое применение в покрытиях зданий и 
сооружений, где естественный внутренний объ-
ем создает дополнительную теплоизоляцион-
ную защиту, обеспечивая при этом и повышение 
прочности.
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