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УДК 519.634 
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ИОЛИЫХ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА ДЛЯ СЛУЧАЯ • 
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Поступила в редакцию 10.07,00 г. 

Приводится расширение представлений о конических автомодельных течениях жидкости и 
газа, предложенных ранее. Рассматриваемое расширение позволяет построить класс приве
дений полных уравнений Навье-Стокса, выписанных для-случая однородного вязкого сжима
емого газа, к автомодельному виду, обладающему свойством инвариантности по отношению 
к уравнению состояния. Прямым, следствием этого свойства инвариантности является рас-, , 
щепление полной системы автомодельных уравнений на рве независимые подсистемы: кине- '[ 
матическую (с исключенным давлением) й термощнематическую (с исключенными давлени-4 

ем и скоростями). Показано, что при определенных условиях каждая из этих систем в свою 
очередь редуцируется к системе двух уравнений типа Риккати (с финитными областями суще
ствования непрерывного решения). ; г ; . :ь 

Выпишем общий вид исходной системы дифференциальных уравнений неразрывности, дви^ 
жения и притока тепла при отсутствии массовых сил (в .сферической системе координат /?, 9, ф) 
для стационарного осесимметричного (Э/Эф = 0) течения вязкого сжимаемого, газа (см. [1]-[3]), 
Начало координат совместим с началом течения, полярную ось Ох н а п р а в и 1 у ! Т 1 о оси симметрии 
течения. Итак, 

д(ри) d(pv) ^ри pvctg® _ 
dR RdQ R R ~ ; Ш 

nijdu , П т Эй. \ v 2 + w 2 _ _dp, dlRR dxRQ / 2xRR-TEE~туФ + ^ e ^ g 9 v _ 
pUdR pVRdQ 9 R " dR 1JR RdQ ' ' ( 2 ) 

mjdv 3v uv v A t g 9 _ dp Эхде Эт е е Зт^е + (4Q-x^(kg& „ 
PUdR+ pVRdQ+ P R P R ~ ~RdQ + ~dR Ш R ' ( 3 ) 

nudw л. лтг d w ± n u w 1 ^ ^ c t g 9 _ Э Т * Ф ^ Э т е Ф 3 x / ? 9 + 2T e ( p ctg9 • " 

pum*pvlm + pT*p~T~ - Ж Щ R ; 

л dh dh dp t dp A. f \i *A fJduf J dv иЛ2 Ju[ v c t g O V 

где 

/ Эи — dv vY ;t f dw WctgOV " Y 3 w i мЛ21 2 ,л. ^7л> 

>г о,,Г" г ^ctgOV 2 . _ ' '1 У ЭиJ dv V\ ' 

( 4 ) 

( 5 ) 
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x**-»{dR-R)> ^-^{Ш R~)' 

Здесь и, V,щ - сротартствёйно, радиальная, нормальная к пблярнбму радиусу (в меридиональной 
плоскости) ш окружная составляющие скорости; т ^ , л: е е , ЩАт^щ^^ - составляющие тензора 
вязких напряжений; р - давление, р - плотность, ц - динамическая вязкость, Рг - число Прандтля, 
h - энтальпия газа. 

Кроме того, применительно к газу полученную систему необходимо дополнить обобщенным 
уравнением состояния,газа , у , ^>,, w 

/ 7 = р (р , f;R,Q) ^ (6) 

и зависимостью динамической вязкости газа от температуры (энтальпии), которую мы будем 
полагать степенной ( здесьа-показатель степени): 

Г. : '-А*. - ;.5 -' ' = v(ha(R>в)),; . ; • / _ • ; j : ; ( 7 ) 
При течении вязкогбтаза имеет место прилипание частиц газа к стенкам, ограничивающим 

течение, поэтому при интегрирований приведенной выше системы необходимо использовать в 
качестве граничнбго условия равенство нулю скорости течения у стенки (исключение составля
ют лишь струйные течения-течение 

Принципиальным моментом предлагаемого в данной работе подхода к автомодельному пред
ставлению решений исходной системы уравнений Навье-Стокса (1)-(5) является отказ от необ
ходимости конкретизации (спецификации) уравнения состояния (6) и переход к его наиболее об
щему виду, включающему все известные спецификации (совершенный, несовершенный, полит-
рбпный, нормальный, аномальнЁгатазы). - ' 0 

Исходя из этогобудем ограничивайся так называемым достаточным условием приводимос
ти уравнения состбянйя к автомодельному виду. Этим условием является (оказывается) факти
чески общее услбвиё представления функции Р = P(R, 9) в виде 

Р(/?, 9) = Р ( Д ) Р ( 9 ) . 

Если принять во внимание то обстоятельство, что, в отличие от [1], [2], в настоящей статье 
фигурируют размерные функции, то в исходное представление уравнения состояния (6) следует 
ввести так называемую функцию приведения, т.е. записать его в следующем виде: 

Р = у ( Д , 9 ) Р ( Я ) Р ( 9 ) , ; 

где y(R, 9) = у1 Щ)у2(9), так что : к ; 

" р = у1(/г)Р(/?)У2(в)Р(а). л г ' 
Скрытый смысл введения функции приведениялстановится понятным, если цринять во внима

ние ее операционный оттенок, состоящий, по существу, й так называемом.обезразмеривании 
присутствующих в исходных уравнениях функций. 

Действительно, вводя рбщее представление Ц Г : 

_ ' ~ - " V г\ Р ( Л , 9 ) = Р ( Я > ( 9 ) , ' ~ ^ ' ' ] - " " 

необходимо скомпенсировать возникающее изменение размерности (мерности) давления. 
Существо этой скрыт ости заключается в коническом характере рассматриваемой автомо-

дельности, о котором впервые в мировой практике исследований заявлено в работе [5]. 
Раскрывая смысл коничности автомодельности (и течений вообще), мы, в свою очередь, за^ 

являем о скрытом моменте приведения (как обезразмеривания), состоящем в связывании линей
ных мер - радиусов сферического и кругового (конического) представлений, т.е. появлении мо
мента их соотнесения (отношений' этих радиусов). 

Отмеченное обстоятельство позволяет говорить о проявлении эффекта (фактора) собствен
ного обезразмеривания и рассматривать введенную выше функцию приведения как функцию 
топологической связности (связывания). 
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Сохраняя форму представления автомодельного решения, предложенную в [1], [2], мы прихо
дим к представлению - : , ^ \ \.Г) \ Ч 

P(R, 9) = Р ( 9 ) / Р ( # ) , с 

в рамках которого Р(Р) является обезразмеренной функцией приведенного^относйтельного) ли
нейного аргумента, а Р(9) несет (в себе) размерность давления. 

Исходя из сказанного, представляем функции, входящие в исходную систему уравнений, в виде 

: ' \ и ( Р , 9 ) =:V(Q)/Ra; V = (U,V,WX /г(^, 9) = Я ( 9 ) / / ? 2 а ; ! * }7/ 

p(R, 9) : = РЩЯ1 + а ( 2 а + 1 } , ^ ( ^ Э ) ^ ^ ^ ^ ^ - 1 ^ , [ v . , , , п (8) 

р (Р , 9) = р ( 9 ) / Р 2 ш \ Рг(Р ,9) = Рг(9). 

Здесь а - константа автомодельнбЬти. принципиально важно отметить,что в рамках предлага
емых представлений автомодельные функции р(9), Рг(9) являются свободными функциями, под
лежащими определению. 

После подстановки представлений (8) в исходную систему уравнений получаем следующую 
систему автомодельных уравнений: 

(1 - 2 a a ) p [ / s i n 9 + (р Vsin9)' = 0, (9) 

-aU2 + VU' -(V2 + W2) = *-
Р 

[1 + а(2а + 1)]Р + [i\ U" + Щ ^ + ctg9 ) + 

- ( а + 1)(1 + 2 а а + а ) - 4 ( а + 1) - ( а + 1 ) ^ У + ( У ' + Vctg9) 
Г4 ' 1 - Т 

-аос - - а -
.3 3 "з . I 

(10) 

( l - a ) C / V + W - W2ctg9 = ^ 

+ v (a + l)(a + i a a - 2 ) v | c t g e ^ + 2ctgej + | / 8 ?(a+ 1)^ 3V V 

(11) 

V(W + WetgO) + (1 - a ) U W = 

= + (a+ l)[a(l + 2 a ) - 2 ] } - ( W c t g 6 - W ) ^ + ctg9J +W'j , 

- 2 a p £ / # + pVtf' = -t/P[l + a ( 2 a + l ) ] + VP' + 2 a ( l + 2 a a + 2 a ) ^ + 

(12) 

pr ; - л • p r c t 8 8 + ^ 2 ( a t / ) 2 + 2 ( V - ' + t / ) 2 + (13) 

+ 2( £/ + Vctg0)2 + [ £ T - ( a + 1) V ] 2 + ( W - WctgG) 2 + [ ( a + 1) W]2 - ^[(2 - a) U + V + VctgQ? j . 

Далее: среди всех прочих решений полученной системы уравнений (9)^(13) (дополненной 
приведенным уравнением состояния газа и зависимостью динамической вязкости от энтальпии) 
особый интерес, как и оговорено выше, представляют решения, не зависящие от конкретного 
вида этих представлений, или, другими словами, решения, инвариантные относительно формы 
записи уравнения состояния газа. К тому же типу относятся решения этой системы, для которых 
уравнения состояния выписываются а posteriori, т.е. являются подстраиваемыми под течение. 
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Для достижения подобной инвариантности необходимо исключить составляющую давления 
P(Q) из уравнений приведенной выше системы. Итак, из уравнения (10) вытекает (а Ф -1/(2а + 1)) 

-apt/ 2 + pVW - p(V2 + W2) - J U" + U'^~ + ctgGj + P(9) = 
• У ' 1 + a(2e + 1) 

+ U - ( a + 1)(1 + 2aa + a ) - 4 ( a + 1) - ( a + l)^V + (V + VctgO) 11 Г 4 1 7" 11 
-aa _3 3 3 . 

Продифференцировав это выражение по 9, получаем следующее: 

р'т = 
1 

1 + a(2a+ 1) 
р'[- aU2 + VU' - (V2 + W2)] + p[-2aUU' + VU1 + VU" 

:-2(W + WW:)}-U" + U:(^- + ctge)+ t / ^ ( a + 1)(1 + 2яос + а)-4(сс + 1) 

( a + ( V + Vctg9) [ |aa - |a-1 

' [ | ( a + +2aa + a ) - 4 ( a + 1) 

- J f/"' + C/"^ + ctg9J + 

1 
^ sin29J 

+ 1/1 - ( « + D l ^ l V-

- ( a + l ) ^ V + f v " + y , ctg9- V 

sin 9 
1 n Г 4 1 T n 

-aa - ~oc _3 3 3 . I 

но, с другой стороны, из уравнения (11) нетрудно получить 

F = p ( ( a - \ ) U V - V V + W2ctg9) + н | | + | + ctg9 ) + 

+ V (a + l)(a +: 2aa- 2 ) - | c t g e ^ ' + 2ctg9^ +1 

+ [ / , | ^ - 2 a a - " | + C 7 ! < a + l ) £ ' 
.3 V J 

(14) 

(15) 

Сравнивая правые части выражений (14) и (15), мы можем полностью исключить составляю
щую давления Р(9) из дальнейшего рассмотрения, осуществляя тем самым поиск решений, инва
риантных относительно уравнения состояния газа ' 

2 [ ( a - 1)UV-VV + W 2et g0] + | |^" + | v ' ( £ + ctg9 )̂ + 

(a + l)(a + 2 a a - 2 ) - ? c t g 9 ^ + 2ctg9J + | •+ V 

3 V 'UJ 

+ иЦ-2аа-%] + 

:[-2aUU' + V'U' + 
|i[l + a(2a+ 1)] 
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+ VU"-2(VV + WW')] + 
ц[1 +а(2а+ 1)J 

l-aU2+VU'-(V2+W2)}^ 

|Х[1 + а ( 2 а + 1)] 
[/- + + ctge] + (7 ^(а+ 1)(1 + 2 а а + а) - 4 ( а + 1.) 

(16) 

( а + l)!jjV + (V' +VctgG) 
•4 1 7' 
з а а - з а - з . 

1 
1 + а(2а+ 1) х 

x j ^ ' + t T ^ j + c tge j+ t / ' 1 

^ sin О-
+ U' 

4 ' 
- < а + 1)(1 + 2 а а + а ) - 4 ( а + 1) 

- (а + 1 ) ^ ) - ( « +' ЩГ + [V"+ Y'CT§0 " 
sin 2 0 

4 1 7 
з а а - з а - з . 

Далее, следуя работе [5], будем рассматривать профили кручения потока Щ9) вида ' 

Щ 8 ) = p / s in9, р = const ^ 0 . 

Тогда из уравнения (12) приведенной выше системы можно записать (здесь а £ 1, поскольку 
случай а = 1 уже рассматривался ранее в [1] и [2]) 

(1 -a)pU = р 

а из уравнения неразрывности (9) записать следующее: 

(1 - a ) ( p V s i n 9 ) ' = ( l - 2 ^ a ) p s i n 9 

2 + ( a + 1 ) ( a + 2a a - 2 ) - 2^-ctg9 

2 ^ c t g 9 - 2 - ( a + l ) ( d + 2 a a - 2 ) 

(17) 

(18) 

Последнее уравнение может быть проинтегрировано, если a = 2/(1 + 2a); в этом случае можно 
записать {а Ф -1/2) 

(l-2a)pU = 2(1 +2tf ) (pcos9)7s in9, pV = - 2 p c t g 9 

или, переписав в несколько другом виде, получить следующие соотношения: 

^(i-a)g + t g e , - f i . J ^ e . 

(19) 

(20) 

и также получить следующее выражение для угловой составляющей динамической вязкости: 

- (21) 

Вернемся к исследованию уравнения (16), а именно: рассмотрим случай, когда профили ради
альной и нормальной к полярному радиусу составляющих скорости подобны, т.е. 1/(9) = £(9)У(9) 
(^(9) - некоторая функция приведения, £(9) е С 2 ) ; в этом случае можно преобразовать уравнение 
(16) к следующему виду (используя для этого соотношения (20) и (21)): 

2ctg9 
V 

(1 - сс)£ V 2 + VV' — ^ — c t g 9 
sin 9 

+ ( ^ V ' > ^ y ' [ ^ ( l - a ) + tg9 4-ctg9] 

• I Vctg9[^( l - a ) + 2ctg9] + |(a + l ) ( ^ V ) 4 ^ ( a + 1)[^(1 - a ) + tg9] 
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2ctg0 
3 V 
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sin'e^J 3 v 2 We 

ctger 

v 
[£(1 - a) + t g 0] }Га(£ V)2 - V^vy + iv2 + -$-) 

1L v Sin 2e/ 
- ^ ( l - a ) + tg0]x 

x{(W + ( W [ | ( l - a) + tgO + ctgG] - ( a + 1)|$(1 - a ) + tgO] V-

- (a + 1)(V + VctgQ)} - 1 ( W . + ( - a) + tgG + ctg9] + 

- . - i - sin ej 

- ( a +. 1$V[$( 1 - a ) + tgG]' - ( a +.Д-)[§(4-(*)•:+ tg.6] v.v*a + Д ) ( У " + V'ctgG - .-?—) \, 
. _ ' v s inVJ 

При дальнейшем исследовании этого уравнения несомненный интерес, конечно же, представ
ляет случай U(Q) V(&) (т.е. £(0) -^^'0), что сходное представлением пограничного слоя. С уче
том этого условия имеем < -

(^-3)y ,V+[(a r j7,>ctg0 1+ l2(a-l)tg0]y'+ i , , 

+ [2 ( a+ l ) t g 2 0- ( a - l ) c tg 2 0 + ( a + l ) ] V - 2 p 2 c , t g 9 ^ ,.= О 
sin 0 V 

(22) 

Полученное уравнение может быть представлено также, в виде системы из двух дифференци
альных уравнений 1-го и 2-го порядков 

где 

уф = V(0), КО) = ,v2(0) = И(0), = 2tg0 + ctg0, 

?2(в) = 2 tg 2 0+l -c tg 2 0, Сз(в) = Р . ctgO 
2sin20 ctg0-tg0 

_ 14tg 0 + 2 - ctg20 
ctg0-tg0 

одно из которых 'может быть сведено заменой /(0) = У'(0)УУ(0) к уравнению типа Риккати 
(см. [6]), а второе является уравнением Абеля II рода (своего рода обобщением уравнений типа 
Риккати). Это означает; что искомое решение существует (непрерывным образом) только в оп
ределенном (узком) диапазоне значений 0, или, другими словами, претерпевает разрыв на неко
тором луче 0О. ! г . 

Из уравнения (13) можно выписать еще одно дифференциальное уравнение относительно 
свободной функции Прандтля Рг(0), Как в этом нетрудно убедиться, это уравнение также будет 
являться уравнением типа Риккати: 

VP' РУ 2(УУ 2(Vctg0) ; • [(ос+ \)У]2' 
цЯ' fi Н' Я' Я' л Рг'(О) = 

| _ | Х П (J, п л 

1 /2petg0 ̂  ' l f ( a + l )pf 2(У + Vctg0)2 

+ тт. + ТТ. Н\ sin0 ) Н\ sinO ЗЯ' 
РГ(ё) + 

2a(2aa + 2 a - 1 ) Я , Q и' Я" 
: я - + c l g 9 + r F 

Pr(0), 
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где V(6) находится как решение уравнения (22); выражение для Р'(9) можно получить из уравне
ния (15), приняв при этом р(9) = p 0 /cos9, [/(в)= О, W(9) = p/sin9; выражение для р(9) можно полу
чить из соотношения (19), выражения для Я(9), Щ 9 ) и #"(9) - йз уравнения (7). 
.. Перейдем теперь от "кинематического" представления выписаных в|>1ше уравн^нцй.;к "тер

мокинематическим'' представлениям (через |Д,(<9) И/р(6)),.^ L,_... *. . ч . ;, .-. .-Ы-•'•'**> 
Положим а = -1/2 (случай, исключенный .нами ранее^из рассмотрения). Подставив теперь это 

значение в соотношения (17) и (18) и выбрав для удобства записи а = - 1 , из этих соотношений мы 
можем записать (здесь *С;— константа интегрирования) .̂ ^ • . • . . •. ; 

psin0 psmG 

а из уравнения (16) - следующее: 

2С (licosG)' С_ 
p 2 sin 2 G psinQ^psinG 

+ -
3 psin 9 

1 - c t g 9 ^ + 2ctg9 г-2! 
(pcos9) ! 

psin 9 

= p [ 2 (pcos9 )Y ( ^cos9 ) , V: f С V/(pcos9)'y_ С ^ p c o s 9 ) ' y .Л С, 
р ] psin9 V psin 9 у 1 VpsinGy v psinG J ршв\ psin 9 ) Lpsin9 

С Л ' 

P 2ctg9' 

sin 2 9 . 

p; I f ( p c o s 9 V у С f(pcos( 
p V psin9 у psin9v psin 

3s9)'V 17 С V P 
in9 J LvpsirieJ ™ sin 2 9 

sin 9 Vp sin 9 

| Ц'к(ЦС088)'> + 

H\\ psinG 

(23) 

V psinG Д ц 6 J 3 
+ — ? ^ c t g G 

psinG,/ psinG 
( ^cos.e)'V' f(Hcose)'> x 

psin9 J v psin9 

x e : + c t g e V r e i ' 

и ° ; V psm 9 j 
^ sin2G 

+ 1 — — I c t g G - — — 
р sin в psinGy vp sin 6 

Разберем теперь случай, когда (i(6) — » |x„/cosG. Здесь уравнение (23) преобразуется следую
щим образом: J > | ! - •••::->л 

Sf с 
3vpsin( У " + fetgG + ctgG) + ^ c t g e l f - ? ^ Т - ( f c t g ' e j - ? - ^ -mOy 3 е ° (j-o vpsinGj \3 ypsinG 

C p 2 c t g 2 6 ] p s i n 6 [cos 6/Y С 
> sin2G J c + W o l l p s i n e j +

s i n

2

e 

2 P2 

p ' = 0. 

(24) 

Уравнение (24) также может быть представлено в виде системы из двух дифференциальных 
уравнений; 

где 

У" + х,(в)У + T 2 ( G ) J = 0, [у + т 3 (9 ) ]у ' = т 4 ( 6 ) у 2 + т 5 (в)у, 

* 0 ) = р в * 0 ) = = Ш -

т,(в) = tgG + ( l + | £ ) c t g G , т 2(в) = -ctg 2 G, 
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Т 3 ( 0 ) = x4(G) = -2ctg9, х5(0) =-4ctgG Р 2 

2 5 

sin 9 
2 ' 

sin 6 
первое из которых также может бьпъ сведено заменой ф(0) = г| '(0)/г|(8) к уравнению типа Рик
кати (см. [6]), а второе является уравнением Абеля II рода (своего рода обобщением уравнений 
типа Риккати). Это означает, как и в рассмотренном выше "кинематическом" случае, ограни
ченность существования непрерывного решения во веем поле течения. 

Теперь, как и ранее, можно выписать из уравнения (13) еще одно дифференциальное уравне
ние - уравнение типа Риккати относительно функции Прандтля Рг(0) 

где У(0) находится из соотношения (19), в котором (в данном конкретном случае) следует поло
жить р(0) = p^/cos0; р(0) находится как решение уравнения (24); выражения для Я(0), Я'(0), Я"(0) 
можно получить из соотношения (7), выражение для F(Q) - из уравнения (15), в котором (в дан
ном конкретном случае) следует положить £/(0) = О, W(Q) = p/sin 0. 

Авторы выражают глубокую признательность А.П. Быркину за ценные замечания, выска
занные в ходе переработки первоначального текста, которые по степени своей глубины и зна
чимости позволяют нам считать его фактическим соавтором данной работы. 
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