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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ íàõîäèò ñâîå ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ
ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, â àëãåáðå ïðè èçó÷åíèè áàçèñîâ è íîðìàëüíûõ
ôîðì, â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, â ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå. Ðÿä ïðî-
áëåì, îòíîñÿùèõñÿ ê êîìáèíàòîðèêå ñëîâ íàõîäèòñÿ íà ñòûêå àëãåáðû è
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìíîãèå ïðîáëåìû êîìáèíàòîðèêè ñëîâ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé òåî-
ðèè ãðóïï, â òåîðèè àëãåáð Ëè, â âîïðîñàõ áåðíñàéäîâñêîãî òèïà è â çà-
äà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ìîíîìèàëüíûìè àëãåáðàìè. Êîìáèíàòîðíàÿ òåõíèêà,
îòíîñÿùàÿñÿ ê òåîðèè ãðóïï, ðàçâèâàëàñü â ðàáîòàõ Ì. Äýíà, Å. Ñ. Ãîëî-
äà è È. Ð. Øàôàðåâè÷à, Ï. Ñ. Íîâèêîâà, Ñ. È. Àäÿíà, À. È. Êîñòðèêèíà,
Å. È. Çåëüìàíîâà, È. Ðèïñà, Ì. Ãðîìîâà, À. Þ. Îëüøàíñêîãî, Ì. Â. Ñàïèðà
è äð.

Å. Ñ. Ãîëîä è È. Ð. Øàôàðåâè÷1 ïîñòðîèëè êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ áåñêî-
íå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ãðóïïó (ñ íåîãðàíè÷åííîé ýêñïîíåíòîé) íà îñíîâå
ðàññìîòðåíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì àëãåáð è îöåíêè ôóíêèé ðîñòà. Ï. Ñ. Íî-
âèêîâ è Ñ. È. Àäÿí2 ïðîâåëè äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïåðèîäè÷-
íîñòè, íàõîäÿùåå ñâîå ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè.
Èìè áûëè âïåðâûå ïîñòðîåíû ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï îãðàíè÷åíîé ýêñïîíåíòû (ò.å. ðåøåíà ïðîáëåìà
Áåðíñàéäà), ïîëó÷åíû íàèëó÷øèå èç èçâåñòíûõ îöåíîê íà ýêñïîíåíòó äëÿ
òàêèõ ãðóïï. Â äàëüíåéøåì áûë èññëåäîâàí ñëó÷àé ÷åòíîé ýêñïîíåíòû.

Â îñíîâå çàìå÷àòåëüíûõ ðàáîò Ì. Ãðîìîâà è À. Þ. Îëüøàíñêîãî3 òàê-
æå ëåæèò òåõíèêà äèàãðàìì Âàí-Êàìïåíà, âîçíèêøàÿ â êîìáèíàòîðíîé
òîïîëîãèè.

Êîìáèíàòîðíûå ñîîáðàæåíèÿ, âîçíèêøèå â ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå (àâ-
òîìàòíûå ãðóïïû), íàøëè ñâîå ïðèìåíåíèå â ðàáîòàõ Ñ. Â. Àëåøèíà4 è
Ð. È. Ãðèãîð÷óêà5 ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû Ìèëíîðà � ïîñòðîåíèè ãðóïï
ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà (ïðè ýòîì ãðóïïû Ãðèãîð÷óêà ïåðèîäè÷íû). Âïåð-
âûå àâòîìàòíûå ïîëóãðóïïû áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ Ñ. Â. Àëåøèíà (

1 Ãîëîä Å. Ñ., Øàôàðåâè÷ È. Ð. Î áàøíå ïîëåé êëàññîâ. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò., 964, ò. 28, no 2,
ñòð. 261�272.

2 Àäÿí Ñ.È., Ïðîáëåìà Áåðíñàéäà è òîæäåñòâà â ãðóïïàõ // Ì., Íàóêà, 1975.
3 Îëüøàíñêèé À. Þ. Ãåîìåòðèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ãðóïïàõ. ñåð. Ñîâðåì.àëãåáðà. Ì.:

Íàóêà, 1989, 447 ñòð.
4 Àëåøèí Ñ.Â., Î ñóïåðïîçèöèÿõ àâòîìàòíûõ îòîáðàæåíèé // Êèáåðíåòèêà, Êèåâ, 1975, N1, 29�34.
Àëåøèí Ñ.Â., Î ñâîáîäíîé ãðóïïå êîíå÷íîãî àâòîìàòà.//Âåñòíèê Ìîñê. Óíèâ. Ñåð 1. Ìàò. è

Ìåõ.1983, N4, 12�14.
5Ãðèãîð÷óê Ð. È. Ê ïðîáëåìå Ìèëíîðà î ãðóïïîâîì ðîñòå. Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1983, ò. 271, N1, ñòð.

53�54.
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èçëîæåíèå ïðèìåðà Ñ. Â. Àëåøèíà � ñì. â êíèãå6). Àâòîìàòíûå êîíñòðóê-
öèè àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ. Âîçíèêàþò îíè è â
äàííîé ðàáîòå (ãðàôû Ðîçè).

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â àëãåáðàõ Ëè, îñîáåííî â
ïðîáëåìàõ áåðíñàéäîâñêîãî òèïà7. Â òåîðèè àëãåáð Ëè îïèñàíèå áàçèñà
äàåòñÿ â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìûõ �ïðàâèëüíûõ ñëîâ� (áàçèñ Ëèíäîíà-
Øèðøîâà). Ñëîâî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì åñëè îíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
áîëüøå ëþáîãî åãî öèêëè÷åñêè ñîïðÿæåííîãî (ñëîâà v1, v2 öèêëè÷åñêè ñî-
ïðÿæåíû, åñëè v1 = u1u2, v2 = u2u1 äëÿ íåêîòîðûõ u1 è u2). (À çàïèñü
ñëîâà ïî öèêëó èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ãðóïï, òåñíî ñâÿçàííîé ñ òåîðèåé
àëãåáð Ëè.) Òîëüêî â ïðàâèëüíîì ñëîâå (ïðè÷åì îäíîçíà÷íî) ìîæíî ðàñ-
ñòàâèòü ëèåâû ñêîáêè òàê, ÷òîáû ïðè èõ ðàñêðûòèè èñõîäíîå ñëîâî îêà-
çàëîñü ñòàðøèì ÷ëåíîì ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîëèíîìà. Òåì ñàìûì ïðàâèëüíûå
ñëîâà çàäàþò áàçèñ ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè (áàçèñ Õîëëà�Øèðøîâà8). Ïðè-
ìåíèâ ìåòîäû ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè (ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå ñëîâà
è ñîîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîñòè) Ä. Áýêåëèí óñòàíîâèë, ÷òî ëþáîå ñâåðõñëîâî
ñîäåðæèò ïîäñëîâî âèäà uvu, ãäå u è v � ïðàâèëüíûå ñëîâà, ïîëó÷èâ, òåì
ñàìûì, êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíîñòè ïîäàëãåáðû
àëãåáðû Ëè, ïîðîæäåííîé ñýíäâè÷àìè, óïðîñòèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáîòû
Â. À. Óôíàðîâñêîãî9.

Ïðèìåíèâ êîìáèíàòîðíîå ñîîáðàæåíèå, ñâÿçàííîå ñ íåâîçìîæíîñòüþ çà-
öåïëåíèÿ ïðàâèëüíîãî ñëîâà ñ ñàìèì ñîáîé, À. È. Øèðøîâ ïîêàçàë àëãî-
ðèòìè÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â àëãåáðàõ Ëè ñ îäíèì
îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì.

Ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðèêè ñëîâ À. È. Øèðøîâ10 äîêàçàë òåîðåìó î
ñâîáîäå ïîäàëãåáðû ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè. Äëÿ ñóïåðàëãåáð ýòî îáîáùèëè
À. À. Ìèõàëåâ11 è À. Ñ. Øòåðí 12

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ïðîáëåìàõ áåðíñàéäîâñêî-
ãî òèïà, â òåîðèè PI-àëãåáð, äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü çíàìåíèòóþ òåîðåìó
Øèðøîâà î âûñîòå13, óòâåðæäàþùóþ âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ ñëîâ ê êó-
ñî÷íî ïåðèîäè÷åñêîìó âèäó.

Òåîðåìà À.È.Øèðøîâà î âûñîòå. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ
PI-àëãåáðà ñòåïåíè m. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ Y è

6 Êàðãàïîëîâ Ì.È., Ìåðçëÿêîâ Þ.È. Îñíîâû òåîðèè ãðóïï, (3å èçä., Íàóêà, 1982) 288ñòð.
7 Êîñòðèêèí À. È. Âîêðóã Áåðíñàéäà. � Ì.: Íàóêà, 1986, 232 ñòð.
8 Áàõòóðèí Þ.À., Òîæäåñòâà â àëãåáðàõ Ëè // Ìîñêâà, Íàóêà, 1985, 448 ñòð.
9 Óôíàðîâñêèé Â.À. Êîìáèíàòîðíûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â àëãåáðå. // Èòîãè íàóêè è òåõ.

Ñåð. Ñîâð. Ïðîáë. Ìàòåì. Ôóíä. íàïðàâë. Ì. ÂÈÍÈÒÈ. 1990, ò. 57, ñòð 5-177. (ÐÆÌàò, 1990).
10 Øèðøîâ À. È. Î áàçàõ ñâîáîäíîé àëãåáðû Ëè. Àëãåáðà è ëîãèêà, 1962, ò. 1, no 1, ñòð. 14�19.
11 Ìèõàë¼â À. À. Ïîäàëãåáðû ñâîáîäíûõ öâåòíûõ ñóïåðàëãåáð Ëè // Ìàò. çàìåòêè, 1985, ò. 37, N 5.

ñòð. 653�661.
12 Øòåðí À. Ñ. Ñâîáîäíûå ñóïåðàëãåáðû Ëè // Ñèá. ìàò. æóðí. 1986, ò. 27, ñòð. 170�174.
13 Øèðøîâ À. È. Î íåêîòîðûõ íåàññîöèàòèâíûõ íèëü-êîëüöàõ è àëãåáðàè÷åñêèõ àëãåáðàõ. Ìàò. ñá.,

1957, ò. 41, no 3, 381�394.
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÷èñëî h ∈ N òàêèå, ÷òî A ëèíåéíî ïðåäñòàâèìà (òî åñòü ïîðîæäàåòñÿ
ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè) ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ âèäà:

w = u1
k1u2

k2 · · ·ur
kr, ãäå ui ∈ Y è r ≤ h.

Ïðè ýòîì â îñíîâå îðèãèíàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ À. È. Øèðøîâà (êàê
òåîðåìû î ñâîáîäå òàê è òåîðåìû î âûñîòå) ëåæàëà òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ
ïðåîáðàçîâàíèåì àëôàâèòà ïóòåì ïîäñòàíîâîê. Ýòà æå òåõíèêà èñïîëüçó-
åòñÿ ïðè ðàáîòå ñ ðàâíîìåðíî�ðåêóððåíòíûìè ñëîâàìè è â ñèìâîëè÷åñêîé
äèíàìèêå.

Ïîñëåäóþùèå äîêàçàòåëüñòâà14 òåîðåìû î âûñîòå è åå îáîáùåíèå15 äëÿ
àëãåáð Ëè èñïîëüçîâàëè àíàëèç ñâîéñòâ ïåðèîäè÷íîñòè.

Ïîíÿòèå ðîñòà â àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì êîìáèíàòîðíûì èíâàðèàí-
òîì, åìó ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ Êðàóçå è Ëåíàãàíà16. Åñëè ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñëîâàìè ñòåïåíè íå âûøå n îò îáðàçóþùèõ
A ðàñòåò êàê nλ, òî âåëè÷èíà λ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà�
Êèðèëëîâà àëãåáðû A. Ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà ìîæåò áûòü ðàâ-
íîé 0, 1, à òàêæå ëþáîìó ÷èñëó ≥ 2, ∞ èëè íå ñóùåñòâîâàòü. Òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî îíà íå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ íà èí-
òåðâàëå (1, 2) ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå èçâåñòíîé òåîðåìû Áåðãìàíà . Àñ-
ñîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà 0 êîíå÷íîìåðíà.
Ë. Ñìîëë ïîêàçàë, ÷òî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè Ãåëüôàíäà�
Êèðèëëîâà 1 ÿâëÿåòñÿ PI-àëãåáðîé. Áàçèñû àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ðàçìåð-
íîñòè Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà áîëüøå 1 ñ ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà èñ-
ñëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ À. Ò. Êîëîòîâà17. Èõ îïèñàíèå äàåòñÿ â òåðìèíàõ òàê
íàçûâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà, íàõîäÿùèõñÿ â öåíòðå âíèìà-
íèÿ äàííîé ðàáîòû.

Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðîñòà íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå ðÿäà êîðàçìåðíîñòåé, ââåäåííîå À. Ðåãåâûì. Ïåðâîíà÷àëüíîå äîêàçà-
òåëüñòâî À. Ðåãåâà îá ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêå ðÿäà êîðàçìåðíîñòè îòíî-
ñèòåëüíî ñâîáîäíûõ àëãåáð áûëî óëó÷øåíî Â. Í. Ëàòûøåâûì18 ñ ïîìîùüþ
îöåíêè ÷èñëà ïîëèëèíåéíûõ n-ðàçáèâàåìûõ ñëîâ íà îñíîâå òåîðåìû Äèëó-
îðñà. Ñàìî æå ïîíÿòèå n-ðàçáèâàåìîãî ñëîâà âîçíèêëî ó À. È. Øèðøîâà â
åãî òåîðåìå î âûñîòå. Ðÿäû êîðàçìåðíîñòè èññëåäîâàëèñü òàêæå â ðàáîòàõ
Â. Í. Ëàòûøåâà, Ñ. Ï. Ìèùåíêî, Ì. Â. Çàéöåâà, À. Äæàìáðóíî.

14 Belov, A. Some estimations for nilpotence of nil-algebras over a �eld of an arbitrary characteristic and
height theorem // Communications in algebra, 20 (10):2919-2922, 1992.

15 Ìèùåíêî Ñ. Ï., Âàðèàíò òåîðåìû î âûñîòå äëÿ àëãåáð Ëè. Ìàò. çàìåòêè, 1990, ;7, no 4, ñòð. 83�89.
16 Krause, G.; Lenagan, T.H.: Growth of algebra and Gelfand-Kirillov dimension // Research Notes in

Math., Pitman, London, 1985.
17 Êîëîòîâ À.Ò., Àïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèè ðîñòà â àëãåáðàõ // Àëãåáðà è

ëîãèêà, 20 (1981), 138-154, 250. ,
Êîëîòîâ À.Ò., Àëãåáðû è ãðóïïû ñ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ðîñòà // Àëãåáðà è ëîãèêà, 19 (1980),

659-668, 745.
18 Ëàòûøåâ Â.Í., Ê òåîðåìå Ðåãåâà î òîæäåñòâàõ òåíçîðîíîãî ïðîèçâåäåíèÿ PI-àëãåáð // Óñïåõè

ìàòåì. íàóê, 1972, ò. 27, N4, ñòð. 213�214
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Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ óñïåøíî ðàáîòàåò â òåîðèè ïîëóãðóïï. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü ðàáîòû Åêàòåðèíáóðãñêîé øêîëû Ë. Í. Øåâðèíà, â ÷àñíîñòè, ðà-
áîòû Ì. Â. Ñàïèðà, Î. Ã. Õàðëàìïîâè÷. Îíè àêòèâíî ïðèìåíÿëè ìåòîäû
ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè â òåîðèè ïîëóãðóïï.

Â òåîðèè ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð êîìáèíàòîðèêà ñëîâ èìååò îñíîâîïîëà-
ãàþùåå çíà÷åíèå è íàõîäèòñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ ðàáîòû19.

Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ýëåãàíòíûå, íî, êàê ïðàâèëî,
íåêîíñòðóêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà â òåîðèè êîëåö. Âìåñòå ñ òåì îíà îêàçà-
ëà íåñêîëüêî òîðìîçÿùåå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå íåïîñðåäñòâåííî êîìáèíà-
òîðíûõ ìåòîäîâ, ïóñòü áîëåå òðóäîåìêèõ, íî çàòî ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü
êîíñòðóêòèâíûå îöåíêè è äàþùèõ ëó÷øåå ïîíèìàíèå êîìáèíàòîðíîé ñóòè.

Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ áàçèñàìè àëãåáð, ïðèâîäÿò èçó÷åíèþ áåñêîíå÷-
íûõ (â îäíó èëè îáå ñòîðîíû) ñëîâ èëè ñâåðõñëîâ. Ôóíäàìåíòàëüíûì ïî-
íÿòèåì â òåîðèè ñâåðõñëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîãî
ñëîâà, ââåäåííîå Õ. Ôþðñòåíáåðãîì20. Ñëîâî W íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî-
ðåêêóðåíòíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäñëîâà v ⊂ W ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå
N(v), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà u ⊂ W äëèíû íå ìåíåå, ÷åì N(v), v
ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì u. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü W � áåñêîíå÷íîå ñâåðõñëîâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîå ñëîâî Ŵ , âñå ïîäñëîâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîä-
ñëîâàìè ñâåðõñëîâà W .

Ýòà òåîðåìà èñêëþ÷èòåëüíî âàæíà â êîìáèíàòîðèêå ñëîâ, ïîñêîëüêó ÷à-
ñòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè èçó÷åíèå ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ ê èçó÷åíèþ ðàâíîìåðíî-
ðåêêóðåíòíûõ ñëîâ.

Â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûõ ñëîâ ñòðîèòñÿ òåîðèÿ ðàäèêàëîâ
ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð. Ìîíîìèàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíî
ïî÷òè ïðîñòîé, åñëè ôàêòîð-àëãåáðà ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ïî ëþáîìó
ìîíîìó, íèëüïîòåíòíà.

Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ñëîâ â ïî÷òè ïðîñòîé ìîíîìèàëüíîé àëãåáðå ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäñëîâ íåêîòîðîãî ðàâíîìåðîíî-ðåêóððåíòíîãî
ñëîâà.

Ïåðåñå÷åíèå æå èäåàëîâ ñ ïî÷òè ïðîñòûì ôàêòîðîì ñîâïàäàåò21 ñ íèëü-
ðàäèêàëîì ìîíîìèàëüíîé àëãåáðû, à òàêæå ñ åå ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà.

Â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûõ ñëîâ òàêæå ïîëó÷àåòñÿ îïèñà-
íèå ñëàáî íåòåðîâûõ ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð. Êàæäîå íåíóëåâîå ñëîâî ñëàáî
íåòåðîâîé ìîíîìèàëüíîé àëãåáðû åñòü ïîäñëîâî èç íàáîðà (ñâåðõ)ñëîâ, óäî-
âëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: êàæäîå ñëîâî èç ýòîãî íàáîðà ëèáî
êîíå÷íîå, ëèáî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì (îäíîñòîðîííèìè èëè äâóõñòîðîííè-

19 Áåëîâ À.ß., Áîðèñåíêî Â.Â., Ëàòûøåâ Â.Í., Ìîíîìèàëüíûå àëãåáðû // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè.
Ñîâð. Ìàò. Ïðèë. Òåì. Îáçîðû ò. 26 (àëã. 4), Ì. 2002. 35-214.

20 Furstenberg H., Poincar�e reccurence and number theory // Bull. Amer. Math. Soc., 5:211-234, 1981.
21 Belov, A, Gateva-Ivanova, Ò., Radicals of monomial algebras // Proceedings of Taiwan-Moscow Algebra

Workshop, C. 159-169, 1994.
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ìè) ñëîâîì, êîòîðîå ïðè âûáðàñûâàíèè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî êóñêà ðàñïà-
äàåòñÿ íà ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûå ÷àñòè.

Ñóùåñòâóåò ðàçíûå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ ñâåðõñëîâ:

1. íåïîñðåäñòâåííî êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ñëîâ;

2. ãðàôû ïîäñëîâ, èëè ãðàôû Ðîçè;

3. òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìèêà.

Êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàìè ïî òåîðèè êîìáèíàòîðèêè ñëîâ ÿâëÿþòñÿ ìî-
íîãðàôèè Ëîòåð22, à òàêæå Ðîçåíáåðãà è Ñàëîìàà23.

Äðóãèì èíñòðóìåíòîì èçó÷åíèÿ ñâåðõñëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ãðàôîâ ïîä-
ñëîâ èëè ãðàôîâ Ðîçè. Åñëè W � áåñêîíå÷íîå ñâåðõñëîâî íàä àëôàâèòîì A,
òî k-ãðàôîì Ðîçè íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ðàç-
ëè÷íûì ïîäñëîâàì W äëèíû k. Èç âåðøèíû w1 â âåðøèíó w2 âåäåò ñòðåë-
êà, åñëè ìàêñèìàëüíûé ñóôôèêñ w1 ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì ïðåôèêñîì
w2, òî åñòü w1 = a1u, w2 = ua2, ãäå a1, a2 ∈ A.

Îáùèé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ îïèñàíèåì ñëîâ ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, ñëåäóþùèé. Ïóñòü W = {wn} � áåñêîíå÷íîå ñëîâî. τ({wn}) =
{wn+1} � îïåðàòîð ñäâèãà. Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå òðàåêòîðèè ñëîâà îò-
íîñèòåëüíî ìåòðèêè Õýììèíãà X ∈ A∗. Ïðÿìûå çàäà÷è ñèìâîëè÷åñêîé äè-
íàìèêè ñâÿçàíû ñ ïîëó÷åíèåì èíôîðìàöèè î äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X, τ)
ïî èíôîðìàöèè î ñëîâå W .

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñëîâî W ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíî, òî ïîëó÷åííàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìèíèìàëüíà, òî åñòü íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ
çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ òðàåêòîðèé.

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó Áåëîâà è Êîíäàêîâà24, èçó÷àþùóþ ñëîâà,
ïîëó÷àåìûå èç âçÿòèÿ äðîáíûõ ÷àñòåé ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñòàðøèì èððàöèî-
íàëüíûì êîýôôèöèåíòîì â öåëûõ òî÷êàõ.

Îáðàòíî, ïóñòü èìååòñÿ äèñêðåòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, òî åñòü çàäàíî êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , ãîìåî-
ìîðôèçì f : M → M è íåñêîëüêî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ

U1, U2, . . . , Un−1.

Ïîëîæèì òàêæå
Un = M \ U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Un−1.

22 M.Lothaire, Combinatorics on Words // Encyclopedia of Mathematics and its Applications, Addison-
Wesley, Reading, MA, 1983, Vol. 17.

23 Rozenberg, G., Salomaa, A. // The Mathematical Theory of L Systems, Academic Press, New York
etc., 1980

24 Áåëîâ À.ß., Êîíäàêîâ Ã.Â., Îáðàòíûå çàäà÷è ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè // Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è
ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà, Ò. 1, N1. 71-79.

5



Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ òî÷êó x ∈ M è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé: f (−1)(x),
x, f(x), . . .. Ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ñëîâî W = {wn}
íàä àëôàâèòîì A = {a1, a2, . . . , an} ñëåäóþùèì îáðàçîì: wi = ak, åñëè
f (i)(x) ∈ Uk. Ïî ñâîéñòâàì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà
M , ýðãîäè÷íîñòü) ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñëîâå W .

Âàæíûì ïðèìåðîì â èçó÷åíèè ñâåðõñëîâ íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïîä-
õîäà ÿâëÿþòñÿ ñëîâà ñ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ðîñòà ñëîâà V (n) (òî åñòü ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñëîâàìè ñòåïåíè íå âûøå n) ïðè íåêî-
òîðîì n óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó V (n) < n(n + 3)/2, òî àëãåáðà èìååò
ëèíåéíûé ðîñò.

Â ðàáîòå Êîëîòîâà25 ïîñòðîåíû àëãåáðû ñ �ïðåäåëüíîé� ôóíêöèåé ðîñòà
(òî åñòü êîãäà V (n) = n(n + 3)/2), êîòîðûå îïèñàíû â òåðìèíàõ ïîâîðîòà
îêðóæíîñòè. À èìåííî, âñå òàêèå àëãåáðû, êðîìå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ñòðî-
ÿòñÿ êàê àëãåáðû AW , ãäå W = {wi} � ñëîâî íàä àëôàâèòîì {0, 1}, çàäàâàå-
ìàÿ èððàöèîíàëüíûìè α, β ∈ (0, 1)): wi = g(i+1)−g(i), ãäå g(i) = [αi+β]. Â
êîìáèíàòîðèêå ñëîâ ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè T (n), ðàâíàÿ
êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ äëèíû n. È, òàêèì îáðàçîì, V (n) =

∑
k Tk.

Äëÿ àëãåáð ôóíêöèþ ñëîæíîñòè êîððåêòíî áóäåò îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: TAn = VA(n)− VA(n− 1), ïîñêîëüêó àëãåáðà ìîæåò áûòü íåîäíî-
ðîäíà.

Èçâåñòíî, ÷òî limn→∞ TA(n)−n âñåãäà ñóùåñòâóåò. Îí ìîæåò áûòü ðàâåí
−∞, C, +∞. Åñëè limn→∞ TA(n)−n = −∞, òî àëãåáðà A ëèáî êîíå÷íîìåð-
íà, ëèáî èìååò ìåäëåííûé ðîñò. Ë.Ñìîëë è Ä.Áåðãìàí èññëåäîâàëè àëãåáðû
ìåäëåííîãî ðîñòà â ðÿäå ñâîèõ ðàáîò. Ñóììèðóÿ èõ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì
îïèñàíèå íîðìàëüíûõ áàçèñîâ òàêèõ àëãåáð.

Íàçîâåì àëãåáðó ãðàíè÷íîé, åñëè limn→∞ TA(n)− n = C. Îïèñàíèå íîð-
ìàëüíûõ áàçèñîâ ãðàíè÷íûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåëåé äàííîé ðàáî-
òû.

Ñëîâà ñ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà T (n) = n + 1 îáðàçóþò êëàññ òàê
íàçûâàåìûõ ñëîâ Øòóðìà (Sturmian words), äðóãîå íàçâàíèå � ñëîâà Áåò-
òè , êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû â ðàáîòå Ìîðñà è Õåäëóíäà26. Êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ñëîâ Øòóðìà îïèñàíà â îáçîðå Áåðñòåé è Ñýáîë27.

Ê íàèáîëåå âàæíûì ðåçóëüòàòàì â òåîðèè ñëîâ Øòóðìà îòíîñèòñÿ òàê
íàçûâàåìàÿ òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü òðåõ êëàññîâ ñâåðõñëîâ íàä äâóáóêâåííûì àëôàâèòîì:

25 À.Ò. Êîëîòîâ, Àïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèè ðîñòà â àëãåáðàõ // Àëãåáðà è
ëîãèêà, 20 (1981), 138-154, 250.

26 Morse,M., Hedlund G. A.[1940], Symbolic dynamics II. Sturmian trajectories, // Amer. J. Math. 62,
1-42.

27 Berstel,J., S�e�ebold, P., Sturmian words, in: M. Lothaire (Ed.) // Algebraic Combinatorics on Words,
Encyclopedia of Mathematics and Its Applications, Vol. 90, Cambridge University Press, Cambridge, 2002
(Chap. 2).
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Òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè.Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñëîâî W ýêâèâàëåíò-
íû:
1. ñëîâî W èìååò ôóíöèþ ñëîæíîñòè TW (n) = n + 1;
2. ñëîâî W ñáàëàíñèðîâàííî è íåïåðèîäè÷íî;
3. ñëîâî W ïîðîæäàåòñÿ ñèñòåìîé (S1, U, Tα) ñ èððàöèîíàëüíûì óãëîì

âðàùåíèÿ α.
Ïîñëåäíèå ïðîäâèæåíèÿ â òåîðèè ñëîâ Øòóðìà îïèñàíû â îáçîðå Áåð-

ñòåé28. Åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿþòñÿ ñëîâà ñ ìè-
íèìàëüíûì ðîñòîì, òî åñòü ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà T (n) = n + K, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n. Äëÿ äâóáóêâåííûõ àëôàâèòîâ îíè íîñÿò íàçâàíèå
êâàçèøòóðìîâûõ ñëîâ. Ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîò-
íîøåíèþ limn→∞ T (n)/n = 1 èçó÷åíû â ðàáîòå Àáåðêåéí29.

Äðóãèì îáîáùåíèåì ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïî-
íÿòèåì ñáàëàíñèðîâàííîñòè, à òàêæå m-ñáàëàíñèðîâàííîñòè. Ñáàëàíñè-
ðîâàííûå íåïåðèîäè÷åñêèå ñëîâà íàä n-áóêâåííûì àëôàâèòîì èçó÷åíû â
ðàáîòå Ãðåõåìà30. Ïîñòðîåíèå ïîðîæäàþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ
ñáàëàíñèðîâàííûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ
äàííîé ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ òåñíî ñâÿçàíî ñ ïî-
ñòðîåíèåì íåíèëüïîòíåíòíûõ íèëü-àëãåáð.

Îïèñàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ ñâÿçàíî ñ ãèïîòåçîé
Ôðåíêåëÿ (Fraenkel's conjecture), óòâåðæäàþùåé, ÷òî âñå ñáàëàíñèðîâàí-
íûå ïåðèîäè÷åñêèå ñëîâà íàä àëôàâèòîì A = {a1, . . . , an} èç n ñèìâîëîâ ñ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïëîòíîñòÿìè ñèìâîëîâ èìåþò âèä

W = (Un)
∞,

ãäå Un çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíî:
Un = (Un−1anUn−1), U3 = a1a2a1a3a1a2a1.

Äëÿ 3-õ áóêâåííîãî àëôàâèòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Ð. Òàéäåìàíîì31 . Â
íàñòîÿùèé ìîìåíò ãèïîòåçà äîêàçàíà äëÿ àëôàâèòîâ, ñîñòîÿùèõ íå áîëåå
÷åì èç 7 ñèìâîëîâ.

Ïðîäâèæåíèå â çàäà÷àõ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè äëÿ ñëîâ ñ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé ðîñòà ïîëó÷åíî â ðàáîòå Ï.Àðíî è Ã.Ðîçè32. Â ýòîé ðàáîòå ïî-

28 Berstel,J., Resent results on Sturmian words // Developments in language theory II, 13-24, World
Scienti�c, 1996.

29 Aberkane,A., Words whose complexity satis�es lim p(n)/n = 1 // Theor. Comp. Sci., 307, (2003), 31�46.
30 Graham, R. L., Covering the Positive Integers by disjoints sets of the form {[nα + β] : n = 1, 2, . . .} //

J. Combin. Theory Ser A15 (1973) 354-358.
31 Tijdeman,R., Decomposition of the integers as a direct sum of two subsets // in: Number Theory, ed.

by S. David, Number Theory Seminar Paris 1992-93, Cambridge University Press, (1995), 261-276
32Arnoux,P., Rauzy,G., [1991], Representation geometrique des suites the complexite 2n + 1 // Bull. Soc.

Math. France 119, 199-215.
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ñòðîåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ ñëîâ ñ ôóíêöèåé ðîñòà T (n) = 2n+1, îá-
ëàäàþùèõ äîïîëíèòåëüíûì êîìáèíàòîðíûì ñâîéñòâîì. Â ðàáîòå Ã.Ðîòå33,
â òåðìèíàõ ýâîëþöèè ãðàôîâ Ðîçè îïèñàíû ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà 2n.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëîâà c ëèíåéíîé ôóíêöèåé ðîñòà, òî åñòü ñ ôóíêöèåé
ðîñòà T (n) = kn + l, äëÿ n > N .

Ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëóæàò îáîáùåíèåì
âðàùåíèÿ êðóãà. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè ââåäåíû Îñåëåäåöåì34, ñëåäî-
âàâøèì èäåå Àðíîëüäà35. Ðîçè36 âïåðâûå ïîêàçàë, ÷òî ñâÿçü ìåæäó âðàùå-
íèÿìè êðóãà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Øòóðìà îáîáùàåòñÿ, åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì (â òîé æå ðàáîòå) îí çàäàë
âîïðîñ îá îïèñàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåêëàäûâàíèÿìè
îòðåçêîâ.

Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ åùå îäíèì åñòåñòâåííûì îáîáùå-
íèåì ñëîâ Øòóðìà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ k = 3 îòðåçêîâ, îïèñàíèå òàêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå Ôåðåíöè, Õîëòîí, Çàìáîíè37,
à â ðàáîòå38 áûëè èçó÷åíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæäà-
åìûõ ïåðåêëàäûâàíèåì 4-õ îòðåçêîâ.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ òàêæå ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ
ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòå39 ïîëó÷åí êîìáèíàòîðíûé êðèòåðèé ïîðîæäàåìîñòè
ñëîâ, ïîëó÷àåìûõ ñèììåòðè÷íûì ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ, òî åñòü ïåðå-
êëàäûâàíèåì, ñâÿçàííûì ñ ïåðåñòàíîâêîé (1 → k, 2 → k − 1, . . . , k → 1).

Â ðàáîòå40 íåçàâèñèìî îò íàñ ïîëó÷åí êðèòåðèé ïîðîæäàåìîñòè ñëîâ
ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùå-
ìó óñëîâèþ: òðàåêòîðèÿ êàæäîé êîíöåâîé òî÷êè îòðåçêà ïåðåêëàäûâàíèÿ
íå ïîïàäàåò íà êàêóþ-ëèáî êîíöåâóþ òî÷êó îòðåçêà ïåðåêëàäûâàíèÿ, â òîì
÷èñëå ñàìà íà ñåáÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê íå ñëîæíî âèäåòü, ñëîâà áóäóò èìåòü
ôóíêöèþ ñëîæíîñòè T (n) = (k − 1)n + 1. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åí áîëåå
îáùèé ðåçóëüòàò, íå òðåáóþùèé âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ èçó÷àþòñÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ, íå
ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþ îòðåçêîâ, à õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà ñîâïà-

33 Rote,G., Sequences with subword complexity 2n // J. Number Theory 46 (1994) 196-213.
34 Îñåëåäåö Â.È., Î ñïåêòðå ýðãîäè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ // ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1966, 168, ñòð. 1009-1011.
35 Àðíîëüä Â. È., Ìàëûå çíàìåíàòåëè è ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé è íåáåñíîé

ìåõàíèêå// Óñïåõè Ìàò. Íàóê, 1963, 18:6(114), ñòð.91�192
36 Rauzy,G., �Echanges d'intervalles et transformations induites, (in French), Acta Arith. 34 (1979), p.

315-328.
37 Ferenczi,S., Holton,C., Zamboni,L., The structure of three-interval exchange transformations II: a

combinatorial description of the trajectories// J. Anal. Math. 89 (2003), p. 239-276.
38 Ferenczi, S., Zamboni, L., Examples of 4-interval exchange transformations, preprint (2006),

http://iml.univ-mrs.fr/ ferenczi/fz2.pdf
39 Ferenczi, S., Zamboni, L., A new induction for symmetric k-interval exchange transformations and

distances theorem, submitted, http://iml.univ-mrs.fr/ ferenczi/fz1.pdf
40 Ferenczi, S.,Zamboni, L., Languages of k-interval exchange transformations, submitted, http://iml.univ-

mrs.fr/ ferenczi/fz3.pdf
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äàþò ñ îòðåçêàìè ïåðåêëàäûâàíèÿ. Â íàøåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ÿçûêà ãðà-
ôîâ Ðîçè ìû ñíà÷àëà èçó÷àåì ñëîâà, ïîðîæäàåìûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì îòðåçêà, à çàòåì ïîêàçûâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâà
òàêèõ ñëîâ è ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ ïåðåêëàäûâàíèÿìè. Ýòîò ìåòîä äàåò âîç-
ìîæíîñòü îïèñàòü ð.ð. ñëîâà, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðåêëàäûâàíèåì
îòðåçêà, áîëåå òîãî, ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà,
ñîîòâåòñâóþùèå ñèìâîëàì àëôàâèòà, ñîâïàäàëè ñ ïåðåêëàäûâàåìûìè îò-
ðåçêàìè.

Öåëü Ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ àëãåáð ìåäëåí-
íîãî ðîñòà, à òàêæå èññëåäîâàíèþ âçàèìîñâÿçè ìåæäó êîìáèíàòîðíûìè
ñâîéñòâàìè ñëîâ, öåïî÷êàìè ïîðîæäàþùèõ èõ àâòîìàòîâ (ãðàôîâ Ðîçè)
è ïîðîæäàþùèìè èõ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íîñòè
òàêàæå íàõîäÿòñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Îïèñàíèå íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ãðàíè÷íûõ àëãåáð, òî åñòü àëãåáð ñ
ôóíêöèåé ñëîæíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé n + C.

2. Ïîñòðîåíèå îáùåãî êðèòåðèÿ ïîðîæäàåìîñòè ñëîâà ïðåîáðàçîâàíèåì
ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ â àâòîìàòíûõ òåðìèíàõ( ðåøåíèå âîïðîñà,
ïîñòàâëåííîãî Ðîçè).

3. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà ñáàëàíñèðîâàííûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ íàä ïðî-
èçâîëüíûì àëôàâèòîì â òåðìèíàõ ïîðîæäàþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíûìè èíñòðóìåíòàìè èññëåäîâàíèÿ â ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèå
öåïî÷êè àâòîìàòîâ (ãðàôîâ Ðîçè), ïîðîæäàþùèõ ñâåðõñëîâî, à òàêæå òåõ-
íèêà ïîäñòàíîâîê, âîñõîäÿùàÿ ê À. È. Øèðøîâó. Ìû ïîëüçóåìñÿ ðàçëè÷-
íûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûõ ñëîâ è ñëîâ Øòóð-
ìà. Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè ( ñóùåñòâîâàíèå
èíâàðèàíòíîé ìåðû è ðàâíîìåðíîñòü èððàöèîíàëüíûõ ñäâèãîâ òîðà).
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Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü
ïîëåçíû â êîìáèíàòîðíîé òåîðèè êîëåö è ïîëóãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó-
÷åíèè ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð, à òàêæå â ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíà-
ðàõ:
1. �Êîëüöà è ìîäóëè� êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ â 2000-2006ãã.

2. �Àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ� êàôåäðû òåîðèè ÷èñåë ÌÃÓ â 2004-2005ãã.

3. Dynamics seminar, Einstein Institute of Mathematics, 2004ã.

4. Seminar of Weizman Institute of Science, 2004ã.

5. �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû� êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÌÃÓ,
2008ã.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí
â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1-5].

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòå-
ðàòóðû, êîòîðûé âêëþ÷àåò 75 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâ-
ëÿåò 82 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáçîðó è äîêàçàòåëüñòâó áàçîâûõ ðåçóëüòàòîâ êîì-
áèíàòîðèêè ñëîâ.

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè ñëîâ Øòóðìà, ïðåäñòàâ-
ëåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â ñëå-
äóþùèõ ãëàâàõ. Òàêæå äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè ãðà-
ôîâ Ðîçè.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ íàä ïðîèç-
âîëüíûì àëôàâèòîì. Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ èððàöèî-
íàëüíûìè ñäâèãàìè òîðà.

Ïóñòü W � ñëîâî íàä áèíàðíûì àëôàâèòîì, ïîðîæäàåìîå ñäâèãîì îäíî-
ìåðíîãî òîðà, òî åñòü äèíàìèêîé (S1, U, Tα, x0). Îáîçíà÷èì β = α/q + r/q,
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Uq = {x|qx ∈ U}, y0 = x0/q, ãäå q, r � öåëûå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèíà-
ìèêà (S1, Tβ, Uq, y0) ïîðîæäàåò òî æå ñëîâî W . Ïåðåõîä îò ïåðâîé äèíàìèêè
êî âòîðîé ìû íàçîâåì q�ðàçìíîæåíèåì. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá
ýêâèâàëåíòíîñòè äèíàìèê:
Òåîðåìà 1.Ïóñòü äâà ñëîâà W1 è W2 ïîðîæäåííûå äèíàìèêàìè (S1, Tα, U, x0)
è (S1, Tβ, V, y0) ñîâïàäàþò. Òîãäà ñóùåñòâóþò p è q òàêèå, ÷òî ìíîæå-
ñòâà U è V ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìíîæåíèÿõ ñîâïàäàþò c òî÷íî-
ñòüþ äî ïîâîðîòà,ò.å. Up = Tδ(Vq) äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.

Äàëåå ïðîâîäèì ðåäóêöèþ îò ñáàëàíñèðîâàííîãî ñëîâà W íàä n-áóêâåííûì
àëôàâèòîì ê n áèíàðíûì ñëîâàì Øòóðìà. Ïîñòðîèì ñëîâà W1,W2, . . . , Wn

íàä áèíàðíûìè àëôàâèòàìè

A1 = {a1, ā1}, A2 = {a2, ā2}, . . . , An = {an, ān}
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wi = (wi
n)n∈Z

wi
n = wn =

{
ai, wn = ai

āi, wn 6= ai

Êàæäîìó ñëîâó Wi ñîîòâåòñòâóåò îäíîìåðíàÿ äèíàìèêà (S1, Tαi
, ∆i, xi),

åå ïîðîæäàþùàÿ, ñëåäîâàòåëüíî ñëîâî W ïîðîæäàåòñÿ ñâèãîì íà n-ìåðíîì
òîðå ñ âåêòîðîì ñäâèãà γ = (α1, . . . , αn). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M çàìûêàíèå
òðàåêòîðèè íà÷àëüíîé òî÷êè x = (x1, x2, . . . , xn) ïðè äåéñòâèè Tγ. Äîêà-
çàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1: M ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâó S1 × {1, 2, . . . , N}.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî äèíàìèêà ðåàëèçóåòñÿ íà ìíîæåñòâå M = S1×{1, 2, . . . , N},
à îòîáðàæåíèå èìååò âèä: f : (x, k) → (x + α, k + 1 mod N).
Áóäåì òåïåðü ïîíèìàòü ïîä Ui õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ ñèìâîëà
ai, êîòîðîå ëåæèò íà çàìûêàíèè òðàåêòîðèè, è ïóñòü òàêæå Uk

i îáîçíà÷àåò
÷àñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ëåæèò íà k-îé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè (îêðóæíîñòè) M . Äàëåå èçó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü W � ñáàëàíñèðîâàííîå íåïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî íàä àë-
ôàâèòîì A. Òîãäà äëÿ W ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M, f), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. M = S1 × Zm êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

2. f : M → M åñòü êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà α â S1 è ñäâèãà íà 1 â Zm.
Äëèíà S1 ðàâíà m;
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3. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà S×{k} k = 1, . . . , n ðàçáèòà íà 2m äóã: m êðàñ-
íûõ è m ñèíèõ; âñå êðàñíûå èìåþò äëèíó α, âñå ñèíèå 1−α,êðàñíûå
è ñèíèå äóãè ÷åðåäóþòñÿ;

4. Ñèíèé öâåò èìååò l îòòåíêîâ, êðàñíûé � k îòòåíêîâ, k + l = |A|�
÷èñëî áóêâ â àëôàâèòå. Âñå ñåðåäèíû äóã äàíîãî îòòåíêà îáðàçó-
þò âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà (�ïðàâèëüíûé 1-óãîëüíèê�
� ýòî òî÷êà íà îêðóæíîñòè,�ïðàâèëüíûé 2-óãîëüíèê� � ïàðà äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê);

5. Ïðè ïåðåõîäå îò êîìïîíåíòû S × {k} ê êîìïîíåíòå S × {k + 1}
(S × {m + 1} = S × {1}) ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ îòòåíêîâ âíóòðè
êðàñíûõ è ñèíèõ êîìïîíåíò ñîõðàíÿåòñÿ, à ñàìè êðàñíûå è ñèíèå
äóãè (�ðóëåòêè�) ïðîâîðà÷èâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà íà 1. (
òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå f ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ íà α îòíîñèòåëüíî
êðàñíûõ êîìïîíåíò è íà 1− α (â îáðàòíóþ ñòîðîíó) îòíîñèòåëüíî
ñèíèõ).

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ íîðìàëüíûõ áàçèñîâ ãðàíè÷íûõ àë-
ãåáð, ò.å. àëãåáð, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ äðóãèì îáîáùåíåì ñëîâ Øòóðìà �
ñëîâàì ìåäëåííîãî ðîñòà. Ñëîâî W íàçûâàåòñÿ ñëîâîì ìåäëåííîãî ðîñòà,
åñëè FW (n) = n + K, äëÿ âñåõ n ≥ N ( â ñëîâàõ Øòóðìà FW (n) = n + 1
è FW (n + 1) − F (n) = 1 äëÿ âñåõ n ≥ 1). Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì áó-
äóò ñëîâà, äëÿ êîòîðûõ F (n) = n + K, òî åñòü F (n + 1) − F (n) = 1 äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñëîâà ñóùåñòâóåò ãðàô Ðîçè, ñî-
îòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîìó ñëîâó Øòóðìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî n > N âûïîëíÿåòñÿ T (n) = n + K, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî n > N â ñëîâå W ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ïðàâîå è îäíî ëåâîå
ñïåöèàëüíîå ñëîâî äëèíû n. Òî åñòü â ãðàôàõ Ðîçè òàêèõ ñëîâ åñòü îäíà
âõîäÿùàÿ è îäíà âûõîäÿùàÿ ðàçâèëêà, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ñëîâî Øòóðìà
ñ òàêîé æå ýâîëþöèåé k-ãðàôîâ, ÷òî è äàííîå. Äàëüøå ïðîñõîäèò ðåäóêöèÿ
ê òåîðåìå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü W � ðåêóððåíòíîå ñëîâî íàä ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì
àëôàâèòîì A. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñëîâî W ýêâèâàëåíòíû:

1. ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî ôóíêöèÿ ðîñòà ñëîâà W ðàâ-
íà TW (n) = n + K, äëÿ n ≥ N è íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî íàòóðàëü-
íîãî K;

2. cóùåñòâóþò òàêîå èððàöèîíàëüíîå α è öåëûå n1, n2, . . . nm, ÷òî ñëî-
âî W ïîðîæäàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (S1, Tα, Ia1

, . . . , Ian
, x), ãäå
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Tα � ñäâèã îêðóæíîñòè íà èððàöèîíàëüíóþ âåëè÷èíó α, Iai
� îáúåäè-

íåíèå äóã âèäà (njα, nj+1α).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû A ÷åðåç VA(n) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåðíîñòü
âåêòðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ìîíîìàìè äëèíû íå áîëüøå n, VA(n)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðîñòà àëãåáðû A. Ïóñòü TA(n) = VA(n)− VA(n− 1).
Åñëè àëãåáðà îäíîðîäíà, òî TA(n) åñòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ïîðîæäåííîãî ìîíîìàìè äëèíû ðîâíî n, TA(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
ñëîæíîñòè àëãáåðû A.

Èçâåñòíî, ÷òî ëèáî limn→∞ (TA(n)− n) = −∞ (â ýòîì ñëó÷àå åñòü àëü-
òåðíàòèâà): ëèáî lim VA(n) = C < ∞ è òîãäà dim A < ∞; ëèáî VA(n) =
O(n) è àëãåáðà èìååò ìåäëåííûé ðîñò); ëèáî TA(n) − n < Const; ëèáî,
íàêîíåö, limn→∞ (TA(n)− n) = ∞.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðîñò ìîæåò áûòü õàîòè÷íûì, ïîýòîìó äëÿ èçó÷å-
íèÿ èíòåðåñíû ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ. Ñëó÷àé, êîãäà TA(n) − n < Const (ò.å.
ñëó÷àé àëãåáð ìåäëåííîãî ðîñòà) èññëåäîâàëñÿ Äæ. Áåðãìàíîì è Ë. Ñìîë-
ëîì. Íîðìàëüíûå áàçèñû äëÿ òàêèõ àëãåáð èññëåäîâàíû â ìîíîãðàôèè
(19). Íàçîâåì àëãåáðó ãðàíè÷íîé, åñëè TA(n) − n < Const. Îïèñàíèå íîð-
ìàëüíûõ áàçèñîâ ãðàíè÷íûõ àëãåáð ñëåäóåò èç òåîðåìû 3 è ðåçóëüòàòîâ
ìîíîãðàôèè19.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñëîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåêëàäûâàíè-
åì îòðåçêîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îðèåíòàöèÿ îòðåçêîâ ñîõðàíÿ-
åòñÿ è êîãäà íåò. Â òåðìèíàõ ãðàôîâ Ðîçè äàåòñÿ êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå
ñâåðõñëîâ ïîðîæäàþùèõñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ. Â öåíòðå âíèìàíèÿ
ñëîâà, èìåþùèå ôóíêöèþ ðîñòà TW (n) = kn+ l. Åñëè ñëîâî îáëàäàåò òàêîé
ôóíêöèåé ðîñòà, òî TW (n + 1)− TW (n) = k.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïåðåêëàäûâàíèå k îòðåçêîâ ðåãóëÿðíî, òî åñòü òðàåê-
òîðèÿ ëþáîãî èç êîíöîâ îòðåçêîâ ïåðåêëàäûâàíèÿ íå ïîïàäàåò íà äðóãîé
êîíåö ëþáîãî îòðåçêà, òî ýâîëþöèÿ ëþáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì ñ ðîñòîì
TW (n) = kn + l.

Ìû èùåì óñëîâèÿ íà ñëîâî W , ïðè êîòîðûõ îíî ïîðîæäàëîñü áû ïðå-
îáðàçîâàíèåì ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùåãîñÿ ðåãó-
ëÿðíûì. Îòìåòèì, ÷òî ñäâèã îêðóæíîñòè, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëàäûâà-
íèåì äâóõ îòðåçêîâ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîäñëîâàìè è ïîäìíîæåñòâàìè M . Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ui, òî åå
ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ñèìâîëà ai. Ðàññìîòðèì îáðàçû ìíîæåñòâ Ui ïðè
îòîáðàæåíèÿõ f (−1), f (−2), . . .. ßñíî, ÷òî åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó

T (−n)(Uin) ∩ T−(n−1)(Uin−1
) ∩ . . . ∩ T (−1)(Ui1) ∩ Ui0,

òî ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñî ñëîâà ai0ai1 · · · ain. Ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ñóùåñòâåííûõ ýâîëþöèé äëèíû n + 1 ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçáè-
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åíèé ìíîæåñòâà M íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ãðàíèöàìè ïîäìíîæñòâ ∂Ui

è èõ îáðàçàìè ïðè îòîáðàæåíèÿõ f−1, f−2, . . . , f−n+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iu

ìíîæåñòâî ðàçáèåíèÿ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñëîâó u. ßñíî, ÷òî ñïåöèàëü-
íûì ïîäñëîâàì ñîîòâåòñòâóþò òå èíòåðâàëû, êîòîðûå äåëÿòñÿ îáðàçàìè
êîíöîâ ïåðåêëàäûâàåìûõ èíòåðâàëîâ. Äëÿ äàííîãî ñëîâà u íàçîâåì ñëîâî
v ëåâûì (ñîîòâ. ïðàâûì) ïîòîìêîì, åñëè u � ñóôôèêñ (ñîîòâ. ïðåôèêñ)
ñëîâà v, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì íàçûâàòü âåðøèíó â Gn ëåâûì (ñîîòâ.
ïðàâûì) ïîòîìêîì âåðøèíû â Gk, n > k. Ïðîîáðàç êîíöà èíòåðâàëà ìîæåò
ÿâëÿòüñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé òîëüêî äëÿ äâóõ èíòåðâàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî,
ñïåöèàëüíûå ïîäñëîâà ìîãóò èìåòü âàëåíòíîñòü òîëüêî ðàâíóþ 2.
Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Ïðàâèëî 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áåñêîíå÷íîå ñëîâî W ïîðîæäàëîñü ñèñòå-
ìîé
(I, T, U1, . . . , Uk) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëþáîå ñïåöèàëüíîå ñëîâî èìåëî âà-
ëåíòíîñòü 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì íàëîæèòü óñëîâèå íà ýâîëþöèþ ãðàôîâ Ðîçè:
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k âñå k-ãðàôû Ðîçè èìåþò âõîäÿùèå è èñõîäÿùèå ðàç-
âèëêè ñòåïåíè 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîìó ïîäñëîâó w ñîîòâåòñòâóåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé èíòåðâàë, ïîëíîñòüþ ëåæàùèé âíóòðè èíòåðâàëà ïå-
ðåêëàäûâàíèÿ. Ïóñòü òî÷êà A ∈ [0, 1] äåëèò Iw íà äâà èíòåðâàëà, îáðàçû
êîòîðûõ ëåæàò â Iak

è Ial
ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êà B ∈ [0, 1] � äåëèò íà

èíòåðâàëû, ïðîîáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â Iai
è Iaj

ñîîòâåòñòâåííî.
Âûáîð ìèíèìàëüíîãî íåâñòðå÷àþùåãîñÿ ñëîâà, à, çíà÷èò, óäàëÿåìîãî

ðåáðà, îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîðàñïîëîæåíèåì òî÷åê A è B, à òàêæå ñîõðà-
íåíèåì èëè ñìåíîé îðèåíòàöèè îòîáðàæåíèÿ íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Èòîãî,
èìååòñÿ 8 âàðèàíòîâ, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ïàðû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå îäèíàêîâûì íàáîðàì ñëîâ. Íàïðèìåð, ñëîâó aiwak ñîîòâåòñòâóåò ñè-
òóàöèÿ

B < A, T−1([xw, B]) ⊂ Iai
, T ([xw, A] ⊂ Iak

).

Ââåäåì ïîíÿòèå ðàçìå÷åííîãî ãðàôà Ðîçè. Ãðàô Ðîçè íàçûâàåòñÿ ðàçìå-
÷åííûì, åñëè:

1. ðåáðà êàæäîé ðàçâèëêè ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè l (�left�) è r (�right�);

2. Íåêîòîðûå âåðøèíû ïîìå÷åíû ñèìâîëîì ���.

Ïîñëåäîâàòåëåì ðàçìå÷åííîãî ãðàôà Ðîçè íàçîâåì îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ åãî ïîñëåäîâàòåëåì êàê ãðàôà Ðîçè, ðàçìåòêà ðåáåð
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

14



1. ðåáðà, âõîäÿùèå â ðàçâèëêó äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû òåìè æå ñèìâî-
ëàìè, êàê è ðåáðà, âõîäÿùèå â ëþáîãî ëåâîãî ïîòîìêà ýòîé âåðøèíû;

2. ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ðàçâèëêè äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû òåìè æå ñèì-
âîëàìè, êàê è ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ëþáîãî ïðàâîãî ïîòîìêà ýòîé âåð-
øèíû;

3. åñëè âåðøèíà ïîìå÷åíà çíàêîì ���, òî âñå åå ïðàâûå ïîòîìêè òàêæå
äîëæíû áûòü ïîìå÷åíû çíàêîì ���.

Çàìå÷àíèå. Ïîÿñíèì ñìûñë ðàçìåòêè ãðàôà. Ïóñòü ðåáðà âõîäÿùåé ðàç-
âèëêè ñîîòâåòñòâóþò ai è aj, ñèìâîëû l è r ñîîòâåòñòâóþò ëåâîìó è ïðàâî-
ìó ìíîæåñòâó â ïàðå (T (Iai

), T (Iaj
)). Åñëè ñèìâîëû ak è al ñîîòâåòñòâóþò

ðåáðàì èñõîäÿùåé ðàçâèëêè, òî ñèìâîëû l è r ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïîðÿäêîì �ëåâî-ïðàâî� â ïàðå (Iak

, Ial
). Çíàê ��� ñòàâèòñÿ â âåðøèíå, åñëè

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî, åé ñîîòâåòñòâóþùåå, ïðèíàäëåæèò èíòåð-
âàëó ïåðåêëàäûâàíèÿ, íà êîòîðîì ìåíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ. Óñëîâèå äëÿ ïåðå-
õîäà îò ãðàôà Gn ê Gn+1:

Ïðàâèëî 2.
1. Åñëè â ãðàôå íåò äâîéíûõ ðàçâèëîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ áèñïåöèàëü-

íûì ïîäñëîâàì, òî ïðè ïåðåõîäå îò Gn ê Gn+1 èìååì Gn+1 = D(Gn);
2. Åñëè âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèñïåöèàëüíîìó ñëîâó íå ïîìå÷åíà

çíàêîì ���, òî ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå çàïðåùåííûì ñëîâàì âûáè-
ðàþòñÿ èç ïàð lr è rl

3. Åñëè âåðøèíà ïîìå÷åíà çíàêîì ���, òî óäàëÿåìûå ðåáðà äîëæíû âû-
áèðàòüñÿ èç ïàðû ll èëè rr.

Íàçîâåì ýâîëþöèþ ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè ïðàâèëüíîé, åñëè ïðà-
âèëà 1 è 2 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåé öåïî÷êè ýâîëþöèè ãðàôîâ, íà÷èíàÿ ñ
G1, íàçîâåì ýâîëþöèþ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé, åñëè ïðàâèëà 1 è
2 âûïîëíÿþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî Gn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýâîëþöèÿ
ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè îðèåíòèðîâàííà, åñëè â k-ãðàôàõ íåò âåðøèí,
ïîìå÷åííûõ çíàêîì ���.

Òåîðåìà 4. Ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîå ñëîâî W

1. Ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñëîâî îáåñïå÷èâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé ýâîëþöèåé ðàç-
ìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè.

2. Ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî îáåñïå÷èâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
ïðàâèëüíîé îðèåíòèðîâàííîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè.
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Áëàãîäàðíîñòè
Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì � äîêòîðó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àëåêñåþ ßêîâëåâè÷ó Áåëîâó è äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Âàñèëüåâè÷ó Ìèõàëåâó çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷, îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Àâòîð áëàãîäàðåí çà âíèìàíèå è îáñóæäåíèå ðàáîòû äîêòîðó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Âèêòîðó Íèêîëàåâè÷ó Ëàòûøåâó, äîê-
òîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Íèêîëàþ Ãåðìàíîâè÷ó Ìîùåâèòèíó, äîê-
òîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àíäðåþ Ìèõàéëîâè÷ó Ðàéãîðîäñêîìó,
äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðóÞëèþ Ñåðãååâè÷ó Èëüÿ-
øåíêî.

Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó óíèâåðñè-
òåòà Âàéñìàíà À.Ôðåíêåëþ (A. Freankel) çà îáñóæäåíèå 2-îé ãëàâû ðàáîòû,
à òàêæå ïðîôåññîðó Ë.Çàìáîíè ( Luca Q. Zamboni) çà îáñóæäåíèå 4-îé ãëà-
âû ðàáîòû.
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